Corso di

Algebra lineare e Analisi 2

(docente: M.Poletti)

Testi d’esame dal Settembre 2009 al 17/02/2010



ALGEBRA LINEARE - prova del 16/09/2009

ISTRUZIONI: Gli studenti dell” a.a. 08/09 DEVONO risolvere gli eser-
cizi 1,2,3,4,5,6. Gli studenti degli a.a. precedenti POSSONO risolvere solo
gli esercizi 1,2,3,4.

1) Si determini una base del sottospazio V di R?*3 definito da

V={AeR¥™®:(1,2,2)A=(1,1,1)A} .

2) In R* si consideri il sottospazio V i cui elementi sono le soluzioni

del sistema
{ x1 + 229 +3x3 4+ 214 =0

T + 229 + 223+ 224 =0
Si indichi un sottospazio W di R* tale che R* =V & W.

3) Si consideri I’applicazione lineare f : R3 — R? definita da

1 1 0 0 1 0
flrl=11],/l 1 ]l=1o].,fl-1]=]o0
1 1 ~1 0 0 0

Si determini A € R3*3 tale che f = Z4. Si determinino ker f e
Im f.

4) Si consideri R? con il prodotto scalare canonico, e sia
V:{x€R3:2x1+2x2—x3:0}.

Si indichi un a € R3 tale che |la]| = /14 e che la proiezione
ortogonale di a su V sia (1,0,2)T.



5) Si indichi una matrice A € R3*3 avente autospazi
{x€R3Z$1—3J}2+$3:0}, ( -3
1

e tale che A2 = I.

6) Si consideri la matrice simmetrica

1 0 0
A=1lo0 0 -1 |,
0 -1 0

e sia e il prodotto scalare in R? associato ad A.

o

Per Vz,y € R? si determinino z ey, z ex.

o

Si determini una base ortogonale di R?.

o

Si determini il tipo di definizione di A.
Si determini (R?)* .

o



ANALISI 2 - prova del 16/09/2009

1)

2)

3)

4)

Si consideri la funzione
f:R*—>R!

definita da
f(z) =sin||z| .

Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente ortogonale

2 2
e tangente a I'(f) nel punto (W4 , W:l[, HT.
Sia
f:R>—R?

la funzione definita da

2 2 2
r] + x5 + x3

flx) =
Ty + 22+ 23

e sia
2
a=| —1
-1

Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente ortogonale
e tangente a LS(f; f(a)) nel punto a.

Si consideri il sottinsieme compatto di R?

I‘:{xERS:x%—i-x%—&—x%:lQ},
e la funzione continua

f(z) =21 4220+ 223 : RP - R .
Si determinino i punti di minimo e massimo assoluto di f su I'.
Si consideri il sottinsieme misurabile di R?
A:{xEIR2:—1<x1<1,O§x2<x%}
e la funzione misurabile
flz)=1/z1: A—=R.
o Si provi che f ¢ integrabile su A.

o Si calcoli / f
A



ALGEBRA LINEARE - prova del 12/01/2010

ISTRUZIONI: Gli studenti che debbono sostenere solo 'ESAME da 6
CREDITI di ALLIN, possono risolvere solo gli esercizi 1,2,3,4.

1) Si determinino le x € R3 tali che

1 2
3 2
2 2

NS IV
8

I

o

Si determinino le A € R3*2 tali che

123 1 2 1
325 |A= 3 1+3(2],( 3
2 2 4 2 2 2

2) In R* si consideri il sottospazio V i cui elementi sono le soluzioni
del sistema

221 — 3x9 4+ 323 —4x4 =0
3r1+ dxo +4x3 +3x4 =0

Si indichino sottospazi non nulli W, Z di R* tali che

Rif=VaWwWeoz .

3) Si consideri I’applicazione lineare f : R3 — R? definita da

3 2 5) 2 1 2
1 1 2 1 2 1

Si determini A € R3*3 tale che f = Z4. Si determinino ker f e
Im f. Si provi che A% = 0.

4) Si consideri R? con il prodotto scalare canonico, e sia
V:{xeﬁg:x1—5x2+4x3:0}.

Si determinino le @ € R? la cui proiezione ortogonale su V sia
(1,1,DH)T.



5) Si indichi una matrice A € R3*3 avente autospazi

N DN

{x€R3:2:p1—2x2—|—x3:0}’ < _

—_

e tale che A2 = A.

6) Si consideri la matrice simmetrica
0 01
A= 0 -1 0 |,
1 00

e sia e il prodotto scalare in R? associato ad A.

Per Vz,y € R? si determinino z ey, z ex.

o

Si determini una base ortogonale di R?.

o

o

Si determini il tipo di definizione di A.
Si determini (R?)* .

o



ANALISI 2 - prova del 12/01/2010

1)

2)

3)

4)

Si consideri la funzione
f:R*—>R!

definita da

fla) = e
Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente ortogonale
e tangente a I'(f) nel punto (2,1/2,¢)7.

Sia
f:R?—R?

la funzione definita da

2 2 2
x] + 225 + 273
fla) = ( 7

L1123

e sia

Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente ortogonale
e tangente a LS(f; f(a)) nel punto a.

Si consideri il sottinsieme compatto di R?
F:{x€R3:x‘f+x§+l‘§:48} )
e la funzione continua
f(a:):xl—x2+a:3:R3—>R.
Si determinino i punti di minimo e massimo assoluto di f su I
Si consideri il sottinsieme misurabile di R?
A:{er:ogmgl, 0<$2§x‘;’}
e le funzioni misurabili
fl@)=1/2""  A-R g(x)=1/27"': A>R.
o Si provi che f ¢ integrabile su A.

o Si calcoli / f.
A

o Si provi che g non ¢ integrabile su A.



ALGEBRA LINEARE - prova del 28/01/2010

ISTRUZIONI: Gli studenti che debbono sostenere solo 'ESAME da 6
CREDITI di ALLIN, possono risolvere solo gli esercizi 1,2,3,4.

1) Senza risolvere sistemi di equazioni,

o si indichi una matrice A € R2*2 tale che
A 2315\ (2345
2 3 4 5 o 2 3 1 5 ’

o si provi che non esistono altre matrici A verificanti tale rela-
zione.

2) In R* si considerino i sottospazi

VZ{QL'ER4:$1+$3=0,$2+$4=0}, W=<

O R O
—_— O = O
~

Si provi che
R'=VaeWw .

3) In R? si considerino i sottospazi
V= {ZL‘ S R?: r1—3T0—3x3 = 0}, W = {$ S R? : 2rx1+zo+x3 = 0} .
Si indichi una applicazione lineare f : R? — R? tale che

o f sia iniettiva,

o per Vv € V si abbia f(v) € W.
Si determini la matrice A € R3*3 tale che f = Z4.
4) Si consideri R? con il prodotto scalare canonico, e sia
V:{x€R3:3x1—4x3:0}.

o Si indichi un vy € V tale che |jvg|| = 20 .

o Si indichi uno zg € R? tale che

la proiezione ortogonale di 2y su V sia vy

10l = 25



5) Si indichi una matrice A € R3*3 tale che:
(A sia diagonalizzabile
ker A = {x€R3:x1+3x2+3x3 :0}

1
ImA:< 1 >
1

6) Si consideri la matrice simmetrica

A=

o O O
— = O
e )

e sia e il prodotto scalare in R? associato ad A.

o Per Vz,y € R? si determinino z ey, zex.
o Si determini una base ortogonale di R3.
o Si determini il tipo di definizione di A.

o Si determini (R3)* .



ANALISI 2 - prova del 28/01/2010

1)

2)

3)

1)

Si consideri la funzione

f:R* =R’

fa) e*1 cos xo
x) = .
e*l sin xo
Si determinino i sottospazi affini di R* rispettivamente ortogonale
e tangente a I'(f) nel punto (0,7/2,0,1)T.

definita da

Sia
f:R>—R?

la funzione definita da

) = ( T1 — COS 27Xy ) ’

To — sin 27wxs3
esia a = (1,0,0)T.

o Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente orto-
gonale e tangente a LS(f; f(a)) nel punto a.

o Si disegni LS(f; f(a)) .
Si consideri il sottinsieme compatto di R?
F:{x€R2:393%+533§:8} )
e la funzione continua
f(z) = z129 : R2>R.
Si determinino i punti di minimo e massimo assoluto di f su I

Si consideri il sottinsieme misurabile di R2

1 1 1
A={zeR?>:0<z1 <1, — <9< —+ —
{ il I w/lL‘l}
e la funzione misurabile

fx)=1:A—=1R.

Si dica (motivando la risposta) se f sia o non sia integrabile su A.

10



ALGEBRA LINEARE - prova del 17/02/2010

ISTRUZIONI: Gli studenti che debbono sostenere solo 'ESAME da 6
CREDITI di ALLIN, possono risolvere solo gli esercizi 1,2,3,4.

1) Si risolva il sistema

3 3 3
<x1,x2>(6 ; 6):<o 0 0) (1,22) € RI<2.

Senza risolvere ulteriori sistemi di equazioni, si determinino tutte
le matrici A € R%*? tali che

3 3 3 6 6 6
A<666>_<999>'

2) In R* si considerino i sottospazi

VZ( >7 W:<

A~ = =~ W
W = NN
W Ut W
NN =W
~—

Si dica se la loro somma sia o non sia diretta.
3) In R? si consideri il sottospazio
V:{:I:EIR?’:xl—FE)xg:O}.
Si indichi una applicazione lineare f : R? — R? tale che

o f non sia iniettiva,

o per Vv € V si abbia f(v) = v.
Si determini la matrice A € R3*3 tale che f = Z4.
4) Si consideri R? con il prodotto scalare canonico, e sia
V={zecR®: 8z —3x2 —23=0,2x1 + 225 — 323 =0} .

o Si indichi un vy € V tale che |lvo|| =18 .

o Si determinino tutti gli zy € R tali che la proiezione ortogo-
nale di zg su V sia vg .

11



5) Si indichino due matrici A # B € R3*3 aventi entrambe per

autospazi
1
V:{xERS:w1—2x2+3$3:0} W= -2 |).
3

Senza calcolare esplicitamente AB e BA, si provi che AB = BA .

6) In R? si opera con un prodotto scalare e tale che

1 1 1 1 1 1
1 Je| 1 =0, 2 |ofl 2 | =—-2,| 1 ||l 2 | =-3
1 1 2 2 1 2

1 1
V:< 1 ) 2 >
1 2

12



ANALISI 2 - prova del 17/02/2010

1)

2)

3)

4)

Sia w > 0 un numero reale assegnato. Si consideri la funzione

f:R— R?

COS WT]
f(il’l):( . ) ~
sin wxy

Per Va € R si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente

definita da

ortogonale e tangente a I'(f) nel punto (a, cos wa, sinwa)? .
Sia
f:R2—-R
la funzione definita da
f@) = e

esiaa=(2,1/2)T.

o Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente orto-
gonale e tangente a LS(f; f(a)) nel punto a.

o Si disegni LS(f; f(a)) .
Si consideri il sottinsieme compatto di R?
F:{xERQ:x%—Hlx%:E)},
e la funzione continua
f)=2?+22:R* - R.
Si determinino i punti di minimo e massimo assoluto di f su I

Si consideri il sottinsieme misurabile di R2

A={reR*: 0<z <1, ;1<962<L}

e la funzione misurabile f : A — R definita q.o. da
1
3/1)2 ’

Si dica (motivando la risposta) se f sia o non sia integrabile su A.

fz) =

13



ALGEBRA LINEARE - prova del 09/06,/2010

ISTRUZIONI: Gli studenti che debbono sostenere solo 'ESAME da 6
CREDITI di ALLIN, possono risolvere solo gli esercizi 1,2,3,4.

1) Si dica per quali A € R esista una ed una sola matrice A € R?*?2

tale che
A 12 A\ [ 124X A+3
A3/ L12—Xx A-3 )

Per ciascuno di tali A, si determini A.

2) In R? si consideri il sottospazio

V=

[ S —Y
=R NN
S~

Si indichino due sottospazi W # Z di R* tali che

Ri=VoeW=Vaz.

3) In R? si considerino i sottospazi
V:{a:EIR3:m1—5x2:O} ,W:{m€R3:w1—7x3:0}.
Si indichi una applicazione lineare f : R?* — R3 tale che
fV)=w.
Si determini la matrice A € R3*3 tale che f = Z4.
4) Si consideri R? con il prodotto scalare canonico, e sia
V:{x€R3:2x1—x2—2x3:0}.

o Si indichi una base ortonormale di V.

o Si dia una rappresentazione analitica (parametrica o carte-
siana) dell’insieme

r={acV:|a|=1}.

14



5) Si indichi una matrice A € R3*3 tale che:

o det A =0,

oV = {1: € R?: 2z + 3z + by = O} sia un autospazio di A
di autovalore 7.

Senza calcolare esplicitamente A, si diagonalizzi A .

6) In R? si opera con un prodotto scalare e tale che

1 1 3 3 1 3
0O |e] O] =4,1 5 |eo] 5 ]=0,10|eof 5 ]=4.
1 1 3 3 1 3

Si determini una base ortogonale del sottospazio

1 3
V=[O0 |, 5 ])
1 3

15



ANALISI 2 - prova del 09/06/2010

1)

2)

3)

4)

Si considerino 'aperto 2 = {x € R?: |z|| < 21} C R% ela
funzione f : 2 — R definita da

flx) = 212 — |lz]|> .

Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente ortogonale
e tangente a I'(f) nel punto (7,14,14)T.

Sia
fR*=R
la funzione definita da
fz) =927 — 4a3
esiaa=(1/3,1/2)T.

o Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente orto-
gonale e tangente a LS(f; f(a)) nel punto a.

o Si disegni LS(f; f(a)) .
Si consideri il sottinsieme compatto di R?
I ={zeR?: 2?+a2}=25},
e la funzione continua
flz)=2?—22:R2 > R.
Si determinino i punti di minimo e massimo assoluto di f su I'.
Si consideri il sottinsieme misurabile di R?
A:{xE]RQ:Oémlgl, 0<$2<$1}

e la funzione misurabile f : A — R definita q.o. da

1
- T14/T2 '

f(x)

Si provi che f & integrabile su A, e si calcoli / f.
A

16



ALGEBRA LINEARE - prova del 30/06/2010

ISTRUZIONI: Gli studenti che debbono sostenere solo 'ESAME da 6
CREDITI di ALLIN, possono risolvere solo gli esercizi 1,2,3,4.

1) Per ciascun A € R si determini il rango della matrice
20 A 8
A= < 5A 1 20 ) ’

2) In R* si considerino i sottospazi

V={reR*: 2 — 229 +a3— 224 =0}, W=/{

—_ N =N
N
<<

Si indichi un sottospazio Z di V' tale che
V=waoZz.
3) In R? si consideri il sottospazio
V:{x€R3:x1+x2+ar3:0}.

Si indichi una applicazione lineare f : R? — R3 tale che

1 1
fl1]=11], f(V)cV, dim(Im f)=2.
1 1

Si determini la matrice A € R3*3 tale che f = Z4.

4) Si consideri R? con il prodotto scalare canonico, e sia
V:{$€R325$1+55L’2—1‘3:0}.

o Si indichi una base ortonormale di V;

o la si completi ad una base ortonormale di R3 .

17



5) Si indichi una matrice A € R3*3

o avente per autospazi
V:{xEIRS:w1+:C2+2x3:O}, W:<

o e tale che A2 =1 .

6) In R? si opera con un prodotto scalare e tale che

2 2 2 1 1
2 el 2 | =0,] 2 |Jeol 1 =5, 1 |e
1 1 1 1 1

Si determini una base ortogonale del sottospazio

2 1
V:< 2 ) 1 >
1 1

18
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ANALISI 2 - prova del 30/06/2010

1) Si consideri la funzione f : (—1,1) — R? definita da

1

fay=| 117

1—=x

Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente ortogonale
e tangente a I'(f) nel punto (0,1,1)7.

2) Sia
f:R*>>R

la funzione definita da
f(x) = 23129 — 21 — 22,
esiaa=(1,1)T.

o Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente orto-
gonale e tangente a LS(f; f(a)) nel punto a.

o Si disegni LS(f; f(a)) .
3) Si consideri il sottinsieme compatto di R?
F:{I‘ERQ:ZE%—FZE%:l},
e la funzione continua
f(z) = 129 : R2>R.
Si determinino i punti di minimo e massimo assoluto di f su I'.

4) Si consideri il sottinsieme misurabile di R?

A:{x€R2:O<a:1, 0<$2<;}
1

e la funzione misurabile f : A — R definita da

fa)=1.

Si provi che f non e integrabile su A.

19



ALGEBRA LINEARE - prova del 21/07/2010

ISTRUZIONI: Gli studenti che debbono sostenere solo 'ESAME da 6
CREDITI di ALLIN, possono risolvere solo gli esercizi 1,2,3,4.

1) Per ciascun A € R si determini il rango della matrice

1 2 2 1
A=1 3 2Xx 2\ A
1 2 3 A

2) In R® si considerino i vettori
a; =(1,1,0,0,1,1)T, ay =(3,3,0,0,1,1)7 .
Si verifichi che la famiglia
(a1, az)
¢ linearmente indipendente; la si estenda ad una base di RS.

3) In R? si consideri il sottospazio
V:{$ER312$1—21‘2+$3:0} .

Si indichi una applicazione lineare f : R? — R? tale che
m(f)= ([ 1] ker(5) =V .

Si provi che f2 = 0.
Si determini la matrice A € R3*3 tale che f = Z4.

4) Si consideri R? con il prodotto scalare canonico, e sia
V:{x€R3z—3x1+43§3:0}.
Si determinino i vettori v € R? tali che:

o abbiano (12,0,9)” come proiezione ortogonale su V,

o abbiano norma 25.

20



5) In R**3 si diagonalizzi la matrice

3 0 6 1 2 2
A= 6 0 3 2 =2 1
6 0 —6 2 1 -2

6) In R3 si opera con il prodotto scalare e associato alla matrice
simmetrica

0 01
0 00
100

Si determini (R®)™.

21



ANALISI 2 - prova del 21/07/2010

1)

2)

3)

1)

Si consideri il sottinsieme aperto di R? definito da:

Q=R2\ {0},
e la funzione f : Q) — R definita da

1
f(x):m-

Per V6 € R, si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente
ortogonale e tangente a I'(f) nel punto (cos@,sin6,1).

Sia
f:R?>R
la funzione definita da
f(x) = cos® x1 +sin® 2 |
esiaa=(1,1)T.

o Si provi che a € un punto regolare di f.

o Si determinino i sottospazi affini di R? rispettivamente orto-
gonale e tangente a LS(f; f(a)) nel punto a.

o Si disegni LS(f; f(a)) .
Si consideri il sottinsieme compatto di R?
F:{xGR‘O’:azfﬁ-x%—Fx%:l, x1+$2+x3:0} ,

e la funzione continua

fx)=2? +23:R* - R.
Si determinino i punti di minimo e massimo assoluto di f su I
Si consideri il sottinsieme misurabile di R?

A:{mGIR2:x1€IR, 0<x2<e_x%}
e la funzione misurabile f : A — R definita da
f@) == .

Si provi che f & integrabile su A.
Si calcoli / f(x)da.
A

22



