UN’INTRODUZIONE ALL’ANALISI
CON INFINITESIMI

MAURO DI NASSO

1. INTRODUZIONE

L’analisi nonstandard, introdotta negli anni '60 del secolo scorso dal
logico matematico Abraham Robinson [4], ha posto su basi fondazionali
rigorose 1'uso di numeri infinitesimi ed infiniti nell’analisi matematica.

Per numero infinitesimo si intende un numero positivo £ piu piccolo
di tutte le frazioni 1/n con n naturale positivo. Per numero infinito
si intende un numero numero positivo €2 piu grande di tutti i numeri
naturali n.!

Nell’analisi infinitesimale contemporanea, basata sui numeri reali, i
numeri infinitesimi non esistono, ma storicamente non sempre e stato
cosl. Anzi, i fondamentali risultati del calcolo sono stati inizialmente
dimostrati mediante un uso diretto di quantita infinitesime ed infinite.

In questo articolo, dopo alcuni cenni storici sulle quantita infinitesi-
me ed infinite, viene ripercorso il cammino matematico che ha portato
ai successivi ampliamenti dei sistemi numerici, dai numeri naturali, agli
interi, ai razionali, ai reali, ai complessi.

Nello stesso spirito, presentiamo poi i campi superreali, che esten-
dono la retta reale con l'introduzione di “nuovi” numeri infinitesimi
ed infiniti. In particolare, costruiamo il piu piccolo campo superreale
(i numeri a-superreali) con una semplice costruzione algebrica basata
sulle espressioni polinomiali fratte.

Infine, esponiamo un paio di risultati recenti che pongono su basi
logiche rigorose la nostra presentazione.

I contenuti di questo articolo sono stati presentati durante la 5 Giornata Na-
zionale di Analisi Nonstandard, tenuta il 10 Ottobre 2015 presso I'Universita di
Verona.

1 Qui per semplicitd abbiamo considerato soltanto quantitd positive. Le defini-
zioni rigorose di numero infinitesimo ed infinito nel quadro dei campi ordinati si
trovano piu avanti (cf. Definizione 6.4).
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La tesi principale sottesa in questa esposizione ¢ che I'uso di numeri
infinitesimi ed infiniti puo essere utilmente introdotto nell’insegnamen-
to della matematica nelle scuole superiori, come utile passo introduttivo
al concetti fondamentali dell’analisi.

2. UN PO’ DI STORIA

Il problema delle quantita infinitesime — collegato al concetto di con-
tinuitd e di moto — € stato tema centrale della discussione matematico-
filosofica fin dall’antichita.

e Zenone: Il paradosso di “Achille e la tartaruga” e il paradosso
della “freccia”;
e Buclide: “Si dice che hanno fra loro rapporto le grandezze le
quali possono, se moltiplicate, superarsi reciprocamente”.
(Euclide, Gli Elementi, Libro V, Definizione IV.)

Notiamo che grandezze omogenee che non hanno fra loro rapporto,
sono grandezze una infinitesima rispetto all’altra:

A+ ...+ A < B per ogni naturale positivo n, cioe:
—_—

n volte
A 1 ) .
— < — per ogni naturale positivo n.
B n

e Archimede fece un uso euristico di quantita infinitesime per
“divinare” aree o volumi, usando poi il metodo geometrico di
esaustione per fornire dimostrazioni rigorose alle proprie intui-
zioni.

Cio dunqgue non e stato dimostrato per mezzo di quel che ¢é
stato detto; ma e stata fornita una indicazione che la con-
clusione sia vera: percio not, vedendo che la conclusione
non € stata dimostrata, ma presumendo che essa sia vera,

proporremo la dimostrazione per via geometrica.
(Archimede, Il Metodo.)

I1 XVII secolo vide la nascita del calcolo differenziale con Gottiried
Leibniz e Isaac Newton.

E questi invero sono soltanto gli inizi di una geometria molto

pit sublime.
(Leibniz 1684, Nova methodus pro mazimis et minimsis.)

e Leibniz: Uso diretto dei numeri infinitesimi; € sua la notazione

3—f come rapporto di incrementi infinitesima.
X
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Per dimostrare la Regola di Leibniz, egli considerava il prodotto:
dey = (z+dx)(y + dy) — xy = xdy + ydr + dx dy

e poi ometteva l'ultimo termine: “la quantita dx dy é infinitamente pic-
cola rispetto al resto, poiché si suppone che dx e dy siano infinitamente
piccoli”.

Molti dei teoremi fondamentali del calcolo scoperti tra il XVIII e il
XIX secolo, vennero giustificati con un esplicito uso di quantita infini-
tesime: Teorema di Rolle 1691, Regola di de [’Hospital 1696, Formula
di Taylor 1715, ...

Ben presto nacquero severe critiche fondazionali a quella nuova mate-
matica.

e Berkeley: I metodi e gli oggetti del nuovo calcolo non hanno
maggiore giustificazione di quanta ne abbiano “ misteri della
religione o gli oggetti della fede”.

E che cosa sono queste flussioni? Le velocita di incrementi
evanescenti. E che cosa sono questi incrementi evanescen-
ti? Essi non sono quantita finite, non sono infinitesimi,
non sono niente. E allora non dobbiamo forse chiamarli
gli spettri di quantita morte?

(G. Berkeley 1734, The analyst.)

L’uso diretto di quantita infinitesime resto pero pratica comune an-
cora a lungo. I molti importanti risultati che continuavano ad ottenersi,
non favorirono lo sviluppo di studi fondazionali.

I differenziali essendo privi di quantita, sono anche detti
infinitesimi e, per la loro natura sono da interpretarsi come
del tutto nulli o uguali a zero. Cosi se alla quantita x si
attribuisce un incremento w, di modo che diventi x + w, il
suo quadrato xx diventera xzr + 2zw + ww, e dunque subird
lincremento 2xw +ww, percio 'incremento della x, che e w,
stara all’incremento del quadrato, che é 2xw + ww come 1
sta a 2x 4+ w; il quale rapporto diventa di 1 a 2z soltanto nel
momento in cut w svanisce. Sia dunque w = 0 e il rapporto
di questi incrementi evanescenti, che ¢ la sola cosa che si
considera nel calcolo differenziale, é quello di 1 a 2x.

(L. Euler 1755, Institutiones calculis differentialis)

In formule:
(r4w)?—2® 2?4 20w+ w® — 2

(r+w)—=x w
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w2z + w)
w

=2r+w = 2x.

Un’intensa ricerca fondazionale porto, nella seconda meta del XIX
secolo, all’attuale formalizzazione “c-0” di Weierstrass. I numeri infi-
nitesimi ed infiniti sono banditi dalla analisi.

Zenone affrontava in realta tre problemi, i problemi degli
infinitesimi, dell’infinito, e della continuita. Dai suoi tem-
pi fino ai nostri, le migliori intelligenze di ogni gemerazio-
ne aggredirono a turno quet problemi ma non approdarono,
in genere, a miente. Ai nostri giorni, pero, tre studiosi,
Weierstrass, Dedekind e Cantor, li hanno completamente
risolti. Le soluzioni, per chi conosce la matematica, sono
tanto chiare da non lasciare il minimo dubbio o la minima
difficolta.

(B. Russell 1901, Mysticism and Logic)

Tuttavia, anche dopo Weierstrass ’eliminazione dei numeri infinite-
simi dalla pratica matematica non fu né immediata né indolore.

L’idea di infinitesimo non implica contraddizioni. Come
matematico, preferisco il metodo degli infinitesimi a quel-
lo dei limiti, perché molto pitu facile e meno infestato di
trappole.

(C.S. Pierce 1891, The Law of Mind)

Sono diventato diventato pienamente convinto che il lin-
guaggio e lidea degli infinitesimi dovrebbero essere usati ai
livelli piu elementari dell’istruzione — con tutte le precauzio-
ni, naturalmente.

(A. de Morgan 1889, Grave’s Life of W.R. Hamilton)

Col tempo si diffuse tra i matematici la comune opinione secondo
la quale, usando le parole dello stesso Russell, “gli infinitesimi devono
essere consideratt non necessari, erronei e auto-contraddittori”.

e Davvero 1 concetti di numero infinitesimo e di numero infinito
sono contraddittori?

Affronteremo il problema usando il moderno linguaggio dell’algebra.
La nozione centrale sara quella di campo ordinato, che assiomatizza le
proprieta fondamentali che I'intuizione attribuisce all’insieme di “tutte
le quantita numeriche”.
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3. INTRODUZIONE DI NUOVI INSIEMI NUMERICI

La storia della matematica e segnata da una serie di successivi am-
pliamenti degli insiemi numerici. Il passo iniziale:

e Insieme dei numeri naturali N, dotato delle operazioni di som-
ma e di prodotto, e di un ordine.

Sorge naturale un problema.

e Problema della differenza:
Dati n ed m, posso trovare k tale che n +k=m ?

Dalle proprieta dei numeri naturali segue che un tale k esiste ed unico
se e solo se n < m. Ci risulterebbe utile “inventare” un nuovo numero
“m —n” con la proprieta n + (m — n) = m, per ogni scelta dei numeri
naturali m ed n.

e F contraddittorio assumere [’esistenza di questi nuovi numeri?
No, non e contraddittorio. Si puo fare!

Infatti:
e L’insieme dei numert interi 7 si costruisce aggiungendo ad N
tutte le differenze “n —m” per n < m.

e [’insieme numerico Z e un’estensione “coerente” di N, nel senso
che ha operazioni di somma e prodotto che estendono quelle su
N, ed ha un ordine che estende quello di N.

e In 7Z il problema della differenza ha sempre soluzione perché
ogni elemento ha un inverso rispetto alla somma.

Anche con gli interi, sorge naturale un problema.

e Problema del quoziente:
Dati a e b # 0 in Z, posso trovare ¢ tale che b-c=a ?

Tranne che in alcuni casi particolari (cioe quando a ¢ multiplo di b)
un tale ¢ non esiste. Ci risulterebbe utile “inventare” un nuovo numero

a 3 a. a _
7 con la proprieta: ¢ -b = a.

e F contraddittorio assumere [’esistenza di questi nuovi numeri?
No, non ¢ contraddittorio. Si puo fare!

Infatti:

e L’insieme dei numeri razionali Q si costruisce aggiungendo a Z
. L
tutti i quozienti 7 dove b # 0.
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e [’insieme numerico QQ € un’estensione “coerente” di Z, nel senso
che ha operazioni di somma e prodotto che estendono quelle su
Z, ed ha un ordine che estende quello di Z.

e In Q il problema della differenza ha sempre soluzione perché
ogni elemento ha un inverso rispetto alla somma.

e In Q il problema del quoziente ha sempre soluzione perché ogni
elemento diverso da 0 ha un inverso rispetto al prodotto.

I numeri razionali Q sono il primo esempio di campo ordinato.

Definizione 3.1. Un campo ordinato ¢ un insieme F dove:

e Sono date due operazioni binarie di somma + e di prodotto - ed
un ordine <;

e Sono specificati gli elementi neutri 0 e 1;

e valgono le seguenti proprieta:

e Le operazioni sono associative, commutative, soddisfano la pro-
prietd distributivita, e sono coerenti con 1’ordine?;

e Ogni elemento a ha un inverso —a rispetto alla somma;

1

e Ogni elemento a # 0 ha un inverso a™' rispetto al prodotto.

Fino a Pitagora, tutte le quantita numeriche considerate si potevano
interpretare come numeri razionali, ma in conseguenza del teorema che
porta il suo nome, si dimostra che:

e Non esistono numeri razionali che misurano la lunghezza della
diagonale del quadrato di lato unitario. Infatti, non esistono
numeri razionali ¢ tali che ¢? = 2.

Consideriamo i seguenti due insiemi di numeri razionali positivi:
X={r>0]2*<2} e Y={y>0]|y*>2}.
Notiamo che:
e X <Y, cioe ogni x € X e minore di tutti gliy € Y';
e X non ha massimo, e Y non ha minimo;

e X e Y sono “contigui”, nel senso che per ogni razionale ¢ > 0
esistono x € X ey € Y la cui distanza y — x < q.

Tuttavia, tra X e Y c¢’e un “buco”, cioe non esistono razionali ¢ tali
che x < ¢ <y per ognixz € X ey €Y. Dunque:

e non esiste il minimo dei maggioranti di X, e

2 Ciod ciot se a < b allora a+c¢ < b+c per ognic;ese ) <a<balloraa-c<b-c
per ogni ¢ > 0
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e non esiste il massimo dei minoranti di Y.
Si pone in modo naturale un problema.

e Problema della completezza:
Siano X e Y due classi contigue di numeri razionali:

(1) X # 0 & un segmento iniziale, cioe ¢ < g€ X = ¢ € X;

(2) Y #£ 0 & un segmento finale, cioe ¢ >q€Y = ¢ €Y ;

(3) X <Y,

(4) Per ogni ¢ > 0, esistono z € X ey € Y la cui distanza
y—1x<q.

Posso trovare un elemento separatore? Cioe, un numero g tale

che X < ¢ < Y? Equivalentemente, posso trovare per ogni

insieme limitato X C Q il minimo dei suoi maggioranti sup X,
e il massimo dei suoi minoranti inf X7

Come abbiamo appena visto nell’esempio di sopra, questo non sem-

Y
pre ¢ possibile. Per ogni coppia (X,Y") di classi contigue, ci risultereb-
be utile “inventare” un nuovo numero z che fosse elemento separatore

X <z<KY.

e F contraddittorio assumere [’esistenza di questi nuovi numeri?
No, non e contraddittorio. Si puo fare!

Infatti, grazie al lavoro fondazionale di Dedekind, Heine, Cantor nella
seconda meta del XIX secolo, sono stati introdotti i numeri reali.

e L’insieme dei numeri reali R si costruisce aggiungendo a Q un
elemento separatore per ogni coppia di classi contigue (X,Y).

e [’insieme numerico R & un’estensione “coerente” di Q, nel senso
che ha operazioni di somma e prodotto che estendono quelle su
Q, ed ha un ordine che estende quello di Q.

e In R il problema della differenza ha sempre soluzione perché
ogni elemento ha un inverso rispetto alla somma.

e In R il problema del quoziente ha sempre soluzione perché ogni
elemento diverso da 0 ha un inverso rispetto al prodotto.

e In R il problema della completezza ha sempre soluzione perché
ogni coppia di classi contigue X,Y ha un elemento separatore
(proprieta di completezza dei numeri reali).

Riguardo la proprieta di completezza, vale un fondamentale risultato.
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Teorema 3.2 (di unicitd). A meno di isomorfismi®, esiste un unico
campo ordinato completo.

Anche 'insieme numerico dei numeri reali puo essere ampliato per
soddisfare ulteriori proprieta.

Attenzione! Visto il teorema di sopra, ogni campo che amplia i numeri
reali R, non potra essere sia ordinato che completo.

Un problema che si incontra subito operando con i numeri reali, ¢ il
seguente

e Problema della radice:
Sia P(X) = ¢, X" + ...+ c1.X + ¢o un polinomio non costan-
te. Posso sempre trovare una sua radice ? Cio¢, posso sempre
trovare un numero a tale che P(a) =07

Tutti i polinomi di primo grado hanno una radice, ma ci sono gia po-
linomi di secondo grado che non hanno radici. Gli esempi pit semplici
riguardano 'esistenza delle radici quadrate.

e Esiste una radice del polinomio P(X) = X? — b? Cioe, posso
trovare un numero v/b tale che il suo quadrato (vb)? = b?

Grazie alla proprieta di completezza dei numeri reali, si dimostra che
ogni numero b > 0 ha una radice quadrata. Tuttavia, nessun numero
b < 0 ha una radice quadrata, perché il quadrato di un numero non
puo essere negativo. Il caso piu semplice di equazione polinomiale senza
soluzioni e il seguente:

X?=-1
Ci risulterebbe utile “inventare” un nuovo numero che sia radice
quadrata di —1, cio¢ un numero ¢ con la proprieta: i = —1.

e I contraddittorio assumere [’esistenza di questo numero i ¢
No, non e contraddittorio. Si puo fare!

Infatti:

e L’insieme dei numeri complessi C si costruisce aggiungendo ad
R il nuovo numero ¢, detto unita immaginaria, e chiudendo per
somme e prodotti.

e [’insieme numerico C & un’estensione “coerente” di R, nel senso

che ha operazioni di somma e prodotto che estendono quelle su
R.

3 L’isomorfismo & una relazione che vale tra due strutture matematiche (in questo
caso tra due campi ordinati) quando esse sono sostanzialmente indistinguibili, nel
senso che basta rinominare gli elementi e le due strutture diventano uguali.
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e C ¢ un campo, e quindi:
— il problema della differenza ha sempre soluzione perché ogni
elemento ha un inverso rispetto alla somma.
— il problema del quoziente ha sempre soluzione perché ogni
elemento diverso da 0 ha un inverso rispetto al prodotto.

e In C il problema della radice ha sempre soluzione, perché ogni
polinomio non banale a coefficienti complessi ha una radice
(Teorema fondamentale dell’algebra®).

Come avevamo anticipato, nell’ampliamento dai numeri reali ai nu-
meri complessi, qualcosa si perde:

e Il campo C non & ordinato, cioe non & possibile definire un
ordine sui numeri complessi che sia coerente con le operazioni.

Infatti, in ogni campo ordinato si ha a®> > 0 per ogni numero a,
mentre 2 = —1 < 0!

4. NUMERI GRANDI E NUMERI PICCOLI

Nel linguaggio dei campi ordinati, si possono formalizzare anche le
nozioni di numero “grande” (infinito) e di numero “piccolo” (infinite-
simo).

Definizione 4.1. Un numero 2 si dice infinito positivo se 2 > n per
ogni naturale n. Analogamente, un numero € si dice infinito negativo
se () < —n per ogni naturale n.

Definizione 4.2. Un numero ¢ si dice infinitesimo se —% <e< % per
ogni naturale positivo n.

Una proprieta delle grandezze considerata fin dall’antichita e la se-
guente:

e “Si dice che hanno fra loro rapporto le grandezze le quali pos-
sono, se moltiplicate, superarsi reciprocamente”.

(Euclide, Gli Elementi, Libro V, Definizione IV.)

Nella matematica moderna, quella proprieta si formalizza nel lin-
guaggio dei campi ordinati, con il nome di proprieta archimedea.

4 Quindi non solo i polinomi della forma X2?—a hanno sempre una radice, ma tutti
i polinomi non costanti P(X) = a, X™ 4+ ...+ a1 X + a¢ di qualsiasi grado hanno
sempre una radice complessa. Si tratta di un risultato molto importante, la cui
dimostrazione richiede strumenti avanzati che non rientrano negli usuali programmi
delle scuole superiori.
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Definizione 4.3. Un campo ordinato si dice archimedeo se tutti i
numeri positivi “hanno fra loro rapporto”, cioe se vale la proprieta:

e Se y > x > 0, allora esiste un numero naturale n tale che
n-r =gzx+...+x > .
—_——
n volte

La validita o meno della proprieta archimedea puo essere equivalen-
temente formulata in modi diversi.

Teorema 4.4. Sia F un campo ordinato qualunque. Le sequenti pro-
prieta sono equivalenti:

(1) F contiene numeri infiniti .

(2) F contiene numeri infinitesimi € # 0.

(3) F non é archimedeo.
Dim. (1) < (2). Basta notare che un numero {2 ¢ infinito se e solo se
il suo reciproco % e un infinitesimo diverso da 0.

(1) = (3). Sia ©Q un numero infinito, ad esempio positivo. Allora i
numeri postivi {2 > 1 sono un controesempio alla proprieta archimedea,
perché n -1 =n < Q per tutti i numeri naturali n.

(3) = (1). Siano y > x due numeri positivi che siano un controesem-
pio alla proprieta archimedea, cioe tali che n - x < y per ogni naturale
n. Allora £ > n per ogni n, e quindi 2 = £ ¢ un numero infinito. [

Le proprieta di completezza e piu forte della proprieta archimedea.

Teorema 4.5. Se un campo ordinato non ¢ archimedeo, allora non é
completo.

Dim. Sia Z l'insieme dei numeri infinitesimi. Valgono le seguenti pro-
prieta:
e r ¢ un maggiorante di Z se e solo se x & un numero positivo non
infinitesimo.

e 1 non ¢ infinitesimo se e solo se % non ¢ infinitesimo.

Perci6 z ¢ un maggiorante di Z se e solo se § < x ¢ un maggiorante
di Z. Ma allora l'insieme limitato Z non ha estremo superiore perché
non esiste il minimo dei suoi maggioranti. Abbiamo cosi trovato un
controesempio alla proprieta di completezza. U
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5. I NUMERI SUPERREALI

Vorremmo “inventare” almeno un nuovo numero « da aggiungere ai
numeri reali, che sia infinito positivo, cioe che abbia la proprieta: o > n
per ogni naturale n.

Notiamo che se un tale numero esistesse, allora esisterebbe anche un
numero infinitesimo non nullo, cioe¢ il reciproco é

e F contraddittorio assumere 'esistenza di un tale nuovo numero
a?
No, non ¢ contraddittorio. Si puo fare!

Infatti:

e L’insieme dei numeri superreali R(«) si costruisce aggiungendo
ad R il numero « e chiudendo per somme, prodotti, opposti e
inversi.

e L’insieme numerico R(«) ¢ un’estensione “coerente” di R, nel
senso che ha operazioni di somma e prodotto che estendono
quelle su R, ed ha un ordine che estende quello di R.

e R(a) ¢ un campo ordinato dove esistono numeri infiniti ¢ nu-
meri infinitesimi non nulli.

Come dovevamo aspettarci in conseguenza del teorema di unicita
dei numeri reali (cf. Teorema 3.2), nell’ampliamento da R ai numeri
superreali R(«), qualcosa si perde. Visto che R(«) non & archimedeo:

e Il campo ordinato R(a)) non ¢ completo.
Ecco la definizione.
Definizione 5.1. L’insieme dei numeri a-superreali R(«) € I'insieme
delle espressioni del tipo

Pla)  apd”+...+aja+ag
Qo)  bpam+ ... +ba+by
dove i coefficienti a;, b; € R, e il denominatore ¢ non nullo (cioe b, # 0).

Le operazioni di somma e prodotto sono definite esattamente come tra
espressioni polinomiali fratte.

Osserviamo che

e R(a) ¢ un’estensione “coerente” di R, nel senso che ha opera-
zioni di somma e prodotto che estendono quelle su R.

Una domanda sorge spontanea:
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e Sipuo dare ai numeri a-superreali R(«) una struttura di campo
ordinato ¢
Si, si puo fare!

Infatti, si definiscono prima i numer: positivi ponendo:

Pla)  a,a”+...+aa+ag C 0 e ay, >0
Q(a)  bpa™+ ...+ b+ by b '

P

—~

e positivo se e solo se la
5

Notiamo che il numero a-superreale @)

(@)
corrispondente funzione reale f(x) = ggz) e definitivamente positiva.

— O

L’ordine su R(«) € poi definito ponendo:
Pl(Oé) PQ(O{) Pl(Oé) B PQ(CY)
Qi) T @) T Q) @

Le seguenti proprieta si verificano direttamente a partire dalle defi-
nizioni.

= 0.

e R(a) € un campo ordinato dove esistono numeri infiniti e nu-
meri infinitesimi non nulli.

e L’insieme numerico R(«) & un’estensione “coerente” di R, nel
senso che ha operazioni di somma e prodotto che estendono
quelle su R, ed ha un ordine che estende quello di R.

Notiamo che per ogni numero reale r si ha che o > r, visto che la
funzione f(z) = x — r & definitivamente positiva. Di conseguenza, il
numero « ¢ infinito positivo e il suo reciproco i # 0 ¢ un infinitesimo
non nullo.

Vediamo alcuni esempi sull’ordine dei numeri a-superreali.

e o = « perché la funzione f(r) = x? — x ¢ definitivamente

positiva;
1 100 4 1 100 _ a—100 )
® oz 7 s perche o7 — o5 = 455 = 0
e Il numero =3 ¢ infinitesimo perché “—% < = che ¢ infini-
tesimo.
3a? 2034200 £ 3a® 2034200 _ —a*+2a3 40004200
® a1 = a? perche 2a—1 a? - 203 —ar? =< 0.

In modo simile ai reali, anche per gli a-superreali vale un risultato
di unicita.

Teorema 5.2 (di unicita). A meno di isomorfismi, i numeri a-superreali
R(«v) sono il pit piccolo campo ordinato che estende i reali R, cioé:

5 Ciot esiste M tale che per ogni > M si ha f(z) > 0.
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e SeF ¢ un campo ordinato che estende R, allora R(a) é isomorfo
ad un sotto-campo di IF.

6. PRESENTAZIONI ASSIOMATICHE
Il modo piu diretto di presentare i numeri reali ¢ quello assiomatico.
Definizione 6.1. I numeri reali sono un campo ordinato completo.

Una possibile scelta didattica e quella di rinviare il problema dell’ esi-
stenza ed unicita dei reali, e sviluppare subito la teoria a partire dalle
proprieta di campo ordinato completo.

Dopo aver familiarizzato con i numeri reali e con la proprieta di
completezza, un possibile percorso potrebbe prevedere lo studio dei
numert infinitesimi e infiniti.

Analogamente ai numeri reali, anche i numeri infiniti ed infinitesimi
si possono introdurre direttamente in modo assiomatico.

Definizione 6.2. I numeri superreali sono un campo ordinato che
estende il campo dei numeri reali R aggiungendo nuovi numeri infiniti
ed infinitesimi.

Il problema dell’esistenza puod essere facilmente risolto con la co-
struzione di R(a), che richiede soltanto familiarita con le espressioni
polinomiali fratte.

Attenzione! I numeri superreali non sono unici; i numeri a-iperreali
R(a) ne costituiscono solo un esempio.® Ma nello studio delle proprieta
algebriche dei numeri infiniti ed infinitesimi, questo ¢ irrilevante.

Se aggiungiamo anche un solo numero qualsiasi ai numeri reali in mo-
do “coerente”, otteniamo necessariamente ’esistenza di numeri infiniti
ed infinitesimi non nulli.

Teorema 6.3. In ogni campo ordinato che estende propriamente i
numeri reali, esistono numeri infiniti e numeri infinitesimi non nulli.

Dim. Prendiamo ¢ un numero “nuovo”, cioe tale che & ¢ R. Se & ¢
infinito, allora abbiamo gia trovato quello che cercavamo. Se invece &
non e infinito allora, per la proprieta di completezza dei reali, possiamo
definire

r = inf{reR[&<r}.
Usando la proprieta di estremo inferiore, si puo verificare che il numero
¢ —x # 0 ¢ infinitesimo. O

6 Sono in effetti il pitt piccolo esempio possibile, visto il Teorema 5.2.
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Tra i numeri superreali, si distinguono tre classi di grandezza. Oltre
al numeri infinitesimi ed infiniti che abbiamo gia introdotto, e utile
considerare anche la classe dei numeri finiti.

Definizione 6.4.

e Un numero €2 si dice infinito positivo se ) > n per ogni naturale

n; e ) si dice infinito negativo se 2 < —n per ogni naturale n.

e Un numero ¢ si dice infinitesimo se —1 < & < L1 per ogni
n n

naturale positivo n.

e Un numero £ si dice finito se non ¢ infinito, cioe se esiste un
naturale positivo n tale che —n <z < n.

Chiaramente tutti 1 numeri infinitesimi e tutti i numeri reali sono
numeri finiti. Ma ci sono numeri finiti che non sono né infinitesimi né
reali (ad esempio 1+ ¢ con € # 0 infinitesimo).

Raccogliamo qua sotto alcune delle principali proprieta che collegano
numeri infinitesimi, infiniti e finiti rispetto alle operazioni di somma,
prodotto, reciproco.”

Proposizione 6.5.
(1) € # 0 é infinitesimo se e solo se il suo reciproco % é infinito;
(2) Se& e sono entrambi infinitesimi, allora anche la somma §+C
e il prodotto & - ( sono infinitesimi;
(3) Se & e ¢ sono entrambi finiti, allora anche la somma § + ¢ e il
prodotto & - ( sono finiti;
(4) Se & é finito e £ é infinitesimo, allora il prodotto & - € & infini-
testmo;
(5) Se Q ¢éinfinito e £ non é infinitesimo, allora il prodotto Q- & é
nfinito;
(6) See # 0 ¢éinfinitesimo e & non & infinitesimo, allora il rapporto
§ e infinito;
(7) Se Q ¢é infinito e £ é finito, allora il rapporto é ¢ infinitesimo.

Le dimostrazioni si ottengono tutte applicando direttamente le defi-
nizioni, e possono costituire ottimi esercizi per familiarizzare con I'uso
dei numeri superreali.

7 Si osservi che sono tutte proprieta che corrispondono direttamente ad analo-
ghe proprieta dei limiti. Ad esempio (4) corrisponde al sequente risultato: “Se
lim, 4, f(z) =0 e g(x) & limitata in un intorno di g, allora il prodotto ha limite
lim, g ((2) - g(a)) = 0.
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A titolo di esempio dimostriamo in dettaglio la proprieta (4). Fissia-
mo un qualunque naturale positivo n. Per ipotesi, £ e finito e dunque
esiste un naturale positivo k£ tale che —k < & < k. Per ipotesi, € e
infinitesimo, e dunque certamente —ﬁ <e< ﬁ Segue allora che
—% <&-e< % Questo vale per ogni n, e quindi £ - € ¢ infinitesimo.

Grazie ai numeri infinitesimi e possibile formalizzare una nozione di
“vicinanza’ .

Definizione 6.6. Due numeri £ e ( si dicono infinitamente vicini se
¢ — ( e infinitesimo. In questo caso scriviamo & ~ (.

Come si verifica facilmente, ~ ¢ una relazione di equivalenza.

Teorema 6.7 (Parte standard). Ogni numero finito & ¢ infinitamente
vicino ad un unico numero reale r ~ &.

Un tale numero r viene chiamato parte standard di &, e si scrive
r = st(§).

Dunque ogni £ finito si scrive in modo unico nella forma & = r + ¢
dove r € R e ¢ ¢ infinitesimo.

Dim. Per D'esistenza basta verificare che r = sup{a € R | a < £} &
infinitamente vicino a . L'unicita segue dal fatto che due numeri reali
infinitamente vicini sono necessariamente uguali; infatti, r,r’ ~ £ =
r—r' ~0=r—1r =0. O

La nozione di parte standard di un numero superreale ¢ il corrispet-
tivo del concetto classico di limite.

Proposizione 6.8. Se £ e ( sono finiti, allora:

o st(E+ ) = st(€) + st(();
o st({- () = st(§) - st(();

o st <§> = &) g ¢ non ¢ infinitesimo.

¢ st(¢)

Proposizione 6.9 (Le forme indeterminate). Sia £ € RU {—o00, +0o0}
fissato. Allora:

+o0, st(¢) = —oco e st(E+ () =4;
st(¢) = o0 e st <§> =/{;
: )

o esistono £, & con st(§) = 0o, st(e) =0 e st(

e esistono &,( con st(§)

(
e esistono &,( con st(§)
(
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7. I NUMERI IPERREALI, ASSIOMATICAMENTE

Su ogni campo superreale si possono definire tutte le funzioni razio-
nali, cioe tutte le funzioni f del tipo
P(x)

dove P(z) e Q(z) # 0 sono polinomi a coefficienti reali. Infatti le
funzioni razionali si definiscono a partire dalle sole operazioni di campo,
cioe somma, prodotto, e inverso. Ma per sviluppare 1’analisi occorre
considerare una classe piu ampia di funzioni, tra cui le seguenti funzioni
trascendenti:

sin(x), cos(x), e, log(z), ecc.
Sorge cosi spontanea la domanda:

e FEsiste un campo superreale che contiene tutti i sequenti nuovi
numert ?

sin(a), cos(a), e, log(a), ecc.

Nei numeri a-superreali R(a)) abbiamo un numero f(«) per ogni
funzione razionale f, cioe:
Pla)
fla) = —
= Q)

dove P(x) e Q(z) # 0 sono polinomi a coefficienti reali. Dunque:

R(a) = {f(«) | f funzione razionale }.

Ma le funzioni razionali non ci bastano!

Anche in questo caso procediamo assiomaticamente, rinviando il
problema dell’esistenza.®

Definizione 7.1. Un insieme dei numeri a-iperreali *R,, € un campo
che estende 1 numeri a-superreals

R(a) = {f(a)| f:R— R funzione razionale}
aggiungendo un numero f(a) per ogni funzione f: R — R:
Re = {f(@)[f:R—=R}
i modo che valgano le due sequenti proprieta di coerenza:
o fla)+g(a) =(f+9)(a);
o fla)-gla)=(f-9)(a).

8 Le nozioni e i risultati presentati in questo §7, sono tratti da [1] e [2].
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Vale il seguente risultato:

Teorema 7.2.
(1) Esistono insiemi di numeri a-iperreali *R,.
(2) Se wvale l’ipotesi del continuo®, a meno di isomorfismi esiste un
unico insieme di numeri a-iperrealt equipotente ad R.

Per dimostrare ’esistenza di numeri a-iperreali basta una costruzione
algebrica:
e Si prende 'anello S delle successioni di numeri reali (ay,).

e Si prende un ideale massimale m D i di S che estenda l'ideale
i = {(an) | Ik VYn >k a,, =0}

delle successioni definitivamente uguali a zero.
e Il campo quoziente *R, = S/m & un insieme di numeri a-

iperreali.

I numeri a-iperreali permettono di sviluppare 1’analisi nonstandard

in piena generalita.

Teorema 7.3. Ogni insieme di numert a-iperreali *R,, € un un insieme
di numeri perreali dell’analisi nonstandard, cioé:

e Ogni funzione f :R™ — R si estende ad una funzione
*f . (*Ra>n — *Ra 7,

e Ogni sottoinsieme A C R"™ si estende ad un sottoinsieme
*A g <*Ra>n

in modo che valga il

e Principio di transfer (o Principio di Leibniz):
Sia P(Si,...,S,) una proprieta “elementare” dell’analisi rela-
tiva a funzioni o insiemi Sy, ...,S,. Allora:

P(Sl,...,Sn) <~ P(*Sl,,*Sn)

9 Ricordiamo che Iipotesi del continuo afferma che ogni insieme infinito di numeri
reali ¢ equipotente a N oppure a R. Si tratta probabilmente della piu famosa
proprieta indipendente, cioe che non puo essere dimostrata né confutata dagli usuali

principi della matematica.
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8. CONCLUSIONI

Con la definizione assiomatica di numeri superreali € possibile
introdurre in modo diretto 'uso di numer: infiniti e infinitesimsi
e studiare le loro proprieta, senza scomodare 'intero apparato
dell’analisi nonstandard.

o [ numeri superreali possono essere utili strumenti per familiariz-
zare con le nozioni di “infinitamente piccolo” e “infinitamente
grande”, e come passo intermedio per introdurre 1’analisi e il
concetto di limate.

e In particolare, i numert superreali sono adeguati per studiare le
funzioni razionali con un uso diretto di quantita infinitesime ed
infinite.

e Un esempio canonico di insieme di numeri superreali puo essere
costruito facilmente, grazie ai numer: a-superreali:

R(a) = {% ‘ PeQ+40 polinomi} .

e [ numeri a-superreali hanno una caratteristica di unicita perché
a meno di isomorfismo sono il piu piccolo campo ordinato che
estende i numeri reali.

e Anche i numeri iperreali dell’analisi nonstandard possono essere
introdotti assiomaticamente in modo semplice, grazie ai numer:
a-iperreali:

Ro = {fla) [ f:R =R}

e [ numeri a-iperreali hanno una caratteristica di unicita perché
sotto I'ipotesi del continuo, a meno di isomorfismo ¢’¢ un unico
campo a-iperreale equipotente ad R.

Chiudiamo questo articolo con una considerazione sul concetto di
continuita. La classica definizione -0 ci appare semplice e familiare
dopo anni di studio; tuttavia si tratta in realta di una nozione di no-
tevole complessita logica. Per questo, non deve sorprendere che sia un
tema didatticamente molto difficile da trattare.

Per evidenziare la difficolta della definizione classica di continuita,
puo essere utile cercare di rispondere al quiz qua sotto.°

Definizione 8.1. Una funzione f : R — R si dice aunitnoc nel punto
xg se per ogni € > 0 esiste 9 > 0 tale che per ogni x si ha:

|z — x| <e = |f(x) — f(wo)| < 6.

0Questo esempio & stato proposto da E. Nelson in [3].
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Notiamo che, semplicemente scambiando ¢ e d, la definizione di au-
nitnoc coincide esattamente con quella di continuita in xy. Si tratta
quindi di una formula che ha esattamente la stessa complessita logica
dell’'usuale definizione di continuita.

e Quiz: Cosa significa che una funzione f ¢ aunitnoc? Ad esem-
pio, € vero o no che una funzione aunitnoc in x, € necessaria-
mente continua in xq?

Il lettore che abbia sempre ritenuto semplice e naturale la definizio-
ne di continuita, trovera altrettanto semplice e naturale rispondere a
questo quiz.

In matematica non si capiscono le cose. Semplicemente ci
si abitua.!!

(J. von Neumann)

RISPOSTA AL QUIZ: Una funzione aunitnoc € una funzione localmente
limitata in x, cioe tale che per ogni intorno limitato I di z, 'immagine
fI)={f(z) |z € I} & un insieme limitato. Ne segue che una funzione
f R — R e aunitnoc in un punto x se e solo se ¢ aunitnoc in tutti
i punti z € R. Una funzione aunitnoc puo essere discontinua in ogni
punto.

N

E interessante vedere come le definizioni nonstandard delle due no-
zioni appaiano piu vicine all’intuizione.

e Una funzione f : R — R e continua in xy se ogni punto &
a distanza infinitesima da z, ha immagine *f(£) a distanza
infinitesima da f(zo):

§~aog = xf(§) ~ f(xo).

e Una funzione f : R — R e aunitnoc in xy se ogni punto £ a
distanza finita da zp ha immagine *f({) a distanza finita da

f(@o):
€ — ol finito = [*f(§) — f(wo)]| finito.

1 T mathematics you don’t understand things. You just get used to them.
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