Elementi di Teoria degli Insiemi — Prova scritta del 4 Giugno 2025

Tutte le risposte devono essere giustificate

Buon lavoro!

Esercizio 1.

1. Trovare tutti e soli gli ordinali « tali che (w? 4+ w) - a = a.

2. Sia M = (o, €) un modello naturale il cui universo ¢ un ordinale o # 0. Dimostrare che M
soddisfa ’assioma delle parti se e solo se « € limite.

3. Se la funzione-classe F' : ORD — ORD ¢é normale (cioe strettamente crescente e continua
ai limiti), allora per ogni cardinale infinito regolare v esiste una classe propria di punti fissi
a = F(a) tali che cof(a) = v.

Soluzione. (1). Gli ordinali con la proprieta richiesta sono tutti e soli gli ordinali multipli di w*, cioe
della forma o = w® -¥. Per dimostrarlo, usiamo la divisione euclidea per w*, e scriviamo o« = w* -9+ p
dove p < w®. Osserviamo che (w? + w) - w* = w*; infatti W < (W? + w) - W < W3- W = WY = v,
Quindi abbiamo:

W Hw)a=(WHw - (W -9+p) =W +w w9+ W Hw) p=w’ 9+ W +w)-p.

Ricordiamo che vale 'unicita della differenza a destra, cio¢ S+v = B+7' < v = +/. Quindi la quantita
di sopra & uguale ad a = w” -1 + p se e solo se (w? + w) - p = p. Per completare la dimostrazione,
resta da vedere che quest’ultima uguaglianza vale se e solo se p = 0. Da un lato, I'uguaglianza vale
banalmente se p = 0; se invece p # 0, allora esiste n € w con w" < p < W"T!, e I'uguaglianza non vale
visto che:

(W Hw)-p>(WHw) w'>w? W =" > W > ),

(2). Sia o = 8+ 1 un successore, e supponiamo per assurdo che (o, €) soddisfi I’assioma delle
parti. Visto che 8 € a, esisterebbe v € « tale che (o, €) | “y = P(f)”, ed avremmo in particolare
che (o, €) E “B € P(B) =v". Questo & assurdo perché § € v € « = + 1 non ¢& possibile.

Supponiamo ora « limite. Per ogni 8 € a devo dimostrare che («, €) = “Iy v = P(B)”. Notiamo
che per ogni § € a si ha (a,€) = “0 C 57" seesolose 6 < 3, eche f+1={0 € al|d<pF}. Poichéa
¢ limite, 8+ 1 € o, e quindi (a, €) E “B+1="P(B)”.

(3). Per ogni ordinale 3, definiamo per ricorsione transfinita la sequenza (ag | v < ) ponendo:

ago=p
agqy1 = Flagy) +1
agr =U,<rapy se A <v limite.

Allora ag := U7 <» 03~ € un punto fisso della funzione F' di cofinalita v. Infatti, si dimostra facilmente
per induzione transfinita che la sequenza (0457AY | v < v) & strettamente crescente, e per la continuita
di F' si ha che

Flag) = F <U %v) = U Flosy) = U Flags) + 1= |J apq1 = a5

y<v y<v y<v y<v

Visto che (ag, | v < v) & crescente e illimitata in ag, si ha cof(ag) < v. Supponiamo per assurdo
che p := cof(ag) < v e prendiamo (§; | # < p) sequenza illimitata in ag. Se per ogni i € p definiamo
v = min{y € v | ag, > &} allora ¢ immediato verificare che (y; | i € p) ¢ illimitata in v, e percio
wu > cof(v) = v, assurdo.



Esercizio 2.

1. Dimostrare che se k & un limite forte, allora per ogni famiglia di insiemi B con |B| < k, anche la
o-algebra generata (B) ha cardinalita [(B)| < k.

2. Determinare tutti e soli i cardinali infiniti x per i quali vale la seguente proprieta:

e Per ogni famiglia infinita di insiemi B € Vj;, ogni funzione f : (B) — k appartiene a Vj.

Soluzione. (1). Come abbiamo visto a lezione nel caso dei Boreliani (che sono la o-algebra generata
dagli aperti di R™), la o-algebra generata da una famiglia infinita di insiemi B si puo definire ponendo
(B) := Uy<y, Ba dove, per ricorsione transfinita su wy:

By =B
Bay1 =B, U{X°| X € B,} U{U
By = UyerBa se A ¢ limite.

X | X € Ba} U{N.o0 X | X0 € Ba)

n<w nw

Per ogni o < wy, si dimostra per induzione transfinita che |B,| = |B[Y per ogni a > 0, e quindi

U 5.

a<wi

[(B)| =

< Ba| = max ¢ sup |B,|; N = B[,
< 3 18al = max{ sup [Bufiva | =[5

a<wi

Se x & un limite forte, da |B| < & segue che |(B)| = |B[¥ < 2/8l < k.

(2). Dimostreremo che k soddisfa le proprieta richieste se e solo se x & un cardinale fortemente
inaccessibile. Anzitutto notiamo che se k = X allora la tesi & vera a vuoto perché non esistono famiglie
infinite B € V,,. Supponiamo dunque « > Ng.

Notiamo che B € V,, = (B) € V,. Infatti supponiamo B € Vj, quindi B € V, per un opportuno
o < k. Sia X := |JB. E facile verificare che X € V,, e che (B) C P(X) € Vai1, € quindi
<B> € Va+1 C V..

Adesso ricordiamo la seguente proprietd generale, che abbiamo visto a lezione, riguardante la
gerarchia di von Neumann:

e Sia A\ un ordinale limite. Una funzione f appartiene a V) se e solo se sia dom(f) che Imm(f)
appartengono a V).

Nel nostro caso, stiamo considerando funzioni f : (B) — & dove dom(f) = (B) € V, e quindi
la condizione di sopra vale se e solo se Imm(f) C £ ¢ un insieme limitato in . Infatti se Imm(f) e
limitata, cioe se Imm(f) C « per qualche a < &, allora Imm(f) C V,, e quindi Imm(f) € Voy1 C V.
Viceversa, se I'insieme immagine Imm( f) fosse illimitato in &, allora non potrebbe appartenere a Vj,
altrimenti anche k = sup,cp f(b) = JImm(f) € V,, il che & assurdo.

Segue direttamente dalla definizione di cofinalita che tutte le funzioni f : (B) — & sono limitate se
e solo se |(B)| = |B|R0 < cof(k).

Osserviamo inoltre che le possibili cardinalita delle famiglie infinite B € V, sono tutti e soli i
cardinali infiniti 4 < J,. Infatti, se B € Vi, allora esiste a < k con B C V,, e quindi |B| < [V,| =
3o < 3. Viceversa, se u < Iy, allora esiste a < k con p < J,; e visto che |V,| = 3,, esiste una
famiglia infinita B C V,, di cardinalitd p.! Chiaramente, B C V,, € V,, = B € V.

Mettendo insieme le considerazioni fatte sopra, possiamo concludere che i cardinali infiniti K > R
che stiamo cercando sono quelli che soddisfano la seguente proprieta:

(1) Per ogni cardinale infinito p < 2y, si ha pR0 < cof(k).

! Ricordiamo che, come visto a lezione, |Va| = Ja per ogni o > w?, e qui possiamo supporre senza perdita di generalita,

che l'ordinale o considerato sia a > w?.



Resta da verificare che k soddisfa (f) se e solo se k & un cardinale fortemente inaccessibile. Ricor-
diamo che, come visto a lezione, x e fortemente inaccessibile se e solo se k € un punto fisso regolare
della funzione “beth”.

Se r & inaccessibile, e u < J, = &, allora banalmente ™ < p# < k = cof(k). Viceversa, se vale
(1) allora per ogni a < x abbiamo che J, < ()™ < cof(k) e quindi 3, = U, Ja < cof(k). Ma
allora cof(k) < k < 3, < cof(k), quindi kK = J,; e cof(k) = k, cioé k & un punto fisso regolare della
funzione “beth”.

Esercizio 3. Dimostrare le seguenti proprieta:
1. Non esistono funzioni strettamente crescenti f : wi + w1 — wy.
2. Ogni funzione strettamente crescente f : w; +w; — wi + w; € tale che flwi] C w;.

3. Sia k un cardinale regolare infinito e sia A un ordinale limite. Allora esistono funzioni stretta-
mente crescenti e illimitate f : K — X se e solo se cof(\) = k.

Soluzione. (1). Visto che f ¢ iniettiva, 'insieme {f(a) | @ < w1} C w; ha cardinalita wy, e quindi ¢
illimitato. Non & quindi possibile che f sia crescente in w; € wy + w1, cioe che f(wy) > f(«) per ogni
o < wiq.

Un modo alternativo per risolvere ¢ usare la seguente proprieta dimostrata a lezione:

e Se v ¢ un ordinale e f : . — « € una funzione crescente, allora v < f(v) per ogni v € «.

Visto che la restrizione f|,, : w1 — wy & crescente, per la proprieta di sopra f(y) > 7 per ogni v < wy,
e si avrebbe che f(w1) > sup, ., f(7) = sup,,, v = wi.

(2). Se per assurdo esistesse & < w; con f(a) > wi, allora dalla crescenza di f seguirebbe che
fla+8) > f(a) + B8 > wi + B per ogni B < wy. (Notiamo che o, < w; = a+ f < wi.) Questo &
assurdo perché allora avremmo f(wy) > SUPg<, fla+p) > SUPgcy, w1 + B = w1 + wi.

(3). Se cof(\) = k, allora l'esistenza di funzioni crescenti f : kK — A vale banalmente per la
definizione di cofinalita. Viceversa, supponiamo che esista una funzione strettamente crescente e
illimitata f : kK — A, dunque cof(\) < k. Supponiamo per assurdo che cof(\) < k, e prendiamo
una funzione crescente ed illimitata g : p — A dove il cardinale p < k. Per ogni o € p definiamo
Yo = min{y € & | f(7) > g(a)}. E immediato verificare che (v, | o € p) & illimitata in &, e percid
u > cof(k) = k, assurdo.

Esercizio 4. Sia v < wy. Dimostrare che Haév N, = (N,Y)M.

Soluzione. Se v = n € w e finito, allora la tesi vale banalmente perché

I Re =0 Ry =max{Rg, ..., R} =R,y = (R,)"™.

a<y

Supponiamo ora v limite. Intanto si ha J[,o Na < [[,<, 8y = (R, = (RN Per Taltra
disuguaglianza, osserviamo che cof(y) = Rg; possiamo quindi prendere una sequenza crescente (7, |
n € w) tale che sup, ., ¥, = 7. Usando la formula per i prodotti infiniti vista a lezione, si ottiene:
[lo<y Ra = [lhcw Ry, = (SUPycy an)No = (RN,

Resta da considerare il caso in cui v > w € successore. Scriviamo v = A + n dove A e limite e
0 < n < w. Per quanto visto sopra, [[,«, X\ = (NA)W. Inoltre, il prodotto finito H?:o N = Nygn-
Infine, usando la formula di Hausdorff, possiamo concludere:

(Ragr)M T = Ry )M = () Ry = (H NA) IR =TT R
=0

a<A a<y



