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E-mail (per eventuali comunicazioni): . ... ...

Tutte le risposte devono essere giustificate

Buon lavoro!

Esercizio 1. [8 punti] Calcola la cardinalita dei seguenti insiemi:

1. X; :={A CR| A bene ordinato }.

\V)

. Xo:={(A, | n €N) | A, CR? per ogni n € N}.
3. X3:={f:R7 = R?| f applicazione lineare}.
4. Xy :={f w1 — wa | f strettamente crescente }.

Soluzione. (1). |X;| = ¢. Notiamo che se A C R & bene ordinato, allora |A| < Xy. Infatti, per ogni
a € A prendiamo g, nell’intervallo [a,a™), dove a™ & I’elemento successore di a in A. (Un tale g, esiste
per la densita di @ in R.) Chiaramente la funzione 6 : a — ¢, € una funzione iniettiva da A in Q e
quindi |A] < |Q| = ®¢. Dunque X7 & un sottoinsieme di [R]<%0, la famiglia dei sottoinsiemi di R al piu
numerabili. Abbiamo visto a lezione che |[R]S¥0| = M0 = ¢, e quindi | X;| < ¢. L’altra disuguaglianza
¢ < |X;| & immediata; ad esempio basta notare che ogni singoletto {r} € X; al variare di r € R.

(2). | X2| = 2°. L’insieme Xy = Fun(N,P(R?)) & I'insieme delle successioni di elementi dell’insieme
delle parti P(R3). Notiamo che |R3| = ¢3 = ¢, e quindi P(R?)| = 2% abbiamo dunque che |Xs| =
[P(RY) o = (2% — 2

(3). | X3| = ¢. L’insieme X3 € in bigezione con l'insieme delle matrici 5 x 7 ad entrate reali, che a
sua volta & in bigezione con R3®. Dunque si ha che | X3| = |[R3| = ¢3 = .

(4). |X4| = 2%, Intanto notiamo che X; C Fun(wi,ws) e quindi | X4 < (R9)® = (per il Teor.
Hausdorff) = (Rg)™ - Ry = 281 . Ry = 2% Viceversa, per ogni A C wy, consideriamo la sua funzione
caratteristica x4 : w1 — {0,1}, e definiamo f4 : w1 — w; ponendo fa(a) =2-a+ xa(a). Notiamo
che fa € Xy; infatti per ogni @ < wy si ha che fa(a) <2 -a+2=2-(a+1) < fa(a+1). Allora
possiamo concludere che 28t = |P(w1)| = [{fa | A C wi}| < |X4|.

Esercizio 2. [8 punti]

1. Scrivere in forma normale di Cantor 1'ordinale (w3 -2+ 7)3.

2. Trovare quoziente e resto della divisione euclidea di w? -2+ w? - 6 + 5 per w? + 3.
Soluzione. (1). (w?-2+7)3 =w? -2+ w5 14+ w3 - 14 4+ 7. Abbiamo infatti:

W 24+72 =W 2+4+7) (W 24+47) =W 247w 24 (W 24+7)- 7=
= [(W324+7)-w]-w? 24+ (W 24+ )+ .+ (WP 247 =wh w24+ (W2) THT = Wb 24 w3 1447

7 volte




Inoltre:

W 24+73 =W 2+ (W 24+47) =Wl 24w 144+7) (W3- 2+7) =
W 24w 1447w 24+ (W 2+w? 1447).7=
(Wl 24w 144+7) w-w? 24+ W 24w U+T)+.. . + (W0 -2+wd 1447 =

7 volte
=w  w? 24w 2.7+ U+ T=0) 2400 1442144 T

(2). 11 quoziente & w? - 2 + 6 ed il resto ¢ 2. Infatti:

(W?+3) (W? 246)+2=(w?+3)-w? 24 (W?+3) - 6+2=w? 24+ (W? 6+3)+2=w* 24+ w? - 6+5.

Esercizio 3. [8 punti]

1. Supponiamo che 2%t < R, .. Dimostrare che allora (¥,14,)™ = (Ry1,)%0.

2. Dimostrare che per ogni k < w si ha (¥,,)™ = max{2™, (X,,)¥}.

Soluzione. (1). La disuguaglianza (X,1.,)%° < (Ry1,)™ ¢ banale. Usando la formula per i prodotti
infiniti e il Teorema di Hausdorfl, si ottiene che:

Ny Ny
(Nw-lrw)Nl = ((Nw-i-w)NO)Nl = ((SUP Nw-i-n)N ) = (H Nw-m) = ]‘_[(Nw-ﬁ-n)Nl =

= H ((Nw)Nl 'Nw-i-n) = ((Nw)Nl ‘Nw+w) A = (Nw)Nl ’ (Nw—&-w)NO < (Nw+w)NO

n<w

L’ultima disuguaglianza segue dal fatto che, nelle nostre ipotesi, (R,)*! < (Ry,1)N0. Infatti,

Ny
o (1) T

nw n<w

= [T @ -Ra) = @0 xR = 2% - ()0 < (Rs)™.

n<w

dove nell’ultima disuguaglianza abbiamo usato l'ipotesi 28 < R, .

(2). Abbiamo la seguente catene di uguaglianze:

R
(Nw)Nk - ((NW)NO)NIC N (H Nn) - H (Nn)Nk - H (2Nk ’ Nn) = (2Nk 'Nw)NO = 2™ (Nw)NO-

n<w n<w n<w

Esercizio4. [9 punti] Sia f: ws + w; — wa +w; una funzione strettamente crescente. Dimostrare le
seguenti proprieta:

1. Se v < wy allora anche f(vy) < wa.
2. Se f & continua ai limiti, allora f ammette No punti fissi.

3. Se f & continua ai limiti allora f ammette N punti fissi maggiori di ws.



Soluzione. (1). Supponiamo per assurdo che esista v < wo tale che f(vy) > we. Per induzione
transfinita, usando la crescenza di f si dimostra che per ogni a < wy si ha f(y+a) > f(7)+a > we+a.
(Osserviamo che v < we = v+ o < we per ogni o < we, e quindi v + « appartiene al dominio di f.)
Prendendo o = wy, si ottiene 'assurdo f(v 4+ wi) > wo + wy.

(2). In base al punto (1), la restrizione g := f|,, : wa — we. Dimostriamo che per ogni o < ws
esiste f > «a tale che g(f8) = . Questo ¢ sufficiente a garantire la proprieta voluta. Infatti I'insieme
dei punti fissi di g & allora un insieme illimitato di wy, e quindi ha cardinalita No poiché ws € un
cardinale regolare.

Definiamo per ricorsione numerabile la successione (8, | n € w) ponendo By = a e Bpt1 = g(Bn)-
Per la crescenza di g, si ha che g() > 7 per ogni v e quindi la sequenza (3, | n € w) & debolmente
crescente. Sia 3 := sup,,.,, Bn. Notiamo che 8 < wy perché cof(wz) > Ng. Per I'ipotesi di continuita ai
limiti, si ha che g(8) = g(sup,, Bn) = sup,, g(Bn) = sup,, Bp+1 = B

(3). Vista la crescenza di f, abbiamo che f(ws2) > wy. Consideriamo ora la funzione h : w; — wq
definita ponendo h(a) = f(wz + ) — f(w2), cioe h(a) & quell’unico ordinale tale che f(ws + a) =
f(w2)+h(a). Notiamo che h & una funzione crescente; infatti se a < o' allora ws + o < wa + ¢/, quindi
flwe 4+ @) < f(wa + ), cioe f(ws) + h(a) < f(wz) + h(a'), e possiamo concludere che h(a) < h(a/).
Notiamo inoltre che h & continua ai limiti; infatti se A < w; € un ordinale limite, si ha che

flwa) +h(A) = flwe +A) = | flwa+7) = | flw2) + h(7) = flw2) + | h(),

F<A F<A F<A

e quindi h(\) = Uv <) P(7). Infine, analogamente a quanto visto per la funzione g nel punto (2), si
dimostra che dalle ipotesi di crescenza e continuita ai limiti di h, segue l’esistenza di N; punti fissi per
la funzione h, e quindi di 8; punti fissi di f maggiori di ws.



