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1) Dati α ∈ R ed n ∈ N sia yn la soluzione del seguente problema di Cauchyy′ = (y2 + 4) cos(nx)

y(0) = α.

(i) Per n ≥ 0 determinare yn ed il valore y′′n(0).
(ii) Calcolare limn→+∞

∫ 1

0
(y2
n(x) + 1) cos(nx) dx.

(iii) Per α = 0 ed x ∈ R studiare il comportamento della serie

+∞∑
n=1

nyn(x)
( 2x
x2 + 2

)n
.

2) Sia gλ : (−π/2, π/2)→ R definita da

gλ(x) :=
1

cosx
− 1− λx

2

2
(i) Studiare il grafico di gλ sull’intervallo (−π/2, π/2) nel caso in cui λ = 1;

in particolare provare che per λ = 1 si ha che

gλ(x) ≥ 0 ∀x ∈ (−π/2, π/2). (∗)

(ii) Calcolare lo sviluppo di Taylor al quart’ordine di gλ nel punto x = 0.
(iii) Determinare λ∗ ∈ R tale che valga la seguente equivalenza:

(∗) ⇐⇒ λ ≤ λ∗.

3) (a) Dire se il seguenti integrale improprio è convergente ed, in caso affer-
mativo, calcolarlo ∫ +∞

1

log(1 + x)
x2

dx.

(b) Dire per quali valori di β > 0 risulta convergente l’integrale∫ ∞
0

arctan(ln2 x)
|β − x|e

dx.


