ANALISI FUNZIONALE

-17.2.2009—

4

1. Data f,(x) := "'~
(a) Provare che, per n — +o00, si ha
1/2
/ fu(z)dz = an®(1 4 o(1)),
0

calcolando le costanti a e b.

(b) Provare che, per n — 400, si ha

/01 fo(@)dz = a'n¥ (14 o(1)),

calcolando le costanti a’ e b'.

(a) Effettuando il cambio di variabile y = /nz si ottiene

1/2 1 /n/2 2 1 2
n(zt—2?) g, _ / V(51 gy — / y*(4-1) .

e dr = eV VT dy = eVt dy;

/0 T NGl Y N X[o,\/ﬁ/2](y) Y

d’altra parte, visto che y?/n—1<3/4 Vyel0,/n/2], otteniamo

2

20y~ _3
0< e % Dy mmly) <e 1

2
Y

inoltre eyQ(T_I)X[Qﬁ/Q] (y) — eV’ Vy € RT.

2

vy € RY

Per il teorema di convergenza dominata si ha

1/2 1 +00
gy = L ([ Py o) .
/o e x VAV e ¥ dy+o(1) per n — 400

Pertanto a = [, eV dy = @, b=—1/2.

(b) Osserviamo che

1 1/2 1
/ @) g = / e =) gy 4 "= g (1)
0 0 1/2

Per stimare il secondo termine al membro destro osserviamo che ¢(z):=

r? — 2% & una funzione convessa su [1/2,1], da cid si deduce facilmente che

o(x) < %(:L’—l). Usando questa maggiorazione ed il cambio di variabile

y =n(l —z) otteniamo

3

1 1 1 n/2
0< en(:v‘lme)dx < e”%(fﬂfl)d‘r < 7/ efgydy = O(l/n)
0

—J1y2 1/2 n



per n — +o0o. Dunque, per (1), si ha

1
/ =) g — (14 0(1)),
0

(1+0(1))+0(1/n) =

3l

n

Bl

e quindi a’:a:@, V=b=-1/2.

2. Data ¢ := (¢, )nen una successione di reali positivi si consideri l'insieme
X, ={z € h(N) : |z, <c¢, Vn e N}

a) Mostrare che X, & un sottoinsieme convesso e chiuso di £ (IN).

(a)

(b) Dire per quali successioni (¢, )nen X, risulta essere limitato.
(c) Dire per quali successioni (¢, ),en X risulta essere compatto.
)

(d) Mostrare che per ogni p € [1,4o00[ si ha che

Vee (p(N) I zeX, : ||lz—zZ|,= Illél)l(l |z — ||,
x c

Che succede per p = 4007

(a) Ciascuna delle condizioni |z,| < ¢, definisce un conveso chiuso in
(% (N), pertanto X, convesso chiso in quanto intersezione di convessi

chiusi.
(b) Se ¢ € ({(N) e R := |||, allora X. C B(0,R) e quindi limitato.
Viceversa, se c ¢ ((IN) allora /20 ch = 400 e, posto

Pm : (Cn)nEN - (CnX[O,m] (n>>n€N

il proiettore sulle prime m coordinate si ha che la successione |[m —
P,c] assume valori in (}(IN) ma
m
|Prclb =" — 400 per m — +oo.
k=1

(c) Se p < +oo X, compatto se e solo se ¢ € (R(N). In effetti per i

punti precedenti basta mostrare che se c¢ € /{(IN) allora X, & totalmente
limitato, cioé pud essere ricoperto con un numero finito di palle di raggio
arbitrariamente piccolo. Sia quindi € >0 fissato e scegliamo m in modo

che
| Prc — cll, <. (2)
Si noti che, se z € X, allora ||,z —z|, < |[Pnc—c|, <e.

P,X. & totalmente limitato (& un insieme limitato contenuto in un sottospazic

finito dimensionale) pertanto F,, X, pud essere ricoperto con un numero
finito di palle di raggio € o, equivalentemente, esiste un insieme finito

A con la proprieta che

VeeX, JacA : ||Pnx—al|,<e



Ma allora, per ogni z € X, esiste a € A tale che |z—al, < |z— Pz, +

| Pnx—al|, < 2¢ ovvero X, si pud ricoprire con un numero finito di palle

di raggio minore di 2¢. Se p= +00 e limc, =0 allora 1’equazione (2)
continua a valere e la dimostrazione vista sopra si adatta facilmente

a questo caso (praticamente basta sostituire il simbolo di sommatoria

con quello di sup). Ma se ¢, non fosse infinitesima esisterebbe una sottosucc
n — 400 tale che ¢,, > 60 >0: chiamando ¢, 1’m-esimo elemento della

base canonica si verifica facilmente che (5enk @ una successione in X, che

non ammette alcuna sottosuccesione convergente.

() Sia I :=={neN : |z,|>c,}, verifichiamo che

._{xn sené¢l

Inc, semnéel

7]

ha le proprieta desiderate. Chiaramente |7,| < ¢,Vn e quindi = € X,
inoltre se 2/ € X, allora

lz = 2|5 =D Jag — 2, P > D fan — 2P > Y (|an] — ca)? = |lz — Z|Ip
neN nel nel

=

e la prima disuguaglianza & un’uguaglianza se e solo se z, = z,Vn ¢ [

mentre la seconda solo se z/, = 2%¢,. Nel caso p = 400 & quasi tutto

|0

uguale, salvo che viene a mancare 1’unicita.

3. In uno spazio di Hilbert H siano dati N vettori z;, 1 < ¢ < N; sia inoltre r < 1
fissato. Mostrare che esiste y € H tale che

|yl <1 ma |ly—a] >r Vie{l,..,N}.
Sia V := span(zy,...,x,); dimV < N e quindi V un sottospazio chiuso
di H. Chiaramente V # H. Basta allora prendere un qualunque vettore
unitario v ortogonale a V e si avr che
lo = @ll* = lol* + llz]l* = Jo]* =1
e quindi |jv —a;]| > 1> 7.

Chi trovasse in questo testo errori, refusi o parti non chiare puo segnalarlo via
e-mail a carminat@dm.unipi.it



