Analisi Matematica I - Secondo Compitino
19 Dicembre 2005 - Fila 1

Esercizio 1. Data 'applicazione

_1+z
1=z

[C\{1} = C, f(2)

determinare f(iR) e f(U \ {1}), dove U = {z € C||z| = 1} ¢ il cerchio

unitario.

SOLUZIONE. Osserviamo che per ogni ¢t € R abbiamo
14+it = mei arctant

pertanto
i arctant
_ 24 arctant

f<lt) = et arctan(—t) =€
Ne segue che f(iR) =l ™[ =T\ {-1}.
Ora osserviamo che
U\ {1} = {e” | 6 €]0, 2}
e consideriamo

() = (1+e?)(1—e) 2i sind Y ;
B 11— e © (1 —cos)?+ (sinf)2 1 —cosf

Osserviamo che la funzione 6+ sinf(1—cosf)™! & continua su ]0, 27|
e ricordando che sinf =0+o0(f) e cosf =1—0%/2+0(0?), per 6 — 0,
si hanno i limiti

sin 0 sin 0 , sin 0

lim 400, lim

— = Jim —— = —0.
0—0+ 1 — cos 9—27— 1 —cosf  6—0- 1 — cosb

Pertanto 1’immagine di tale funzione corrisponde all’insieme R,

ovvero f(U\ {1}) =iR.



Esercizio 2. (a) Dimostrare che la derivata n-esima della funzione

fla) = e

¢ della forma
3

F(x) = pala) e,
con p, polinomio.

(b) Determinare al variare di A € R il limite

i er e (00 (),

SOLUZIONE. (a) Dimostriamo per induzione che

f* (@) = pal) e,

con p, polinomio. Per n = 0 & sufficiente porre pp = 1. Se la

=

formula & vera per n, si ha

3

FO() = (B (2) + (32% = Dpa(x)) e” .

Quindi basta porre

P () = pl,(z) + (32 — 1)p, (), (1)

che & un polinomio (la derivata di un polinomio & un polinomio, e
1’insieme dei polinomi forma un anello).
(b) Risulta

em—g;3+)\log:cf(n)<x> — l')\pn(l').

Dalla formula (1) si deduce che il polinomio p,y; ha il grado di
Pn pilt due. Insieme al fatto che py =1, si trova che p, ha grado
2n. Sempre da (1), il coefficiente del termine di grado 2(n+1)
in p,41 & pari a 3 volte il coefficiente del termine di grado 2n
in p,. Insieme al fatto che py =1, si trova che il coefficiente
del termine di grado 2n in p, & 3". Concludiamo quindi che

0 se A\ < —2n,
3
lim e® @ AT () (1) = lim ap,(z) ={ +oo se A > —2n,
T——400 T—+00
3" se A= —2n.



Esercizio 3. (a) Dato un intero positivo n, dimostrare che la funzione

fn: [0, g [ — R, f.(z)=tanz — 2nz — 3sinx,

ha un unico punto di minimo x,,.
(b) Dimostrare che x,, — 7/2 per n — +o0.
(c) Determinare costanti a e b tali che valga lo sviluppo

T, = g +an 240732 £ o(n*?) pern — +oo.

SOLUZIONE. (a) La funzione f,, & derivabile, e la sua derivata
vale
fi(x) =1+tan*z — 2n — 3cos .

n

La funzione f] vale —2n — 2 in 0, ed il suo limite per x — /2
(da sinistra) vale +oo. Essendo una funzione continua, per il teorema
degli zeri la funzione f] possiede almeno uno zero in |0,7/2[. Inoltre
fl & strettamente crescente su [0,7/2], poich& somma di funzioni crescenti
di cui almento una (ad esempio tan®?) strettamente crescente. Deduciamo
che esiste un unico z, €]0,7/2| tale che f, & negativa su [0,z,[, nulla
in z,, e positiva su |z,,7/2[. Quindi f, & strettamente decrescente
su [0,z,] e strettamente crescente su [z,,7/2[. In particolare, z,
¢ 1’unico punto di minimo di f,.

(b) Da f'(x,) =0 e dal fatto che il coseno & limitato deduciamo
che

tan’x, = 2n — 1 +3cosz, = 2n + O(1), per n — +oo,

da cui, tendendo conto del fatto che la tangente & bigettiva da [0,7/2]
su [0,4o00[, otteniamo

r, = arctan\/2n + O(1).

Questo implica che la successione (z,) tande a 7/2.

3



(c) Tenendo conto del fatto che z, — 7/2 e che cosm/2 =0 possiamo

migliorare lo sviluppo di =z, come segue

r, = arctan v/2n — 1 + 3 cos z,, = arctan v/2n — 1 + o(1).

Ricordando lo sviluppo a +00 dell’arcotangente:

(-1 1

™ 1 T i
arctanxr = — — arctan — = — — ’
2 T 2 kg_% 2k + 1 x2k+1

per z — 400,

si ottiene

Tp==—(2n—1+40(1))72+ %(Qn +0) 2 +on™??.  (2)

2
Dallo sviluppo (1+2) /2 =1—2/2+0(z) per + — 0, si trova

1 ~1/2
(2n — 1+ o(1))~V2 = 271/2p71/2 (1 5.t 0(1/n))
n

= 2 1/2p1/2 <1 + 4i + 0(1/n)> — 971212 L 97b2p=3/2 0(n’3/2),
n
(3)

Usando semplicemente il fatto che (1+2)7%/2=1+0(1) per z — 0,

si trova

(2n +O0(1))2 = 2732 732(1 4 O(1/n)) 32 = 273207372 £ o(n=%/?). (4)

Da (2), (3), (4) concludiamo che

T o-1/2p-1/2 (3—1 . 2—5/2)n—3/2 1 O(n—:s/z)_

l'n:2
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Esercizio 1. Data 'applicazione
1=z

FOL}=C () = 5

determinare f(iR) e f(U\ {—1}), dove U = {z € C||z| = 1} ¢ il cerchio

unitario.

SOLUZIONE. Osserviamo che per ogni ¢t € R abbiamo

1+it = mei arctant

pertanto
el arctan(—t)

f(lt) - ei arctant -

—214 arctant

Ne segue che f(iR) = el =T\ {-1}.
Ora osserviamo che

U\ {1} ={e" |0 €] - m,x[}

e consideriamo
(1—e)(1+ e —2i sin 6 B

0\ __ —
f(e )* |1+ez‘€|2 (1+cos@)2+(sin0>2 - 1+COS@Z.

sin @

Ricordando che sinf =60+ o(f) e cos =1 —0%/2+ 0(6?), per 6 — 0,

si hanno i limiti

. sin 6 sin .
im —— = lim ——— =+
0——nt+ 14cosf o—o+1—cosf ’
. sin 0 sin
lim ——— = lim —— = —0.
9—r— 1-+cosf 6—0-1—cosb



La funzione 6+ —sinf(1+cosf)~! & continua su | —m, 7|, pertanto
1’immagine di tale funzione corrisponde all’insieme R, ovvero f(U\

{~1}) = iR.

Esercizio 2. (a) Dimostrare che la derivata n-esima della funzione

4

fla) = et

¢ della forma

con p, polinomio.

(b) Determinare al variare di A € R il limite

Jim el 0 (),

SOLUZIONE. (a) Dimostriamo per induzione che

fO (@) = pa(w) e,

con p, polinomio. Per n = 0 & sufficiente porre py = 1. Se la
formula & vera per n, si ha

n .1’4—
FO(@) = (p(@) + 4a°pa()) e” 7.
Quindi basta porre

Pn+1 (ZE) = p;(l’) + 4l’3pn(l‘), (5)

s

che & un polinomio (la derivata di un polinomio & un polinomio, e
1’insieme dei polinomi forma un anello).
(b) Risulta

elfx4+)\logxf(n)<w> — x/\pn(m).

Dalla formula (5) si deduce che il polinomio p,y; ha il grado di
Pn pil tre. Insieme al fatto che py=1, si trova che p, ha grado
3n. Sempre da (5), il coefficiente del termine di grado 3(n-+1)

6



in p,y1 @ pari a 4 volte il coefficiente del termine di grado 3n
in p,. Insieme al fatto che py=1, si trova che il coefficiente
del termine di grado 3n in p, & 4". Concludiamo quindi che

0 se A\ < —3n,

lim 61*x4+)‘1°g’3f(”) () = lim 2*p,(z) ={ +oc se A > —3n,
r——+00 r——+00

4" se A= —3n.

Esercizio 3. (a) Dato un intero positivo n, dimostrare che la funzione
fn: [0, g [ — R, f.(zr)=tanz — 3nxr — 2sinz,

ha un unico punto di minimo x,,.
(b) Dimostrare che x,, — 7/2 per n — +o0.

(c) Determinare costanti a e b tali che valga lo sviluppo

Ty = g +an Y2+ bn 732 £ o(n73?) per n — 4o0.

SOLUZIONE. (a) La funzione f,, & derivabile, e la sua derivata
vale
fi(r) =1+ tan*2 — 3n — 2cosz.

n

La funzione f, vale —3n — 1 in 0, ed il suo limite per x — /2
(da sinistra) vale +oo. Essendo una funzione continua, per il teorema
degli zeri la funzione f] possiede almeno uno zero in |0,7/2[. Inoltre
fl & strettamente crescente su [0,7/2], poich& somma di funzioni crescenti
di cui almento una (ad esempio tan®?) strettamente crescente. Deduciamo
che esiste un unico z, €]0,7/2[ tale che f/ & negativa su [0,z,[, nulla
in z,, e positiva su |z,,7/2[. Quindi f, & strettamente decrescente
su [0,z,] e strettamente crescente su [z,,7/2[. In particolare, z,
¢ 1’unico punto di minimo di f,.

(®) Da f'(x,) =0 e dal fatto che il coseno & limitato deduciamo
che

tan®z, = 3n — 1 +2cosx, = 3n + O(1), per n — +oo,

7



da cui, tendendo conto del fatto che la tangente & bigettiva da [0,7/2]
su [0, +oo[, otteniamo

T, = arctan \/3n + O(1).

Questo implica che la successione (z,) tande a m/2.
(c) Tenendo conto del fatto che z, — 7/2 e che cosm/2 =0 possiamo
migliorare lo sviluppo di =z, come segue

x, = arctany/3n — 1 4+ 2 cos z,, = arctan \/3n — 1 + o(1).

Ricordando lo sviluppo a +o0o dell’arcotangente:

s I 7 = (-DF 1
arctanx:g—arctanE:§—Z Ty per z — 400,
k=0

[\)

si ottiene

ra= 2 (30— 14 0(1) M2 4 §(3n O 2 4 o2, (6)

Dallo sviluppo (1+2)/2=1—2/2+0(z) per + — 0, si trova

1 —1/2
(3n—1+0(1))" Y2 =372 1/2 (1 -+ 0(1/n)>
n

=372t (1 + % + 0(1/n)) = 37122 2723 TR o (n TR,
(7)

Usando semplicemente il fatto che (1+2) %2 =1+0(1) per z — 0,
si trova

(3n+0(1)2 =3732p732(1 + O(1/n)) 32 = 373207372 £ o(n=3/?). (8)

Da (6), (7), (8) concludiamo che

€, = g 3712 =172 4 (3—5/2 . 2—1/23—3/2)n—3/2 + o(n_3/2).



