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Avvertenze importanti.

e [’eserciziario e scaricabile gratuitamente dalla rete. Si tratta semplicemente di una raccolta di
esercizi. Sicuramente contiene errori di conto e di scrittura (e forse anche altro).
e Quasi ogni capitolo & cosi strutturato:
— Testo degli esercizi,
— Suggerimenti e brevi spiegazioni sulle tecniche utilizzate per la risoluzione,
— Soluzione di tutti gli esercizi proposti.
e [’eserciziario contiene sostanzialmente:
— 1 Fogli di esercizi assegnati e parzialmente svolti nelle ore di esercitazione per i corsi:
x Geometria , c.l. in Ingegneria Edile / Architettura, dall’a.a 2002/03 all’a.a. 2008/2009.
x Geometria e Algebra, c.l. in Ingegneria e Scienze dell’Informazione e dell’Organizza-
zione - Rovereto, dall’a.a 2002/03, all’a.a. 2006/2007.
I corsi sono tenuti dal Prof. Alessandro Perotti, ad eccezione di Geometria e Algebra, c.l.
in Ingegneria e Scienze dell’Informazione e dell’Organizzazione - Rovereto, a.a. 2006/2007,
tenuto dal Prof. Gianluca Occhetta.
Alcuni esercizi (segnalati) sono presi dal libro di testo M.P. Manara - A. Perotti - R.
Scapellato, Geometria e Algebra Lineare (Teoria ed esercizi), ed. Esculapio, 2002.
— Alcuni esercizi degli appelli d’esame e delle provette dei precedenti corsi.
e Nel corso dell’ a.a. 2008/09 V'eserciziario verra aggiornato.






CAPITOLO 1

Operazioni tra matrici e n-uple

Esercizio 1.1. Date le matrici
1 2 3 0
a=ly A e8]
e dati A\=05, p =2, si calcoli AB, BA, A+ B, B— A, M+ uB.

Esercizio 1.2. Per ognuna delle sequenti coppie di matrici A, B e scalari A, p € R, calcolare

A+ B, B—A, AMA+uB, AB, BA, A2:

11 3 2 1
A{Z 2} B{—1 4} A=g =0
1 0 1 3 0 2
A= |3 -1 -1 B=|-1 4 5 A=2 u=-1
2 0 -1 1.0 0

Esercizio 1.3. Date le sequenti matrici:

5 0

25 3 0 -2 5 -1 2

A1 3 -1 0 2 3 AQZ 3 Ag y
T 0 0 o 4 -3 2 4 5
- 5 -1
3 5 -2 4 1

A= |—-1 10|; As=|—4 4 4f; A6|::g é _31};
-2 0 0 00

calcolare, quando possibile, i prodotti A; - A peri,j =1,2,3,4,5,6.

Esercizio 1.4. Date le matrict

10 00
A=Nt 2 34 n=|g o0
0 0 01
calcolare i prodotti ALy e I4AT.
Esercizio 1.5. Date le matrici
A=[-2 & 3 1 B=[1 -3 2 1]

calcolare 3A — 2B e ABT .

Esercizio 1.6. Calcolare la potenza A® della matrice

1 -1 2
0 3 1
1 0 1
Esercizio 1.7. Data la matrice
1 1
a=1% )

calcolare, se esiste, l'inversa di A (cioé determinare se esiste la matrice B tale che AB=BA=1).

Esercizio 1.8. Date le sequenti matrici A, calcolare, se esiste, inversa di A (cioé determinare se
esiste la matrice B tale che AB=BA=1).

NE =]



2 1. OPERAZIONI TRA MATRICI E n-UPLE

Esercizio 1.9. Date le matrici
2 0 1 -2 30
o 3 I S IR
calcolare AB, BA, BC e CB.

Esercizio 1.10. Si consideri il sequente insieme (matrici triangolari superiori di Maxo(R))

a b
I:{{O c} |a,b,c€R}

Si verifichi che I é chiuso rispetto al prodotto e alla somma di matrici, ovvero che presi due elementi
di I anche il loro prodotto e la loro somma sono elementi di I.

Esercizio 1.11. Mostrare attraverso un esempio che esistono matrici A, B non nulle tali che AB = 0.

1 1
a=lo 1]
e B una matrice tale che AB = BA. Si dimostri che

B:AIQ—#[O ﬂ

Esercizio 1.12. Sia

0 0
dove A\, x € R.
Esercizio 1.13. Date le matrici
1 -2 3 1 20
A=|0 5 -6 e C=1]-1 5 2
2 -1 4 2 1 3

determinare la matrice B tale che A+ B = C.
Esercizio 1.14. Date le matrici
1 2 2 1 -1 1 0 1
e e R O e PO R Y
stabilire se D ¢é combinazione lineare di A, B, C.
Esercizio 1.15. Date le matrici
1 k 2 3 3 6
a=lo A m=f 3] =[]

stabilire se esistono valori di k per cui C & combinazione lineare di A, B. In caso positivo esprimere tale
combinazione lineare.

Esercizio 1.16. Si considerino le sequenti n-uple di numeri reali, con n = 2,3 o 4:

uy = (1,0) Uy = (; 2)

1 1
us — (_3, L _5) wi = (o,_, _2)
us = (—1,1,2,—2) ug = (0,0,—, —3)

Si calcoli quando possibile

uj + uj, ui-ujT, Ay, con A=0,2,-2, i,7=1,...6

Esercizio 1.17. Dimostrare che un numero complesso coincidente con il proprio coniugato € necessa-
riamente reale.

Esercizio 1.18. St risolva il sistema Az = b dove
_ 1 3 o T o 2
R v R b
Esercizio 1.19. Siano A e B matrici 3 x 3 tali che

AB = BA VB € M3xs

Si dimostri che deve necessariamente essere:

A=\ per qualche A € R



1. SOLUZIONI

Esercizio 1.20. Si risolva il sistema Ax = b nei sequenti casi

1 3 2 T 2
a) A=10 3 6|, = |29 b=|-3
0 0 2 T3 4
(4 33 2 T 3
b) A=10 1 6], = |z b= 14
0 0 0 x3 —4
-1 3 1 T1 3
c) A={(0 1 1}, x= |z b= |4
0 00 s 0
Esercizio 1.21. Si dica per quali valori di k € R il sistema Az = b dove
1 -1 2 T1 0
A=10 1 1 |, a=|m b= |1
0 0 k+1 s ~1

ammette soluzione. In caso positivo si determinino esplicitamente tali soluzioni.

1. Soluzioni

Sl Tl B K

e dati A =5, p =2, calcolare AB, BA, A+ B, B— A, M+ uB.

Esercizio 1.1. Date le matrici

SOLUZIONE:
A | 1:3+2-(-1 1-0+2-4 1 _[1 8
T334+ (=1)-(-1) 3-0+(-1)-4] |10 -4
pa_ 31403 3-240-(-1)]_[3 6
T -1-144-3 —1-244-(-1)) " [11 -6
[ 143 240]_[4 2
A+B_[3+(—1) —1+4}_[2 3]
3-1  0-2 2 -2
B_A:[l?) 4(1)}:[4 5}
5 10 6 0] _[11 10
5A+23_[15 —5}+[—2 8}_{13 3]

O

Esercizio 1.2. Per ognuna delle sequenti coppie di matrici A, B e scalari A, u € R, calcolare

A+ B, B—A, M +uB, AB, BA, A2:

11 3 2

A_[z 2} B_[—l 4} A= m=0
1 0 1 3 0 2

A=|3 -1 -1 B=|-1 4 5 A=2, u=-1
2 0 -1 -1 0 0

SOLUZIONE:



4 1. OPERAZIONI TRA MATRICI E n-UPLE

Comiciamo dalla prima coppia di matrici:

4 3 2 1
A+B[1 6} BA{_3 2}
1 1 11 2 6
= — - . = - = 2 2 =
viens=bavon=ba- [ 1] [t 8]
|77 2 _ 4 o 4_ |3 3
BA_[7 7] A=A A_[G 6]
Analogamente per la seconda coppia di matrici:
4 0 3 2 0 1
A+B=12 3 4 B-A=1|-4 5 6
1 0 -1 -3 0 1
(-1 0 0 2 0 2
M+puB=2A-B=|7 -6 -7 AB= |11 —4 1
|5 0 =2 7 0 4
7 0 1] 3 00
BA= |21 -4 -10 A?=A-A=|-2 1 5
-1 0 -1 0 0 3
O
Esercizio 1.3. Date le sequenti matrici:
(5 0
o283 0 -2 5 -1 2
Ai=13 -1 0 2]|; Ay = ; Az = ;
4 0 0 -9 4 -3 2 4 5
- |5 1
[3 5 -2 4 1
Ay =|-1 10]; As=|—4 4 4); Aﬁzizé_;,
-2 0 0 0 0 L

calcolare, quando possibile, i prodotti A; - A; peri,j =1,2,3,4,5,6.

SOLUZIONE:
Ricordiamo che una matrice e detta n x m se ha n righe e m colonne. Inoltre € possibile moltiplicare due
matrici A e B solamente se
e Aedeltiponxm
e B e del tipom x k
(cioe se il numero delle colonne di A & uguale al numero delle righe di B). Il risultato & una matrice C' del

tipo n X k.
Scriviamo solo i prodotti che & possibile effettuare:

2 32
A -Ay= {26 —4
(10 2
(14 2 0 -14 (-8 —20 8 -8 8
AQ'Alz_—5 11 20 —22 AZ'A4:_11 ~10 A2’A5{4 4 —8}
[0 -10 25 (15 5 —5]
8 —4 -1 —-13 9 7
As-A2= oy 93 30 As-de=1 59 99 11
-4 -7 23 -7 0 -8
20 —21 25 [—49 28 12]
Ay Ay = [40 28 15 Ay Ag= |-T7 49 31
0 4 -10 | 6 -2 2
(18 -8 —10 12 [—12 30 ~12 8 14
As-Ap= {32 —12 —20 12 As-Ay=|-24 20 As-As=|-8 0 12
0 0 0 0 L0 0 0 0 0
(2 -7 -15 13 (-8 -5 2 -8 1
As - A= 35 —21 —40 28 As - Aa = -35 10 AG'A5:{—4 ~12 12}



1. SOLUZIONI 5

Esercizio 1.4. Date le matrici

1000
0100
A=l 2 34 L=\, 1 o
0001

calcolare i prodotti Al e I, AT.

SOLUZIONE:

Notiamo che la matrice quadrata I, e detta matrice identica di ordine 4. In generale le matrici identiche
(dei differenti ordini) vengono indicate I.

Ali=[1 2 3 4] =4

1 1
T _ |2 (2] _ g7
LA =1, 3l = |3 =A
4 4
O
Esercizio 1.5. Date le matrici
A=[-2 & 3 1 B=[1 -3 2 1]
calcolare 3A — 2B e ABT.
SOLUZIONE:
34-2B=1[-6 3 9 3]-[2 -6 3 2|=[-8 ¥ 2 1]
1
T 1 -3 1
ABT =[-2 5 3 1]-| | =[-3]
3
1
Notiamo che la matrice [—3] ¢ detta matrice scalare.
O
Esercizio 1.6. Calcolare la potenza A® della matrice
1 -1 2
0 3 1
1 0 1
SOLUZIONE:
Si tratta di eseguire due prodotti:
3 —4 3 1 -1 2 6 —15 5
A=A A A=1|1 9 4|-|0 3 1|=|5 26 15
2 -1 3 1 0 1 5 -5 6
O
Esercizio 1.7. Data la matrice
R
T =3 2

calcolare, se esiste, l'inversa di A (cioé determinare se esiste la matrice B tale che AB=BA=1).

SOLUZIONE:

Sia B la matrice cercata. Per potere effettuare i prodotti AB e BA, la matrice B deve essere 2 x 2. Sia

quindi
p=|" Y
z w



6 1. OPERAZIONI TRA MATRICI E n-UPLE

la generica matrice 2 x 2 e calcoliamo il prodotto AB:

|11 T oyl T+ z Y+ w
AB_[—?) 2][;: w]_{—3x+2z —3y + 2w

Dalla condizione AB = I segue

z+z=1 r=1-=2 x:%
y+w _ Jy=-w L V=3
—3x+42z=0 —-3(1—-2)4+22=0 z=x
—3y+2w=1 —3(—w)+2w=1 w=1

Di conseguenza perché B verifichi la condizione AB = Ideve essere

2
p=[i 7

E’ immediato verificare che tale matrice B soddisfa anche la condizione BA = I, di conseguenza B ¢ la
matrice inversa di A cercata.
Metodi piu efficaci per calcolare 'inversa di una matrice verranno introdotti successsivamente.

[

O

Esercizio 1.8. Date le sequenti matrici A, calcolare, se esiste, inversa di A (cioé determinare se
esiste la matrice B tale che AB=BA=1).

1 1 1 -1
a5 E
SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice
1 1
s
Per potere effettuare i prodotti AB e BA, la matrice B deve essere 2 X 2. Sia quindi
B |® y}
1z w

la generica matrice 2 x 2. Si ha

_ll.xy__ T+ 2z Y+ w
AB_[ } [ _[3x+32 3y+3w]

Dalla condizione AB = I segue

r+z=1 r=1-—2 r=1—2
y+w=20 N Yy =—w N Yy=—w
3x+32=0 31—2)+32=0 3=0
3y+3w=1 3(—w)+3w=1 0=1

La terza e la quarta equazione sono impossibili, di conseguenza tutto il sistema non ammette soluzione.
Questo indica che la matrice A non ammette inversa.

Consideriamo ora la matrice

1 -1
=15 5]
e sia
B= y}
1z w

la generica matrice 2 x 2. Si ha

[ =1 [z ] -2 Yy—w
AB_[ } { _{—3x+2z —3y + 2w




1. SOLUZIONI 7

Dalla condizione AB = I segue

r—z=1 r=1+4z r=14z2 T =2
y—-—w s y=w = y=w = Y

—3z+22=0 =3(14+2)4+22=0 z=-3 z=-3
3y +2w=1 —Jw+2w=1 w=—1 w=—1

Di conseguenza deve essere
-2 -1
B =
E’ immediato verificare che tale matrice B soddisfa anche la condizione BA = I, di conseguenza B ¢ la
matrice inversa di A cercata. Una tale matrice B inversa di A viene normalmente indicata con A~!.

O

Esercizio 1.9. Date le matrici

NS I

calcolare AB, BA, BC' ¢ CB.

SOLUZIONE:
2 —4 2 —6
wel ) el
3 —6 3 —6
Bc_[o 9} CB_[O 9}

Notiamo che AB # BA, mentre BC' = CB. Infatti il prodotto tra matrici non & in generale
commutativo; nel secondo caso si presenta questa situazione particolare in quanto C' = 31.

O

Esercizio 1.10. Si consideri il sequente insieme (matrici triangolari superiori di Mayx2(R))

a b
I:{[O c} |a,b,c€R}

Si verifichi che I é chiuso rispetto al prodotto e alla somma di matrici, ovvero che presi due elementi
di I anche il loro prodotto e la loro somma sono elementi di I.

SOLUZIONE:

Siano
) |z oy
=l -l Y
due generici elementi di I. Dobbiamo verificare che A + B e AB sono ancora elementi di I:

_la b z Yyl |a+zx b4y
AJFB{O C}JF{O z]{ 0 c—l—z} €1

AB — {ax ay—i—bz] cr
0 cz

Notiamo che 'unica condizione per 'appartenenza a I ¢ che ’elemento di posizione 2,1 si annulli.
|

Esercizio 1.11. Mostrare attraverso un esempio che esistono matrici A, B non nulle tali che AB = 0.

SOLUZIONE:

Possiamo prendere per esempio

Infatti A e B sono non nulle e AB = 0.
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Esercizio 1.12. Sia
1 1
a=lo 1]
e B una matrice tale che AB = BA. Si dimostri che

B:)\Ig—i-{o x}

0 0
dove \, x € R.
SOLUZIONE:
Sia
bi1 b2
B =
[b21 522}

la generica matrice 2 x 2. Si ha

AB — [1 1] . [bn bu] _ {bu + bo1 b12+b22}
0 1 b21 b22 b21 b22

b1 b2 11 bir b +bi2
pa=l b0 1= |

ba1  ba1 + bao
Dalla condizione AB = BA segue

bi1 + ba1 = b1y b1 =0 by =t
b by = b b boo = b bio =

12 + 022 11 + 012 N e no ) o S Vs.te R
bao = ba1 + bao ba1 =0 bao =t

Di conseguenza B deve essere del tipo

RN TR R

Abbiamo quindi ottenuto che

0 =z
B_)\Ig—i—[o O}

dove A\, x € R.

Esercizio 1.13. Date le matrici

1 -2 3 1 20
A=10 5 —6 e C=|[-1 5 2
2 -1 4 2 1 3

determinare la matrice B tale che A+ B = C.

SOLUZIONE:

E’ sufficiente osservare che se

A+B=C = -A4+A+B=-A+C == B=C-A

Quindi
1-1 242 0-3 0 4 -3
B=|-1-0 5-5 246 =|-1 0 8
2-2 1+1 3-4 0 2 -1

Esercizio 1.14. Date le matrici
1 2 2 1 -1 1
e R R FO P P

stabilire se D ¢ combinazione lineare di A, B, C.

K
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SOLUZIONE:
Si tratta di determinare se esiste soluzione dell’equazione
Ax+ By+Cz=D
Esplicitando tale equazione otteniamo:
Av+ By + Cz = [—xx gﬂ * Fyy gzﬂ + [;j 322} - [jgx++2§;;z 32;:;—:_322'
Quindi:
r+2y—2z=0
r+2y—z 2zrx+y+z 0 1 2c+y+z2=1
[—x+y+22 3x+y+3z] - [—1 2} = —r+y+2z=-1
r+y+3z=2

Dobbiamo quindi risolvere il sistema lineare non omogeneo di quattro equazioni i tre incognite. Procedendo
per sostituzione otteniamo

r=-2y+=z T=—-2y+z
—3y+3z=1 N —3Jy+3z=1
Jy+z=-1 z=-3y—1
—6y + 62 = -2 —3Jy+3z=-1

Anche senza procedere ulteriormente vediamo che la seconda e quarta equazione sono in contraddizione,
quindi il sistema non ammette soluzione e D non ¢ combinazione lineare di A, B e C.

O
Esercizio 1.15. Date le matrici
1 k 2 3 3 6
a=lo i m=[F 3 e[ 3]

stabilire se esistono valori di k per cui C é combinazione lineare di A, B. In caso positivo esprimere tale
combinazione lineare.

SOLUZIONE:

Analogamente all’esercizio precedente si tratta di determinare se esiste soluzione dell’equazione
Ax+ By =C

Esplicitando tale equazione otteniamo:

[ ka 2y 3y|  |rz+2y kx+3y
Ax—I—By—_O x}+[y Qy]_{ Yy T+ 2y
Quindi:
r+2y=3 r+2=3 r=1 r=1
T+ 2y kx+3y]:{3 6]:> kx+3y=26 N kr+3=6 N kx =3 _ k=3
z+2y=3 r+2=3 r=1 T =
Quindi

e Se k = 3 il sistema ammette la sola soluzione x =y=1e A+ B =C.
e Se k # 3 il sistema non ammette soluzione e C non ¢ combinazione di A e B.

Esercizio 1.16. Si considerino le sequenti n-uple di numeri reali, con n = 2,3 o 4:

uy = (1,0) Uy = (; —2)

1 1
Uz = (3, 1, 5> Uyg = <0, —=, 2>

us = (—1,1,2,-2) ug = (0,0,—, —3>
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Si calcoli quando possibile
w; + uj, wi - - g, con A\=0,2,-2, i,j=1,...6
SOLUZIONE:

e Cominciamo a calcolare le somme. Notiamo innazittutto che si possono sommare solo n-uple
dello stesso tipo:

1 3
U1 +U2: <1+2,0+(2)) = <2,2> ZUQ+’LL1
1
Uz + Ug = <—3,—4—7> = Uq + us3

)
Us + ug = (—1,1,3,—5) = Ug + U5

Notiamo che la somma di due n-uple ¢ ancora una n-upla, e che la somma gode della proprieta
commutativa.

e Calcoliamo ora i prodotti. Notiamo che si puo solo moltiplicare una n-upla per la trasposta di
una n-upla dello stesso tipo:

1 1
wei =0 (3) = f—uweud
0
1 79
U3~uz<3,45)~ —% =3 :u4~u§
—2
0
16
U5'Ug:(*1,1,2,*2)' _Ol = 3 :uﬁ'ug
3
-3

Notiamo che il prodotto tra una n-upla e la trasposta di una n-upla da come risultato un numero
(uno scalare).

e (Calcoliamo infine i prodotti per scalare.
Ouy = Oug = (0,0), Ous = Oug = (0,0,0), Ous = Oug = (0,0,0,0),

1
2“1 = (2a0)7 2“2 = (17 _4)7 2”3 = (_65 57 _10> )

2
2ug = (0,—1,-4), 2us = (—2,2,4,—4), 2ug = (0,0, 3 —6)

1
—2uy = (=2,0),  —2us=(-1,4), —2uz= (6,2, 10) ,

2
—2uy = (0,1,4), —2us = (2,—-2,-4,4), —2ug = (0,0, 3,6)
Notiamo che il prodotto tra uno scalare e una n-upla si puo sempre calcolare e da come risultato
una n-upla.
O

Esercizio 1.17. Dimostrare (utilizzando le matrici) che un numero complesso coincidente con il
proprio coniugato € necessariamente reale.

SOLUZIONE:

Sia Z = aly + bJ un generico complesso, dove

10 0 1
el i) e[

Sappiamo che il suo coniugato & Z = aly — b.J. Notiamo che

a b - a —b
=15 2= )



1. SOLUZIONT 11
Di conseguenza dall’'uguaglianza Z = Z segue
= 2b=0 = b=0

Quindi Z = aly ed & un numero reale.

Esercizio 1.18. St risolva il sistema Az = b dove
|13 _ 21 | |2
o R I Y

SOLUZIONE:

(1 3] [z [ @1+ 3
Ax = |:2 4:| |:J,‘2:| N _Ql‘l +4JJ2:|

Quindi Az = b implica

x1 + 3x9 = 2 T, =2— 312 r1=-—T7
= =
2x1 +4x, = —2 4 — 6x9 +4x9 = —2 To =3
La matrice A ¢ detta matrice dei coefficienti e la matrice b matrice o colonna dei termini noti del
sistema

T, 4 3xy =2
21’1 +4$2 =-2

Si dice anche pit semplicemente che A e b (oppure A|b) sono le matrici associate al sistema.
Notiamo che si puo passare da A al sistema o viceversa semplicemente aggiungendo o togliendo le
incognite.
|
Esercizio 1.19. Siano A e B matrici 3 x 3 tali che
AB = BA VB € M3y3

Si dimostri che deve necessariamente essere:

A=) per qualche A € R
SOLUZIONE:
Sia
aix a2 a3
A= [a2n a2 a3
azy asz ass

la generica matrice 3 x 3. Poich¢ AB = BA per ogni matrice B, in particolare deve valere per

1 0 0
B=10 0 0
0 0 0
Di conseguenza:
a;1 0 0 a1l a2 a13
AB = |as1 0 0| = 0 0 0 = BA = a1 =asg; = a2 = a3 = 0.
asy 0 0 0 0 0
La nostra matrice A deve quindi essere del tipo
ail 0 O
A= 1|0 a2 as
0 a3z ass



12 1. OPERAZIONI TRA MATRICI E n-UPLE

Analogamente la relazione AB = BA deve valere in particolare per

0 0 0
B=10 0 0
0 0 1
Di conseguenza:
0 0 O 0 O 0
AB= 10 0 as3| = |0 0 0 = BA = a3z = as3 = 0.
0 0 ass 0 a3z as33

La nostra matrice A deve quindi essere del tipo

a1 0 0
A= 0 as9 0
0 0 ass
Ripetiamo lo stesso ragionamento con
1 1 0
B=|(0 0 O
0 0O
ottenendo
a1 ajx O ai1 az 0
AB = 0 0 0] = 0 0 0| =BA = a11 = a922.
0 0 O 0 0 O
La nostra matrice A deve quindi essere del tipo
ail 0 0
A= 0 aii 0
0 0 ass
Utilizzando infine
0 1 1
B=|(0 0 O
0 0O
otteniamo
0 a1 an 0 a11 ass
AB =10 0 0 =10 0 0 = BA = 11 = as3.
0 0 0 0 O 0
La nostra matrice A deve quindi essere del tipo
a1 0 0 1 0 0
A=|10 a1 0| =a1-]|0 1 0| =A3 per qualche A € R
0 0 ail 0 0 1

Esercizio 1.20. Si risolva il sistema Ax = b nei sequenti casi

1 3 2 1 2
a) A= |0 3 6/, T = |22 b= |-3
0 0 2 s 4
[4 33 2 1 3
b) A=10 1 6], x = |9 b= |4
0 0 0 T3 —4
-1 3 1 1 3
c) A=10 1 1], = |z9 b= |4
|0 0 0 T3 0

SOLUZIONE:
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a) Calcoliamo il prodotto

1 3 2 €1 T, + 3T + 273
Ax =10 3 6| - |za| = 3x9 + 63
0 0 2 T3 2%3
Quindi la condizione Ax = b implica
T+ 3T + 223 = 2 T + 3xo + 223 = 2
3xg + 623 = —3 = 43r5=—-6-2—-3 =
21’3 =4 T3 = 2
1 =-3-(-5)—2-24+2=13 r1 =13
To = —5H =< x99 =-5H
T3 = 2 r3 =

b) Scriviamo direttamente il sistema associato a A e b aggiungendo le incognite:

4y + 33x2 + 223 =3
Ty + 63 =4
0=-4

Notiamo subito che 'ultima equazione ¢ impossibile, quindi il sistema non ammette soluzione.
¢) Scriviamo direttamente il sistema associato a A e b aggiungendo le incognite:

—x1+ 322+ 23 =3
To+x3 =4
0=0

Notiamo che il sistema ha tre incognite, ma solamente due equazioni (significative). Abbia-
mo quindi una variabile libera. Partiamo dall’ultima equazione (significativa) aggiungendo un
parametro. Poniamo per esempio 23 =t (Potevamo equivalentemente porre x5 = t):

—21 +3z9 + 23 =3 x1=3(—t+4)+t—-3=-2t+9
To=—t+4 = ze=—-t+4
xr3 =1 xr3 =1
r1=—-2t+9
=z =—t+4 vVte R
r3 =1

Notiamo che in questo caso il sistema ammette infinite soluzione: ogni valore assegnato a t
permette di trovare una delle infinite soluzioni.

O

Esercizio 1.21. Si dica per quali valori di k € R il sistema Az = b dove

1 -1 2 1 0
A=10 1 1 |, a=|z b= |1
0 0 k+1 3 -1

ammette soluzione. In caso positivo si determinino esplicitamente tali soluzioni.

SOLUZIONE:

Il sistema associato a A e b e
1 — 29+ 2x3 =0
To+x3 =1

Cercando le soluzioni dell'ultima equazione incontriamo subito una difficolta: dovendo dividere per (k+1)
dobbiamo imporre la condizione k 4+ 1 # 0. Dobbiamo quindi distinguere due casi:
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e Se k # —1, otteniamo le soluzioni

1 — 29+ 2x3=0 T1 — T2+ 223 =0 xl:%—'—%ﬂ_
1 E+2 E+2
_ 1 _ 1 __ 1
T3 = ~ 531 3= "%+ T3 = "%
Quindi per ogni k£ # —1 il sistema ammette la sola soluzione
_ kt4
T1= g4
_ k+2
T2 = §3a1
- __1
T3 = k1
e Se k = —1, sostituendo tale valore nel sistema otteniamo

Tr1 — 29+ 2x3 =0
To+x3=1
0=-1

Quindi in questo caso il sistema & impossibile.



CAPITOLO 2

Rette e piani

Esercizio 2.1. Determinare I’equazione parametrica e Cartesiana della retta del piano
(a) Passante per i punti A(1,2) e B(—1,3).
(b) Passante per il punto C(2,3) e parallela al vettore OP = (-1,2).
(¢) Di equazione Cartesiana y = 2x + 5. Determinare inoltre un punto appartenente a tale retta.

Esercizio 2.2. Determinare l’equazione parametrica e Cartesiana della retta dello spazio
(a) Passante per i punti A(1,0,2) e B(3,—-1,0).
(b) Passante per il punto P(1,3,1) e parallela al vettore O—Cj =(2,0,0).
(¢) Di equazioni Cartesiane

y=3z+1
y—xr+2=0

Determinare inoltre un punto appartenente a tale retta.

Esercizio 2.3. Determinare l’equazione parametrica e Cartesiana del piano passante per i punti
A(1,3,1), B(2,0,0) e C(0,1,1). Il punto P(0,2,0) appartiene a tale piano?

Esercizio 2.4. Sia r la retta di R® passante per i punti A(1,—1,2) e B(—=2,0,1), e sia s la retta
contenente C(1,3,—3) e parallela al vettore OD(2,—2,3).

a) Determinare la posizione reciproca delle due rette (cioé se sono incidenti, parallele o sghembe).
b) Se sono incidenti determinarne il punto di intersezione.

Esercizio 2.5.

a) Determinare la posizione reciproca (cioé se sono incidenti, parallele o sghembe) delle rette r e v’
di equazioni parametriche:

T =2t T =35
r: sy=t+1 e {y=2
z2=t+3 z2=8+2

b) Se le rette sono incidenti determinare l’ampiezza dell’angolo tra esse.

Esercizio 2.6. Determinare la posizione reciproca (parallele, incidenti o sghembe) delle rette r e v’ di
equazioni parametriche:

r =2t rT=3s
r:qy=t+1 rqy=1

Esercizio 2.7.

a) Determinare equazioni parametriche della retta v passante per i punti A = (2,3,1) e B=(0,0,1)
e della retta s passante per i punti C = (0,0,0) e D = (4,6,0).

b) Stabilire se r e s sono complanari. In caso affermativo, trovare un’equazione cartesiana del piano
contenente r e s.

Esercizio 2.8. Si considerino le rette r1 e ro di equazioni

r=1+1 ety —1
ro: y=2t ro - {x—z—i—z:Q
z=1+1t

15
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a) Si mostri che le due rette sono incidenti.
b) Si determini l'equazione della retta ortogonale ary erq e passante per il loro punto di intersezione.

Esercizio 2.9. Si considerino le rette di equazioni cartesiane

r+2y=0 20 =0
T s
y—z2=0 z+y+2z2=0
a) Dopo avere verificato che le due rette sono incidenti, determinare l'equazione cartesiana della
retta passante per P(1,1,1) e incidente r e s.
b) Determinare ’equazione cartesiana del piano passante per C(1,2,—3) e perpendicolare a r.

c) Determinare equazioni cartesiane della retta passante per il punto P = (1,1,1) e perpendicolare
alle due rette r e s.

Esercizio 2.10. Sia r la retta nello spazio passante per i punti A= (0,0,1) e B=(-2,-1,0). Sia s
la retta passante per i punti C = (1,1,1) e D = (—1,0,0).
a) Mostrare che le due rette sono complanari e trovare un’equazione del piano 7 che le contiene.
b) Trovare equazioni parametriche della retta per l'origine ortogonale al piano 7 del punto a).

Esercizio 2.11.
a) Determinare equazioni parametriche ed equazioni cartesiane della retta v dello spazio passante per
i punti A= (2,—-1,3) e B=(3,5,4).
b) Stabilire se la retta r interseca il piano di equazione cartesiana 2z —y + z = 0.

Esercizio 2.12. Sia r la retta nello spazio di equazioni cartesiane x +z+1=2x+2y—2—-3=0c¢e¢
sia l la retta di equazioni parametriche x = 2t, y = —t, z = 0.
a) Determinare una equazione cartesiana del piano 7 contenente il punto P(1,2,3) e ortogonale alla
retta [.
b) Stabilire se esiste una retta passante per P, contenuta in w ed incidente la retta r. In caso
affermativo determinare equazioni di tale retta.

Esercizio 2.13. Si considerino i piani dello spazio
m:zrz—y+2=0 e m : 8rx+y—2z=0.

a) Stabilire la posizione reciproca dei due piani.
b) Trovare un’equazione cartesiana del piano passante per P = (1,1,1) e perpendicolare ai piani 7 e

.

Esercizio 2.14.

a) Determinare equazioni parametriche e cartesiane della retta v passante per i punti A = (2,1,3) e
B=(1,2,1).
b) Trovare un’equazione cartesiana del piano m parallelo alla retta v e all’asse z e passante per
lorigine.
Esercizio 2.15.

a) Determinare equazioni parametriche e cartesiane del piano m passante per i punti A = (—1,1,1)
e B=(2,0,1) e perpendicolare alla retta r di equazioni cartesiane v =y —1=0.
b) Trovare un’equazione cartesiana del piano 7' parallelo al piano m e passante per il punto C =

(0,1,2).
Esercizio 2.16. Nello spazio si considerino la due rette di equazioni:
r=1+t
r:sy=1-—t st x4+y—l=2x—-y+2=0
z=3

a) Mostrare che le due rette sono sghembe.
b) Determinare un’equazione del piano contenente la retta r e parallelo alla retta s.
c) Determinare un’equazione del piano parallelo alle due rette ed equidistante da esse.
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Esercizio 2.17. Si considerino le rette r1,r9,73 di equazioni
rr cx=3t+1, y=—t, z2=3t+1
ro I x=8 Yy=2, 2=3S5
rg : x—1=2=0
a) Si determini un’equazione del piano 7 contenente le rette r1 e ra.
b) Si stabilisca se il piano ™ contiene .
c) Si calcoli la proiezione ortogonale del punto P(1,2,0) sul piano 7.
Esercizio 2.18. Si considerino i piani wy, w2, T3 di equazioni
m : 2—3=0
Mt x+y+2=0
m  3rx+3y—2+9=0
e la retta r = w1 N .
a) Si stabilisca se il piano w3 contiene r.
b) Si trovi un’equazione cartesiana del piano T4 passante per lorigine e contenente 1.
¢) Si calcoli la proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7.
Esercizio 2.19. Si considerino i piani wy, 7o, 73 di equazioni
m : 3x+3y—2=-9
m z+y+2=0
M r+y+z=1
e la retta r = m N .

a) Si stabilisca se il piano w3 contiene .
b) Si trovi un’equazione cartesiana del piano 74 passante per l'origine e contenente r.
c) Si calcoli la proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7.

Esercizio 2.20. Si considerino la retta r di equazione

r=2+t
T Sy=-3-2¢
z=1

e la famiglia di piani 7y, : 2x 4+ ky — z = 1 dove k & un parametro reale.

a) Si determini per quali k il piano 7y risulta parallelo a .
b) Per il valore di k trovato al punto precedente calcolare la distanza tra 7y e .

Esercizio 2.21. Nel piano, si considerino le rette ri,r9, 73 di equazioni

rx=1-—2t
LT rg t x—2y+1=0, rg : 20 4+y—2=0.
y=2t

a) Si trovi un’equazione cartesiana della retta r parallela a r1 e passante per il punto A = ro Nrs.

b) Si trovi un’equazione cartesiana della retta s perpendicolare a r1 e passante per A.
¢) Si calcoli Uangolo tra le rette 1 e ro e tra le rette ro e 3.

Esercizio 2.22. Verificare che i quattro punti
Pl:(17231)a P2:(27130)a P3:(*130a71)7 P4:(070,71)

sono complanari e determinare un’equazione cartesiana del piano che li contiene.

Esercizio 2.23. Siano mwy il piano di equazioni parametriche:
r=1+u+v, y=24+u—v, z=3+u, u,v € R
e mo il piano di equazione cartesiana r —y+ 2z + 1 =0.

a) Si scriva l'equazione cartesiana di .
b) Si scrivano le equazioni parametriche della retta r = 71 N 7o.

17

c¢) Detta s la retta di equazioni parametriche: x =1+41t, y=2—1t, z =34 2t, si verifichi cher e s

sono sghembe.
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Esercizio 2.24. Siano r e s le rette di equazioni:

r=1+4+2t 3 9 9
T — 2y = —
r:qy=3t vt € R, s:{ 2y
z =
z=1

a) Si determini l'equazione cartesiana del piano w1 contenente r e s.
b) Si determini l'equazione cartesiana del piano wo perpendicolare a r e s e passante per il punto

C(0,1,1).
Esercizio 2.25. Si considerino i tre piani di equazioni
m:x+y+z2=0, my: x—y—2+1=0, w3 20+ kz=1

a) Stabilire la posizione reciproca dei tre piani (paralleli, incidenti in un punto o in una retta ...) al
variare di k in R.
b) Si determini ’equazione del piano per lorigine e perpendicolare alla retta r : w1 N a.

Esercizio 2.26. Si considerino le rette 1 e ro di equazioni:

L 9 r=2-—2t
z =
r1 {y Ty y:t Vi e R
r=1
z=1+t

a) Si verifichi che le due rette sono incidenti e se ne determini il punto P di intersezione.
b) Si trovi un’equazione parametrica della retta passante per P e ortogonale a r1 e rs.

Esercizio 2.27. Siano assegnati il punto A = (1,2,1) il piano 7 e la retta s di equazioni

r=1+t
T x4 z=4, s sy=2
z=0

a) Si determini il punto B, proiezione ortogonale di A su w e la retta v passante per A e per B.

b) Indicato con C il punto di intersezione tra s e r e con D il punto di intersezione tra s e w, si
determini un’equazione della retta C'D.

¢) Si determini l’angolo tra r e la retta CD.

Esercizio 2.28. Nello spazio, si considerino le rette r1,7r9 di equazioni

xr =3t n 9_0
x - —
ry o y=2—1 7“2:{ +y 3_0
zZ —_ =
z=1+4+1 Y

a) Determinare la loro posizione reciproca.

b) Determinare un’equazione cartesiana del piano m contenente le due rette.

c) Determinare un’equazione parametrica della retta passante per P = (—2,5,1) e perpendicolare
alle rette r1 e ry.

Esercizio 2.29. Nello spazio, si considerino i piani w1, 7o di equazioni
m 3x—y+2=0, my 2z 4y =0.
a) Scrivere equazioni parametriche della retta r intersezione di w1 e ms.
b) Determinare un’equazione cartesiana del piano ortogonale ai due piani assegnati e passante per
il punto P = (2,1,0).
c) Trovare la proiezione ortogonale del punto P sulla retta r.
Esercizio 2.30. Dati i punti ¢ O(0,0), A(2,1), B(1,3), determinare l’isometria f(x,y) = (z',y’)

tale che f(O) = O', f(A) = A', f(B) = B’ nei sequenti casi. Stabilire in particolare se si tratta di una
traslazione, rotazione, riflessione e glissorifiessione trovando gli eventuali punti fissi.

1 3 7
! _ _ - r_— | _ I — | — _
a)0—<3, 2>,A (1, 2),B (2, 2).

b) O = (1, 0), 4= 2Z2V2 144V2 B,:<4—6\/5 3+2\/§>'

3 7 3 3 7 3
2 11 9 13
= A==, =), B=(= =)
oo=00, x=(-33) 5= (32
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17 3 4
P—(=2, 1), A =(2, o), B=(2, —2).
0'=(-21), (5’ 5)’ (5’ 5>

Esercizio 2.31. Si considerino i punti del piano A = (0,0), B = (2t,0), C =(0,1) e A’ =(2,2), B’ =
(2+v3:3), ¢' = (3.2+ %),

Per quali valori di t esiste un’isometria diretta che trasforma i punti A, B, C nei punti A’, B’, C’
rispettivamente?

Per i valori di t determinati al punto precedente, trovare le equazioni dell’isometria.

Stabilire se l’isometria f in b) ha dei punti fissi, cioé tali che f(P) = P.

1. Suggerimenti

In R? l'equazione parametrica della retta passante per P(zg,y0) e di direzione parallela al
vettore u = (ug,uz) &

= t
po QT i vVie R
Y = Yo + ugl
In R? la generica equazione cartesiana di una retta ¢:
r: ar+by+k=0

In R? I'equazione parametrica della retta passante per P(zg,yo0,20) e di direzione parallela al
vettore u = (u1,ug, us) &

r = x9+ uit
T Sy=yot+ut VteER

z = 2z9+ ust
In R? la generica equazione cartesiana di una retta ¢ data dall’intersezione di due piani:

a1+ by +crz =k
asx + boy + coz = ko

In R? l'equazione parametrica del piano passante per P(xg,yo0,20) e di direzioni parallele ai
vettori u = (u1, ug, us) e v = (v1, vo, v3) &

r=x0+ uit + v1s
T Sy=1yo+ust+uves Vs, te€R
2z = 2zo + ust +v3s
In R? la generica equazione cartesiana di un piano ¢ :
T ar+by+cz=k

Il vettore (a,b,c) ha direzione perpendicolare al piano.

Due rette 71 e ro sono parallele se hanno la stessa direzione, ovvero se i rispettivi vettori
direzione sono proporzionali.

e In R? due rette r; e 75 sono sghembe se non sono parallele e non si intersecano.

In R? due rette r1 e ry sono complanari se non sono sghembe, ovvero se sono parallele oppure
si intersecano.
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e Due piani m; e 7w sono paralleli se non si intersecano. Analogamente due piani 7y : aix +
biy+c1z =k1 e my: asx + boy + caz = ko sono paralleli se i vettori (a1, b1,¢1) e (ag,ba.ca) sono
proporzionali.

e Una retta r € perpendicolare al piano 7 : ax +by+ cz = k se r ha direzione parallela al vettore
u=(a,b,c).

e Dati due vettori u = (u1,u2,u3) e v = (v1,v2,v3) di R chiamiamo prodotto scalare di u e v il
numero:

T
(u,v) = u-v" =ugvy + ugve + uzvs.

e Date due rette r; parallela a un vettore u e ro parallela a un vettore v, ’angolo ¥ tra le due rette

¢ dato da:
cos() = (wv) _ u-v ,
lul <o ful - o]

dove |u] =norma di u= lunghezza di u =/(u,u) = Vu - u”.

Isometrie. Le isometrie sono trasformazioni del piano f(x,y) = f(z’,y’) che mantengono le distanze.
Un punto P tale che P’ = f(P) = P & detto punto fisso; una retta r tale che ' = f(r) = r & detta retta
fissa. Ci sono quattro tipi di isometrie:

e [sometrie dirette: mantengono l'orientamento degli angoli. Hanno equazione:

con?+s2=1

¥ =cr—sy+a
Yy =sr+cy+b

Ci sono due tipi di isometrie dirette:
— Traslazioni: s = 0. Non hanno punti fissi.
— Rotazioni: s # 0. Hanno un punto fisso (il centro di rotazione) che si trova risolvendo il
sistema,

r=cr—sy+a
y=sr+cy+b

e Isometrie inverse: non mantengono ’orientamento degli angoli. Hanno equazione:

con?+s2=1

¥’=cr+sy+a
Yy =sx—cy+bd

Ci sono due tipi di isometrie inverse:
— Riflessioni o simmetrie rispetto ad una retta. Hanno una retta di punti fisi (Passe di
simmetria) e infinite rette fisse (le rette ortogonali all’asse).
— Glissoriflessioni: composizione di una rflessione e di una traslazione parallela all’asse di
simmetria. Non hanno punti fissi.

2. Soluzioni
Esercizio 2.1. Determinare l'equazione parametrica e Cartesiana della retta del piano
(a) Passante per i punti A(1,2) e B(—1,3).

(b) Passante per il punto C(2,3) e parallela al vettore OP = (—1,2).
(¢) Di equazione Cartesiana y = 2x + 5. Determinare inoltre un punto appartenente a tale retta.

SOLUZIONE:
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(a) Poiche AB = (—2,1) otteniamo
=1-2¢
i Vit e R
y=2+t
Per ottenere ’equazione Cartesiana basta ricavare t:
r=1-2¢ r=1—-2(y—2
= W=2 L sioy-5-0
(b) Possiamo scrivere direttamente I’equazione parametrica:
=2t
v VieR
y=3+2t

Ricaviamo ora ’equazione Cartesiana:

t=2—
* = 2x4+y—7=0
y=3+2(2—1)
(¢) La cosa piu semplice & porre una variabile uguale al parametro ¢, ottenendo
=1
. VvVt € R
y=5+2t

Per determinare un punto P appartenente a r & sufficiente trovare un punto (z,y) che soddisfi
lequazione di r (parametrica o cartesiana). Assegnando per esempio il valore 0 al parametro ¢
nell’equazione parametrica otteniamo il punto:

{IO = P(0,5).
y=>5

Esercizio 2.2. Determinare l’equazione parametrica e Cartesiana della retta dello spazio
(a) Passante per i punti A(1,0,2) e B(3,—1,0).
(b) Passante per il punto P(1,3,1) e parallela al vettore O—Cj = (2,0,0).
(¢) Di equazioni Cartesiane
y=3x+1
y—x+2=0

Determinare inoltre un punto appartenente a tale retta.

SOLUZIONE:
(a) Poiche AD = (2, —1,—2) otteniamo

r=14+2t
r:qy=—t vVt € R
z=2-2t

Ricaviamo ora ’equazione Cartesiana:

r+2y—1=0

t=—
Y % —2+2=0

x=1+2(—y)
-
z=2-2(-y)

Notiamo che I’equazione Cartesiana di una retta nello spazio ¢ data mediante l'intersezione di
due piani.
(b) Possiamo scrivere direttamente ’equazione parametrica:
r=1+2t
r: Qy=3 vVt € R

z=1
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Notiamo che 'equazione si puo equivalentemente scrivere

E’ immediato ricavare ’equazione Cartesiana:

y=3
z=1

(¢) La cosa pilu semplice & porre la variabile x uguale al parametro ¢, ottenendo

y=1+3t = r:Qy=1+3t vt € R
z=—(14+3t)+1t z=—-1-2t

Per determinare un punto P appartenente a r & sufficiente trovare un punto (x,y, z) che soddisfi
lequazione di r (parametrica o cartesiana). Assegnando per esempio il valore 0 al parametro ¢
nell’equazione parametrica otteniamo il punto:

x=0
y=1 = P(0,1,-1).
z=-1

Esercizio 2.3.

a) Determinare ’equazione parametrica e Cartesiana del piano m passante per i punti A(1,3,1),
B(2,0,0) e C(0,1,1). Il punto P(0,2,0) appartiene a tale piano?

b) Determinare una equazione della retta passante per A ortogonale a .

SOLUZIONE:

a) Possiamo determinare prima l’equazione parametrica. Poiche

—

AC = (-1,-2,0)

otteniamo
r=1+4+t—s
T Qy=3—3t—2s Vit,s € R
z=1-—1t

Per ottenere ’equazione Cartesiana da quella parametrica basta ricavare s e ¢t e procedere per
sostituzione:

r=14+(1-2)—s s=—x—2+2
y=3-31—-2)—2s = y=32-2(—z—2+2) = 2x—-y+52—-4=0
t=1-=z2 t=1-=z

In alternativa si puo ricavare direttamente ’equazione cartesiana, considerando la generica
equazione ax + by + cz = d e imponendo il passaggio per i tre punti A, B e C in modo da ricavare
i valori di a,b,c e d. Notiamo che cosl come ’equazione cartesiana ¢ determinata a meno di
multipli, anche i valori di a, b, c e d non saranno univocamente determinati.

A: a+3b+e=d [S+3b+(d—b)=d b= —4
ar+by+cz=d = B: 2a =d = a:g = a:%
CZ b+C:d c=d—b :%d
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Possiamo ora scegliere un valore di d. Ponendo d = 4 otteniamo

a=2
b=-1
= 2r—y+5z=4
c=5
d=14

Infine P(0,2,0) appartiene al piano se le sue coordinate soddisfano 1’equazione (Cartesiana o
parametrica). Sostituendo nell’equazione Cartesiana otteniamo

—2—-4=0 no

Poiche le coordinate non soddisfano 1’equazione P non appartiene al piano.
Analogamente potevamo sostituire nell’equazione parametrica ottenendo:

O0=1+4+t—-s 0=2-s s=2
2=3—-3t—2s = (2=3-3-2s = (s=-—1
0=1-t t=1 t=1

Poiche la prima e seconda equazione si contraddicono il sistema non ammette soluzione e P non
appartiene al piano.

b) Sappiamo che dato un generico piano ax + by + cz = k il vettore (a,b,c) & ortogonale al piano.
Quindi dall’equazione cartesiana del piano ricaviamo che la retta cercata ha direzione (2, —1,5).
Sappiamo inoltre che tale retta passa per A = (1,3,1), quindi

r=1+4+2t
y=3—-1
z=1+4b5t

O

Esercizio 2.4. Sia r la retta di R® passante per i punti A(1,—1,2) e B(—=2,0,1), e sia s la retta
—
contenente C(1,3,—3) e parallela al vettore OD(2,—2,3).

a) Determinare la posizione reciproca delle due rette (cioé se sono incidenti, parallele o sghembe).
b) Se sono incidenti determinarne il punto di intersezione.

SOLUZIONE:

—
La retta r passante per B e parallela al vettore BA = (—3,1, —1) ha equazione parametrica:

r=—-2-3t
r:Qy=t Vte R
z=1-1
Analogamente
r=1+2h
st qy=3-—2h VheR
z=—-3+3h

a) Osserviamo subito che r e s non sono parallele in quanto i vettori direzione BA e @ non hanno
le componenti proporzionali uno rispetto all’altro.
Per stabilire se sono incidenti cerchiamo ’'intersezione rNs risolvendo il sistema di 3 equazioni
nelle due incognite ¢, h:

—2—3t=1+2h —3(3—2h) — 2h =3
t=3—2h = {t=3-2h =
1—t=—3+3h —(3—2h) —3h = —4
~9+6h—2h =3 h=3

t=3—2h = {t=3-2h
—342h—3h=—4 h=1

Poiche la prima e terza equazione si contraddicono il sistema non ammette soluzione e le rette
non sono incidenti.
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Infine le rette sono sghembe.
In alternativa potevamo per esempio ricavare I’equazione cartesiana di una delle due rette
r=-2-3t L3 9
x =—
rrqy=t = { N Y 1
z =
z=1—-t Y
e quindi rislovere il sistema
r=1+2h r=1+42h r=1+2h
y=3—2h y=3—2h y=3—2h
z=-34+3h ={z=-3+3h = 4qz2=-3+3h
r+3y=-2 14+2h+9—6h=-2 —4h = —12
y+z=1 3—2h—-3+3h=1 h=1
Poiche le ultime due equazioni si contraddicono il sistema non ammette soluzione e le rette non
sono incidenti.
Infine le rette sono sghembe.
|
Esercizio 2.5.
a) Determinare la posizione reciproca (cioé se sono incidenti, parallele o sghembe) delle rette r e v’
di equazioni parametriche:
T =2t Tr=Ss
r: Qy=t+1 ' {y=2
z=t+3 z=542
b) Se le rette sono incidenti determinare ’ampiezza dell’angolo tra esse.
SOLUZIONE:

2)

Osserviamo subito che r e r’ non sono parallele in quanto r & parallela al vettore (2,1,1) mentre
r’ & parallela al vettore (1,0,1).

Per stabilire se sono incidenti cerchiamo I'intersezione N7’ risolvendo il sistema di 3 equazioni
nelle due incognite ¢, s:

2t = s s=2

s=2
t+1=2 = {t=1 = {tl
t+3=s5+2 1+3=2+2 B

Sostituendo nell’equazione di r (o analogamente di 7’) il valore di ¢ (o di s) determinato,
troviamo che r e 7’ sono incidenti nel punto P(2,2,4).
L’ngolo 9 formato dalle rette r e r’ corrisponde all’angolo formato dai rispettivi vettori direzione
u=1(2,1,1) e v = (1,0, 1). Possiamo quindi sfruttare la formula

cos(d) = (u,v) _ u- vl
)= ol = Tul o
dove
lul = (u,u) =VA+1+1=V6
ol = V{,0) = VIFT = V3
Quindi

cos(ﬂ):ﬂ 3 @ = ¥ =230°.

V2 23 2
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Esercizio 2.6. Determinare la posizione reciproca (parallele, incidenti o sghembe) delle rette r e v’ di
equazioni parametriche:

T =2t xr=Ss
r: Qy=t+1 r' Qy=1
» =t z=2s+1

SOLUZIONE:

Cominciamo a verificare se le rette sono incidenti risolvendo il sistema:

2t=s s=0
t+1=1 =<¢t=0
t=2s+1 0=1

Poiche il sistema non ammette soluzioni le rette non sono incidenti.

Inoltre la retta r & diretta come il vettore (2,1,1) mentre la retta v’ & diretta come il vettore (1,0, 2)
quindi le due rette non sono parallele tra loro.

Di conseguenza r e r’ sono sghembe.

Esercizio 2.7.

a) Determinare equazioni parametriche della retta r passante per i punti A = (2,3,1) e B =(0,0,1)
e della retta s passante per i punti C = (0,0,0) e D = (4,6,0).

b) Stabilire se r e s sono complanari. In caso affermativo, trovare un’equazione cartesiana del piano
contenente r e s.

SOLUZIONE:

. . . -3 = .
a) Il vettori direzione AB ¢ C'D hanno componenti:

— —
AB = (-2,-3,0) CD = (4,6,0)

Quindi:
ri qy=-—3t s: qy=06t

b) Poiche i due vettori direzione sono paralleli lo sono anche le due rette r e s e in particolare le
rette sono complanari.
Per determinare il piano che li contiene abbiamo bisogno pero di un vettore direzione differen-

—
te, appartenente al piano. Possiamo per esempio determinare il vettore direzione AC' (in quanto
A e C appartengono al piano cercato):

AC = (2,3,1)

Infine il piano 7 che contiene r e s ha equazione parametrica:

xr=—2t+2s
T qy=-3t+3s Vs,tecR
z=35

Per ricavare I’equazione cartesiana basta eliminare i parametri s e t:

T =—2t+4 2z
y=-3t+3z =3x—-2y=0
Z=35

In alternativa si puo ricavare direttamente ’equazione cartesiana, considerando la generica
equazione ax + by + cz = d e imponendo il passaggio per tre dei quattro punti, per esempio B, C
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e D in modo da ricavare i valori di a,b,c e d. Notiamo che cosi come ’equazione cartesiana ¢
determinata a meno di multipli, anche i valori di a, b, ¢ e d non saranno univocamente determinati.

B: c=d c=0
ax+by+cz=d = C: 0=d =4{d=0
D: 4da+6b=d a:—%b

Possiamo ora scegliere un valore di b. Ponendo b = 2 otteniamo

b=2 = —3r+2y=0

Esercizio 2.8. Si considerino le rette 1 e ro di equazioni

r=14+1
r+y=1
ry o y =2t Ty 4 5
T — z =
z=1+t Y

a) Si mostri che le due rette sono incidenti.
b) Si determini lequazione della retta ortogonale ary ero e passante per il loro punto di intersezione.

SOLUZIONE:

a) Risolviamo il sistema

r=1+t r=1+4+t¢ r=1+t¢ _1
y =2t y =2t y=2 ~0
z=1+1 =>qz=1+t >4qz=14t = —
z+y=1 1+t4+2t=1 3t=0 ~0
r—y+z2=2 1+t -2t4+141t=2 0=0

Quindi le rette sono incidenti nel punto P(1,0,1).
b) Determiniamo I’equazione parametrica di ro:

r=1-—t
z+y=1
7‘25{ n 9 = y:t
T — z=
4 z=1+2t

Quindi 7o ¢ parallela al vettore (—1, 1, 2).
Per determinare la direzione ortogonale a r1 e r5 determiniamo la Il piano 7 passante per P
e contenente 1 e ro. ™ ha direzioni parallele a 71 e ry e quindi ha equazioni:

r=14+t—s
{x+y=1+&
= r—y+z2=2

=0+2t+s
Y 2w+ z =3+ 3t
z=1+1t+2s
Di conseguenza la direzione ortogonale a 7 (e quindi a r1 e 73) & (1, —1,1). Infine la retta cercata
ha equazione

r=1+t
y=—t
z=1+t

Un metodo alternativo consisteva nel determinare il piano 7, ortogonale a 71 e il piano
ortogonale a ro passanti per P. Il piano ortogonale a r; ha equazione del tipo x + 2y + z = d.
Imponendo il passaggio per P otteniamo 1 + 1 = d, quindi

T x+2y+z2=2
In maniera analoga

My —x+y+2z2=1
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La retta cercata ¢ data dall’intersezione di 71 e ma:

r=1-—1t
r+2y+z=2 r+2y+z=2
= =>Jqy=t
—r4+y+2z=1 3y+3z2=3 1—¢
z=1-

Notiamo che anche se ’equazione parametrica ¢ differente, si tratta ovviamente della stessa retta.
O

Esercizio 2.9. Si considerino le rette di equazioni cartesiane

- r+2y=0 5 2z =0
Cly—z= S lr+y+2z=0

a) Dopo avere verificato che le due rette sono incidenti, determinare l’equazione cartesiana della
retta passante per P(1,1,1) e incidente r e s.

b) Determinare l’equazione cartesiana del piano passante per C(1,2,—3) e perpendicolare a r.

c) Determinare equazioni cartesiane della retta passante per il punto P = (1,1,1) e perpendicolare
alle due rette r e s.

SOLUZIONE:

a) Cominciamo con il determinare se le rette r e s sono incidenti risolvendo il sistema

z+2y=0 y=0
y—z=0 N 2=0
r+y+z2z=0. 0=0.

Quindi le rette sono incidenti nel punto 0(0,0,0). E’ allora sufficiente determinare 1’equazione
della retta passante per P(1,1,1) e 0(0,0,0). In questo modo tale retta interseca r e s. La

—
direzione ¢ data dal vettore OP(1,1,1), quindi la retta cercata ha equazione parametrica:

r=1t
y=t
z=1t

b) Il piano passante per C(1,2,—3) e perpendicolare a r ha equazione del tipo
ar+by+cz=k

dove a, b, ¢ corrispondono alle componenti del vettore direzione di r (perpendicolare al piano),
mentre il valore di k si determina imponendo il passaggio per C'.
Determiniamo quindi ’equazione parametrica di r:

r= -2t
ri:qy=t
z=1

Quindi r & parallela al vettore (—2,1,1), e il piano cercato & del tipo
—2rx4+y+z=k
Imponendo poi il passaggio per C(1,2, —3) otteniamo:
2142+ (=3)=k = k=-3
Infine il piano cercato ha equazione:

—2r4+y+z=-3

¢) Scriviamo l’equazione di r e s in forma parametrica:
r:qy=t s:qy=—t

z=1t z=t
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1l piano passante per P(1,1,1) e perpendicolare a r ha equazione
—2r4+y+2=0
Analogamente il piano passante per P(1,1,1) e perpendicolare a s ha equazione
—y+2z2=0

La retta cercata ¢ data dall’intersezione dei due piani appena determinati:

=1
—2x+y+2=0
=Jqy=t
—y+2=0
z2=1

Notiamo che la retta coincide, casualmente, con quella determinata al punto precedente.
Un metodo alternativo consisteva nel calcolare il piano 7 contenente r e s. Tale piano ha
direzione parallela ai due vettori direzione di r e s e contiene il punto O(0,0,0) di intersezione di

res:
T =2t

r: sy=t—s = r+y+z=0
z=1+s

La retta cercata ¢ quindi la retta passante per P e perpendicolare a tale piano:

r=1+1
y=1+1¢
z=1+t

Notiamo che si tratta, ovviamente, della stessa retta determinata con ’altro metodo, scritta in
maniera differente.

O

Esercizio 2.10. Sia r la retta nello spazio passante per i punti A = (0,0,1) e B = (-2,—1,0). Sia s
la retta passante per i punti C = (1,1,1) e D = (-1,0,0).
a) Mostrare che le due rette sono complanari e trovare un’equazione del piano m che le contiene.
b) Trovare equazioni parametriche della retta per l'origine ortogonale al piano w del punto a).

SOLUZIONE:

a) Due rette sono complanari se sono parallele o incidenti.
Il vettori direzione AB e C'D hanno componenti:

AB = (-2,-1,-1) CD=(-2,-1,-1)

Poiche i due vettori sono paralleli lo sono anche le due rette r e s e quindi in particolare sono
complanari. Per determinare il piano che li contiene abbiamo bisogno pero di un vettore direzione

—
differente, appartenente al piano. Possiamo per esempio determinare il vettore direzione AC' (in
quanto A e C' appartengono al piano cercato):

AC = (1,1,0)

Infine il piano 7 che contiene r e s ha equazione parametrica:

r=—-2t+s
T Sy=—t+s Vs,t € R
z=1-1t

Per ricavare ’equazione cartesiana basta eliminare i parametri s e t:
t=1-—=z t=1-—=z
r=-242z2+s =(s=x+2-2z2 rx—y—z+1=0
y=—-14+2+s y=—14+z24+z+2-22
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b) Un vettore perpendicolare al piano m ha componenti proporzionali ai cofficienti della z,y e z
dell’equazione cartesiana di w, ovvero (1, —1, —1) (o un suo multiplo). Di conseguenza l’equazione
della retta cercata e

O

Esercizio 2.11.

a) Determinare equazioni parametriche ed equazioni cartesiane della retta r dello spazio passante per
ipunti A= (2,-1,3) e B=(3,5,4).
b) Stabilire se la retta r interseca il piano di equazione cartesiana 2¢ —y + z = 0.
SOLUZIONE:

a) Il vettore direzione AB ¢ dato da AB = (—=1,—6,—1), di conseguenza l’equazione parametrica di

r é:
r=2—t
r:qy=—1-—06t vVte R
z=3—1t

Per determinare ’equazione cartesiana ricaviamo il parametro ¢ per esempio dalla prima equazione
e lo sostituiamo nelle altre due ottenendo

. 6r—y—13=0
Nz—z+1=0

b) Per calcolare 'eventuale intersezione tra r e il piano assegnato possiamo mettere a sistema
I’equazione cartesiana di r con quella del piano:

6r—y—13=0

r—z+1=0
2e—y+2=0
In questo caso risulta forse piu semplice mettere a sistema ’equazione parametrica di r con quella
del piano:
=—-1-6t =-1-—
Y N Y 6t N
2z —y+2=0 22—-t)—(-1-6t)+(3—t)=0
14
— _ Xr = —
y=—1—6t y=15
=
z=3—-1 5= E
8 3
-3

14 17
Di conseguenza la retta r interseca il piano nel punto P (3, 15, 3).

O

Esercizio 2.12. Sia r la retta nello spazio di equazioni cartesiane t +z+1=2x+2y—2—-3=0c¢
sia l la retta di equazioni parametriche x = 2t, y = —t, z = 0.

a) Determinare una equazione cartesiana del piano m contenente il punto P(1,2,3) e ortogonale alla
retta [.

b) Stabilire se esiste una retta passante per P, contenuta in m ed incidente la retta r. In caso
affermativo determinare equazioni di tale retta.
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SOLUZIONE:

a) La retta [ ha direzione (2,—1,0), quindi il piano ortogonale a [ ha equazione del tipo 2z —y = d.
Imponendo il passaggio per il punto P si ottiene 2 —2 =d, quindid=10e

e 20 —y =0

b) Il punto P appartiene a 7; se la retta r interseca 7 in un punto A, la retta passante per A e P &
la retta cercata. Determiniamo quindi I’eventuale intersezione tra r e 7:

20 —y=0 y =2 y =2
r+z=-1 =>{zr+z=-1 =z +z=-1
20 +2y—2—3=0 6r—2—-3=0 T =2

2 4 9
alz 2 _2
- (7’ 7 7)

—
Determiniamo quindi il vettore direzione AP

— 5 10 30
AP — (7’ - 7) parallelo a  (1,2,6)

Infine la retta cercata ha equazioni

r=1+t 9 0
€T — =
y=2+2t VteR, e { y
6r — z =
z=3+6t

Esercizio 2.13. Si considerino i piani dello spazio
m:zrz—y+2=0 e ™ : 8r+y—z=0.

a) Stabilire la posizione reciproca dei due piani.
b) Trovare un’equazione cartesiana del piano passante per P = (1,1,1) e perpendicolare ai piani m e

.

SOLUZIONE:

a) Due piani o sono paralleli o la loro intersezione ¢ una retta. In questo caso il piano 7 & perpen-
dicolare al vettore (1,—1,1), mentre 7’ & perpendicolare al vettore (8,1,—1), quindi i piani non
sono paralleli tra loro. Determiniamo la loro intersezione mettendo a sistema le loro equazioni:

=0
{:c—y+z:0 :>{9x:O Syt

8z +y—2=0 —y+2z=0
z=1

Quindi i piani si intersecano nella retta

=0
y=t vte R
z2=1

b) La direzione perpendicolare al piano 7 & data dal vettore (1,—1,1), mentre la direzione perpen-
dicolare a " ¢ (8,1,—1). Di conseguenza il piano perpendicolare a w e 7’ passante per il punto
P(1,1,1) ha equazione parametrica:

r=1+4+1t+8s
y=1—1t+s
z=1+4+t—s

Ricavando i parametri s e t e sostituendo si ottiene una equazione cartesiana:
y+z=2

In alternativa si pud osservare che un piano pependicolare a m e 7’ & anche perpendicolare
alla retta loro intersezione. Di conseguenza il piano cercato & perpendicolare al vettore (0,1,1)
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(direzione della retta intersezione), ovvero ha equazione del tipo y+2 = k. Imponendo il passaggio
per P si ottiene direttamente I’equazione cartesiana:

y+z2=2
O
Esercizio 2.14.

a) Determinare equazioni parametriche e cartesiane della retta v passante per i punti A = (2,1,3) e
B=(1,2,1).

b) Trovare un’equazione cartesiana del piano m parallelo alla retta v e all’asse z e passante per
lorigine.

SOLUZIONE:
—
a) AB = (-1,1,-2), quindi

b) L’asse delle z ha equazione

=0
a,: sy=20
z2=1

quindi il piano 7 cercato ha come direzioni (—1,1,—2), (0,0,1):

r=—1
T y:t :}x+y:0
z=-=2t+s

O
Esercizio 2.15.

a) Determinare equazioni parametriche e cartesiane del piano m passante per i punti A = (—1,1,1)
e B=(2,0,1) e perpendicolare alla retta r di equazioni cartesiane v =y —1=0.

b) Trovare un’equazione cartesiana del piano 7' parallelo al piano m e passante per il punto C =
(0,1,2).

SOLUZIONE:

a) La retta r ha equazione parametrica

r: qy=1 VteR
z=t
Quindi r ha direzione (0,0,1) e un piano ad essa perpendicolare ha equazione del tipo z = k.

Imponendo il passaggio per A (o per B) si ottiene k = 1. Infine il piano 7 cercato ha equazione
cartesiana z = 1. Una equazione parametrica di w &

=t
T: QYy=3s Vs, t € R
z =

b) Un piano parallelo al piano 7 ha equazione del tipo z = k. Imponendo il passaggio per C si
ottiene k = 2. Infine il piano 7’ cercato ha equazione z = 2.

O
Esercizio 2.16. Nello spazio si considerino la due rette di equazioni:
=1+t
r:sy=1-—t st x+y—l=x—-—y+2=0

z=3
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a)
b)

c)

2. RETTE E PIANI

Mostrare che le due rette sono sghembe.
Determinare un’equazione del piano contenente la retta v e parallelo alla retta s.
Determinare un’equazione del piano parallelo alle due rette ed equidistante da esse.

SOLUZIONE:

a)

Due rette del piano sono sghembe se non sono parallele e non si intersecano. L’equazione
parametrica di s e:

r=1-—1t
st Qy=t
z=—-1+4+2t

Quindi 7 ha direzione (1, —1,0) mentre s ha direzione (—1,1,2) e le due rette non sono parallele.
Inoltre se calcoliamo 7 N s:

r=1+4+t r=1+4+t¢ r=1+4+t¢
y=1-1¢ y=1-—1 y=1-—1
z=3 = (z2=3 = <¢z=3
z+y—1=0 1+t+1—-t—-1=0 1=0
r—y+2=0 1+t-14+t4+3=0 34+2t=0

il sistema non ammette soluzione, quindi le due rette non si intersecano.

Di conseguenza r e s sono sghembe.
Sia 7 il piano cercato. Poiché 7 contiene r, deve essere parallelo a r e passare per un punto di
r. Sia A = (1,1,3) il punto di r, imponendo inoltre le condizioni di parallelismo alle due rette,
otteniamo:

r=14+t—s
Tiey=1—1t+s => r+y=2
z=3+42s

Si puo procedere in pitt modi. Forse il pitt semplice ¢ calcolare il piano 7’ passante per s e parallelo
a r in maniera analoga al punto precedente. Sia B = (1,0, —1) il punto di s:

r=14+t—s
7 {y=—t+s = z+y=1
z=-142s

Il piano cercato & parallelo a m e n/, quindi ha una equazione del tipo z + y = d. Inoltre
essendo equidistante da r e da s & anche equidistante da 7 e 7, ovvero il valore di d ¢ dato dalla
media degli analoghi valori di 7 e 7':

de 2+1 _ 3
2 2
Infine il piano cercato e
3
x + Yy = 5

Esercizio 2.17. Si considerino le rette r1,ry,1r3 di equazioni

a)
b)

c)

r rx=3t+1, y=—t, z=3t+1
ro 1 x=8 Yy=2, 2=35
rg :x—1=2z=0

Si determini un’equazione del piano w contenente le rette r1 e ro.

Si stabilisca se il piano w contiene r3.
Si calcoli la proiezione ortogonale del punto P(1,2,0) sul piano 7.

SOLUZIONE:
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a) Notiamo che r; ha direzione (3,—1,3) e 2 ha direzione (1,0,1). Le due rette sono comunque

complanari in quanto si intersecano:

dt+1=s s _5
—t=2 i{t_—2 = riNre=A(-5,2,-5)
dt+1=s
Quindi il piano cercato ha equazioni:
rT=—-0+3t+s
T {y=2—1 = xz—2=0
z=—-5+3t+s
b) Un modo per verificare se m contiene r3 ¢ di controllare se m contiene due qualsiasi punti di rs.
Dall’equazione di r3 otteniamo per esempio i punti B(1,0,0) e C(1,1,0) di r3. Quindi 7 contiene
Be C se:
1-0=0
1-0=0
Siccome le condizioni non sono verificate B e C, e di conseguenza rg, non sono contenuti in 7.
c¢) Determiniamo la retta s per P ortogonale a , cio¢ di direzione (1,0, —1):

r=1+t
s qy=2
z=—1
La proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7 ¢ quindi l'intersezione di s con :
r=1+t r=1+t T = %
=2 =2 =2
) = Y N Y X
z=—1 z=—1 =13
r—2=0 1+t+t=0 t=—13

Infine la proiezione cercata & il punto D (%7 2, %)

Esercizio 2.18. Si considerino i piani w1, 7o, 73 di equazioni
m : z2—3=0
Mt x+y+2=0
3 : 3rx+3y—2+9=0
e la retta r = w1 N .

a) Si stabilisca se il piano w3 contiene .
b) Si trovi un’equazione cartesiana del piano 74 passante per l'origine e contenente r.
c) Si calcoli la proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7.

SOLUZIONE:
Calcoliamo un’equazione parametrica di r = 7 N mo:

r=—t—2
z—3=0
= r:qy=t
z+y+2=0
z=3

a) Un modo per verificare se 73 contiene r & di controllare se 75 contiene due qualsiasi punti di r.
Dall’equazione parametrica di r, assegnando per esempio i valori t = 0 e ¢t = 1 otteniamo i punti
A(-2,0,3) e B(—3,1,3) di r. Quindi 73 contiene A e B se:

3.(-2)4+3-0-3+9=0
3.(=3)4+3-1-3+4+9=0

Siccome le due condizioni sono verificate A e B, e di conseguenza r, sono contenuti in 7s.
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b) Un piano 74 contenente r contiene i suoi due punti A e B. Si tratta quindi di trovare I'equa-
zione del piano per A, B e lorigine. Poiché chiede I’equazione cartesiana la cosa piu semplice &
probabilmente considerare la generica equazione cartesiana e imporre il passaggio pre i tre punti:

—2a+3c=d a:%c
ar+by+cz=d = (-3a+b+3c=d = b:%c

Possiamo ora scegliere un valore di ¢. Ponendo ¢ = 2 otteniamo

a=3
b=3
= 3drx+3y+2:2=0
c=2
d=0

In alternativa potevamo ricavare ’equazione parametrica e da questa ricavare 1’equazione
— —
cartesiana. Poiche OA = (—2,0,3) e OB = (-3, 1, 3), otteniamo le equazioni di 74:

r=—-2t—3s
Myt {Y=s = 3z+3y+22=0
z=3t+3s

¢) Determiniamo la retta s per lorigine ortogonale a , cio¢ di direzione (0,0, 1):

=0
s: Sy=0
2=t

La proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7; € quindi U'intersezione di s con my:

z=0
0 z=0
Y = qy=0

z=1t
z=3

z=3

Infine la proiezione cercata ¢ il punto P(0,0,3).

Esercizio 2.19. Si considerino i piani w1, 7o, 73 di equazioni
m o 3x+3y—2z2=-9
M rz+y+2=0
g x+y+z=1
e la retta r = m N mo.

a) Si stabilisca se il piano w3 contiene r.
b) Si trovi un’equazione cartesiana del piano T4 passante per lorigine e contenente 1.
¢) Si calcoli la proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7.

SOLUZIONE:

Calcoliamo un’equazione parametrica di r = my N wa:

3043y —2=—9 r=t
TToy—2= = ridy——t—2
r+y+2=0

z2=3

a) Un modo per verificare se 73 contiene r ¢ di controllare se w3 contiene due qualsiasi punti di 7.
Dall’equazione parametrica di r, assegnando per esempio i valori t = 0 e t = 1 otteniamo i punti
A(0,—-2,3) e B(1,—3,3) di r. Quindi 73 contiene A e B se:

0+ (-2)+3=1
1+(-3)+3=1

Siccome le due condizioni sono verificate A e B, e di conseguenza r, sono contenuti in 7s.
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b) Un piano 74 contenente r contiene i suoi due punti A e B. Si tratta quindi di trovare I'equazione
— —
del piano per A, B e Porigine. Poicheé OA = (0,—2,3) e OB = (1, -3, 3), otteniamo le equazioni

di my:
T=3s
My Sy=-2t—3s = 3x+3y+2z=0
z=3t+3s
c¢) Determiniamo la retta s per lorigine ortogonale a 1, cio¢ di direzione (3,3, —1):
x =3t
s: Sy=3t
z=—1

La proiezione ortogonale dell’origine sul piano 7 € quindi I'intersezione di s con 71:

.1::375 Jj‘:St x:3t .
r=—15

=3t =3t =3t
Y N Yy N Y N y:7%
z ==
3z+3y—2z=-9 9t +9t+t=-9 t=—2 19

Infine la proiezione cercata ¢ il punto P (—%, —%, 199).

Esercizio 2.20. Si considerino la retta v di equazione

r=2+1
T Sy=-3-2t
z=1

e la famiglia di piani m : 2x + ky — z = 1 dove k € un parametro reale.

a) Si determini per quali k il piano 7y risulta parallelo a .
b) Per il valore di k trovato al punto precedente calcolare la distanza tra w e .

SOLUZIONE:
a) Un metodo consiste nel mettere a sistema retta e piano e stabilire per quali & il sistema non

ammette soluzione:

r=2+t r=2+t
=-3-2t =-3-2
Yy Y 3—2t
e+ ky—z=1 (2-2k)t=3k—-2

Il sistema ¢ impossibile, e quindi e 7 sono paralleli, se k = 1.
Un altro metodo consiste nell’imporre 1'ortogonalita tra il vettore direzione di r, (1,—2,0) e

il vettore normale al piano, (2,k, —1):
((1,-2,0),(2,k,-1))=2-2k=0 & k=1

b) Consideriamo un punto di 7, per esempio il punto A(2,—3,1), e sia s la retta passante per A e
perpendicolare a m. Poiche la direzione ortogonale a 7 & (2,1, —1), 'equazione parametrica di s

e:
r=242t
s y=-3+t
z=1—-t
Il punto B = s N7 e dato da:
T=2+2 =242t :%
=3+t =3+t —_17
Y Y =Y .8
z=1-—1t z=1—t z=3
20 +y—2= 444t —-34+t—1+t=1 t=%
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Infine

e =anm = (2 () o () =8

In alternativa si puo usare la formula della distanza punto-piano, considerando un qualsiasi
punto di 7, per esempio (2, —3,1) e 'equazione del piano 7: 2z +y—2—1=0:
2:241-(=3)+1-1-1] 1
d(m,r) =d(m, (2,-3,1)) = =
(mor) = d(r, (2,-3,1) — 7

Esercizio 2.21. Nel piano, si considerino le rette r1,r9,73 di equazions

r=1-2t
o { ro : x—2y+1=0, r3 r 2x4+y—2=0.
y =2t

a) Si trovi un’equazione cartesiana della retta r parallela a rq e passante per il punto A =19 Nr3.
b) Si trovi un’equazione cartesiana della retta s perpendicolare a r1 e passante per A.
¢) Si caleoli langolo tra le rette 1 e o e tra le rette vy e r3.

SOLUZIONE:

a) Determiniamo A = r3 N r3 risolvendo il sistema

—2 1=0 3 4
2z 4+y—2=0. 5 5
La retta r & quindi la retta per A di direzione parallela al vettore (—2,2):
3
T zx+y——-=0
{y—§+% Y75
In alternativa potevamo ricavare ’equazione cartesiana di r:
r=1-—2t
Ty = 2+y—1=0= y=—a+1
y=2t

Di conseguenza ’equazione cartesiana di r é:

- A T
L =57~

b) Utilizzando ’equazione parametrica di s, una direzione perpendicolare a quella di r; ¢ data dal
vettore (2,2), quindi:

z=2+2t 1
s 1 = r—-—y+-=0
y:g+2t 5

Utilizzando in alternativa l’equazione cartesiana di ri, la retta s ha coefficiente angolare
opposto del reciproco del coefficiente angolare di r1, quindi 1:

: 1 5 = +1—0
sty F= x 5 T—y F=

¢) Ricaviamo le equazioni parametriche delle tre rette per avere dei vettori direzione. Sappiamo gia
che ry & parallela a v; = (—2,2), inoltre

x=—1+2t r=t
o & T3 .
y=t y=2—2t
Quindi 7o ¢ parallela a vo(2,1) e r3 & parallela a v3(1, —2). Infine
cos(v1v2) A2 2 L = U = arccos ( L
Vo) = = = — — -
PET BB 2vI0 VIO 10

Notiamo che i vettori vs e vg sono ortogonali, quindi ’angolo tra rs e r3 €

R N
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Esercizio 2.22. Verificare che i quattro punti
P =(1,2,1), P,=(2,1,0), P3=(-1,0,—-1), Py=(0,0,—-1)

sono complanari e determinare un’equazione cartesiana del piano che li contiene.

SOLUZIONE:

Sia ax + by 4+ ¢z + d = 0 la generica equazione cartesiana di un piano. Determiniamo il piano 7 passante
per P», P3 e Py utilizzando la condizione di passaggio per un punto. Si ottiene quindi il sistema:

2a+b+d=0 b=—-2a—d
—a—c+d=0 =Ja=-c+d
—c+d=0 c=d

Ricordando inoltre che l'’equazione cartesiana ¢ determinata a meno di un multiplo, possiamo porre
arbitrariamente d = 1, ottenendo:

a=10
b=-1
= 7m: —y+z+1=0
c=1
d=1

A questo punto per stabilire se i quattro punti sono complanari & sufficiente verificare che P; passa per 7,
ovvero che ne soddisfa I’equazione: —2+ 1+ 1 =0.

Notiamo che abbiamo inizialmente scelto Ps, P3, P, solo perché il sistema risultante era piu semplice.
Era pero del tutto equivalente scegliere un’altra terna di punti e verificare poi il passaggio per il quarto
punto.

O
Esercizio 2.23. Siano mwy il piano di equazioni parametriche:
r=14+u+v, y=24u—v, z=34u, u,v € R

e mo il piano di equazione cartesiana x —y + z+ 1 =0.

a) Si scriva Uequazione cartesiana di 1.

b) Si scrivano le equazioni parametriche della retta r = w1 N 7o.

c) Detta s la retta di equazioni parametriche: x =1+4+1t, y =2 —t, z =34 2t, si verifichi cher e s
sono sghembe.

SOLUZIONE:

a) Per trovare I'equazione cartesiana di y:

r=1+u+v r=14+u+v
y=24+u—v =x+y=3+2u = m: T+y-—2z=-3.
z=3+u uz — 3

c¢) Risolviamo il sistema:

rT=s
rT—y+z=-1 rT—y+z=-1
= = r: =5+3 Vs € R
{x+y223 H+I{2xz4 Y N
z=4+2s

c) r & parallela a (1,3,2), mentre s e parallela a (1, —1,2), quindi le due rette non sono parallele.
Per stabilire se sono secanti o sghembe risolviamo il sistema

1+t=s 1+t=s l+t=s
2—-t=5+43s =>42—-t=5+3+3t = 4t =—6
3+2t=4+2s 34+2t=44+24+2t 3=6

Poiché I'ultima equazione & impossibile il sistema non ha soluzione e le rette sono sghembe.
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Esercizio 2.24. Siano r e s le rette di equazioni:

z=1+2t 37 — 9 — —9
ridy=3t vt € R, 5:{m_2y_
z=1 T

a) Si determini l'equazione cartesiana del piano w1 contenente r e s.
b) Si determini l’equazione cartesiana del piano me perpendicolare a v e s e passante per il punto
C(0,1,1).
SOLUZIONE:

a) L’equazione parametrica di s &

x:—%—i—%t
s:qy=t vt € R,
z=2

quindi 7 e s hanno entrambe direzione (2,3,0) e sono parallele, quindi complanari. Per deter-
minare un’altra direzione di 7 consideriamo due qualsiasi punti di r e s e la direzione da essi

individuata:
2 )
A(1,0,1)er, B (—3,0,2) €s = AB= (—370, 1) = (=5,0,3)
71 € quindi il piano di direzioni (2,3,0) e (—5,0, 3) e passante per A:
x=1-5t+2s
Ty =3s Vs,teR, = 3x—2y+5z=38
z=1+4+3t

In alternativa potevamo osservare dall’inizio che r e s sono parallele in quanto dal testo e
chiaro che non sono sghembe e nelle rispettive equazioni contengono rispettivamente le equazioni
z =1 e z = 2 in contraddizione. Di conseguenza il sistema r MNs non puo avere soluzione e le rette
sono parallele. Per determinare direttamente I’equazione cartesiana si puo inoltre determinare tre
qualsiasi punti, due su una retta e uno sull’altra e imporre al generico piano ax + by 4+ cz = d il
pasaggio per i tre punti. Ponendo per esempio ¢t = 0 e t = 1 nell’equazione di r troviamo i punti
A((1,0,1) e r e C(3,3,1) € r. Dall’equazione di s ponendo per esempio z = 0 troviamo il punto
D(0,1,2). Imponendo ora il passaggio per i tre punti otteniamo

at+c=d a=—c+d

3a+3b+c=d ={3(-c+d)+3(-2c+d)+c=d =
b+2c=d b=—-2c+d

a=—c+d a=—c+d
3(—c+d)+3(-2c+d)+c=d ={-8+5d=0
b=—-2c+d b=—-2c+d

Ponendo per esempio d = 8 otteniamo

a=3
2222 = m: 3r—2y+52=28
d=28

b) Il piano 7o cercato & ortogonale a r e s, quindi ha direzione ortogonale a (2,3,0) (il vettore
direzione di r e s) e equazione del tipo 2z 4+ 3y = d. Imponendo il passaggio per C otteniamo

me: 20 +3y =3

Esercizio 2.25. Si considerino i ter piani di equazioni
m: rx+y+z=0, My x—y—2z+1=0, w3 2+ kz=1

a) Si determini l’equazione del piano per lorigine e perpendicolare alla retta v : w1 N ms.
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b) Stabilire la posizione reciproca dei tre piani (paralleli, incidenti in un punto o in una retta ...) al
variare di k in R.

SOLUZIONE:

a) Per determinare r = w1 N 73 mettiamo a sistema i due piani:

:O = — — = — — e —
rT+y+z N T Yy—z N T Yy—z N T 1y z
r—y—z=-1 —y—z—y—z=-—1 2042z =1 Yy=35—=2

2
- _1
T="3

= r=mNmy: y:%—
z=1

Quindi 7 = 7 N2 & una retta di direzione (0, —1,1) e il piano ortogonale cercato, passante per
l’origine, ha equazione —y + z = 0.
b) E’ sufficiente stabilire la posizione della retta r trovata al punto precedente rispetto a w3. Notiamo
che una retta e un piano possono essere o incidenti o parallele. Mettiamo a sistema r e m3:
1

r=—3 x:f% x:f%
_ 1 _ 1 _ 1
y=5—t L Jy=2- L=zt
2c+kz=1 —1+kt=1 kt =2

Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k # 0, otteniamo la soluzione

€r =

| N[
ESIIN]
N
ol

SaaliR SIS
T
TN o0 vl

quindi i tre piani sono incidenti nel punto P = (f%, %, %)
— Se k = 0, il sistema contiene I'equazione 0 = 2, quindi non ammette soluzione. Di conse-
guenza i tre piani non si intersecano in quanto 73 € parallelo alla retta m N 7s.

In alternativa per risolvere il punto b) potevamo osservare che una retta e un piano se non sono
paralleli sono incidenti. La retta r & parallela al vettore @ = (0, —1, 1) mentre 73 & ortogonale al
vettore ¥ = (2,0,k). Di conseguenza r e 73 sono paralleli se e solo se % e ¥ sono ortogonali.
Calcolando il prodotto scalare tra i due vettori: w - v = (U, ¥’) = k, otteniamo che: se k = 0 i
vettori sono ortogonali, quindi r e 73 sono paralleli. Se k # 0 la retta e il piano non sono paralleli,
quindi sono incidenti.

O
Esercizio 2.26. Si considerino le rette vy e ro di equazioni:
P r=2-—2t
rlz{y o7 ro: Sy=t Vie R
r=1
z=1+41

a) Si verifichi che le due rette sono incidenti e se ne determini il punto P di intersezione.
b) Si trovi un’equazione parametrica della retta passante per P e ortogonale a r1 e rs.

SOLUZIONE:

a) Mettiamo a sistema le due rette per determinarne il punto di intersezione:

y+z=2 t+14+t=2 t=3
z=1 2-2t=1 t=1

riNrog: Sx=2—-2t =x=2-2¢ =<crx=1
y=t y=t y=13

z=1+t z=1+1 z:%

13
Le rette si intersecano nel punto P = (17 3 2).
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b) Per determinare la direzione ortogonale a 1 e ro determiniamo la direzione ortogonale al piano
che contiene r1 e ro. In realta e sufficiente determinare un piano parallelo a quello che contiene
r1 e ro, quindi per semplificare i conti determiniamo il piano 7 passante per 'origine parallelo a
r1 e ro. La retta r; ha equazione parametrica

r=1
ri: Sy=t VteR
z=2—-1

quindi 71 e r9 sono rispettivamente parallele ai vettori (0,1, —1) e (—2,1,1). Il piano 7 cercato
ha quindi equazioni

T =—2s
T Sy=t+s Vs, t € R = xz+y+z2=0
z=—t+s

La retta passante per P ortogonale a r; e 7o ha quindi direzione parallela a (1,1,1):

r=14+1
i Qy=g3+t VteR
Z:%+t

Esercizio 2.27. Siano assegnati il punto A = (1,2,1) il piano 7 e la retta s di equazioni

r=1+t
T x+z=4, s Qy=2
z=0

a) Si determini il punto B, proiezione ortogonale di A su 7 e la retta r passante per A e per B.
b) Indicato con C il punto di intersezione tra s e r e con D il punto di intersezione tra s e w, si
determini un’equazione della retta CD.

c) Si determini l’angolo tra r e la retta CD.

SOLUZIONE:

a) Per trovare B determiniamo ’equazione della retta r passante per A e ortogonale a m, cio¢ di
direzione (1,0, 1):

r=1+s
r:qyY=2
z=1+s

Il punto B ¢ dato dall’intersezione tra r e m:

r=1+s r=1+s s=1
=2 =2 2
B: Y =Y = = B=(222)
z=1+s z=1+s y =2
r+z=4 1+s+14+s=4 z=

Notiamo che la retta passante per A e B richiesta & la retta r precedentemente trovata.
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b) Calcoliamo le intersezioni:

r=14+s r=14+s
—2 —2 s=-1
y—1+ y—1+ t=-1
z = S z = S
C=rns: = =<z=0 = (C=(0,2,0)
r=1+1 1+s=1+1¢ B
y =2 9—9 v=
z=0
z2=0 1+s=0
r=1+t r=1+4+t t=3
D=snr: ¢ =Y =7 = D=(4,2,0)
z=0 z=0 y=2
r+z=4 1+t=4 z2=0

c) La retta r & parallela al vettore u = (1,0,1) e la retta CD ¢ parallela al vettore v = (4,0,0).
Indicato con ¢ I'angolo tra le due rette si ottiene:

cos(d) = (u,v) I Q = o = arccos (?) S—

4

Esercizio 2.28. Nello spazio, si considerino le rette r1,ry di equazioni

xr =3t n 90
€T — 2 =
ryo: y=2—1 ro y
z2+y—3=0
z=1+1

a) Determinare la loro posizione reciproca.

b) Determinare un’equazione cartesiana del piano m contenente le due rette.

¢) Determinare un’equazione parametrica della retta passante per P = (—2,5,1) e perpendicolare
alle rette r1 e ra.

SOLUZIONE:

a) Mettiamo a sistema r; e r9 per calcolarne eventuale intersezione:

xr =3t xr =3t rz=0
y=2-—1 y=2-—t y=2
z=1+1t >4qz=14+t =42z=1
3t+2—-t-2=0 t=20 t=20
1+t4+2-t-3=0 0=0 0=0

Il sistema ¢ compatibile e le rette si intersecano nel punto A(0,2,1).
b) Un’equazione cartesiana di r1 &

T+3y—6=0
y+2—-3=0

Confrontando le equazioni cartesiane delle due rette si vede che il piano y + z — 3 = 0 le contiene
entrambe.

In alternativa si poteva ricavare I’equazione parametrica di rs:

r=2-—t
ro tqy=t
z=3—1

Il piano cercato passa per A = r1 N ry e ha direzioni parallele ai vettori giacitura delle due rette:
r=3t—s
y=2—1t+s = y+2—-3=0
z=1+t—s
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¢) Una retta ortogonale a r; e ro € ortogonale al piano trovato al punto precedente che le contiene
entrambe, quindi ha direzione (0, 1,1):

r=-2
r:qy=>5+1
z=1+t

Esercizio 2.29. Nello spazio, si considerino i piani w1, To di equazioni
m 3x—y+z=0, my 2x4+y=0.

a) Scrivere equazioni parametriche della retta r intersezione di mp e ma.
b) Determinare un’equazione cartesiana del piano ortogonale ai due piani assegnati e passante per

il punto P = (2,1,0).
c¢) Trovare la proiezione ortogonale del punto P sulla retta r.

SOLUZIONE:

a) Mettiamo a sistema m; e my per calcolarne l'intersezione:

T =1
3z — =0
Tyt = r:qy=-2¢ Vie R
20 +y = 0.

z = —5ot

b) Un piano ortogonale ai due piani assegnati & anche ortogonale alla retta r intersezione di 71 e 7,
quindi ha equazione cartesiana del tipo

r—2y—5z=d
Imponendo il passaggio per P otteniamo d = 0, quindi il piano cercato &
r—2y—52=0

¢) La proiezione ortogonale di un punto P su una retta r ¢ data dall’intersezione tra r e il piano
per P ortogonale a r. In questo caso sappiamo gia che il piano per P ortogonale a r ¢ il piano
x — 2y — 5z = 0, quindi si tratta di trovare I'intersezione tra tale piano e r:

r—2y—52=0 t+4t+ 25t =0 t=20

=1t T = z=0
= =

y= -2 = -2t y=20

z = —5t z = —bt z=0

Infine la proiezione cercata & lorigina O = (0, 0,0).
]
Esercizio 2.30. Dati i punti ¢ O(0,0), A(2,1), B(1,3), determinare l’isometria f(x,y) = (z',y’)

tale che f(O) = O', f(A) = A, f(B) = B’ nei seguenti casi. Stabilire in particolare se si tratta di una
traslazione, rotazione, riflessione e glissoriflessione trovando gli eventuali punti fissi.

o-fa) ) v

b) O = (1, (5—2\/ 1+:f o 4-:@3:}2\@)'
o a-(38) -2
somen a0

SOLUZIONE:
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a) Dal testo sappiamo gia che si tratta di un’isometria. Rappresentando i punti si vede che sia
Pangolo 0AB che I'angolo 0/ A’B’ sono antiorari, quindi si tratta di una trasformazione diretta:
una rotazione o una traslazione. Dobbiamo cercare una trasformazione del tipo

' =cr—sy+a
Yy =sr+cy+b

Imponendo le sei condizioni f(O) = O, f(A) =A', f(B) = B’ otteniamo il sistema

—-3=a a=-3 a=-3
1 _ 1 1

3 =0 b=3 b=3
—1=2c—s+a s=2c—2 s=0

3 _ V3 _ 4o 1

5=2s+c+b s=dc—4d+c+; c=1
—2=c—3s+a —2=c—3s+ -3 —2=-=2
T =s+3c+b T =s+3c+1 =1

Notiamo che per risolvere il sistema abbiamo usato solamente le prime quattro equazioni, mentre
abbiamo usato le ultime due per verificare la soluzione. Si tratta della trasformazione

fx,y) = (x—?u y+;>

che ¢ una traslazione e non ha punti fissi. La mancanza di punti fissi si puo anche verificare
direttamente impostando il sistema

flz,y) = (z,y) = 1

che non ha soluzione.

o
~—

Dal testo sappiamo gia che si tratta di un’isometria. Rappresentando i punti si vede che sia
Pangolo 0AB che I'angolo 0/ A’ B’ sono antiorari, quindi si tratta di una trasformazione diretta:
una rotazione o una traslazione. Dobbiamo cercare una trasformazione del tipo

' =cr—sy+a
y =sr+cy+b

Imponendo le sei condizioni f(O) = O, f(A) =A4', f(B) = B’ otteniamo il sistema

l1=a a=1 a=1

0=5b b=0 b=0
5*§ﬁ:2c—s+a 57?))\/5:—484—%—84-1 5:2‘3/5
1+§ﬁ:2s+c+b c=—28—|—%‘/§ c=3

4-6V2 — ¢ 35 +a 4-0V2 — ¢ 3541 1=6V2 — 1 _9/2+1
3+§\/§:5+30+b 73+:2,)‘/§zs+3c 3+§ﬁ=¥+1

Notiamo che per risolvere il sistema abbiamo usato solamente le prime quattro equazioni, mentre
abbiamo usato le ultime due per verificare la soluzione. Si tratta della trasformazione

che & una rotazione. Possiamo quindi trovare il punto fisso (centro di rotazione) impostando il

sistema
r=gr— Syt {2x+2\/§y—3 :{m—%
Yy=-3

y =2z

Quindi il centro di rotazione ¢ il punto fisso P (27 5

1\/§>
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¢) Dal testo sappiamo gia che si tratta di un’isometria. Rappresentando i punti si vede che I’angolo
0AB & antiorario mentre I’angolo 0’ A’ B’ & orario, quindi si tratta di una trasformazione inversa:
una riflessione o una glissoriflessione. Dobbiamo cercare una trasformazione del tipo
' =cr+sy+a
y =sr—cy+b

Notiamo che poiché O = O, il punto O ¢ fisso, quindi si tratta di una riflessione in quanto le
glissoriflessioni non hanno punti fissi.

Imponendo le sei condizioni f(0O) = O, f(A) = A4', f(B) = B’ otteniamo il sistema

0=a a=0 a=20

0=b b=0 b=0

%:c—l—Ss—i—a c:%—?)s c:—%

13 =313 27 = 4

T=s5—-3c+b = =s5— % —9s s=z

—%ch—i—s—&—a —%:204—8 —%:—g—i—%
15—1:25—c+b 15 =25s—c 51:§+%

Notiamo che per risolvere il sistema abbiamo usato solamente le prime quattro equazioni, mentre
abbiamo usato le ultime due per verificare la soluzione. Si tratta della trasformazione

3 4 4 3
f(z,y) = (5:1: +cy, T+ y)

5775 5
che & una riflessione. Possiamo quindi trovare la retta di punti fissi (asse di simmetria) impostando
il sistema
3 4
T=—:T+ Y 8z —4y =0
f(zy) = (v,y) = 2 = =y=2
y=zr+3y 4o —2y =0

Quindi tutti i punti della retta y = 2z sono punti fissi e y = 2z ¢ 'asse di simmetria.

d) Dal testo sappiamo gia che si tratta di un’isometria. Rappresentando i punti si vede che ’angolo

0AB ¢ antiorario mentre ’angolo 0’ A’ B’ ¢ orario, quindi si tratta di una trasformazione inversa:
una riflessione o una glissoriflessione. Si tratta quindi di cercare una trasformazione del tipo

¥ =cx+sy+a
Yy =sx—cy+b

B’ otteniamo il sistema

Imponendo le sei condizioni f(O) = O’, f(A) = A", f(B)

—2=a a= -2 a=—2
1=0 b=1 b=1
%:c+3s+a :%—35 CZ%
—%:s—3c+b —%25—3’5—9—6—98—1—1 s:%
t=2+s+a t=2+s5-2 t=84+3-2
IT=2s—c+b IT=2s—c+1 I=8_241

Notiamo che per risolvere il sistema abbiamo usato solamente le prime quattro equazioni, mentre
abbiamo usato le ultime due per verificare la soluzione. Si tratta della trasformazione

4 3 3 4
fan = 3o+ 2v-2 2o- 1)
che ¢ una glissoriflessione. Infatti impostando il sistema
=zr+3y—2 N x=3y—10
Sr—2y+1 9y = 9y — 25

5

fey) = (@y) = {
Y
non otteniamo soluzioni.
|
Esercizio 2.31. Si considerino i punti del piano A = (0,0), B = (2¢,0), C = (0,1) e A’ = (2,2), B’ =
(2++3,3), ' = (%,2+ @)

a) Per quali valori dit esiste unisometria diretta che trasforma i punti A, B, C neipunti A’, B', C’
rispettivamente?
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b) Per i valori di t determinati al punto precedente, trovare le equazioni dell’isometria.
c) Stabilire se l'isometria f in b) ha dei punti fissi, cioé tali che f(P) = P.

SOLUZIONE:
a) Un’isometria conserva le distanze, quindi:
|AB| = |A'B'| = [2t|=2 = t=+1
|[AC| = |A'C"| = 1=1
|BC| = |B'C'| = Va2 +1=+5 = t=+1

Di conseguenza perché esista un’isometria deve essere ¢ = +1. Inoltre rappresentando i punti si
vede che l'isometria ¢ diretta per ¢ > 0, quindi esiste un’isometria diretta che trasforma i punti
A, B, C nei punti A’, B’, C’ rispettivamente, per t = 1.

In alternativa per rispondere alla domanda a) si poteva impostare il sistema relativo alla
generica isometria diretta:

b) Sia
r=cr—sy+a
Y =sr+cy+b

la generica isometria diretta. Imponendo le condizioni f(A) = A’ e f(C) = C’ (con t = 1)
otteniamo il sistema

2=a a=2
2=50 b=2
%:—s—i—a - s:%
2+ B =c+b c=

Quindi 'isometria f cercata e

Notiamo che si tratta di una rotazione antioraria pari ad un angolo di 30°.
¢) Imponendo al generico punto P(x,y) la condizione P’ = f(P) = P otteniamo il sistema

)
x:@zf%quQ N 2-V3)r+y=4 N y=4—(2—V3)x
yz%x—i—?y—i—Q 2+ (2-V3)y=4 —r+42-V3)—(2—-V3)2r =4
N r=-—1-— \/5
y=3+3
Infine il punto fisso dell’isometria (centro di rotazione) & P(—1 — /3,3 + /3).






CAPITOLO 3
Gruppi, spazi e sottospazi vettoriali

Esercizio 3.1. Dimostrare che l’insieme
a O
G—{[O b] | a,b € R, a,b;«é()}

forma un gruppo rispetto al prodotto tra matrici.

Esercizio 3.2. Sia R[z] linsieme dei polinomi a coefficienti in R.

o Verificare che R[x] & un gruppo rispetto alla somma di polinomi.
o Verificare che R[x] non & un gruppo rispetto al prodotto di polinomi.

Esercizio 3.3. L’insieme
S ={v=(w1,72,73) € R®| z1 + a0+ a5 = 0}
¢ un sottospazio di R®*? Perché?
Esercizio 3.4. Ripetere lesercizio precedente con l’insieme
S = {v = (x1,%2,23) € R3 | 1 +20+ 23 = 1}
Esercizio 3.5. Verificare che l’insieme delle matrici 2 X 2 a coefficienti in R é uno spazio vettoriale.
Esercizio 3.6. Verificare che linsieme R, [x] é un sottospazio dello spazio vettoriale R[z].
Esercizio 3.7. Sia S linsieme delle matrici 3 X 3 triangolar: superiori:

aip a2 @13
S = 0 a22 A23 | aijER, 1, =1,2,3
0 0 ass

Verificare che S & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici 3 X 3.
Esercizio 3.8. Sia G l'insieme di polinomi
G ={az® +a | a € Z intero relativo }

a) Mostrare che G é un gruppo rispetto alla somma di polinomd.
b) Dire se G ¢é un sottospazio vettoriale dello spazio Rlx], motivando la risposta.

Esercizio 3.9. Si consideri il sequente insieme

a b
I:{{O c} |a,b,c€R}

a) Si verifichi che I & chiuso rispetto al prodotto e alla somma di matrici, ovvero che presi due
elementi di I anche il loro prodotto e la loro somma sono elementi di I.

b) L’insieme I forma un gruppo rispetto alla somma di matrici?

c) Verificare che I non forma un gruppo rispetto al prodotto tra matrici.

d) L’insieme
Jz{{a b} |a7b,c€N}
0 ¢

forma un gruppo rispetto alla somma di matrici?

47
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1. Suggerimenti

e Gruppo. Un insieme G forma un gruppo rispetto a una sua operazione o se
(1) L’operazione gode della proprieta associativa,
(2) G & chiuso rispetto a o, ovvero

zoy € G Vr,y € G,
(3) Esiste I'elemento neutro e, tale che:
roe=eor==x Vr € G,
(4) Esiste I'inverso (o opposto) di ogni elemento:
Ve € G, 3z € G te zoxzl=e.
In notazione additiva:
Ve € G, 3 —x € G te. zo(—z)=e.

e Spazio vettoriale. Uno spazio vettoriale V' & un insieme dotato di due operazioni: la somma
interna e il prodotto per scalari, e che gode delle seguenti proprieta:
(1) V & gruppo commutativo rispetto alla somma, quindi
— V é chiuso rispetto alla somma.
— L’elemento neutro 0 appartiene a V.
— Esiste 'opposto —v di ogni elemento v € V.
— La somma é commutativa.
(2) 1l prodotto per scalari gode delle seguenti proprieta:
— (k1 + k2)u = kyu + kou qualsiasi k; € R e qualsiasi u € V|
— k(u+v) = ku+ kv qualsiasi £ € R e qualsiasi u,v € V,
— (k1k2)v = k1 (kov) qualsiasi k; € R e qualsiasi u € V
— lu = u qualsiasi u € V.
e Sottospazio vettoriale. Un sottinsieme S di uno spazio vettoriale V' & un sottospazio vettoriale
se in S valgono le seguenti proprietd
(1) Seu,ve S, allorau+wvesS.
(2) Seue SeXeR,allora d\u e S.
Notiamo che S é un spazio vettoriale e le proprietd precedenti, unite a quelle ereditate da V,
implicano tutte le proprieta di spazio vettoriale. In particolare S contiene lo 0 e I'opposto di ogni
suo elemento.

2. Soluzioni

Esercizio 3.1. Dimostrare che linsieme

G:{[g 2] la,b€R, a,b;«éo}

forma un gruppo rispetto al prodotto tra matrici.

SOLUZIONE:
Consideriamo il nostro insieme G e verifichiamo che gode delle proprieta di gruppo:

(1) 11 prodotto tra elementi di G gode della proprieta associativa perche in generale il prodotto tra
matrici & associativo.

(2) Per dimostrare la chiusura consideriamo due generici elementi A; e Ay di G e verifichiamo che il
loro prodotto ¢ ancora un elemento di G:

[25] 0 . a2 0 _|a1a2 0
0 b 0 baf | O  biby

Notiamo che, essendo a; # 0 e b; # 0, anche ajas # 0 e b1by # 0. Di conseguenza A1 A, € G.
(3) L’elemento
10
=[5

che & in generale elemento neutro per il prodotto tra matrici, appartiene a G.
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(4) Verifichiamo che qualsiasi sia I'elemento A di G esiste il suo inverso in G. Come suggerisce il
punto 2, verifichiamo che

O 0 06 -

Inoltre, poiche a,b # 0 ha senso definire 1, %. Infine I’elemento

i

o=

appartiene a G.

Esercizio 3.2. Sia R[z| linsieme dei polinomi (in una variabile) a coefficienti in R.

o Verificare che R[x] é un gruppo rispetto alla somma di polinomi.
o Verificare che R[x] non é un gruppo rispetto al prodotto di polinomi.

SOLUZIONE:

e Consideriamo I'insieme R[z] con la somma.
(1) La somma di polinomi gode della proprieta associativa.
(2) La somma di due polinomi ¢ ancora un polinomio.
(3) Esiste 'elemento 0 € R[z], cioe il polinomio con tutti coefficienti nulli, tale che:

p(x) +0=0+p(z) = p(z) Vp(z) € Rlz]
(4) Qualsiasi sia
p(z) =ao+ a1z + - +apz” € Rz
esiste ’elemento
q(z) = —ag + (—a1)z + - + (—a,)z" € R]z]
tale che p(z) + ¢(x) =0

e Counsideriamo 'insieme R[z] con il prodotto. E’ sufficiente dimostrare che non verifica una delle
proprieta dei gruppi. Notiamo che I'elemento neutro rispetto al prodotto ¢ p(z) = 1, e che , per
esempio, l'elemento f(z) = x non ammette inverso. Infatti, non esiste p(x) € R[z] tale che

z-plx)=1

Esercizio 3.3. L’insieme
S = {1} = (z1,79,23) ER® | @) + 20 + 23 = 0}

¢ un sottospazio di R®*? Perché?

SOLUZIONE:
Verifichiamo le due proprieta dei sottospazi per il nostro insieme .S
(1) Presi u = (z1,22,23), v = (y1,y2,y3) € S abbiamo che
u+v=(21+y1, T2+ Y2 T3+Ys3)

(@1 +y1)+ (2 +y2) + (3 +ys) = (@1 + 22+ 23) + (Y1 +y2 +y3) =0

Quindiu+v € S.
(2) Qualsiasi sia v = (z1,22,23) € S e A € R abbiamo che

Au = (Ax1, AT, A\x3)

)\xl + )\1'2 + )\.’Eg = )\(.’El + o + fE3) =0
Quindi Au € S.
Abbiamo cosi dimostrato che S & sottospazio di R?.
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Esercizio 3.4. Ripetere lesercizio precedente con l’insieme

S = {v: (z1,29,23) €ER® | @1 + 29 + 23 = 1}

SOLUZIONE:

In questo caso S non & sottospazio di R?® infatti non gode di nessuna delle due proprieta necessarie. Per
esempio non e chiuso rispetto alla sommas:

(1,0,0), (0,1,0) €S, ma (1,0,0)+(0,1,0) €5
Notiamo che per dimostrare che una proprieta non ¢ vera basta fornire un controesempio.

]

Esercizio 3.5. Verificare che linsieme delle matrici 2 X 2 a coefficienti in R € uno spazio vettoriale.

SOLUZIONE:
Verifichiamo le operazioni di spazio vettoriale per I'insieme V:

(1) Verifichiamo che Msy5 & un gruppo commutativo rispetto alla somma:
e La somma di matrici gode della proprieta associativa.
e La somma di due matrici 2 x 2 € ancora una matrice 2 x 2.

e L’clemento
0 0
o=[o )

e tale che M + O = O + M = M per ogni matrice M 2 x 2.
e Qualsiasi sia la matrice

a a
A= |01 12
az1 22
esiste la matrice
—a11  —a12
B =
—a21 —a22

taleche A+ B=B+ A=0.

e La somma di matrici ¢ commutativa:

a1 +bi1 a1z + b2
a1 +ba1  ag + b

(2) 1l prodotto per elementi di R & tale che
o (k1 + ko)M = k1M + koM qualsiasi k; € R e qualsiasi sia la matrice M,
o k(M1 + Ms) = kM, + kM, qualsiasi k& € R e qualsiasi siano le matrici M,
o (k1ka)M = k1(koM) qualsiasi k; € R e qualsiasi sia la matrice M,
e 1M = M qualsiasi sia la matrice M.

A+B:{ }:B+A

Notiamo che la verifica formale di tutte le proprieta & molto semplice, ma lunga. Notiamo anche come
le domande Verificare che l’insieme S € uno spazio vettoriale e Verificare che l'insieme S e un sottospazio
vettoriale dello spazio V appaiono simili, ma implicano una quantita di controlli notevolmente differenti.
Nel secondo caso possiamo infatti sfruttare tutte le proprieta di V' che continuano ovviamente a valere in

S.
O

Esercizio 3.6. Verificare che linsieme R, [x] € un sottospazio dello spazio vettoriale R[z].

SOLUZIONE:
Verifichiamo le due proprieta richieste ai sotospazi:
(1) Siano f(x), g(x) due elementi di R, [x]:
f(z) = ap + a1z + aga® + - - - + apa™, a; €R
g(x) = by + bz + byx® + -+ + bz, b, €R
Di conseguenza

f(@)+g(x) = (ag+bo) + (a1 + b1)x + - + (an + by)z™, ai,b; €R
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e f(x) +g(z) € Ry z].
(2) Sia f(z) € Ry[z] e A € R, allora

M(x) = Aag + Aayx + Aagx? 4 - + Aapa™, Xa; € R
Quindi A\ f(z) € Ry[z].

O
Esercizio 3.7. Sia S l'insieme delle matrici 3 X 3 triangolari superiori:
ai;p a2 ais
S = 0 a22 Q923 | Qjj GR, i,j:1,2,3
0 0 ass
Verificare che S & un sottospazio dello spazio vettoriale delle matrici 3 X 3.
SOLUZIONE:
(1) Siano A, B € S, allora
[a11 a1z a3 b1 b1z D13
A + B = 0 a2 Q93| + 0 b22 b23
L 0 0 ass 0 0 b33
[a11 4+ b1 a2 +bi2 a1+ big
= 0 aggs +bay as3+bag| €8S
. 0 0 a3z + bs3
(2) Qualsiasisia A € Sek € R:
ka1 kaiz kaiz
kA = 0 k}agg ka23 e S
0 0 ka33
Quindi S & sottospazio di M3x3.
O

Esercizio 3.8. Sia G l'insieme di polinomi
G= {aa?2 +a | a € Z intero relativo }
a) Mostrare che G ¢ un gruppo rispetto alla somma di polinomi.
b) Dire se G é un sottospazio vettoriale dello spazio Rlx], motivando la risposta.
SOLUZIONE:

a) Un insieme G é un gruppo rispetto a una operazione + se:
(1) L’operazione ¢ interna, ovvero G & chiuso rispetto a +. In questo caso presi due elementi di

G:
p1(z) = ax® +a, pa(z) = ba® 4 b, con a,b € Z
allora anche la loro somma p;(z) + p2(x) appappartiene a G. Infatti
p1(z) + p2(z) = (a+b)x? + (a+b) = cz® + ¢

dovec=a+becZ.

(2) L’operazione gode della proprieta associativa. Infatti la somma di polinomi gode in generale
della proprieta associativa, quindi anche la somma di elementi di G & associativa.
(3) Esiste I'elemento neutro 0 appartenente a G. Infatti 0 = 022 +0 € G e

Ot+ar’+a=ar’+a+0=az’+a

(4) Esiste 'opposto di ogni elemento. Infatti dato az?+a € G esiste 'elemento —az?+(—a) € G
tale che

(az? +a) + (—az® + (—a)) = (—a + (—a)2?) + (az® +a) =0

b) L’ insieme G & un sottospazio dello spazio vettoriale R[x] se:
(1) G & chiuso rispetto alla somma. Tale proprieta & gia stata verificata al punto precedente.



52 3. GRUPPI, SPAZI E SOTTOSPAZI VETTORIALI

(2) G & chiuso rispetto al prodotto per scalari. Notiamo che il campo degli scalari di R[z] &
R (notiamo anche che Z non ¢ un campo!), quindi G non & chiuso rispetto al prodotto per
scalari. Infatti per esempio 22 +1 € G, % € R, ma

1o, 1,1

Di conseguenza G non € un sottospazio vettoriale di R[z]

Esercizio 3.9. Si consideri il sequente insieme

a b
I:{{O c} |a,b,c€R}

a) Si verifichi che I & chiuso rispetto al prodotto e alla somma di matrici, ovvero che presi due
elementi di I anche il loro prodotto e la loro somma sono elementi di I.

b) L’insieme I forma un gruppo rispetto alla somma di matrici?

c) Verificare che I non forma un gruppo rispetto al prodotto tra matrici.

d) L’insieme
J{F ﬂ|a@c€N}
0 ¢

forma un gruppo rispetto alla somma di matrici?

SOLUZIONE:

a) Siano

NERT

due generici elementi di I. Dobbiamo verificare che A + B e AB sono ancora elementi di I:

_la b z Yyl |a+zx b4y
A+B{O 0}4_{0 z]{ 0 c—l—z} €l

AB — {ax ay—i—bz] cr
0 cz

b) I & un gruppo rispetto alla somma, infatti verifica le quattro proprita:
(1) Proprieta associativa. La somma tra matrice gode in generale di tale proprieta, quindi in
particolare ne godono gli elementi di I.
(2) Chiusura. Abbiamo appena dimostrato che I & chiuso rispetto alla somma.
(3) Elemento neutro. La matrice nulla appartiene all’insieme 1.
(4) Opposto. Presa una qualsiasi matrice

A:F ﬂe[
c
esiste la matrice

—a —b
B_{O _Je[

tale che A+ B = 0.
c) Le prima tre proprieta di gruppo rispetto al prodotto sono verificate dall’insieme I, quindi il
problema deve venire dall’esistenza dell’inverso. E’ quindi sufficiente dimostrare che esiste almeno
una matrice in I che non ammette inverso. In particolare la matrice nulla

0 0
0_{0 O}EI

e qualsiasi sia la matrice A, AO = OA = O. Di conseguenza O non pud ammettere inversa.
d) Anche per 'insieme J non ¢ verificata la proprieta di esistenza dell’opposto. Per esempio 'opposto

della matrice
1 0
A= [O 0} el

o

¢ la matrice
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che pero non appartiene a J (in quanto —1 ¢ N).
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CAPITOLO 4

La riduzione a gradini e i sistemi lineari (senza il concetto di
rango)

Esercizio 4.1. Risolvere il sequente sistema non omogeneo:

2r+4y+4z=4
r—z=1
—x+3y+4z=3

Esercizio 4.2. Risolvere il sequente sistema omogeneo:

z+2y+w=0
2+ 5y +4z+4w =0
3z + by — 62+ 4w = 0.

Scrivere le soluzioni anche in forma vettoriale.

Esercizio 4.3. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

kx +ky+ k%2 =4
x+y+kz =k
x4+ 2y + 3z =2k

a) Si dica per quali valori del parametro reale k il sistema é compatibile.
b) Esistono valori di k per i quali il sistema ha infinite soluzioni? In tali casi determinare le soluzioni.

Esercizio 4.4. Risolvere il sequente sistema, al variare del parametro reale k:

T+2w=1
r+y+3z+2w=1

20+ y+(k+2)z+4w =2
r+y+3z2+ k2 -k+2w=k

Scrivere le soluzioni anche in forma vettoriale.

Esercizio 4.5. Si risolva il sequente sistema di equazioni lineari:

T+y+2z =1
(k+2)z+2y+42 =2
(I+2k)x+3y+22 =142k

al variare del parametro reale k.

Esercizio 4.6. Determinare per quali valori del parametro reale t il sistema Ax = b é compatibile
(cioé ammette soluzione). In tali casi determinare esplicitamente le soluzioni.

-1 3 0 2
A=(1 2 -1 b= |1
0 0 2t+1 )

55
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Esercizio 4.7. Si dica per quali valori di k il sistema di equazioni lineari:

r+y=1
kx+y+z=1-k (k parametro reale)
y+(1—-k)z=1

ammette un’unica soluzione. In tale caso trovare la soluzione.

Esercizio 4.8. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

21‘1 — X9 = k
1 —T9g —x3 =0 (k parametro reale)
l’lfkl’2+]€l’3:k

a) Si dica per quali valori di k il sistema ¢ compatibile e quando ha infinite soluzioni.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

Esercizio 4.9. Sia
S:{(x,y,z)ER3 lz+y+(k+1)z2=Fk 204+y+2=0}

a) Stabilire per quali valori di k linsieme S & un sottospazio di R3.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente esplicitare S.

Esercizio 4.10. Sia
S:{(m,y,z)€R3 |z —2y+kz=k—1, 2—2y+2=0, -2z +4ky —22=0 }

a) Stabilire per quali valori di k Uinsieme S é un sottospazio di R3.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente esplicitare S.

Esercizio 4.11. Sia S il sottoinsieme di R®
S = {x6R5 | 1 — zo + 225 =k, x1+x3+km420}.

a) Per quali valori del parametro reale k l'insieme S é un sottospazio vettoriale di R5?
b) Per i valori determinati al punto a) esplicitare S.

1. Suggerimenti

e A ogni sistema lineare associamo la matrice formata dai coefficienti delle incognite e dei termini
noti. I termini noti vengono separati da un tratteggio.

2r+2y+4z=4 2 2 4 | 4
r—z=1 =|1 0 -1 | 1
—z+3y+4z=0 -13 4 [0

o Utilizzeremo il metodo di Gauss o di Riduzione a gradini. Lo scopo ¢ di ottenere una matrice
in cui sotto il primo termine non nullo di ogni riga si trovano tutti 0. Tale termine ¢ detto pivot.

* ok x| x
0 x = | *
0 0 | =*

Una volta che la matrice & stata ridotta ritorniamo al sistema, ormai di immediata soluzione.
e Il procedimento consiste nel trasformare il sistema in un sistema equivalente (cioe con le stesse
soluzioni) mediante le seguenti operazioni lecite:
— Scambio di due righe della matrice.

2 2 4 | 4 IIf1 o -1 | 1
1 0 -1 | 1| = TI|2 2 4 | 4
-1 3 4 | 0 -1 3 4 |0
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— Scambio di due colonne della matrice. In tale caso si scambia la posizione di due incognite.
Al termine della riduzione, quando si ritorna al sistema, € quindi necessario ricordare lo
scambio delle incognite.

— Sostituzione di una riga con un suo multiplo non nullo.

2 2 4 | 4 1211 1 2 | 2
1 0 -1 | 1| = 1 0 -1 | 1
-1 3 4 | 0 -1 3 4 |0

— Sostituzione di una riga con la sua somma con un’altra riga.

2 2 4 | 4 2 2 4 | 4
1 0 -1 | 1| = 10 -1 | 1
-1 3 4 ] 0 II+I1(0 3 3 | 1

— Le ultime due operazioni vengono generalmente utilizzate contemporaneamente, sostituendo
una riga con una sua combinazione linare con un’altra riga, prestando attenzione ad alcune

situazioni.
2 2 4 | 4 2 2 4 | 4
1 0 -1 | 1| = 2[I-1 |0 -2 —6 | -2
-1 3 4 | 0 IIrT+1110 3 3 | 1

Per evitare errori & necessario badare che:
x Se sto sostituendo I'n-esima riga con una sua combinazione lineare con un’altra riga, il
coefficiente per cui viene moltiplicata I'n-esima riga deve essere non nullo. Ad esempio:

k1 | 2 k 1 \ 2 |,

{2 3 | J ik‘II—QI{O 3k—2 | k_4]elec1tasolosek7é()
2 3 | 1] _ 2 3 | 1], et
k1| 2 2T — kI |0 2-3k | 4—f|C>ompreieata

Per questo diremo che & conveniente spostare i parametri verso il basso.
* Per non correre il rischio di effettuare due volte la stessa operazione, utilizzeremo per
modificare una riga solo le righe che la precedono. Quindi
- La prima riga puo essere sostituita solo con un suo multiplo,
- La seconda riga puo essere sostituita con una sua combinazione lineare con la
prima,
- La terza riga puo essere sostituita con una sua combinazione lineare con la prima
o con la seconda.

e Esempi di riduzione a gradini si possono vedere nei successivi capitoli.

e Le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio vettoriale se e solo se il sistema &€ omogeneo.

e Molti esercizi possono risolti in maniera leggermente diversa utilizzando il teorema di Rouché-
Capelli e il concetto di rango. A tale scopo si veda il Capitolo 7.

2. Soluzioni
Esercizio 4.1. Risolvere il sequente sistema non omogeneo:
20 +4y+4z =4
r—z=1
—r+3y+4z=2

SOLUZIONE:

A ogni sistema lineare associamo la matrice A|b, dove A ¢ la matrice formata dai coefficienti delle incognite
e b ¢ la matrice dei termini noti. I termini noti vengono separati da un tratteggio.

2v+4y+4z =4 2 4 4 | 4
x—z=1 =|1 0 -1 | 1
—r+3y+4z=2 -1.3 4 [ 2
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Utilizzeremo il metodo di Gauss o di Riduzione a gradini. Lo scopo ¢ di ottenere una matrice in
cui sotto il primo termine non nullo di ogni riga si trovano tutti 0. Tale termine e detto pivot.

* ok x| x
0  x | =*
0 0 | =*

Una volta che la matrice e stata ridotta ritorniamo al sistema, ormai di immediata soluzione.
T procedimento consiste nel trasformare il sistema in un sistema equivalente (cioé con le stesse soluzioni)
mediante le seguenti operazioni lecite:

e Scambio di due righe della matrice.

1 117
11| =|1I
117 1
e Sostituzione di una riga con un suo multiplo non nullo.
1 1
IT'| = |all|, a#0
117 117
e Sostituzione di una riga con la sua somma con un’altra riga.
1 1
11| = |IT+1
117 117

e Le ultime due operazioni vengono generalmente utilizzate contemporaneamente, sostituendo una
riga con una sua combinazione lineare con un’altra riga, prestando attenzione ad alcune situazioni
che vedremo esplicitamente negli esercizi.

I I
II | = |all 4+ 01, a#0
IIT 1171

Notiamo in particolare la condizione a # 0, mentre non c¢’¢ nessuna condizione sul coefficiente
b. In sostanza & necessario che il coefficiente della riga che stiamo sostituendo sia non nullo (in
questo caso la seconda).

e Scambio di due colonne della matrice. In tale caso si scambia la posizione di due incognite. Al
termine della riduzione, quando si ritorna al sistema, € quindi necessario ricordare lo scambio
delle incognite. Per tale ragione useremo questo scambio solo se realmente conveniente.

Procediamo ora alla riduzione. Notiamo che la prima riga e I'unica che rimarra invariata nella riduzione.
Inoltre ¢ la piu utilizzata nelle operazioni di riduzione. Per queste ragioni ¢ generalmente conveniente avere
come prima riga quella piti semplice (cioé con pil zeri e senza parametri nel caso di sistemi parametrici).

Ir{1 o -1 | 1 1 0 -1 | 1 10 -1 | 1
112 4 4 | 4|=1/20I{1 2 2 | 2{=1II-T{0 2 3 | 1
-1 3 4 | 2 -1 3 4 | 2 Irr+r17|o0 3 3 | 3
10 -1 | 1 10 -1 | 1
= 02 3 | 1|= 02 3 |1
/311110 11 | 1 2IIT-II|0 0 -1 | 1
A questo punto la matrice e ridotta a gradini, possiamo quindi ritornare al sistema:
r—z=1 z=0
2y+3z=1 =<y=2
—z=1 z=-1

Notiamo che per non correre il rischio di effettuare due volte la stessa operazione abbiamo utilizzato
per modificare una riga solo le combinazioni lineari con le righe che la precedono.
Seguiremo in generale questo principio, quindi, a parte gli scambi di righe,
e La prima riga puo essere sostituita solo con un suo multiplo,
e La seconda riga puo essere sostituita con una sua combinazione lineare con la prima,
e La terza riga puo essere sostituita con una sua combinazione lineare con la prima o con la seconda.
[ ]

O
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Esercizio 4.2. Risolvere il sequente sistema omogeneo:

z+2y+w=0
2+ by +4z+4w =0
3x + by — 62 4+ 4w = 0.

Scrivere le soluzioni anche in forma vettoriale.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata al sistema:

12 0 1] 0 1 2 0 1] 0

2 5 4 4 | 0 = I1I-2Io 1 4 2 ] 0

35 —6 4 | 0 IIT—-31{0 -1 =6 1 | 0
12 0 1] 0

= 01 4 2] 0

III+I1|0 0 =2 3 | 0

Torniamo ora al sistema:

xr = 15t
r+2y+w=0 y = —8t
y+4z+2w=0 = St Vte R
2+ 3w =0 T

w=t

L’insieme delle soluzioni scritte in forma vettoriale ¢ quindi dato da

S = {(:v,y,z,w) (15,8,2,1) -t tER}

Notiamo che, come accade sempre per le soluzioni di un sistema omogeneo, I'insieme S & uno spazio
. . . 4 .
vettoriale (sottospazio di R” in questo caso).

O

Esercizio 4.3. Si consideri il sistema di equazionsi lineari:

kx +ky+ k%2 =4
r4+y+kz =k
x4+ 2y + 3z =2k

a) Si dica per quali valori del parametro reale k il sistema é compatibile.
b) Esistono valori di k per i quali il sistema ha infinite soluzioni? In tali casi determinare le soluzioni.

SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice associata al sistema:

k ok k2| 4
11 k | k
1 2 3 | 2

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo la matrice a gradini.
Per ridurre la matrice a gradini scambiamo la prima e la terza riga. Lo scopo di questa operazione ¢
spostare © parametri verso il basso.

Se cosl non facessimo nella riduzione a gradini dovremmo necessariamente procedere nel seguente modo:

k ok k2| 4
KIT-I 0 0 0 | k*—4
HI—I1(0 1 3—k | k

Il sistema cosi ottenuto non & pero equivalente a quello iniziale nel caso k = 0. Infatti per kK = 0 abbiamo
sostituito la seconda riga con la prima riga cambiata di segno, operazione non lecita. Nelle regole date
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inizialmente sulla sostituzione di una riga con una sua combinazione lineare con un’altra riga:

I 1
Il | = |all 401
117 11T

era infatti richiesta la condizione a # 0 (notiamo invece che non ¢’ nessuna richiesta sul valore di b).
Procedendo in questo modo dovremmo poi considerare il caso k = 0 separatamente, riprendendo la matrice
precedente all’operazione non lecita.

Effettuiamo invece con lo scambio delle righe:

IIT[1 2 3 | 2 1 2 3 | 2%
1 1 k | k|= II-T |0 -1 k=3 | —k
I |k k K | 4| III—-kIIl0 0 0 | 4-k?

Notiamo che in questo caso l'operazione & lecita anche per k = 0 (quando in pratica lasciamo la terza riga
invariata).
a) L'ultima equazione del sistema & 0 = 4 — k? che non risulta impossibile solo se 4 — k? = 0, ovvero
k = %2 In tali casi il sistema ammette soluzione.
Quindi il sistema & compatibile se k = +2.

b) Consideriamo separatamente i casi k = +2.
— Per k = 2 otteniamo un sistema compatibile di due equazioni in tre incognite che ammette
quindi infinite soluzioni:

T =—t
r+2y+32=4
{ 4 ={y=—t+2 VteR
—y—z=-2
z=1
— Per k = —2 otteniamo un sistema compatibile di due equazioni in tre incognite che ammette
quindi infinite soluzioni:
4243z =—4 r=T
x z=—
4 =>qy=-5t—-2 VteR
—y—952=2 y
z =

Notiamo che le cose potevano essere affrontate in maniera leggermente differente utilizzando il concetto
di rango e il teorema di Rouche-Capelli.

|
Esercizio 4.4. Risolvere il sequente sistema, al variare del parametro reale k:

T+2w=1
r+y+3z+2w=1

20 +y+(k+2)z+4w =2
r+y+32+ Kk -k+2uw=k

Scrivere le soluzioni anche in forma vettoriale.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata al sistema

10 0 2 | 1 1 0 0 2 |1
11 3 2 | 1 Ir—-1 |0 1 3 0 |0
2 1 k+2 4 | 2 IIT—21{0 1 k+2 0 |0
11 3 kK—-k+2 | k IV—-II1{0 0 0 KkK’>—-k | k-1
10 0 2 |1
N 01 3 0 |0
IIT—1110 0 k—1 0 |0
00 0 K-k | k-1
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In conclusione abbiamo ottenuto il sistema equivalente

rz4+2w=1
y+32=0
(k—=1)2z=0

k(k—1Dw=k—1

Dobbiamo ora discutere il parametro.

o Se k(k—1) #£0, cioe se k # 0, k # 1 allora dall’ultima equazione possiamo ricavare il valore della
w. Analogamente se k # 1 dalla terza equazione possiamo ricavare il valore della z. Quindi per
k # 0, k # 1 otteniamo le seguenti soluzioni

_ k=2
e
y=20
z2=0
_ 1
w=1x

Di conseguenza se k # 0, k # 1 il sistema ammette una unica soluzione:

—2 1
(x7y72aw) = (kk70a0a k) .

e Se invece k = 0 otteniamo il seguente sistema

r+2w=1
y+32=0
—2z=0
0=-1

Poiché I'ultima equazione & impossibile, per k£ = 0 il sistema non ha soluzioni.
e Infine se k = 1 otteniamo il seguente sistema

r+2w=1
y+32=0
0=0
0=0

In questo caso abbiamo due sole equazioni (significative) e 4 incognite. Dobbiamo quindi intro-
durre 2 parametri:

r=1-—2t

=-3

4 s Vs, t € R
zZ =S

w=t

Di conseguenza se k = 1 le soluzioni del sistema sono date dall’insieme
S={(z,y,z,w) = (=2t +1,-3s,s,t) | s,t € R}
={(-2,0,0,1)-t+(0,-3,1,0) - s+ (1,0,0,0) | s,t € R}.

In questo caso otteniamo percio infinite soluzioni (e neanche in questo caso S & uno spazio
vettoriale! Infatti non sono soluzioni di un sistema omogeneo)

O

Esercizio 4.5. Si risolva il sequente sistema di equazioni lineari:

r+y+ 2z =1
(k+2x+2y+4z =2
(1+2K)z+3y+2z =1+2k

al variare del parametro reale k.
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SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice associata al sistema:

1 1 2 ] 1
E+2 2 4 | 2
|[1+2k 3 2 | 1+2k)
Poiche la prima colonna contiene il parametro k la scambiamo con la terza colonna (scambiando cosi la
posizione dell’incognita = con quella dell’incognita z):

2 1 1 | 1
4 2 k+2 | 2
12 3 2k+1 | 1+2k]

Riduciamo ora la matrice a gradini:

21 1 | 1 21 1 | 1
I1-2r{0 0 k | O0|=1IIT{0 2 2k | 2k
Ir—r1{o 2 2k | 2k IT|10 0 kK | 0

Tornando al sistema e ricordando lo scambio di = e z otteniamo:

2z+y+ax=1
2y + 2kx = 2k
kx =0
Dobbiamo ora distinguere due casi
e Se k # 0 otteniamo
1-k
=5
y=k
z=0
e Se k =0 invece
2z24+y+ax=1 r=1-2¢
2y =0 >y = VteR
0=0 z =

O

Esercizio 4.6. Determinare per quali valori del parametro reale t il sistema Ax = b é compatibile
(cioé ammette soluzione). In tali casi determinare esplicitamente le soluzioni.

-1 3 0 2
A=(1 2 -1 b= |1
0 0 2t+1 )

SOLUZIONE:
Sia x = [r1, 72, 23]T e calcoliamo Ax:
—x1 + 32
Ax = |21 + 229 — 23
(Zt + 1)373
L’equazione Ax = b si traduce quindi nel sistema
—x1 + 319 =2
1+ 2x9 —x3=1
La matrice associata a tale sistema ¢ quindi formata dalla matrice A come matrice dei coefficienti e dalla
matrice b come matrice dei termini noti:

-13 0 | 2 -13 0 | 2 —x1 + 312 = 2
1 2 -1 | 1 =II+I|0 5 -1 | 3| =<bxy—x3=3
0 0 2t+1 | 5 0 0 2t+1 | 5 (2t + 1)as = 5
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Si tratta quindi di distinguere due casi.

1 N . . . s . .
e Set # —= allora dall’ultima equazione possiamo ricavare x3 ottenendo quindi una unica soluzione:

2t + 14
T 50t 1)
oy — t+8
2T 52t +1)
5
Ta =
ST 2+ 1
1. . . .
e Set = ——, invece 'ultima equazione diventa
0=5

Quindi ’equazione ¢ impossibile e il sistema non ¢ compatibile.
Notiamo che le cose potevano essere affrontate in maniera leggermente differente utilizzando il concetto

di rango e il teorema di Rouche-Capelli.
|

Esercizio 4.7. Si dica per quali valori di k il sistema di equazioni lineari:

r+y=1
kr+y+z=1-—k (k parametro reale)
y+(1—-k)z=1

ammette un’unica soluzione. In tale caso trovare la soluzione.

SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema

11 0 | 1 11 0 | 1
k1 1 | 1—k|=>IT—-kI|0 1-k 1 | 1-2k|=
01 1—-k | 1 0 1 1-k | 1

11 0 | 1 11 0 |1
Imrfo 1 1-k | 1 | = 01 1-k | 1
Irjo 1-k 1 | 1-2k IIT+(k-1DIT|0 0 —k*+2k | —k
z+y=1
y—(k—1z=1
—k(k—2)z = -k

Dobbiamo ora discutere i valori del parametro distinguendo tre casi:
e Se k # 0,2 otteniamo

k=1
T= "%

_ 2k-3
Y=322

_ 1
2= %2

quindi il sistema ammette un’unica soluzione.
e Se k = 0 otteniamo:

r+y=
y—z=1
0=0

Il sistema ammette soluzione, ma in questo caso ne ammette infinite in quanto abbiamo ottenuto
un sistema in tre equazioni e due sole incognite. Anche se non era richiesto possiamo comunque
ricavare le soluzioni

r=—t
y=t+1 Vte R
z=t

quindi il sistema ammette infinite soluzioni.
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e Se k = 2 otteniamo:

z+y=1
y+z=1
0=-2

quindi il sistema non ammette soluzioni.

Notiamo che le cose potevano essere affrontate in maniera leggermente differente utilizzando il concetto
di rango e il teorema di Rouche-Capelli.

O

Esercizio 4.8. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

2171 — T2 = k
21 —x2—x3 =0 (k parametro reale)
1 — kxo + kxs =k

a) Si dica per quali valori di k il sistema é compatibile e quando ha infinite soluzioni.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema

2 -1 0 | k 2 -1 0 | k
1 -1 -1 | o|=21T-I|0 -1 -2 | —k| =

1 —k k | k| IIT—II|0 —-k+1 k+1 | k

2 -1 0 | k 2e—y=k

—II 0 1 2 | k|=>{y+2:2=k

NI+ (-k+1)II[0 0 3k—1 | k? (3k — 1)z = k2

Dobbiamo distinguere due casi:

e Se k = % allora I'ultima riga diventa 0 =

%, quindi e impossibile e il sistema non ammette
soluzione.

e Se k #£ % allora otteniamo un sistema di tre equazioni in tre incognite che ammette una unica
soluzione:

_ 2k -k
20_1o =k T = =
To +2x3 =k = { T2 = gkilf

_ 1.2 _ k2
(3]?-1)1’3—]{? xg—m

Esercizio 4.9. Sia

S={(zy,2) €R’ |z+y+(k+1)z=k 2z+y+2=0}

a) Stabilire per quali valori di k Uinsieme S é un sottospazio di R3.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente esplicitare S.

SOLUZIONE:

Gli elementi dell’insieme S sono i vettori di R? tali che

r+y+(k+Dz=k
20 +y+2=0

a) Sappiamo che le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio vettoriale se e solo se il sistema
& omogeneo. Quindi S & uno spazio vettoriale se k =0
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b) Scriviamo esplicitamente gli elementi di S cercando le soluzioni del sistema nel caso k = 0:

L1 | o] 1 1 1 |0
2 1 1 | ol 7Ir—2r0 =1 -1 | 0

z=0
=0
:,{”3“/“ ={y=-t VteR
—-y—2=0 ;
z =

Quindi

S=1{(0,~tt)[teR}={(0,~1,1)-t|teR}

Esercizio 4.10. Sia
S:{(x,y,z)€R3 |z —2y+kz=k—1, 2—2y+2=0, 2z +4ky —22=0 }

a) Stabilire per quali valori di k Uinsieme S é un sottospazio di R3.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente esplicitare S.

SOLUZIONE:

Gli elementi dell’insieme S sono i vettori di R? tali che

r—2y+kz=k—-1
r—2y+2=0
—2x+4ky —22=0

a) Sappiamo che le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio vettoriale se e solo se il sistema
e omogeneo. Quindi S & uno spazio vettoriale se k = 1.
b) Scriviamo esplicitamente gli elementi di S cercando le soluzioni del sistema nel caso k = 1:

1 -2 1 ] 0 1 =21 1] 0

1 -2 1 | Ofl= II-2I [0 0O O | O

-2 4 -2 10 ITrT+2I1110 0 0 | O
T=25—1

>c-2y+z=0=>qy=s Vs, t e R
z=t

Quindi
S={(2s—t,s,t)|s,teR}=

{
{(2s,5,0) + (—t,0,t) | s,t e R} =
{(2,1,0)- s+ (-1,0,1) -t | s,t e R}

Esercizio 4.11. Sia S il sottoinsieme di R®
S = {x€R5 | 1 — 2o + 225 = k, x1+x3+kx4:0}.

a) Per quali valori del parametro reale k U'insieme S é un sottospazio vettoriale di R%?
b) Per i valori determinati al punto a) esplicitare S.

SOLUZIONE:

a) S & uno spazio vettoriale se il sistema & omogeneo cioe se k = 0.
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b) Risolviamo il sistema omogeneo, riducendo la matrice associata a gradini:

L 100 2 | 0]_ 1 =100 2 | 0
1 0 100 ] 0 "I1I—=Il0 1 10 -2 | 0

Ty =-—T
To = —1+2t

r3=1r Vr,s,t € R
Ty =S

xrs =1

Quindi:

S ={(x1,x9,x3,24,x5) = (=1, —1r + 2t,7,8,t) |r,s,t € R}
{(=r,—r,1r0,0) 4+ (0,0,0,s,0) + (0,2¢,0,0,t) |r,s,t € R}
{(-1,-1,1,0,0) - + (0,0,0,1,0)-s + (0,2,0,0,1) -t |r,s,t € R}



CAPITOLO 5

Dipendenza e indipendenza lineare (senza il concetto di rango)

Esercizio 5.1. Scrivere un vettore w € R® linearmente dipendente dal vettore v = (-1, 9, 0).
Esercizio 5.2. Stabilire se i vettorivy = (1, 5, 7) eve = (1, 3, 4) di R? sono linearmente dipendenti.
Esercizio 5.3. Scrivere un vettore w € R* linearmente dipendente dal vettore v = (1, 3, —4, 2).

Esercizio 5.4. Stabilire se i vettori v; = (1, —5, 700) e vy = (0, 0, 0) di R sono linearmente
dipendenti.

Esercizio 5.5. Studiare la dipendenza o indipendenza lineare dei sequenti vettori di R:
v = (1, —3, 7), Vg = (2, —1, —1), V3 = (0, 0, 0)
Se risultano linearmente dipendenti esprimere, quando é possibile,

e vy come combinazione lineare di vy e v3
e vy come combinazione lineare di v1 e v3
e v3 come combinazione lineare di v € v

Esercizio 5.6. Studiare la dipendenza o indipendenza lineare dei sequenti vettori di R>:
U1 = (17 _37 7)7 Vg = (27 _17 _1)7 U3 = (_47 27 2)
Se risultano linearmente dipendenti esprimere, quando € possibile,

e vy come combinazione lineare di vy e v3
e vy come combinazione lineare di v1 e v3
e v3 come combinazione lineare di v1 e vy

Esercizio 5.7. Ripetere l’esercizio precedente con i vettori

v = (177172)3 Vg = (5>270)7 U3 = (374, 74)

Esercizio 5.8. Ripetere [’esercizio precedente con i vettori

v = (172772)5 V2 = (1717*3% V3 = (3,7,/€ - 6)

discutendo i valori del parametro k € R.

Esercizio 5.9.

a) Determinare per quali valori del parametro reale k i sequenti vettori di R® sono linearmente
dipendenti:

vy =(0,1,-1,0,1), vy = (1,0,1,0, k), vy =(—1,2,-3,0,0).

b) Per i valori di k determinati in a), esprimere uno o pit vettori come combinazione lineare dei
rimanenti.

Esercizio 5.10. Dati i vettori di R®:
v = (17 172)7 Vg = (27476)7 U3 = (_17275)7 Vg = (17 ]-7 10)

determinare se vy € combinazione lineare di vi, vy e vs (determinare cioé se vy appartiene allo spazio

vettoriale generato da vi, ve e vs). In caso positivo esprimere tale combinazione lineare (nella forma pit
generale possibile).

67
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Esercizio 5.11. Dati i vettori di R?:
v = (1a 13 1)7 Vg = (73a *2, *2)7 U3 = (2>27k + 4)7 Vg4 = (1a3a4)

determinare per quali valori del parametro reale k, vy & combinazione lineare di vy, vy e vs (determinare cioé
se vy appartiene allo spazio vettoriale generato da vy, vy evs). In caso positivo esprimere tale combinazione
lineare (nella forma pit generale possibile).

Esercizio 5.12. Ripetere l’esercizio precedente con i vettori

v = (1,3,1), vu = (2,k,—1), v3=(—1,k—1,0), vqs = (1,15,7)

Esercizio 5.13. Dati i vettori di R>:
v =(1,2,1), vo=(k—2,k—4,-k—2), v3=(5,9,3)

determinare, se possibile, i valori del parametro k per cui il vettore vs é combinazione lineare di vy, e vs.
In caso positivo esprimere tale combinazione lineare (nella forma pit generale possibile).

Esercizio 5.14. Dati i vettori di R*:
(% 5(1,1727 ), Vo = (2,5,7,5),
v =(-3,-2,k—5,k—2), vy = (—1,-2k—1,-2k —2,-3)

determinare i valori del parametro reale k per i quali v4 é combinazione lineare di v, vy e vs. In caso
positivo esprimere tale combinazione lineare (nella forma pit generale possibile).

Esercizio 5.15. Si considerino le matrici
0 0 1 k ko1
S L B A R
Si dica per quali valori del parametro reale k le matrici A, B, C' sono linearmente indipendenti nello spazio
My(R).

Esercizio 5.16. Si considerino le matrici

o 2 k+1 [0 1
A_[z —1]’ B_L k—s}’ C_[Zk—Q 21-:—1}

a) Si stabilisca per quale valore di k € R le matrici A, B e C sono linearmente dipendenti.
b) Per il valore trovato in a) esprimere B come combinazione lineare di A e C.

Esercizio 5.17. Date le matrici
1 2 2 1 -1 1 0 1
e ] N R PO S

stabilire se D & combinazione lineare di A, B, C.

Esercizio 5.18. Date le matrici

1 k 2 3 3 6
S R R
stabilire se esistono valori di k per cui C é combinazione lineare di A, B. In caso positivo esprimere tale
combinazione lineare.

Esercizio 5.19. Siano dati © polinomi

pi(z) =1+, pa(z) =1+ 2z + 22, p3(z) = x — 2.

2

Esprimere, se é possibile, f(x) = x* —x + 2 come combinazione lineare di p1(x), p2(z), p3(x).
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1. Suggerimenti
e n vettori vy, va, ...,v, sono detti linearmente indipendenti se
11 + 22v2 + - - +xpv, =0 = Ty =Ty =-"=x, =0

In caso contrario sono detti linearmente dipendenti.
e Un vettore w ¢ combinazione di n vettori vy, vo, ..., v, se esistono x1,xs,...,x, € R tali che:

1Vl + ToU2 + - + TpU, =W

e Se n vettori sono linearmente dipendenti, allora almeno uno & combinazione lineare degli altri.

e Se w & combinazione lineare di vy, v, ...,v,, allora vy, va, ...,v,, w sono linearmente dipen-
denti.

e Alcuni degli esercizi svolti in questo capitolo possono essere svolti in maniera leggermente sem-
plificata utilizzando la nozione di rango (v. capitoli successivi).

2. Soluzioni

Esercizio 5.1. Scrivere un vettore w € R® linearmente dipendente dal vettore v = (—1, 9, 0).

SOLUZIONE:

Per esempio il vettore w = 3v = (=3, 27, 0) & linearmente dipendente da v.
Potevamo anche considerare il vettore nullo (0, 0, 0) = Ov che & sempre linearmente dipendente da
qualsiasi altro vettore.

O

Esercizio 5.2. Stabilire se i vettorivy = (1, 5, 7) eve = (1, 3, 4) di R3 sono linearmente dipendenti.

SOLUZIONE:

Si tratta di verificare se I’equazione vettoriale zv; 4+ yve = 0 ammette soluzioni diverse dalla soluzione
nulla 2 = y = 0. Nel caso particolare di due vettori (non nulli), notiamo che z e y o sono entrambi nulli o
sono entrambi non nulli. Supponendo quindi che esistano soluzioni diverse dalla soluzione nulla x =y =0

x
ne segue che possiamo supporre y # 0 e possiamo dividere per y ottenendo vy = —— vy.
Ovvero due vettori non nulli sono linearmente dipendenti se sono uno multiplo dell’altro. E’ evidente

che in questo caso v; non ¢ multiplo di vs, quindi v; e vs sono linearmente indipendenti.
Lo stesso risultato si poteva ottenere risolvendo il sistema associato all’equazione xvy + yve =0

r+y=0 T=—y 0
Tr =
dx+3y =0 = §—-95y+3y=0 = { —0
Tz + 4y =0 Ty +dy =0 v=
Poiche I'unica soluzione ¢ quella nulla, v, e vs sono linearmente indipendenti.
|
Esercizio 5.3. Scrivere un vettore w € R* linearmente dipendente dal vettore v = (1, 3, —4, 2).
SOLUZIONE:
Per esempio il vettore w = 2v = (2, 6, —8, 4) & linearmente dipendente da v.
|

Esercizio 5.4. Stabilire se i vettori v1 = (1, —5, 700) e vy = (0, 0, 0) di R3 sono linearmente
dipendenti.

SOLUZIONE:
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Il vettore nullo & sempre linarmente dipendente da ogni altro insieme di vettori. Infatti ’equazione
vettoriale:

zv1 +yvg =0

ammette (per esempio) la soluzione non nulla

Esercizio 5.5. Studiare la dipendenza o indipendenza lineare dei sequenti vettori di R:
U1 = (17 -3, 7)7 V2 = (27 -1, _1)3 V3 = (07 0, 0)

Se risultano linearmente dipendenti esprimere, quando é possibile,
e v come combinazione lineare di vy € v3
e Uy come combinazione lineare di v e v3
e v3 come combinazione lineare di v1 e vy

SOLUZIONE:
Per quanto osservato nell’esercizio precedente possiamo gid affermare che i tre vettori sono linearmente
dipendenti in quanto tra di essi vi é il vettore nullo.

Risolviamo comunque ’equazione vettoriale xv; + yvy + zvs = 0 che, in generale, ci permette di
rispondere a tutte le domande dell’esercizio. Consideriamo il sistema in tre incognite associato a tale

equazione

z+2y+02=0 T = -2y z=0
Tr—y+0z=0 -4y —y=0 z=t

Di conseguenza v, va, v3 sono linearmente dipendenti e:

Ovy 4+ O0vg +tvs =0 VteR

Dall’equazione precedente notiamo che

e 1 non si puo esprimere come combinazione lineare di vy € v3.
e ¥5 non si puod esprimere come combinazione lineare di v; e vs.
e Ponendo per esempio t = 1, otteniamo che

V3 = 0’01 + O’UQ

Esercizio 5.6. Studiare la dipendenza o indipendenza lineare dei sequenti vettori di R:
vp=(1, =3, 7), va=(2, —1, —1), wv3=(-4, 2, 2)
Se risultano linearmente dipendenti esprimere, quando é possibile,

e v come combinazione lineare di vy e v3
e vy come combinazione lineare di v e v3
e v3 come combinazione lineare di v1 e vy

SOLUZIONE:
La risoluzione dell’equazione vettoriale zv; + yvs 4+ zvs = 0 permette di rispondere a tutte le domande
dell’esercizio.

Sappiamo infatti che data I’equazione zvy + yvo + zv3 =0
e v,V € v3 sono linearmente indipendenti se ’equazione ammette solo la soluzione nulla:
r=y=2=0.
e vy, vy e v3 sono linearmente dipendenti se 'equazione ammette altre (infinite) soluzioni oltre
aquellanullaz =y =2=0.
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Consideriamo il sistema in tre incognite associato a tale equazione

r+2y—42=0 T =—2y+4z r=—2y+4z
—3r—y+22=0 =6y—122—y+22=0 =45y —102=0
Tr—y+22=0 —1dy+282 —y+22=0 —15y + 302 =0
r=—-2y+4z z=0
= y=2z =qy=2t Vte R
—30z2 4302 =0 z=t

Di conseguenza v, ve, vs sono linearmente dipendenti e:

Ovy + 2tvg +tvg =0 VieR

Dall’equazione precedente notiamo che

e 1 non si puod esprimere come combinazione lineare di vy € v3.
e Ponendo per esempio t = 1, otteniamo 2vs + v3 = 0 ovvero

1
Vg = —57}3

e Analogamente al punto precedente otteniamo

V3 = —21}2

Esercizio 5.7. Ripetere [’esercizio precedente con i vettori

v = (17_172)a Vg = (57270)a V3 = (3747 _4)

SOLUZIONE:
La risoluzione dell’equazione vettoriale zv; + yvs + zvs = 0 permette di rispondere a tutte le domande
dell’esercizio. Consideriamo il sistema in tre incognite associato a tale equazione

T+5y+32=0

—x+2y+42=0

20+ 0y —4z2=0

Riduciamo quindi a gradini la matrice associata a tale sistema:

1 5 3 |0 1 5 3 |0
-1 2 4 | 0 = II+1 |0 7 7 |0
2 0 —4 | 0 IIT—2I |0 —10 —10 | 0
153 |0 15310
= (/nIr (011 | 0| = 01110
(-1/10)III [0 1 1 | 0 IIT—II{0 0 0 | 0

Tornando al sistema

r =2t
z+5y+32=0 r—952+32=0
= = =
y+2z=0 Yy=—z

Di conseguenza v, va, vs sono linearmente dipendenti e:
2tvy —tvg +tvg =0 VteR

Ponendo per esempio t = 1 otteniamo 2v; — ve + v3 = 0 da cui segue
1 1
® VU = Uy — <= Us

2 2
o Uy = 2u1 + v3

® U3 — 72"01 + vg
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Esercizio 5.8. Ripetere [’esercizio precedente con i vettori
U1 = (1727 _2)7 Vg = (17 1a _3)7 U3 = (3a7ak - 6)

discutendo 1 valori del parametro k.

SOLUZIONE:
Procediamo come nell’esercizio precedente risolvendo l’equazione vettoriale xvy 4+ yvs 4+ zvs = 0. Conside-
riamo il sistema in tre incognite associato a tale equazione

r+y+32=0
20 +y+72=0
-2z —-3y+(k—6)z2=0

Riduciamo quindi a gradini la matrice associata a tale sistema:

1 1 3 | o0 1 1 3 0
o 1 7 | ol = 1r-2rlo -1 1 | o0
2 3 k-6 | 0 HI+1rlo -2 k+1 | 0
1 1 3 0
= 0 -1 1 | 0

Irr—21710 0 k-1 1 0

Notiamo che un sistema omogeneo ha sempre soluzione, infatti ha sempre almeno la soluzione nulla.
Discutiamo i valori del parametro:

e Se k = 1 otteniamo il sistema:

z+y+32=0 r=—4t
0=0 z=1

Di conseguenza v1, vg, vz sono linearmente dipendenti e:
—A4tvy + tvg +tvg =0 VteR

Ponendo per esempio t = 1 otteniamo —4v; 4+ vo 4+ v3 = 0 da cui segue
1 1

- V] = U2+ — U3
4 4
- Vo = 4?)1 — VU3
- V3 = 4U1 — V2
e Se k # 1 il sistema ammette la sola soluzione z = y = z = 0 e v1, vy, vz sono linearmente
indipendenti. In particolare nessuno di loro puo essere espresso come combinazione lineare degli
altri.

O

Esercizio 5.9.

a) Determinare per quali valori del parametro reale k i sequenti vettori di R sono linearmente
dipendenti:

v =(0,1,-1,0,1), vy = (1,0,1,0,k), vy = (-1,2,-3,0,0).

b) Per i valori di k determinati in a), esprimere uno o pit vettori come combinazione lineare dei
rimanenti.

SOLUZIONE:

Cerchiamo le soluzioni dell’equazione vettoriale

vy + yvg + zv3 =0
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riducendo a gradini la matrice associata al sistema in cui si esplicita tale equazione.

0 1 -1 | 0 17 10 2 | 0
1 0 2 | 0 1 01 -1 | 0
-11 -3 | O|=II+II|0 1 -1 | Of=
0 0 0 | O V—II |0 Kk -2 | 0
1 kK 0 | 0 v 00 0 | O
10 2 | 0
0 1 -1 | 0 z+22=0
II1-11 {0 0 0 | 0| = —z=
IV—KIT|0 0 —24+k | O (k—2)z2=0
0 0 0 | 0

Dobbiamo ora distinguere due casi:
e Se k # 2 otteniamo la soluzione x = y = z = 0 e i tre vettori sono linearmente indipendenti.
e Se k = 2 il sistema diventa

P 0 T = -2t
T z=
y—2z2=20

z=1

Quindi per k = 2 i tre vettori sono linearmente dipendenti.

b) Al punto precedente abbiamo trovato che se k = 2 allora
—2tv1 + tUQ + t'Ug = 0 Vt S R

In particolare ponendo per esempio t = 1 oteniamo

V] = =V2 + =U3
2 2
Vg = 2’01 — U3

V3 = 21}1 — Vg

Esercizio 5.10. Dati i vettori di R®:
v = (1, 1,2), Vo = (274,6), V3 = (71,2,5), Vg = (17 17 10)

determinare se vy ¢ combinazione lineare di vi, vy e vs (determinare cioe se vy appartiene allo spazio
vettoriale generato da vi, ve e vs). In caso positivo esprimere tale combinazione lineare (nella forma piu

generale possibile).

SOLUZIONE:
Si tratta di risolvere I’equazione vettoriale
U1 + Yvo + 2V3 = U4
Consideriamo il sistema (non omogeneo) in tre incognite associato a tale equazione
r+2y—z=1
r+4y+2z=1
2z 4+ 6y + 52 =10

Riduciamo quindi a gradini la matrice associata a tale sistema:

12 -1 | 1 12 -1 |1 12 -1 | 1
14 2 | 1| = II-T |0 2 3 | 0= 02 3 | 0
2 6 5 | 10 Irr—-2rfo 2 7 | 8 IrIr—-1110 o 4 | 8
Tornando al sistema
r+2y—z=1 r=9
2y4+32=0 = qy=-3

Di conseguenza

v4 = Y1 — vy + 203
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Notiamo che anzicche fermarci alla matrice ridotta a gradini potevamo arrivare alla scrittura della
matrice in forma normale, ovvero alla matrice che ha solo elementi sulla diagonale e questi sono tutti 1 o
0.

12 -1 | 1 12 -1 | 1 I+IIT 1 2 0 | 3
02 3 | 0] = 02 3 | 0|=1r-3111{0 2 0 | —6
OO4|8] 141110 0 1 | 2 001 ] 2
120 3 I-2II[1 0 0 | 9
=1/2II{0 1 0 | -3|= 010 | -3
001 | 2 001 | 2

Ritornando al sistema in questo caso otteniamo direttamente

r=9
y=-3
z=2

ovvero

vy = 91 — vy + 2v3

Esercizio 5.11. Dati i vettori di R3:
v = (1a 17 1)7 V2 = (_37 _27 _2)a v3 = (2727k + 4)7 Uy = (173a4)

determinare per quali valori del parametro reale k, vy & combinazione lineare di vy, vy e vs (determinare cioé
se vy appartiene allo spazio vettoriale generato da vy, vy evs). In caso positivo esprimere tale combinazione
lineare (nella forma pit generale possibile).

SOLUZIONE:

Si tratta di risolvere I’equazione vettoriale
TVl + Yvg + 2V3 = U4
Consideriamo il sistema (non omogeneo) in tre incognite associato a tale equazione

r—3y+2z=1
r—2y+2z=3
r—2y+(k+4)z=4

Riduciamo quindi a gradini la matrice associata a tale sistema:

1 -3 2 |1 1 -3 2 |1
1 -2 2 |3 = I1I-I o 1 0 | 2
1 -2 k+4 | 4 IIT—IT0 0 k+2 | 1

Tornando al sistema

y=2
(k+2)z=1
Dobbiamo ora di distinguere due casi
e Se k=-2:
r—3y+2z=1
y=2
0=1

Quindi il sistema non ammette soluzioni, e v4 non si puod esprimere come combinazione lineare di
U1, V2, V3.
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e Se k # —2
Tk 412
k42
y=2
1
T kt2
e

’U—M U+QU+L v
4 — k‘-i—? 1 2 k‘—l—2 3

Esercizio 5.12. Ripetere l’esercizio precedente con i vettori

v = (1,3,1), va =(2,k,—1), v3=(-1,k—1,0), vqs = (1,15,7)

SOLUZIONE:

Cerchiamo le soluzioni dell’equazione vettoriale
U1 + Yva + 2V3 = U4

Riduciamo a gradini la matrice associata al sistema in cui si esplicita tale equazione:

1 2 -1 | 1
3 k k-1 1] 15
1 -1 0 | 7
Procedendo con il metodo di Gauss otteniamo la matrice equivalente
1 2 -1 | 1
IT-310 k-6 k+2 | 12
I1I7r-1|10 =3 1 | 6

Facciamo a questo punto una importante osservazione. Se procediamo ancora con la riduzione a gradini,
per ottenere uno zero nel secondo posto della terza riga siamo costretti a fare la seguente operazione

1 2 -1 | 1
0 k—6 k+2 | 12
(k—6)III+3II(0 0 4k | 6k

Notiamo pero che procedendo cosi abbiamo sostituito la terza riga con un suo multiplo dipendente dal
parametro, sommato ad un multiplo non nullo della seconda. Dalla teoria sappiamo pero che tale operazione
¢ lecita solamente se il valore per cui moltiplichiamo la terza riga e diverso da zero, nel nostro caso cioe se
k # 6. In caso contrario avremmo infatti sostituito la terza riga con un multiplo della seconda ottenendo
percio un sistema non piu equivalente. Potremmo quindi procedere per poi controllare separatamente
il caso k = 6, ritornando al sistema che avevamo prima della operazione non lecita. Questo modo di
procedere, benche corretto, risulta piuttosto lungo e macchinoso. E’ invece decisamente pili conveniente
procedere nel seguente modo.

Ritorniamo alla matrice ottenuta al primo passaggio della riduzione a gradini e effettuiamo uno scambio
di righe

12 -1 |1 1 2 -1 ] 1
urlo -3 1 | 6| = 0 -3 1 | 6
II'0 k=6 k+2 | 12 3T+ (k—6)II|0 0 4k | 6k

Abbiamo quindi sostituito la terza riga con un suo multiplo non nullo sommato ad un multiplo della
seconda dipendente dal parametro. Questa operazione ¢ sempre lecita. Infatti anche per il valore critico
k = 6 otteniamo un sistema ancora equivalente in cui la terza riga ¢ stata sostituita con un suo multiplo
non nullo. Possiamo percio procedere senza dovere distinguere alcun caso.

Torniamo ora al sistema

r + 2y — z
- 3y + =z = 6
4kz = O6k.

Per trovare le soluzioni siamo costretti a distinguere due casi.
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e Se 4k # 0, ovvero se k # 0, I'ultima equazione si puo dividere per 4k per cui otteniamo la seguente
soluzione

e Se k = 0 otteniamo il seguente sistema
r + 2y — z 1
- 3y + z = 6
0 0
Ponendo y = t otteniamo le soluzioni
r=1t+7
y=t Vte R
z =3t +6.
Quindi anche se k = 0 il vettore v4 si puo esprimere come combinazione lineare di vy, vy € v3:
vg=(t+7)-vi+t-va+ (3t+6)-v; vVt € R.

In questo caso le possibili combinazioni lineari sono infinite.

Osservazione importante. Abbiamo incontrato in questo esercizio una prima difficolta nel ridurre a
gradini un sistema parametrico. Abbiamo visto che & stato decisamente utile spostare in basso la riga
contenente il parametro. Possiamo quindi dare una prima regola utile per ridurre a gradini i sistemi
parametrici: ¢ tendenzialmente conveniente spostare verso il basso le righe contenenti il parametro.

Esercizio 5.13. Dati i vettori di R>:
vy =(1,2,1), vo=(k—2,k—4,-k—2), v3=(5,9,3)

determinare, se possibile, i valori del parametro k per cui il vettore vs ¢ combinazione lineare di vi, € vs.
In caso positivo sprimere tale combinazione lineare (nella forma pit generale possibile).

SOLUZIONE:
Si tratta di cercare (se esistono) le soluzioni dell’equazione vettoriale
TV1 + Yvg = V3.
Consideriamo il sistema (non omogeneo) associato
x+(k-2)y=>5
2+ (k—4)y=9
z+(-k—-2)y=3

Riduciamo a gradini la matrice associata

1 k-2 | 5 1 k-2 | 5 1 k-2 | 5
2 k-4 | 9|=II-2I10 -k | -1|= -II |0 k | 1
1 —k—2 | 3| Ir—r1lo -2k | —2| IIr—20mo o | 0

Otteniamo quindi il sistema
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Dobbiamo ora distinguere due casi
e Se k # 0 otteniamo

4k +2
1t
Y%
per cui
4k + 2 1
v3:< l:_>~v1+k-112 se k # 0.
e Sek=0:
y — 2x = 5
0 =1
0 0

Quindi il sistema & impossibile e in questo caso il vettore vz non & combinazione lineare di v e
V2.

|
Esercizio 5.14. Dati i vettori di R*:
v = (1,1,2,1), vy = (2,5,7,5),
v =(-3,-2,k—5k—2), vy = (—1,-2k —1,—-2k — 2,-3)

determinare i valori del parametro reale k per i quali v4 € combinazione lineare di vi, vy e vs. In caso
positivo sprimere tale combinazione lineare (nella forma pit generale possibile).

SOLUZIONE:
Studiamo la seguente equazione vettoriale
TVl + Yv + 2V3 = U4

riducendo a gradini la matrice associata al sistema in cui si esplicita tale equazione:

IV —-IIT|0 0 0 2k —2
Ritornando al sistema abbiamo ottenuto
r+2y—3z=-1
3y +z=-2k
kz=20
0=2k-2
Notiamo subito che l'ultima equazione impone 2k = 2, ovvero k = 1. Sostituendo quindi tale valore nel
sistema oteniamo

12 -3 | -1 12 -3 | -1
15 -2 | —2k-1 -1 1o 3 1 | -2
2 7 k-5 | —2k—2| T IIr—21\0 3 k+1 | —2k
15 k-2 | -3 IWV-T10 3 k+1 | -2

12 -3 | -1

. 03 1 | -2

mr—1rlo o k | 0

|

r+2y—3z=-1 x:}
= _
z2=0 vy=73
0=0 z=0.
Quindi
e Per k = 1 abbiamo ottenuto la seguente combinazione lineare
1 2
Vg = —V1 — VU2

3 3
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e Se k # 1 il sistema non ammette soluzioni per cui il vettore vy non si pud esprimere come
combinazione lineare di vy, vy € v3.

O

Esercizio 5.15. Si considerino le matrici

0 0 1 k ko1
=l el s[4
Si dica per quali valori del parametro reale k le matrici A, B,C' sono linearmente indipendenti nello spazio
My (R).

SOLUZIONE:

Per stabilire quando le tre matrici sono linearmente indipendenti risolviamo 'equazione xA+yB+ 2C = 0:

y+kz ky+z| |10 0
kr — 2y — 1z z 100

da cui si ottiene il sistema

y+kz=0 y=0

ky+2z=20 0=0
=

kx—2y—12=0 kx =0

Dobbiamo ora distinguere due casi.

e Se k # 0 otteniamo la sola soluzione x = y = z = 0 per cui le tre matrici sono linearmente
indipendenti.

e Se k = 0 otteniamo la sola soluzione z = t, y = z = 0 per cui le tre matrici sono linearmente
dipendenti.

O

Esercizio 5.16. Si considerino le matrici

o 2 k41 To 1
A_[2 —1]’ B_L k—?l’ C_[Qk:—2 21»3—1}

a) Si stabilisca per quale valore di k € R le matrici A, B e C sono linearmente dipendents.
b) Per il valore trovato in a) esprimere B come combinazione lineare di A e C.

SOLUZIONE:

a) Per stabilire quando le tre matrici sono linearmente dipendenti risolviamo ’equazione A + yB +

2C =0:
T+ 2y r+(k+1)y+z }_[O 0}
2e+4y+ (2k—2)z —z+(k—3)y+(2k—1)z| |0 0
da cui si ottiene il sistema
rz+2y=0 1 2 0 | 0
r+(k+1y+2=0 N 1 k+1 1 | 0
2w+ 4y + (2k —2)z2=0 2 4 2k-2 1] 0
—z+(k—=3)y+(2k—1)2z=0 -1 k=3 2k-1 [ 0

Notiamo che le matrici A, B e C' sono linearmente dipendenti se il sistema ammette altre (infinite)
soluzioni oltre a quella nulla z = y = z = 0. Riduciamo quindi a gradini la matrice associata al

sistema:
1 2 0 | o0 12 0 |0
-1 10 k-1 1 | 0 0 k-1 1 | 0
Ir—2r00 0o 2-2 | ol 0o 0 2%-2 | o~
Ww+I |0 k-1 2—1 | o] 1v—-Irlo 0 2-2 | 0
1 2 0 |
0 k-1 1 |

0 0 2k-2 |
IV—IIT|0 0 0o |

o O oo
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Dobbiamo ora distinguere due casi.
— Se k # 1 otteniamo la sola soluzione z = y = z = 0 per cui le tre matrici sono linearmente

indipendenti.
— Se k = 1 otteniamo il sistema
+2y=0 v
{m Oy_ ={y=t VteR = —20-A+t-B+0-C=0 WeR
z =
z=0

Il sistema ha infinite soluzioni e quindi le tre matrici sono linearmente dipendenti.
b) Per k = 1 abbiamo ottenuto al punto precedente —2t- A+¢-B+0-C =0 V¢ € R. Ponendo
per esempio t = 1 otteniamo —2A + B = 0, ovvero B = 2A.
|

Esercizio 5.17. Date le matrici
1 2 2 1 -1 1 0 1
e e B i e PO S
stabilire se D ¢é combinazione lineare di A, B, C.

SOLUZIONE:

Si tratta di determinare se esiste soluzione dell’equazione
Ar+By+Cz=D
Esplicitando tale equazione otteniamo:

|z 2z 2y -z z| _ |x+2y—2 2x+y-+z
Ax+By+C’z[_x 3x}+{y y}Jr[Qz 32}[—x+y+2z 3r+y+3z
Quindi:
r+2y—z=0

[w—l—Qy—z 2m+y+z]_[0 1}@ 2r+y+z2=1

—z+y+2z 3z+y+3z| [-1 2 —r4y+2z=—1
r+y+3z=2

Dobbiamo quindi risolvere il sistema lineare non omogeneo di quattro equazioni i tre incognite:

1 2 -1 ] 0 1 2 -1 1] 0 1 2 -1 ] 0
2 1 1 | 1f_I-2rj0 =3 3 | 1| 0 -3 3 | 1
-1 1 2 | -1\ 7mr+rlo 3 1 | -1 III+1I [0 0 4 | 0
31 3 | 2 IvV—3rlo =5 6 | 2 3IV—5Irfo 0 3 | 1
1 2 -1 1] 0
N 0 -3 3 | 1
0 0 4 | 0
ATV =3IIT|0 0 0 | 4

Tornando al sistema notiamo che 'ultima equazione € 0 = 4, quindi il sistema non ammette soluzione e D

non & combinazione lineare di A, B e C.
|

Esercizio 5.18. Date le matrici

S I A

stabilire se esistono valori di k per cui C é combinazione lineare di A, B. In caso positivo esprimere tale
combinazione lineare.

SOLUZIONE:

Analogamente all’esercizio precedente si tratta di determinare se esiste soluzione dell’equazione
Axr+ By =C

Esplicitando tale equazione otteniamo:

Ax+By:[m kx}+{2y By]:{x—FQy kx + 3y

0 = Yy 2y Y T+ 2y
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Quindi:
r+2y=3 r+2=3 r=1 r=1
r+2y kr+3y| _ |3 6 N kx +3y =6 N krxr+3=6 N kx =3 N k=3
r+2y=3 r+2=3 r=1 r=1

Quindi
e Se k = 3 il sistema ammette la sola soluzione x =y=1e A+ B =C.
e Se k # 3 il sistema non ammette soluzione e C' non & combinazione di A e B.

Esercizio 5.19. Siano dati i polinomi

pi(z) =1+, pa(x) =1+ 2z + 22, p3(z) =z — 2.

Esprimere, se & possibile, f(x) = 2% —x + 2 come combinazione lineare di p1(z), pa2(x), ps3(x).

SOLUZIONE:
Si tratta di stabilire se ’equazione
ap1 () + bpa(x) + cps(x) = f(x)
ammette soluzioni. Esplicitando I’equazione otteniamo:
apy (x) + bpa(z) + ep3(x) = a(l + z) + b(1 + 2z + 22) + c¢(x — 2?)
=(b—-c)x?+(a+2b+c)x+ (a+D)

Quindi
b—c=1
b—c)x®’+(a+20+c)z+(a+b)=2>—24+2 ={a+2b+c=—1
a+b=2
Risolviamo ora il sistema
01 -1 | 1 Imirfr 1 o | 2 11 0 | 2
12 1 | 1| = 12 1 | -1|=III-1|10 1 1 | -3
11 0 | 2 I {01 -1 1] 1 01 -1 | 1
11 0 | 2 T1+ T2 =2 1 =3
= 0 1 1 | -3 = .732+.T3:—3 = 332:—1
Irr—11{0 o -2 | 4 25 =4 Ty = —2

Quindi
flx) =3-p1(x) = 1-pa(x) — 2 p3(x)

L’esercizio poteva essere svolto in maniera leggermente semplificata osservando che a ogni polinomio
possiamo associare il vettore formato dai suoi coefficienti dopo avere scelto un ordine per l'insieme B =
{IEQ, x, 1}. La giustificazione precisa di questo fatto verra data dopo avere introdotto il concetto di
base, ma possiamo intanto osservare che ogni vettore & univocamente determinato dai suoi coefficienti e
che la somma e il prodotto per scalari sono definiti in maniera analoga tra vettori e tra polinomi. Di
conseguenza ai polinomi p;(x), p2(z) e p3(z) possiamo associamo i tre vettori

p1=1(0,1,1)
pe = (1,2,1)
ps = (-1,1,0)
f=({1,-12)

1l polinomio f(z) & combinazione lineare di p1(x), p2(z), ps(x) se il vettore f & combinazione lineare
dei vettori py, p2, p3. Risolvendo I’equazione ap; + bps + cps otteniamo il sistema a cui e associata la
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matrice
01 -1 | 1
12 1 | -1
11 0 | 2

che & infatti la stessa che abbiamo ottenuto con il precedente metodo.
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CAPITOLO 6

Determinante e inversa di una matrice

Esercizio 6.1. Calcolare il determinante delle sequenti matrici:

[ e[

2 3 =2 2 -2 =2 7 0 0
C=11 =2 0 D=1 1 0 F=]11 1 0
0 -1 2 -3 4 0 -3 4 -3

Esercizio 6.2. Calcolare il determinante delle sequenti matrici:

I I

2 3
1 -4 2 -2 0 0 1 -1 3

A;=10 2 -1 As=10 1 0 Ag= |1 1 2
0 0 5 0 0 3 2 0 7

1 k+2 0
A= k-1 0 4—-k keR
1 2k -3 0

Esercizio 6.4. Calcolare linversa delle sequenti matrici (invertibili) utilizzando il metodo della ridu-
zione a gradini.

1
2 0
Esercizio 6.5. Dopo avere stabilito se le sequenti matrici sono invertibili calcolarne l'inversa:

w2 e sl

2 3
1 -4 2 -2 0 0 1 -1 3
As=10 2 -1 As=|0 1 0 Ag= |1 1 2
0 0 ) 0 0 3 2 0 7

Esercizio 6.6. Sia A la matrice reale

1 0
A= |k 1
0 2

— DD =

a) Calcolare il determinante di A e stabilire per quali valori di k la matrice é invertibile.
b) Trovare la matrice inversa di A per k =1.

Esercizio 6.7. Sia A la matrice reale

ko k-1 k
A=10 2k-2 0 (k reale).
1 k-1 2—-k

a) Si determini per quali valori di k la matrice A é invertibile. Si calcoli la matrice inversa di A per
k=-—1.

b) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.

83
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Esercizio 6.8. Sia A; la matrice reale
0 ¢t O
Ar=1|1 1 ¢ (t reale).
2 t 1

Stabilire per quali valori di t la matrice A; e invertibile.

Esercizio 6.9. Sia A la matrice reale

1 -2 0
A= |3k 8+2k k-1 (t reale).
0 8k+38 0

a) Calcolare il rango di A ol variare del parametro k.
b) Esistono valori di k per i quali la matrice é invertibile?

Esercizio 6.10. Sia A la matrice reale

2 0 5
A= |—-4k 4k—-1 k-2 (t reale).
0 1—4k 0

a) Calcolare il rango di A ol variare del parametro k.
b) Esistono valori di k per i quali la matrice é invertibile?

Esercizio 6.11. Sia A la matrice reale

o

1 k
A=10 1 k—4| (k reale).
2 k

=N

a) Stabilire per quali valori di k la matrice A & invertibile.
b) Per i valori di k trovati al punto precedente determinare inversa di A.

Esercizio 6.12. Sia A la matrice reale

2 2 k
A=11 2 0 (k reale).
0 0 3k

a) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
b) Si determini il valore di k tale per cui la matrice A abbia determinante uguale a uno. Per tale
valore di k, si calcoli la matrice inversa di A.

1. Suggerimenti

Una matrice (quadrata) A & invertibile se esiste una matrice, indicata con A~!, tale che AA~! =
ATTA=1T.
Condizione necessaria e sufficiente affinche una matrice quadrata A sia invertibile & che sia det(A4) # 0.

Per calcolare 'inversa di una matrice utilizzeremo due metodi:

e Si affianca alla matrice A la matrice identica e si riduce A a gradini in forma normale (cio¢ con
tutti 1 sulla diagonale e 0 altrove). La matrice in cui ¢ stata trasformata la matrice identica ¢
l'inversa A~".

o Si utilizzano le formule:
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dove
a;; = complemento algebrico di a;;

= (=1)"*7 . det(matrice ottenuta da A eliminando la riga i e la colonna j)

Rango.

Per calcolare il rango di una matrice possiamo utilizzare i sottodeterminanti oppure i pivot. Infatti
valgono le seguenti proprieta:

(1) Il rango di una matrice A corrisponde al massimo ordine di una sua sottomatrice (quadrata) con
determinante non nullo.

(2) Il rango di una matrice A corrisponde al numero dei suoi pivot, una volta che A & stata ridotta
a gradini.

(3) Il rango di una matrice A & uguale al numero di righe linearmente indipendenti.

(4) Il rango di una matrice A & uguale al numero di colonne linearmente indipendenti.

Talvolta per calcolare il rango di una matrice puo essere utile utilizzare un metodo misto di riduzione
e di calcolo dei determinanti. Infatti, sia A una matrice e A’ la matrice ottenuta da A con qualche passo

di riduzione a gradini. Allora rg(A) = rg(A4’). In particolare se A & quadrata det(A) = 0 se e solo se
det(A") = 0.

Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice quadrata A sia invertibile & che sia det(A) # 0,
ovvero che rg(A) sia massimo.

2. Soluzioni

Esercizio 6.1. Calcolare il determinante delle sequenti matrici:

asft 3] s [2Y

2 3 =2 2 -2 =2 7 0 0
C=1(1 -2 0 D=|1 1 0 F={1 1 0
0 -1 2 -3 4 0 -3 4 -3

SOLUZIONE:

det(A)=2-(-2)—-1-3=-4-3=-7
det(B)=0—2-3= -6
Per calcolare il determinante di C' sviluppiamo secondo la terza colonna:
—2 343 2 3
_1} +2- (1) - det L _2}
=—2.(=1)42-(-7)=2—-14=-12

det(C) = — 2+ (=1)+3 . det Ll)

Analogamente per calcolare il determinante di D sviluppiamo secondo la terza colonna:

1 1

det(D) = —2- (=1)**3 . det [3 4

] =-2-(7)=-14
Per calcolare il determinante di F' sviluppiamo rispetto alla prima riga. Notiamo che il determinante
di F risulta il prodotto degli elementi della diagonale:

1 0

det(F) =7-(=1)"" . det [4 3

}:7-1(—3):—21
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Esercizio 6.2. Calcolare il determinante delle sequenti matrici:

1 2 3 0 1 1
=l 2 2=y Y] ai=1y 4
1 -4 2 -2 0 0 1 -1 3
Ay=1(0 2 -1 As=10 1 0 Ag= 11 1 2
0 0 5 0 0 3 2 0 7
SOLUZIONE:

Cominciamo dalle matrici 2 x 2:

det(4;)=1-(-1)—2-2= -5
det(Ay) =3-1=3
det(43) =1-3-2-1=

Consideriamo ora le matrici 3 x 3.
Per la matrice A4 sviluppiamo il determinante rispetto alla prima colonna:

2 -1 -4 2 -4 2
det(A;;)zl-det{O 5}—0-det[0 5}+O-det[2 _1}=1~(10):10

Per la matrice A5 possiamo sviluppare il determinante indifferentemente rispetto alla prima colonna o
alla prima riga:

0 3

Per la matrice Ag ci conviene sviluppare il determinante rispetto alla seconda colonna:

det(Ag) = —(—1) - det B 3] +1-det [1 3] —1-(T—4)+1-(7T—6)=3+1=4

det(As) = —2 - det F 0] =—6

27
]

Esercizio 6.3. Calcolare il rango della sequente matrice A, utilizzando il calcolo del determinante.
1 k+2 0
A= k2 -1 0 4—Fk keR
1 2k —3 0
SOLUZIONE:

Per calcolare il rango di A utilizziamo la seguente proprieta.

Il rango di una matrice A corrisponde al massimo ordine di una sottomatrice quadrata di A con deteminante
non nullo.

Cominciamo quindi a calcolare il determinante di A per stabilire quando rg(A4) = 3.
Sviluppiamo rispetto alla terza colonna:

det(A) =—(4—k)-2k—3—(k+2)]=(k—4)(k—5)
Quindi det(A) =0se k=40 k =5.

Di conseguenza:

e Se k # 4, 5, la matrice ha determinante non nullo, quindi rg(A) = 3.
e Se k = 4 la matrice A diventa:

1 6 0
A=115 0 0
1 50

Sappiamo gia che rg(A) < 2. Per stabilire se ha rango 2 basta trovare una sottomatrice 2 x 2 con
determinante non nullo. In effetti in A troviamo per esempio la sottomatrice:

B= [115 g} det(B) = —15-6 #0

quindi rg(A4) = 2.
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e Se k = 5 la matrice A diventa:

1 70
A=124 0 1
1 70

Sappiamo gia che rg(A) < 2. Per stabilire se ha rango 2 basta trovare una sottomatrice 2 x 2 con
determinante non nullo. In effetti in A troviamo per esempio la sottomatrice:

C = B (1)] det(C) =T 40

quindi rg(A4) = 2.

Esercizio 6.4. Calcolare l'inversa delle matrici (invertibili)
1

A= B QJ B= |1

2

utilizzando il metodo della riduzione a gradini.

SOLUZIONE:

e Consideriamo la matrice A e procediamo affiancando ad A la matrice identica 2 x 2 prima di
calcolare rref(A):

L2 | 10) 1 2 | 1 0

2 -1 | 01 Ir—-2r0 -5 | -2 1

N [1 2 |1 0]251—2[][1 0 |§ g}
—1/5I10 1 | 2 -3 01 | 5 —%

Di conseguenza
i 2 11 2
A71 B |:g 51:| "5 |: :|
5 —s5 5[2 1

e Consideriamo la matrice B e procediamo affiancando a B la matrice identica 3 x 3 prima di

calcolare rref(B):
1 -1 3] 100 1 -1 3 | 1 00
11 | 01 0| = II-IT {0 2 -1 | -1 1 0| =
2 0 7] 00 1 Irmr—2rjo 2 1 | -2 0 1
1 -1 3 | 1 0 0 1 -1 3 | 1 0 0
1211 |01 -+ | -3 1 o = 0o 1 -3 | f% 10
Irr—I1r{o o 2 | -1 -1 1 121110 o 1 | -3 -% 1
I-3r11 1 -1 0 | 2 % -3 I+I1rft 0 0 | 2 % -3
= II[+1/2IIT|0 1 0 —% 3 % = 010 —% 2 %
0 0 1] -5 -5 3 001 [ -3 -5 3
Di conseguenza
7 7 5
N Bt D N A
I
-3 “3 3 -2 -2 2

Notiamo che se M € M, & una matrice tale che rref(M) = I, allora rg(M) = n, quindi:
una matrice n X n ¢ invertibile se e solo se ha rango n.
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Esercizio 6.5. Dopo avere stabilito se le sequenti matrici sono invertibili calcolarne l'inversa:

1 2 3 0 1 1
=y 2 =54 =y
1 -4 2 -2 0 0 1 -1 3
Ay=10 2 -1 As=10 1 0 Ag= 11 1 2
0 O 5 0 0 3 2 0 7
SOLUZIONE:

e Poiche det(A;) = —1 — 4 = —5 la matrice A; ¢ invertibile. Inoltre

d}y = (~1)1H1(=1) = -1 o

dp=(-D*2=-2 . [5 3

ahy = (—1)2+12 = —2 1 s

ahy = (1?1 =1 v

e Consideriamo A,. Poiche det(As) =3 -1 =3 # 0, la matrice Ag & invertibile. Inoltre

dhy = ()P =1 1
dp=(-1"20=0 |50
ay = (=1)*710=0 ? 0 1
dh = (123 =3

e Consideriamo Aj. Poiche det(Az) =3 — 2 =1 # 0, la matrice A3 ¢ invertibile. Inoltre

dfy = (~1)113 =

[ 1 1+22 ) _
allz ( )2+1 = A;;l _ |: 3 1:|
ag = (-1)""1=-1 -2 1
apy = (-1)°T?1 =1

e Poiche det(A4) = 10 # 0, la matrice A4 ¢ invertibile. Inoltre

2 -1
aj; = (1)1 det [O . 1 =10
0 -1
ahy = (1) = det [0 5| = 0
. 0 2
ahy = (1)1 = det [O ol = 0
—4 2
ahy = (—1)*T det [ 0 5] =20 L2 o
/ 242 L2 —1 11
Qoo = (*1) = det =5 = A4 =10 5 10
0 5
1 -4 1
ahy = (=1)*T? = det 0 O] =0 00 5
. -4 2
ayy = (—1)3+1 det [ 5 _1] =0
1 2
alhy = (—1)372 = det 0 1= 1
1 —4
ahy = (—1)313 = det 0 92|~ 2
e Poiche det(A5) = —6 # 0, la matrice As € invertibile. Inoltre
aj, =3 ajy =0 ajs =0
as =0 agy = —6 ags =0

r_ —
az =0 azy =0 a3z = —2
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Quindi
100

A;'=10 1 0

1
3
e Poiche det(Ag) = 4 # 0, la matrice Ag ¢ invertibile. Inoltre

ay, =7 ahy = =3 als = —2
as, =7 a5y =1 ayy = —2
agl =-5 agﬂ =1 agg =2
Quindi
7 7 _5
1 1 1
=144
1 1 1
2 2 2

Esercizio 6.6. Sia A la matrice reale
1 0 1
A=k 1 2
0 2 1

a) Calcolare il determinante di A e stabilire per quali valori di k la matrice é invertibile.
b) Trovare la matrice inversa di A per k =1.

SOLUZIONE:
a)
det(A) =(1—4)+ 2k =2k -3

La matrice A ¢ invertibile se il suo determinante ¢ diverso da zero, ovvero se k # %

b) Calcoliamo 'inversa di A dopo avere posto k = 1, nel quale caso det(A) =2 —3 = —1.

ay; = -3 aly =—1 als =2
ah; =2 ahy =1 ayy = —2
ay; = —1 ahy = —1 ass =1
Quindi
3 -2 1
Al=11 -1 1
-2 2 —1

89

In alternativa per calcolare 'inversa di A potevamo calcolare rref(A) dopo avere affiancato a A,

con k = 1, la matrice identica:

101 ] 100 101 ] 1 00

112 ] 010=II-I{01 1] -110

021001 021 1] 0 01
1o 1 | 1 0 0

= 01 1 | -1 1 0f=

Ir—211{0 0 -1 | 2 -2 1

I+I1I1 [t 00 | 3 -2 1 3 -2 1

IT+I1rrjo 10 | 1 -1 1|= Al=11 -1 1

-Ir7 [0 01 | -2 2 -1 -2 2 -1
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Esercizio 6.7. Sia A la matrice reale

ko k-1 k
A=10 2t-2 0 (k reale).
1 k-1 2-k

a) Si determini per quali valori di k la matrice A ¢é invertibile. Si calcoli la matrice inversa di A per
k=-1.
b) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.

SOLUZIONE:

a) Una matrice quadrata ¢ invertibile se ha determinante diverso da zero, ovvero se ha rango
massimo. Calcoliamo quindi il determinante di A sviluppando rispetto alla seconda riga:

det(A) = (2k —2) - [k(2 — k) — k] = (2k — 2)(—k> + k)
Quindi det(A) = 0 se
2%k—2=0 = k=1
~k*+k=0 = k=00k=1
Infine A ¢ invertibile se kK # 0 e k # 1.

Calcoliamo l'inversa di A quando k& = —1 con il metodo della riduzione:
-1 -2 -1 | 1 0 0 - 1 2 1] -1 0 0
0 -4 0 | 01 0=-1/4I1|0 1 0 | 0 -1 0=
1 -2 3 | 00 1 Inr+r1|o0 -4 2 | 1 0 1
121 ] -1 0 0 [I-2I[1 01 ] -1 1 o0
010 | 0 -3 0| = 0101 0 —% 0
IIT+4I1 |0 0 2 1 -1 1 120110 0 1 | 3 -5 3
1 11 - -5 1 -3
0 —% 0 = A'=1]0 —% 0
1 1 1 1
0 0 1 7 T3 2 2 T3 32

b) Abbiamo visto che se k # 0, 1 la matrice ha determinante non nullo, quindi in questi casi rg(A) =
3. Inoltre:
— Se k=0, A diventa

0 -1 0 II7T 1 -1 2 1 1 2
0 —2 0| =1/2IT|0 -1 0| = 0 -1 0 = 1g(A) =2
1 -1 2 I |0 -1 0 IIr—I1710 0 O
— Se k=1, A diventa
1 0 1 1 0 1
0 0 0] = 0 0O = rg(4) =1
1 0 1 IIT—-11r10 0 0

Esercizio 6.8. Sia A; la matrice reale

0t 0
Ay=1|1 1 ¢ (t reale).
2 1

Stabilire per quali valori di t la matrice A; € invertibile.

SOLUZIONE:

A; ¢ invertibile se il suo determinante ¢ diverso da zero, ovvero se il suo rango € 3. Riduciamo quindi A a
gradini per stabilire se & invertibile.

71 1 ¢ 1 1 t 1 1 t
I10 t 0] = 0 t 0 =IIT|10 t—2 1-2¢
2t 1 II7-210 t—2 1-2t II |0 t 0
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Scambiando ora la seconda e terza colonna otteniamo:

1 t 1
0 1—-2t t—2
0 0 t
Quindi A; ha rango 3, cioe A; & invertibile, se ¢t # 0, %
In alternativa potevamo calcolare direttamente il determinante:

det(A;) = —t(1 —2t)
e A ¢ invertibile se det(A;) # 0, ovvero se t # 0, 1.

Esercizio 6.9. Sia A la matrice reale

1 -2 0
A= |3k 842k k-1 (t reale).
0 8k+8 0
a) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
b) Esistono valori di k per i quali la matrice é invertibile?

SOLUZIONE:
a) Riduciamo A a gradini:

1 -2 0 1 -2 0
11 —3kI'|0 848k k—-1| = 0 848k k-1

0 8k~+8 0 1I1-1110 0 —k+1
Quindi:
— Se k # £1, la matrice ha 3 pivot, quindi rg(A4) = 3.
— Se k=10 k= —1, la matrice ha 2 pivot, quindi rg(A4) = 2.

b) Una matrice quadrata & invertibile se ha rango massimo. In questo caso A & invertibile quando
ha rango 3 cioe se k # +1.

O

Esercizio 6.10. Sia A la matrice reale

2 0 5
A= |—-4k 4k—-1 k-2 (k reale).
0 1—-4k O

a) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
b) Esistono valori di k per i quali la matrice é invertibile?

SOLUZIONE:

a) Riduciamo A a gradini:

2 0 5 2 0 5
II+2kI|0 4k—-1 11k-2| = 0 4k—-1 11k -2
0 1-—4k 0 IIT+ 1110 0 11k — 2
Quindi:
— Se k # i, 1—21, la matrice ha 3 pivot, quindi rg(A4) = 3.

— Se k= % ok= 12—1, la matrice ha 2 pivot, quindi rg(A) = 2.

b) Una matrice quadrata ¢ invertibile se ha rango massimo. In questo caso A ¢ invertibile quando
ha rango 3 cioe se k # 1, 2

-

O
Esercizio 6.11. Sia A la matrice reale

1 k 0

A=10 1 k-4 (k reale).
2 k 0

a) Stabilire per quali valori di k la matrice A & invertibile.

b) Per i valori di k trovati al punto precedente determinare inversa di A.
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SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il rango di A riducendola a gradini, ricordando che una matrice & invertibile se ha
rango massimo (in questo caso 3):

1 k0 1 k 0
0 1 k—4|= 01 k—4
II1—210 -k 0 IIT+KII|0 0 k(k—4)

A ha tre pivot, e quindi rango 3, se k(k — 4) # 0. Quindi A & invertibile se k # 0, 4.

b) Per determinare l'inversa di A calcoliamo rref(A) dopo avere affiancato a A la matrice identica,
tenendo conto delle condizioni k # 0, 4:

1 k 0 | 1 0 0 1k 0 | 1 00
01 k—4 | 01 0| = 0 1 k-4 | 0 1 0f=
2 k 0 | 0 0 1 II71-21 10 -k 0 | =2 0 1
1 k 0 | 1 00
01 k-4 | 0 1 0
ITT+kKIT|0O 0O k(k—4) | -2 Kk 1
1 k 0 | 1 0 0
= 01 k—4 | 0 1 0
k(o= 4)HI 0 0 1 | k(k2—4) y k(k1—4)
1 E 0 | 1 0 0
= I — (k—4)II1 10 | 2 0 -1
0 0 1] k(k2—4) ﬁ A=)
I—FkIIT[1 0 O -1 0 1
2 1
N AN
I e B S ¢y
Quindi
-1 0 1
A7l = %2 0 —1% Vk #0,4
E(k—4) ®—4 k(-4
O
Esercizio 6.12. Sia A la matrice reale
2 2 k
A=1(1 2 0 (k reale).
0 0 3k

a) Calcolare il rango di A al variare del parametro k.
b) Si determini il valore di k tale per cui la matrice A abbia determinante uguale a uno. Per tale
valore di k, si calcoli la matrice inversa di A.

SOLUZIONE:

a) Ricordiamo che una matrice ha rango massimo, in questo caso 3, se ha determinante diverso da
Zero.

det(A) =26k — 1 -6k = 6k

Quindi se k # 0 la matrice ha rango 3. Per k = 0 la matrice A diventa:

2 20 2 2 0
A=11 2 0| =2[T-1|0 -2 O
0 0 0 0 0 0

e per k = 0 la matrice ha rango 2.
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1
b) Abbiamo visto che det(A) = 6k, quindi A ha determinante 1 se k = 3 Calcoliamo 'inversa con
il metodo della riduzione:

2 2 2 | 100 1/2If1 1 & | 2 00

120 |01 0= 12 0 | 01 0=

00 3 ]001 2IIT(0 0 1 | 0 0 2
11 & | 1 o0 I1-12mrrt1 0| L0 -}
m-1{o 1 -% | Z1 1 oo|=1r+11200{0 10 | <1 o1 1
00 1 [ 0 02 001 ] 0 0 2
I—Irft o0 | 1 -1 -4 S !
1 1 1 _ | 1 1
= o1o0] -+ 1 1 =  Al=|-1 1 1
001] 0 0 2 o o0 9






CAPITOLO 7

Rango: Rouche-Capelli, dimensione e basi di spazi vettoriali.

Esercizio 7.1. Determinare il rango delle sequenti matrici al variare del parametro t € R.

1 -4 2 é tfl _21 103 ¢
Ap=10 t+1 -1 A=y o i_3 Az=12 1 2 t+1
0 0 ¢t-3 0 0 ; t 0t 0

Esercizio 7.2. Siano v,w € R"™ vettori colonna. Dimostrare che la matrice A = vw? € M,(R) ha
rango 0 oppure 1.

Esercizio 7.3. Determinare per quali valori del parametro reale t il sistema Ax = b é compatibile
(cioé ammette soluzione). In tali casi determinare esplicitamente le soluzioni.

-1 3 0 2
A=|1 2 -1 b= |1
0 0 2t+1 )

Esercizio 7.4. Si considerino le matrici (dove k é un parametro reale)

6k 4 -2 2 0
I T S |
A=lopo1 2 1 1 P70
2%+3 2 0 0 2

a) Si stabilisca il rango di A al variare di k.
b) Si stabilisca per quali valori di k il sistema lineare Ax = b é risolubile e in tali casi se ne
determinino le soluzioni.

Esercizio 7.5. Si dica per quali valori di k il sistema di equazioni lineari:
z+y=1
kr+y+z=1—-k (k parametro reale)
y+(1—-k)z=1

ammette un’unica soluzione.

Esercizio 7.6. Si consideri il sistema di equazioni lineari:
21‘1 — T2 = k
21 —x9 —x3 =0 (k parametro reale)
1 —kxo + kxs =k

a) Si dica per quali valori di k il sistema € compatibile e quando ha infinite soluzioni.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

Esercizio 7.7. Si consideri il sistema lineare
—r+2y+3z2=k+3
—2x+6y+(k+7)z=2k+9
r—4dy—2z=k—2
3z —6y+(k—T)z2=k*—k—-9

(k parametro reale)

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette una unica soluzione e per quali k ne ammette
infinite.
b) Si determinino tutte le soluzioni del sistema.

95
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Esercizio 7.8. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

kx+ky+ k%2 =4
r4+y+kz =k
T+ 2y+ 3z =2k

a) Si dica per quali valori del parametro reale k il sistema & compatibile.
b) Esistono valori di k per i quali il sistema ha infinite soluzioni?

Esercizio 7.9. Dato il sistema
r+kz=1
r+(k-1y+(k+1)z=1
z+(k—1y+ (k*+4k+3)z2=k+3

determinare per quali valori di k € R il sistema ammette soluzioni. In tali casi stabilire anche se ne
ammette una o infinite.

Esercizio 7.10. Si consideri il sistema lineare
c+ky+z=2k—-1
kx4+y+z2=5 (k parametro reale)
r+y+kz=0

a) Si dica per quali valori di k il sistema é risolubile.
b) Si dica per quali valori di k il sistema ammette un’unica soluzione.

Esercizio 7.11. Si consideri il sistema di equazioni lineari

kx4+y+ 2z =1
y+z =k (k parametro reale)
3r+ky+2z =2

a) Discutere esistenza e unicitd di soluzioni del sistema lineare al variare di k € R.
b) Determinare le eventuali soluzioni del sistema al variare di k.

Esercizio 7.12. Si consideri il sistema lineare
(1+k)z=0
ky+z4+w=2
T+ kz+2w==%k
T+ kw=0

(k parametro reale)

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette una unica soluzione.
b) Si determinino tutte le soluzioni del sistema per k = 0.

Esercizio 7.13. Si consideri il sistema di equazioni lineari:
X1 — T2 = t—2

try+(t—4)z2 =0 (t parametro reale)
21’1 + (2 - Qt)CL‘Q =2t—14

a) Si dica per quali valori di t il sistema é compatibile.
b) Per i valori di t che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

Esercizio 7.14. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

:cl—(k+1)x2:k
2x1 — 2x9 = 2k (t parametro reale)

(k+2)$1 + (/ﬂ—2)$2 =0

a) Si dica per quali valori di k il sistema é compatibile.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.
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Esercizio 7.15. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

k‘l‘l—l‘4:1

To + 223 =0
(; B 1);1 R (k parametro reale)
kxq1 + kxo = 2k

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette soluzione, specificando se e quando ne ammette
una o infinite.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, si determinino le sue soluzioni.

Esercizio 7.16. Al variare del parametro reale k, si risolva il sistema di equazioni lineari omogenee:
2kxo + 13 — 14 =0
1 —2x3+ kry =0 (t parametro reale)
r1 —2kxs +x4 =0

Esercizio 7.17. Si consideri il sistema lineare dipendente dal parametro reale k

1’1+k1’2+1’3+1’4:1
1 +x9+ 203+ =1
ki +kxga=1

a) Si determini per quali valori di k il sistema ammette soluzione.
b) Si stabilisca se esistono valori di k per i quali il sistema ha soluzione unica.

Esercizio 7.18. Si consideri lo spazio vettoriale N(A) dato dalle soluzioni del sistema omogeneo
Az =0 con

8k+1 k+14 0 k+8

| 2k 0 1 2k 42
A= 0 0 K+ 4 0 k parametro reale.
k 0 k+2 k+3

a) Si stabilisca per quali valori di k lo spazio N(A) é nullo: N(A) = {(0,0,0,0)}.
b) Per i valori di k esclusi al punto precedente si determini una base di N(A).

Esercizio 7.19. Si consideri la matrice

1 0 -2
-1 1 3
A= 2 1 =3
0 1 1

a) Indicare basi per lo spazio delle righe e per lo spazio delle colonne di A.
b) Esistono valori t € R per cui il sistema Ax =b, con b= (1,1,t,t) ammetta soluzione?

Esercizio 7.20. Si consideri la matrice

2 6 2k+2
A= |3 k+11 5k+7
-1 -3 k*-3

dove k & un parametro reale.

a) Si calcoli il rango di A.
b) Si stabilsca per quali valori di k il sistema Ax = b ha soluzione per ogni b € R3.

Esercizio 7.21. Siano dati i sequenti vettori di R:
v = (2,1,1), vy = (—1,1,2), vy = (3,-2,-1), vy = (4,—1,-2).
Stabilire se vy € combinazione lineare di vi, vy € v3.
Esercizio 7.22. Siano dati i sequnti vettori di R>:
vy = (1,1,1), vy = (2,7,7), v3 = (0,k% 4 2,3), vy = (1, k43, k% +2).

Stabilire se vy € combinazione lineare di vy, vo e v3 al variare del parametro k.
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Esercizio 7.23. Determinare per quali valori del parametro reale k i sequenti vettori formano una
base di R®.

v = (132772)7 Vg = (171773)7 U3 = (33 77k - 6)

Esercizio 7.24.

a) Mostrare che i vettori
U1 = (07 1a 1)5 U2 = (_17k70)a U3 = (la 17 k)

sono linearmente indipendenti per ogni valore di k € R.
b) Esprimere il vettore v = (2,1,2) come combinazione lineare di vy, ve, v3.

Esercizio 7.25. In R? siano
vy = (k,2,1), wvy=1(-2,1,0), w3=1(0,1,1), (k parametro reale)

a) Si stabilisca per quali valori di k i tre vettori costituiscono una base di R3.
b) Per i valori trovati al punto a), si calcolino le coordinate del vettore v = (—2,1,2) rispetto a tale
base.

Esercizio 7.26. Si consideri il sottospazio V = (v1,ve,v3) di R® generato dai vettori
U1 = (_]-7 ]-7 27 170)7 V2 = (07 27 ]-7 ]-7 O)u v3 = (]-7 ]-7 _]-7 070)

a) Trovare una base di V.
b) Determinare le coordinate del vettore v = (—2,6,6,4,0) € V rispetto alla base trovata al punto

a).
Esercizio 7.27. Sia V il sottospazio di R® generato dai vettori:
v = (2,1,1), vy = (—1,1,2), vz = (3,-2,-1), vy = (4,—-1,-2).

Determinare una base di V. Esprimere inoltre vy, va, v3 € vy come combinazione lineare degli elementi di
tale base.

Esercizio 7.28. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori:
v = (2717271)a Vo = (6, 7,8,5)
vs = (2k,k + 8,3k + 3,2), vy = (0,2k, 2k, 1).

Determinare una base di V' al variare del parametro k. Esprimere inoltre vy, ve, vs € vg come combinazione
lineare degli elementi di tale base.

Esercizio 7.29. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori:
vy = (0,k —1,k* — 1,3k — 2), ve = (1,3,0,3), vy = (—1,-2,1,-1).

Determinare la dimensione e una base di V' al variare del parametro reale k.

Esercizio 7.30. Sia W il sottospazio di R* generato dai vettori {vy, vy, v3,v4}:
vy =(=1,1,-1,1), vy = (1,k,3,4), vy = (1,—-1,k,1), vy = (0,0,1,k)
Si calcoli la dimensione di W al variare di k € R.
Esercizio 7.31. Si considerino i vettori di R*
vy =(3,-1,2,0), w9 =(-6,2,—-4,0), wvs=(-3,kk—3,0)

a) Si stabilisca per quali valori di k il vettore v appartiene al sottospazio W = (v1,v9) generato da
V1 € Vag.
b) Si trovi, al variare di k, una base di W e una base del sottospazio (v1,va,vs).

Esercizio 7.32. Si considerino i vettori di R*
U1 = (1727_1a3)a Vg = (_27_4a2a _6)7 U3 = (3a6ak_673k)

a) Si stabilisca per quali valori di k il vettore v appartiene al sottospazio W = (vy,v2) generato da
V1 € V.
b) Si trovi, al variare di k, una base di W e una base del sottospazio (v1,vs,vs).
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Esercizio 7.33. Sia V = ( vy, ve, v3, v4 ) con
o= 3,7,k +1,2k +2), va = (2,2k+2,0,0), vy =(1,1,0,0), vy = (=3, 7, —1,2k)

a) Si determini la dimensione di V' al variare di k € R.
b) Si determini una base di V' al variare di k € R.

Esercizio 7.34. Determinare una base dei sequenti sottospazi W di R®:
(1) W=1{(@1,2,5),(—3,—6,—15))
(2) W=1{((1,2,5),(-3,—-6,—-15),(2,1,0))
(3) W=1((-1,2,0),(0,1,-1),(1,-1,2))

Esercizio 7.35. Sia V = ( v1, va, v3 ) con
v =(k+3, k+3, 0), vy = (0, 3, k+2), vy = (0, 3k, k)
a) Si stabilisca per quali valori di k € R lo spazio V' coincide con R3.

b) Si determini la dimensione una base di V' al variare di k € R.

Esercizio 7.36. Sia V' lo spazio vettoriale generato dai vettori vy = (1,—2,4,0), va = (2,3,—1,1) e
3 = (0, —1,3,0):
V = (v1, va, v3)
(1) Determinare la dimensione dello spazio vettoriale V.
(2) Determinare se il vettore vy = (3,1,3,1) appartiene a V. In caso positivo esprimere vy come

combinazione lineare di vy, vy € v3.
(3) Determinare la dimensione dello spazio vettoriale W = (vq, va, vs, v4).

Esercizio 7.37. Sia
V= < (la la 2) _1)7 (2a k + 3a4’ _2)7 (07 17 1a kQ - 1) >
con k parametro reale.

a) Si determini la dimensione di V' al variare di k € R.
b) Si stabilisca per quali valori di k € R il vettore vy = (3,3,k + 6,—3) appartiene a V.

Esercizio 7.38. Sia V = (v, v9,v3) lo spazio vettoriale generato dai sequenti vettori:
vy =(1,1,2), voe=(0,k—1,k—1), wv3=(2,1,k+5)
dove k & un parametro reale.

a) Determinare una base e la dimensione di V al variare del parametro k.
b) Stabilire per quali valori di k il vettore vy = (1,3,4) appartiene a V. In caso positivo esprimere
vy come combinazione lineare di v1,vy € v3.

Esercizio 7.39. Si considerino i sequenti vettori di R*:
vi=(1,0,3,1), vs=(-3,-3,-3,0), wv3=(0k+1,k+1,0), vy=(k—1,1,3k—52k—5),
dove k & un parametro reale, e sia V = (v1,va, V2, v4).

a) Si stabilisca per quali valori di k lo spazio V' coincide con R*.
b) Si determini la dimensione e una base di V' al variare di k.

Esercizio 7.40. Si consideri l’insieme
S = { (k + 17 k + la 07 2k)7 (07 2k7070)’ (15 3ka 07 1)7 (1a 5ka la k) } .

a) Si stabilisca per quali valori di k Uinsieme S é una base di R
b) Posto k = —1 si trovino le coordinate del vettore v = (1,1,0,1) rispetto alla base trovata.

Esercizio 7.41. Sia W il sottospazio di R* generato dai vettori
U1 = (k717172)3 Vg = (031a071)7 U3 = (kaoalal)

a) Al variare del parametro k, trovare una base di W.
b) Si completi la base trovata in a) ad una base di R*.

Esercizio 7.42. Sia
B=1{(-2,0,0), (1,k,—-1), (1,—-1,k) }
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a) Trovare i valori del parametro k per cui B ¢ una base di R3.
b) Per il valore k = 3, determinare le coordinate dei vettori v = (—3,2,1) e w = (0,1,2) rispetto

alla base B.
Esercizio 7.43. Si considerino i vettori di R*: vy = (1,2,1), vy = (1,1,-1), vz = (1,1,3), wy =
(2,3, —1), we = (1,2,2), wz =(1,1,-3).
a) Si calcoli la dimensione dei sottospazi V = (v1,va,v3), W = (wy, wa, ws).
b) Si trovi una base del sottospazio intersezione VNW.

Esercizio 7.44. Si considerino i sequenti sottospazi di R>:
U={(z,y,2) €R? | z — 2y + 2 = 0}
V ={((1,0,1), (1,2,1), (1,0,1))

a) Determinare una base e la dimensione di U e di V.
b) Determinare una base e la dimensione di UNV.
b) Determinare una base e la dimensione di U + V.

Esercizio 7.45. Si considerino i sequenti sottospazi di R*:
U=1{(0,1,1,0)a + (0,0,0,1)b | a,b € R}
V={(z,y,z,w) e R* | z4+y=0, 2z =2z}

a) Determinare una base e la dimensione di U e di V.
b) Determinare una base e la dimensione di UNV.
c¢) Determinare una base e la dimensione di U + V.

Esercizio 7.46. In R* con il prodotto scalare canonico sia U il sottospazio dei vettori ortogonali al
vettore (1,0, —1,0) e sia V il sottospazio generato dai vettori (1,0,-2,3), (—1,1,1,—4), (1,1,-3,2).
Si trovino la dimensione e una base di U, V, UNV, U+ V.
Esercizio 7.47. Siano U e V i sottospazi di R® cosi definiti
U= {(zy,2) €ER? | r4+2=0}
V= <(1a _1a O)a (17 1a _1)>

a) Determinare la dimensione e una base dei due sottospazi U e V.
b) Determinare la dimensione e una base dei due sottospazi U +V e UNV.

Esercizio 7.48. Siano U e V i sottospazi di R® cosi definiti
U={(z,y,2) R’ |2+ 2=0}
V={(2,-1,-2), (-3,4,3))
Dimostrare che U =V .
Esercizio 7.49. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (a1,a1 — as + 2a3,2a1 — as, a1 + 3ag + aq)

dove a1, as,a3 € aq sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

Esercizio 7.50. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (a1 — ag + 2as,a1,2a1 — as, a1 + 3az + aq)
dove ay,as,a3 e ay sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

Esercizio 7.51. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v=(ay — as +2a3 + a4, a1, 2a; — as, a; + 3as)

dove ay,as,a3 e ag sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.
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Esercizio 7.52. Si consideri il sottoinsieme S di R® costituito dai vettori v della forma
v =(2a1 + ag, a1 —az — 3az, a1 — a2, a1 + 3as + as, asz)
dove a1,as e ag sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R ?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

Esercizio 7.53. Si consideri il sottospazio W di R® costituito dai vettori w della forma
w = (2a; — az — a3, 2a1 — az, a1, a4, a; —4az +az)
dove a1,as e ag sono parametri reali.

a) Trovare una base di W.
b) Determinare le coordinate del vettore v = (0,1,1,1,—2) € W rispetto alla base trovata al punto

a).
Esercizio 7.54. Sia
S ={(z,y,2) ER? |z2+y+(k+1)z=k 22+y+2=0 }

a) Stabilire per quali valori di k Uinsieme S é un sottospazio di R3.
b) Per il valore di k trovato al punto precedente determinare una base di S.

Esercizio 7.55. Sia
Sz{(m,y,z)6R3|x—2y+kz:k—1, r—2y+2=0, —2r+4ky—22=0}

a) Stabilire per quali valori di k Uinsieme S é un sottospazio di R3.
b) Per il valore di k trovato al punto precedente determinare una base di S.

Esercizio 7.56. Sia S il sottoinsieme di R®
S = {x6R5 | 1 — xo + 225 = Kk, x1+x3+kx4:0}.

a) Per quali valori del parametro reale k Uinsieme S ée un sottospazio vettoriale di R°?
b) Per i valori determinati al punto a), trovare una base di S.

Esercizio 7.57. Sia W il sottinsieme di R’ definito da
W = {x = (z1,22,23,%4,%5) € R°: 21 — a3+ kaa+ x5 =0, 20 — 324 = k,
X1 — Ty —x3+3x4+25=0}

Stabilire per quali valori di k Uinsieme W ¢é un sottospazio vettoriale di R® e calcolarne una base e la
dimensione.

Esercizio 7.58.
a) Trovare una base del sottospazio V di R® cosi definito:
V:{:veR5 | 221 — 2z + 25— 24 =0, x1 —x3— 234+ 225 = 0}.
b) Determinare una base di R® contenente la base di V trovata in a).
Esercizio 7.59. Sia
S = {x 6R4|x1 — 4wy — 23+ 2kzy = k+ 1, 221 — kxs + kry = 2k + 2,
3x1 — dkxo + 925 + 324 =0 }

a) Stabilire per quali valori di k € R insieme S & un sottospazio di R
b) Per i valori di k trovati al punto precedente determinare la dimensione e una base di S.

Esercizio 7.60. Sia S l'insieme delle soluzioni del sequente sistema lineare:
-1+ (k—1ay =0
—x14+2x9+ (k+1Daz+ (k—1xy =0
201 + 23+ (2—2k)zy =k —2
1 +4xo+ 2k —2)zs+ (1 —k)zgy =2 — k

(k parametro reale)

a) Stabilire per quali k Uinsieme S é uno spazio vettoriale e in tali casi determinarne una base.
b) Esplicitare S al variare di k € R.
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Esercizio 7.61. Sia A la matrice reale sequente:

k -k 0 -1
A=1|1 -2 1 0
0o 1 k 1

a) Determinare il rango di A al variare del parametro reale k.
b) Calcolare una base del nucleo di A, cioé dello spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
Ax =0, nel caso k = 1.

Esercizio 7.62.
a) Sia
V={((1,21), (-1,3,0), (3,1,2) )

Si determini la dimensione e una base di V.

b) Sia
AS”:{(LZ:,y,z)GR‘?’|:177er32':07 20+ 3y+2=0, z+22:0}

Si determini la dimensione e una base di S.
¢) Si confrontino i metodi risolutivi e i risultati dei due precedenti punti.

Esercizio 7.63. Sia W il sottospazio di R® generato dai vettori:
vy =(0,1,2,0,1), w9 =(k,1,2,0,2), w3=(0,0,0,k,1)

a) Al variare del parametro k, trovare una base di W.
b) Si completi la base trovata in a) ad una base di R®.

Esercizio 7.64. Dati i vettori linearmente indipendenti vi = (3,0,1) e vo = (1,4, —2) completare
Vinsieme S = {v1,va} in modo da ottenere una base di R>.

Esercizio 7.65. Siano
vy = (1,-1,-1,1), vy = (k,1,1,-1) € R*

a) Si trovino i valori del parametro k per i quali v1 e vy sono indipendenti.
b) Per k =2, si estenda l'insieme {v1,v2} a una base di R

Esercizio 7.66. Si consideri linsieme S costituito dai sequenti vettori di R*
U1 = (172727 1)7 Vg = (27172a 1)7 V3 = (071727 ]-)

a) E’ possibile estendere S a una base di R*?
b) In caso affermativo, trovare una base di R* contenente S.

Esercizio 7.67. Si considerino i vettori di R*
v = (2517_173)? V2 = (1a05571)7 U3 = (27_173)1)
a) Stabilire se il vettore v = (0,0,1,0) é combinazione lineare di vy, vy € V3.

b) Completare l'insieme {vy, vy, vs} ad una base di R*.

Esercizio 7.68. Sia dato l'insieme
V = {p(x) € Rs[z] [ p(1) =0}
a) Verificare che linsieme V' é un sottospazio vettoriale di Rg|x].
b) Determinare una base di V.
Esercizio 7.69. Siano dati i polinomi
pi(z) =1+w, pa(z) =1+ 2z + 22, p3(z) =z — 2.

a) Verificare che linsieme {p1(x), p2(x), ps3(x)} & una base di Ra[x].
b) Esprimere f(x) = 2% — x + 2 come combinazione lineare di pi(z), p2(z), p3(x).

Esercizio 7.70. Si considerino i polinomi p1 = x?4+ax+b+c, p2 = 22 +bx+a+c, ps = 22+cx+a+b.



7. RANGO: ROUCHE-CAPELLI, DIMENSIONE E BASI DI SPAZI VETTORIALI 103

a) Mostrare che per ogni valore dei parametri a,b,c i tre polinomi sono dipendenti nello spazio dei
polinomi R[z].
b) Calcolare la dimensione e una base dello spazio (p1,p2,ps) C R[z] al variare di a,b,c.
Esercizio 7.71. Sia S il sottoinsieme dello spazio dei polinomi Rs[x] cosi definito:
S = {p(x) = ax® + bx* + cx + d € Rz[z] | p(0) = 0}

a) Mostrare che S & un sottospazio vettoriale di Rs[x].
b) Determinare la dimensione di S.

Esercizio 7.72. Sia W insieme dei polinomi p(x) = ax® + bx? + cx + d € R[z|, di grado al piu 3,
tali che p(0) = p(1) = 0. Determinare un insieme generatore di W.

Esercizio 7.73. Si considerino i polinomi a coefficienti reali
po=x’+x, po = ka® —1, ps =x? + 2z + k.

a) Stabilire per quali valori di k i tre polinomi formano una base dello spazio Ra[z].
b) Per i valori di k per cui i polinomi sono dipendenti, trovare uno o pit polinomi che completano
Uinsieme {p1,p2,p3} ad un’insieme generatore di Ro[z].

Esercizio 7.74. Si considerino i polinomi a coefficienti reali
P1=$2+$, p2=k$2—1, p3:x2+2m+k.

a) Stabilire per quali valori di k i tre polinomi sono linearmente dipendenti.
b) Per i valori di k per cui i polinomi sono dipendenti esprimere un polinomio come combinazione
lineare degli altri.

Esercizio 7.75. Si considerino i polinoms
pi(a) =2 +2,  pa)=3z+4,  ps(z) = -2’ +62+6
e sia W = (p1,pa,ps3) il sottospazio di Ro[x] generato da p1,ps e ps.

a) Si determini la dimensione e una base di W.
b) Si stabilisca per quali valori di k il polinomio fi(x) = (k + 1)a® + 3kx + 4 appartiene a W.

Esercizio 7.76. Nello spazio vettoriale V.= Ralx] dei polinomi reali di grado non superiore a due, si
considerino gli elementi

p=z—1, pp=x+1, p3=2°—u

a) Si mostri che linsieme B = {p1, pa, ps} € una base di V.
b) Si trovino le coordinate del polinomio costante 1 nella base B.

Esercizio 7.77. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali nella variabile x, di grado
minore o uguale a 3.

a) Si mostri che U = {f(z) e V| f(1) = f(2) =0} ¢ un sottospazio vettoriale di V e se ne trovi
una base.
b) Si completi la base trovata al punto precedente ad una base di V.

Esercizio 7.78. Siano dati i polinomi
pi(x) =2 —x, pa(z) = —2 + 22, p3(z) =3 +x —2°.

a) Verificare che Uinsieme {p1(x), p2(x), ps3(x)} & una base di Ra[x].
b) Esprimere f(x) = 1+ 2x + 222 come combinazione lineare di p1(x), pa(x), p3(z).

Esercizio 7.79. Si considerino i polinomi
pi(@) =2z +2% — 2% pa(a) =1 —z+2° ps(x) =3+z—2°, pa(x) =a® +2°

a) Verificare che Uinsieme {p1(x), pa(x), ps(x), psa(x)} é una base di Rs[z].
b) Esprimere f(z) = (x + 1)3 come combinazione lineare di p1(x), pa2(z), ps(z), pa(x).

Esercizio 7.80. Dati i polinomi

pl(l') = xQ —|—2.T, pZ(x) = xZ - Z, p3<x) =2z +1



104 7. RANGO: ROUCHE-CAPELLI, DIMENSIONE E BASI DI SPAZI VETTORIALI

a) Verificare che linsieme {p1(x), p2(x), ps3(x)} & una base di Ry[x]
b) Esprimere f(z) = 3x? — 2 come combinazione lineare di p1(z), p2(z), p3(z).

Esercizio 7.81. Sia W il sottoinsieme dello spazio di polinomi Rs[z| definito da
W = {p(z) € Rsz] | p"” =0, p(1) =0}
(""" ¢ la derivata terza di p)

a) Mostrare che W ¢é un sottospazio vettoriale di Ra[z].

b) Trovare una base e la dimensione di W.
¢) Determinare le coordinate del polinomio p(x) = 2% —x — 1 € W rispetto alla base trovata al

punto b).
Esercizio 7.82. Sia S linsieme delle matrici simmetriche:

S':{ [Z Z] a,b,ceR}

(Notiamo anche che S = {A € May, | AT = A}).
a) Verificare che S é un sottospazio di Maxs.
b) Determinare una base di S.

Esercizio 7.83. Sia S il sottinsieme dello spazio delle matrici Ms2(R) cosi definito:

a b
S = b a €M372(R)|a7b€R
0 0

a) Mostrare che S é un sottospazio vettoriale di Ms2(R).
b) Determinare un insieme generatore di S.

Esercizio 7.84.
a) Mostrare che l'insieme

_ 3a —a-+b
vo{ [ 5 even]

é un sottospazio vettoriale dello spazio delle matrici reali Mo 2(R).
b) Determinare una base di W.

Esercizio 7.85. Si consideri il sottospazio

_J [Ba+b+3c 2b-6¢
S_{ {a—l—i’)b—?c 4a+8c} |a,b,c€R}

dello spazio delle matrici reali Ma(R).
a) Determinare una base di S.

b) Stabilire se A = [2?3 8(/)3} € S (ed in caso positivo esprimere A come combinazione lineare
della base trovata in a)).

Esercizio 7.86. Sia V' Lo spazio vettoriale delle matrici reali 2 x 2. Si consideri la matrice A =

{_18 _01 e sia S il sottinsieme di V costituito dalle matrici che commutano con A:

S:{M: [Z 2} 2% :AM:MA}

a) Mostrare che S ¢ un sottospazio di V.
b) Calcolare la dimensione e una base di S.

a=[% 5]

esia S ={M € Mz(R) | AM = MA = 0}. Dimostrare che S é un sottospazio di M2(R) e calcolarne la

Esercizio 7.87. Sia

dimensione.
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Esercizio 7.88. Si consideri la matrice

A:B ;j

a) Si determini una base del sottospazio U = {X € M2(R): AX = XA}.
b) Mostrare che il sottoinsieme W = {X € U : X ¢& invertibile} non é un sottospazio vettoriale di U.

Esercizio 7.89. Sia W = (A, B, C) il sottospazio di M2(R) generato dalle matrici

0 0 1k k 1
) R B RS { RRCE PP
Si determini la dimensione di W e una sua base al variare del parametro reale k.
Esercizio 7.90. Sia V = (A, B, C) il sottospazio di May2(R) dove
2 0 2 1 2 3
e N |
a) Si determini la dimensione e una base di V.

b) Si esprima D = [? a come combinazione lineare della base trovata al punto a).

Esercizio 7.91. Si considerino le matrici

1 2 0 3 2 7
T Kl O g
a) Si stabilisca se A, B e C sono linearmente indipendenti in My(R).
b) Si determini una base del sottospazio (A, B,C).

Esercizio 7.92. Sia V = (A, B, C) il sottospazio di Ma(R) generato dalle matrici
2 1 0 4 2 9 6 k—2
A_[z 1]’ B‘L 0]’ C‘Lo 1]’ D‘[z k+2}
a) Si determini la dimensione e una base di V.

b) Si stabilisca per quali k la matrice D appartiene a V. In tali casi si esprima D come combianzione
lineare della base trovata al punto precedente.

Esercizio 7.93. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 4 e sia B = {v1,v2,v3,v4} una sua base.
a) Mostrare che linsieme B' = {v1 4+ va,v2 + v3,03 + V4, 04} € una sua base di V.
b) Calcolare le coordinate del vettore v = vy + va + v3 + vy4 rispetto a B e rispetto a B'.
Esercizio 7.94. Si consideri linsieme S di matrici 3 x 3
S = {A = [aij} € M3(R) P ay] + a2 =ass +azz = 0}.

a) Stabilire se S ¢ un sottospazio vettoriale di M3(R). In caso affermativo, trovarne la dimensione.
b) Sia Sims(R) lo spazio delle matrici reali simmetriche 3 x 3. Trovare una base dello spazio
intersezione S N Simg(R).

1. Suggerimenti

Rango.

Per calcolare il rango di una matrice possiamo utilizzare i sottodeterminanti oppure i pivot. Infatti
valgono le seguenti proprieta:

(1) Tl rango di una matrice A corrisponde al massimo ordine di una sua sottomatrice (quadrata) con
determinante non nullo.

(2) Il rango di una matrice A corrisponde al numero dei suoi pivot, una volta che A ¢ stata ridotta
a gradini.

(3) Il rango di una matrice A & uguale al numero di righe linearmente indipendenti.

(4) Tl rango di una matrice A & uguale al numero di colonne linearmente indipendenti.
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OSSERVAZIONI
e Come conseguenza delle proprietd 3) e 4) si ha che se A & una matrice n x m, allora rg(4) <
min{m,n}
e Per utilizzare la proprieta 1) si pud anche ridurre (parzialmente) a gradini la matrice.

Rouche-Capelli.
Un sistema di equazioni Az = b ammette soluzioni (¢ compatibile) se e solo se il rango della matrice
dei coefficienti A & uguale al rango della matrice completa A|b:

rg(A) = rg(Ab)
Inoltre:

e Ammette un’unica soluzione se rg(A) = rg(Alb) = numero delle incognite.
e Ammette infinite soluzioni se rg(A) = rg(A|b) < numero delle incognite.

Dipendenza lineare.
Sia V' uno spazio lineare e v, v; vettori di V.

e v ¢ combinazione lineare di vy, ..., v, se 'equazione:
T1V1 + ToU2 + -+ TpU, =V

ammette soluzione.
Nel caso particolare in cui V' C R™, alla precedente equazione possiamo associare la matrice

Alb, dove le colonne di A sono date dai vettori vy,...,v, e b & data dal vettore v. In tale caso:
v & combinazione lineare di vy, ..., v, sse rg(A) = rg(A|b)
® v1,...,V, sono linearmente indipendenti se I’equazione:

x1v1 + oo + -+ v, =0

ammette la sola soluzione nulla z1 =z =...,2, =0.
Nel caso particolare in cui V' C R™, alla precedente equazione possiamo associare la matrice
Al0, dove le colonne di A sono date dai vettori vy,...,v,. In tale caso:

v1,...,0, sono linearmente indipendenti sse rg(A) = n

Basi e dimensione.
Sia S = {v1,v,...,v,} un sottinsieme di V. Diciamo che S & una base di V se:

(1) S ¢ un insieme generatore di V: V = (S), cio¢ ogni elemento di V si pud scrivere come
combinazione lineare degli elementi di S.
(2) Gli elementi di S sono linearmente indipendenti.

La dimensione di uno spazio vettoriale corrisponde al numero di elementi di una sua base.

Nel caso particolare in cui V' = R" sappiamo che S per essere una base deve essere formato da n
elementi, ed e sufficiente verificare che gli n elementi di .S siano linearmente indipendenti. Ragionando sui
ranghi, n vettori di R" formano una base di R" se e solo se la matrice associata ha rango n.

Spazi vettoriali
e Nel caso particolare di

V={_v1, va, ..., vp),
se indichiamo con A la matrice formata dai vettori colonna vy, ..., v,, allora:
dim(V) = rg(A)
B(V)=base di V' = {vettori linearmente indipendenti tra v1,...,v,}

= {vettori tra vy,...,v, corrispondenti ai pivot di A }
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e Nel caso particolare di
V = { soluzioni di un sistema omogeneo },
se indichiamo con A la matrice associata al sistema e con n il numero delle incognite, allora:

dim(V) = n —rg(A)

B(V) = base di V' = {generatori delle soluzioni una volta scritte in forma vettoriale }

2. Soluzioni

Esercizio 7.1. Determinare il rango delle sequenti matrici al variare del parametro t € R.

1 -4 2 (1) t_+41 31 103 ¢
Ar=10 t+1 -1 A=, o i_3 Az=12 1 2 t+1
0 0 t-3 0 0 ; t 0t 0

SOLUZIONE:

e Consideriamo la matrice A;. Visto che A; & ridotta a gradini & immediato calcolarne il rango
utilizzando i pivot:
— Set+1et— 3 sono non nulli, ovvero se t # —1, 3, allora A; ha tre pivot e rg(4;) = 3.

— Se t = —1 la matrice diventa:
1 -4 2 1 -4 2
0O 0 -—-1|= 0O 0 -1
0O 0 -4 IIT—4IT10 O 0

Quindi se t = —1 la matrice A; ha due pivot e rg(A;) = 2.
— Se t = 3 la matrice diventa:

1 -4 2
0 4 -1
0 O 0

Quindi se t = 3 la matrice A; ha due pivot e rg(A;) = 2.

Analogamente potevamo calcolare il rango di A; ragionando sui determinanti.

det(Ay) = (t +1)(t — 3)

Quindi:
— Se t # —1,3, la matrice ha determinante non nullo, quindi A; ha rango 3.
— Se t = —1, la matrice ha determinante nullo, quindi rg(A4;) < 2. Inoltre in A; troviamo la
sottomatrice

o

con determinante non nullo. Quindi rg(A4;) =2
— Se t = 3, la matrice ha determinante nullo, quindi rg(4;) < 2. Inoltre in A; troviamo la

sottomatrice
1 —4
0 4

con determinante non nullo. Quindi anche in questo caso rg(A4;) = 2.

e Anche se la matrice A; non ¢ completamente ridotta a gradini possiamo comunque calcolarne il
rango ragionando sui pivot.
— Se t # —1 la matrice Ay ha tre pivot e quindi rg(A4s) = 3. Notiamo che anche nei casi
particolari ¢ = 3 e t = 0 otteniamo una matrice con tre pivot, infatti:
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* Set=3:
1 -4 2 1 -4 2
A, — 0o 4 -1 N 0 4 -1
2710 0 o0 Ivi§io o0 3
0 O 3 IIT{0 O 0
Quindi A5 ha effettivamente tre pivot.
* Set=0:
1 —4 2
0o 1 -1
=1y o 3
0 O 0
Quindi A, ha effettivamente tre pivot.
— Se t = —1 otteniamo la matrice
1 -4 2 1 -4 2
A — 0O 0 -1 N 0o 0 -1
2710 0 -4 IIT+4IT(0 0 0
0o 0 -1 IV —-1II |0 0 0

Quindi se t = —1 la matrice Ay ha due pivot e rg(As) = 2.

Calcoliamo ora il rango di Ay ragionando sui determinanti. Consideriamo la sottomatrice
quadrata 3 x 3

1 -4 2
B=|(0 t+1 -1
0 0 t—3

il cui determinante vale

det(B) = (t +1)(t — 3)

Quindi:
— Se t # —1,3, la matrice B ha determinante non nullo, quindi A5 ha rango 3.
— Se t = —1, la matrice B ha determinante nullo e
1 -4 2
0 0 -1
A2=1y 0 4
0 0 -1
Di conseguenza per t = —1 ogni sottomatrice 3 x 3 di Az ha determinante nullo, mentre

—4 2
det [ 0 _J =4#0
Di conseguenza rg(As) = 2

— Se t = 3, la matrice B ha determinante nullo e
1 -4 2
0 4 -1
0o 0 O
0o 0 3
In A, troviamo quindi la sottomatrice 3 x 3

1 -4 2

0 4 -1

0o 0 3

con determinante non nullo. Quindi rg(A4s) = 3.

Ay =

e Riduciamo a gradini della matrice As:
1 0 3 t
Ir-2r 10 1 -4 1-t¢
IIT—tI |0 0 —2t —¢2
Se ragioniamo sui pivot otteniamo:
— Se t # 0 la matrice ha 3 pivot, quindi rg(As) = 3.
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— Se t = 0 la matrice A3 diventa

10 3 0
01 -4 1
00 0 O

quindi ha 2 pivot e rg(A4s) = 2.

Ragionando invece sui determinanti notiamo che A3 contiene la sottomatrice 3 x 3

1 0 3
2 1 2
t 0 t
il cui determinante ¢ —2t.
Di conseguenza
— Se t # 0 la matrice A3 ha rango 3.
— Se t = 0 otteniamo la matrice
1 0 3 0
Az=12 1 2 1
00 0 0

che ha una riga nulla, quindi tutte le sottomatrici 3 x 3 di A3 hanno determinante nullo e
rg(As) < 2. Inoltre in Az troviamo la sottomatrice

o

con determinante non nullo. Quindi in questo caso rg(As) = 2.
|

Esercizio 7.2. Siano v,w € R" wvettori colonna. Dimostrare che la matrice A = vw? € M,(R) ha
rango 0 oppure 1.

SOLUZIONE:
Siano vT' = (vy,ve,...,v,) e wT = (w1, wa,...w,), allora vw’ & una matrice n x n:
V1 V1w V1Wa2 . V1Wn
A= V2 . [wl wy ... wn] _ VoW1 VW2 e VoWnp
Up, VpWi VpWa ... UpWp

In sostanza ogni riga di A ¢ un multiplo della riga formata da w”. Se v = 0 o w = 0, allora anche la
matrice A & nulla e rg(A4) = 0, altrimenti A puo essere ridotta nella matrice

w1 W2 W,
o o0 ... O
o o0 ... O

dove la riga ottenuta & non nulla, quindi se v # 0 e w # 0 la matrice A = vw’ ha rango 1.
|

Esercizio 7.3. Determinare per quali valori del parametro reale t il sistema Ax = b & compatibile
(cioé ammette soluzione). In tali casi determinare esplicitamente le soluzioni.

-1 3 0 2
A=(1 2 -1 b= |1
0 0 2t+1 )

SOLUZIONE:
Sia x = |11, w2, x3]T e calcoliamo Ax:
-1 3 0 X1 -1 + 3$2
Az = 1 2 -1 x| = (21 + 2%2 — I3
0 0 2t+1 I3 (2t+ 1).%‘3
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L’equazione Ax = b si traduce quindi nel sistema

—x1+ 312 =2
1+ 229 —x3=1
(2t+1)$3=5

La matrice associata a tale sistema ¢ quindi formata dalla matrice A come matrice dei coefficienti e dalla
matrice b come matrice dei termini noti:

-13 0 | 2
1 2 -1 |1
0 0 241 | 5

Per stabilire I'esistenza e 'unicita delle soluzioni utilizziamo il teorema di Rouche-Capelli:

Un sistema di equazioni AX = b ammette soluzioni (& compatibile) se e solo se il rango della matrice
dei coefficienti A é uguale al rango della matrice completa A|b:

rg(A) = rg(Alb)

Inoltre:

o Ammette un’unica soluzione se rg(A) = rg(A|b) = numero delle incognite.
o Ammette infinite soluzioni se rg(A) = rg(A|b) < numero delle incognite.

Notiamo che il numero delle incognite del sistema corrisponde al numero delle colonne di A.

Riduciamo quindi A|b a gradini per calcolarne il rango:

-1 3 0 | 2
II+1|o 5 -1 | 3
0 0 24+1 | 5

Si tratta quindi di distinguere due casi.

1
e Set# ~5 allora rg(A) = rg(Alb) = 3 e il sistema ammette un’unica soluzione:

-2+ u
—21 + 310 =2 ! 5(62tt_|—_|—81)
_ — = = ——
otz = o5 =3 2T h@t+ 1)
(2t + ].)(Eg =5 5
T3 = —
2t+1
1
e Set=——, allora rg(4) = 2 < rg(A|b) = 3 e il sistema non ammette soluzioni.

Esercizio 7.4. Si considerino le matrici (dove k é un parametro reale)

6k 4 -2 2
4k +1 4 -1 1
—2k—-1 -2 1 —1f’
2k+3 2 0 0

A=

N O = O

a) Si stabilisca il rango di A al variare di k.
b) Si stabilisca per quali valori di k il sistema lineare Ax = b é risolubile e in tali casi se ne

determinino le soluzioni.

SOLUZIONE:
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Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A|b. Scambiamo la prima e quarta
colonna di A e ricordando poi tale scambio prima di rispondere alla domanda b).

2 4 -2 6k | 0 121 1 2 -1 3k | 0
14 -1 4k+1 | 1| II-1/2000 2 0 k41 | 1|
1 -2 1 —2k—1 | O " IIT+1/2I1{0 0 0 k-1 | 0
0 2 0 2k+3 | 2 02 0 2k+3 | 2
12 -1 3k | 0
02 0 k+1 | 1
00 0 k=110
Iv—Irl0 0 0 k+2 | 1

Anche senza completare la riduzione siamo in grado di risponedere ad entrambe le domande.

a) La matrice A ha rango 3 per ogni valore di k, infatti i due termini k — 1 e k 4+ 2 non si possono
annullare contemporaneamente.

b) Il sistema Ax = b ha soluzione se anche rg(Alb) = 3, cioé se k = 1 quando, ricordando lo scambio
di colonne, otteniamo il sistema:

_1
_ ¥Y=%

00 0 3|1 = §y+21z71 = I vVte R
00 0 O 0 T = _ 4

Infine le soluzioni del sistema sono gli elementi dell’insieme

11 4
=|=,=0-z Lt|teR;.
{(%,’%Zaw) (3767 ’ 3>+(0707 ) ) | € }

Esercizio 7.5. Si dica per quali valori di k il sistema di equazioni lineari:

z+y=1
kx+y+z=1-k (k parametro reale)
y+(1—-k)z=1

ammette un’unica soluzione.

SOLUZIONE:

Dal teorema di Rouche Capelli sappiamo che il sistema ammette una unica soluzione se rg(A) = rg(A|b) = 3.
Riduciamo quindi a gradini la matrice A|b associata a tale sistema per calcolarne il rango:

11 0 | 1 11 o | 1
k1 1 | 1—k|=>II-kI|0 1-k 1 | 1-2k|=
01 1—-k | 1 0 1 1-k | 1

11 0 | 1 11 0 |1
Irjo 11—k | 1 | = 01 1-k | 1
Irjo 1—-k 1 | 1-2k T+ (k=1DIT {0 0 —k*+2k | —k

Il sistema ammette un’unica soluzione se il rango della matrice dei coefficienti e della matrice completa
sono entrambi tre. Dalla matrice ridotta questo avviene per k # 0, 2.
Anche se non e richiesto dall’esercizio notiamo che per k = 2 il sistema non ammette soluzione, mentre

per k = 0 ne ammette infinite.
In alternativa potevamo calcolare il rango della matrice ragionando sui determinanti:
det(A)=1—-k—-1—k(1—k)=Fk>—2k

Quindi se & # 0,2, la matrice A ha determinante non nullo, quindi rg(A) = rg(Alb) = 3 e il sistema
ammette una unica soluzione.

O



112 7. RANGO: ROUCHE-CAPELLI, DIMENSIONE E BASI DI SPAZI VETTORIALI

Esercizio 7.6. Si consideri il sistema di equazioni lineari:
21‘1 — T2 = k
1 —T9g —x3 =0 (k parametro reale)
l’l—k$2+kl’3:k

a) Si dica per quali valori di k il sistema € compatibile e quando ha infinite soluzioni.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema

2 -1 0 | k 2 -1 0o | &
1 -1 -1 | ol=21-T10 -1 -2 | —k|=
1 -k k | k| III1—11{0 —-k+1 k+1 | k
2 -1 0 | k
—II 0 1 2 | k

T+ (=k+DII|0 0 3k—1 | k2

a) Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k = £ allora rg(A) = 2 mentre rg(A|b) = 3, quindi il sistema non ammette soluzioni.
— Se k # % allora rg(A) = 3 = rg(A[b) = numero delle incognite, quindi il sistema ammette
una unica soluzione.

Per rispondere alla domanda a) potevamo anche ragionare sul determinante:
det(A) =2(-k—k)+(k+1)=-3k+1
Quindi
— Sek # %, la matrice A ha detereminante non nullo, quindi rg(A) = rg(A[b) = 3 e il sistema
ammette una unica soluzione.

— Per k = - otteniamo la matrice (numerica, quindi facilissima da ridurre a gradini, se

preferiamo utilizzare la riduzione a questo punto)

2 -1 0 | 3

1 -1 -1 | 0

11 1

L =3 3 | 3

Poiché det(A) = 0, rg(A) < 2. In AJb troviamo la sottomatrice:

-1 0 | 3
-1 -1 ] 0
-1 1 ‘ 1
3 3 3

1
il cui determinante & non nullo, quindi rg(A[b) = 3. Quindi se k = 3 si ha rg(4) <2 <

rg(Alb) = 3, quindi il sistema non ammette soluzione.
b) Risolviamo il sistema per k # %

_ _ 2K’k
20_xo =k T = =
To + 223 = k = Ty = ’;k:’f

_ 1.2 _k?
(Sk_1)$3—k CC3—3k7_1

Esercizio 7.7. Si consideri il sistema lineare

—r+2y+3z2=k+3
246y + (k+7)z=2k+9
x—4y—2z=k—2

3z —6y+(k—T)z2=k*—k—-9

(k parametro reale)

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette una unica soluzione e per quali k ne ammette
infinite.
b) Si determinino tutte le soluzioni del sistema.
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SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema

-1 2 3 |  k+3 “1 2 3 | k+3

2 6 k+7 | 2k+9 Im—2110 2 k+1 | 3

1 -4 -2 | k-2 |TIHr+rlo -2 1 | 2%+1|"

3 —6 k-7 | K2—k—9| IV43I|0 0 k+2 | k*+2k
12 3 | k+3 12 3 | k+3
0 2 k+1 | 3 0 2 k+1 | 3

II+IT|0 0 k+2 | 2%k+4|7 0 0 k+2 | 2k+4

0 0 k+2 | k*+2k IVv—I11{o o 0 | k*-4

a) Notiamo che k? —4 =0se k = 2, e che k +2 = 0 se k = —2. Di conseguenza:
— Se k # £2 allora rg(A) = 3 < rg(A|b) = 4 quindi il sistema non ammette soluzione.
— Se k = 2 allora rg(A) = rg(Alb) = 3 quindi il sistema ammette una unica soluzione.
— Se k = —2 allora rg(A) = rg(A|b) = 2 quindi il sistema ammette infinite soluzioni.
b) Consideriamo il caso k = 2:

—r+2y+32=>5 r=-2

20+32=3 = QY= —%

4z =38 z=2
Consideriamo il caso k = —2:

y=t vieR

z =28 —10
{—x+2y+3z:1
=
z=2t—3

2—2=3

Esercizio 7.8. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

kx+ky+ k22 =4
r4+y+kz =k
T+ 2y+ 3z =2k

a) Si dica per quali valori del parametro reale k il sistema ¢ compatibile.
b) Esistono valori di k per i quali il sistema ha infinite soluzioni?

SOLUZIONE:

Poiche non ci sono richieste esplicitamente le soluzioni, ma solo la loro esistenza, utilizziamo il teorema di
Rouche-Capelli:

Un sistema di equazioni AX = b ammette soluzioni (é compatibile) se e solo se il rango della matrice
dei coefficienti A ¢ uguale al rango della matrice completa A|b:

rg(A) = rg(Alb)

Inoltre:

o Ammette un’unica soluzione se rg(A) = rg(A|b) = numero delle incognite.
o Ammette infinite soluzioni se rg(A) = rg(A|b) < numero delle incognite.

Ricordiamo inoltre che:
Il rango di una matrice A corrisponde al numero dei suoi pivot, una volta che A ¢é stata ridotta a
gradini. In seguito vedremo altri metodi per calcolare il rango di una matrice.
Consideriamo la matrice associata al sistema:

k ok k2| 4
11 k | k
1 2 3 | 2
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a) Il sistema ¢ compatibile se il rango della matrice completa e incompleta coincidono. Per determi-
nare il rango riduciamo la matrice a gradini:

IIIf1 2 3 | 2 1 2 3 | 2%
1 1 k | k|= II-T |0 -1 k=3 | —k
I |k k K2 | 4| III—kII{0 0 0 | 4—k?

La matrice incompleta ha due pivot, quindi ha rango 2. La matrice completa ha rango 2
solamente se 4 — k? = 0, ovvero k = +2.
Quindi il sistema & compatibile se k = £2.

b) Per k = £2 il rango della matrice & 2, mentre le incognite sono 3, quindi il sistema ammette
infinite soluzioni.

O

Esercizio 7.9. Dato il sistema
r+kz=1
r+(k-1y+(k+1)z=1
z+(k—1y+ (k*+4k+3)z2=k+3

determinare per quali valori di k € R il sistema ammette soluzioni. In tali casi stabilire anche se ne
ammette una o infinite.

SOLUZIONE:

Utilizziamo il Teorma di Rouche-Capelli per stabilire quando il sistema ha soluzione. A tale scopo
consideriamo la matrice A|b associata al sistema e la riduciamo a gradini per stabilirne il rango.

1 0 k | 1 1 0 k | 1
Apb=1|1 k-1 E+1 | 1 = II-1 |0 k-1 1 | 0
1 k—1 kK>+4k+3 | k+3 IIT—1110 0 Kk*+3k+2 | k+2
Consideriamo ora i pivot di A osservando che k2 +3k+2 = 0 quando k = —1 0 kK = —2. Dobbiamo quindi
distinguere tre casi.
e Se k # 1,—1,-2, allora rg(A) = rg(A|b) = 3 = numero delle incognite del sistema. Quindi in
questi casi il sistema ammette una unica soluzione.
e Se k =1 la matrice Alb diventa

101 | 1 101 | 1
001 | 0= 001 ] 0
006 | 3 I11r—6rlo 0o 0 | 3
Quindi rg(A) = 2 < rg(Alb) = 3 e il sistema non ammette soluzione.
e Se k = —1 la matrice A|b diventa
10 -1 ] 1
0 -2 1 | 0
00 0 |1
Quindi rg(A) = 2 < rg(Alb) = 3 e il sistema non ammette soluzione.
e Infine se k = —2 la matrice A|b diventa

1 0 -2 | 1

0 -3 1 | 0

0 0 0 | O
Quindi rg(A) = 2 = rg(Ad) e il sistema ammette soluzione. Poiché inoltre il rango & inferiore al
numero delle incognite, in questo caso il sistema ammette infinite soluzioni.

O

Esercizio 7.10. Si consideri il sistema lineare
r+ky+z=2k-1
kxr+y+z=5 (k parametro reale)
z+y+kz=0

a) Si dica per quali valori di k il sistema é risolubile.
b) Si dica per quali valori di k il sistema ammette un’unica soluzione.
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SOLUZIONE:

Dal teorema di Rouche Capelli sappiamo che il sistema ammette soluzione se rg(A) = rg(Alb), e ammette
una unica soluzione se rg(A4) = rg(Alb) = 3. Riduciamo quindi a gradini la matrice A|b associata a tale
sistema per calcolarne il rango:

1 k1 | 2k—17 III[1 1 k | O
k11| 5 |=1T11 k1| 2—-1|=
11 k| 0 Ik 11| 5

11 E | 0 11 k 0
II-1 0 k=1 1—k | 2k—1|= 0 k—1 1—k | 2k—1
HI—kKI|0 1—k 1-k> | 5 IIT+I1|0 0 —k2—k+2 | 2k+4

Notiamo che —k*> —k+2=0se k=10 k = —2, di conseguenza:
e Se k #1,-2 allora rg(A) = rg(A|b) = 3 quindi il sistema & risolubile.
e Se k =1 otteniamo la matrice:

1110
000 | 1
0 00 | 6
Quindi rg(A) =1 < rg(Alb) = 2 e il sistema non & risolubile.
e Se k = —2 otteniamo la matrice:

1 1 -2 ] 0

0 -3 3 | -5

0 0 0 0

|
Quindi rg(A) = rg(Alb) = 2 ke il sistema & risolubile, con infinite soluzioni.
In conclusione:

a) Il sistema ammette soluzione se k # 1.
b) Il sistema ammette una unica soluzione soluzione se k # 1, —2 (Per k = —2 il sistema ammette

infinite soluzioni).

Esercizio 7.11. Si consideri il sistema di equazioni lineari
kx+y+z =1
y+z =k (k parametro reale)
3r+ky+2z =2

a) Discutere esistenza e unicitd di soluzioni del sistema lineare al variare di k € R.
b) Determinare le eventuali soluzioni del sistema al variare di k.

SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema

E 11 | 1 IIrf3 k 2 | 2
011 | k| = 01 1 | kl=
3k 2 | 2 I |k 11 | 1]
3k 2 | 2 ]
0 1 1 | k =
3[IT—kI |0 3—Fk* 3—-2k | 3—2k|
3 k 2 | 2
0 1 1 | k
INT—B3-kK)IT |0 0 k*—2k | k*—5k+3

a) Notiamo che k? — 2k =0se k = 0 o k = 2, di conseguenza:
— Se k # 0,2 allora rg(A4) = rg(A|b) = 3 quindi il sistema ¢ risolubile e ammette una unica
soluzione.
— Se k=0 allora rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 quindi il sistema non & risolubile.
— Se k =2 allora rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 quindi il sistema non & risolubile.
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Per rispondere alla domanda a) potevamo anche utilizzare il determinante:
det(A) =k(2—-k)+3(1-1)=k(2—k)

Quindi
— Se k # 0,2, allora rg(A) = rg(A|b) = 3 e il sistema ammette una unica soluzione.
— Se k =0 allora rg(A) < 2 e la matrice A|b diventa

1] 1
1] o0
2 | 2

possiamo ridurre la matrice a gradini, oppure osservare

0
0
3

O = =

~

A questo punto per calcolare rg(A|b
che Alb contiene la sottomatrice

0 1 |
01 |
3.0 |
con determinante non nullo. Quindi per £ = 0 ¢ rg(4) < 2 < 3 = rg(Alb) e il sistema non

ammette soluzioni.
— Se k =2 allora rg(A) < 2 e la matrice A|b diventa

possiamo ridurre la matrice a gradini, oppure osservare

N O =

w o N
[N
[N
DN =

~

A questo punto per calcolare rg(A|b
che A|b contiene la sottomatrice

con determinante non nullo. Quindi anche per k =2 & rg(4) <2 < 3 =rg(Ab) e il sistema
non ammette soluzioni.
b) Risolviamo il sistema nei casi k # 0, 2:

N = =
[ NI NI

2
0
3

—k24+3k—-2 1—k
{L’— fry

3z +ky+ 2z =2 k2 -2k k
—2k? + 5k — 3
(k? —2k)z = k3 — 5k + 3 K —5k+3
k2 — 2k

Esercizio 7.12. Si consideri il sistema lineare
(14+k)x=0
ky+z4+w=2
rz+kz+2w==%k
T+ kw=0

(k parametro reale)

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette una unica soluzione.
b) Si determinino tutte le soluzioni del sistema per k = 0.

SOLUZIONE:

La matrice associata a al sistema ¢

1+k

+
0
Ap=| |
1

O O O
oS TR O
N = O
o IO
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a) Il sistema ammette una unica soluzione se rg(A) = rg(Alb) = 4. Utilizzando il determinante,
ricordiamo che il rango di una matrice corrisponde al massimo ordine di una sua sottomatrice
quadrata con determinante diverso da zero. Quindi rg(A) = rg(Alb) = 4 se e solo se det(A) # 0.

k11
det(A) = (14+k)-det |0 k 2| =(1+k)E>
0 0 k

Quindi il sistema ammette una unica soluzione quando k # 0, —1.
b) Torniamo al sistema nel caso k = 0 (senza la necessita di ridurre la matrice associata):

=0 =0
-9 — ¢

zhw =Y vteR

z+2w=0 z =2

z=0 w=20

|
Esercizio 7.13. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

1 — T = t—2
try + (t—4)x2 =0 (t parametro reale)

2{E1 —|—(2—2t)$2 =2t—4

a) Si dica per quali valori di t il sistema é compatibile.
b) Per i valori di t che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema

1 -1 | t-2 1 -1 | t-2

t t—4 | 0 | = II—tI |0 2t—4 | —t?+2t| =

2 22t | 2t—4| IIT—-2I|0 4-2t | 0
| t—2

|
0 2t—4 | —t>+2t
HI+II |0 0 | —t2+2
a) Notiamo che —t* + 2t =0set =00t =2, e che 2t —4 =0 se t = 2. Di conseguenza:
— Se t #0,2 allora rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 quindi il sistema non & compatibile.
— Set =0 allora rg(A) = rg(A|b) = 2 quindi il sistema & compatibile, e ammette una soluzione.
— Se t = 2 allora rg(A) = rg(AJb) = 1 quindi il sistema e compatibile, e ammette infinite
soluzioni.
b) Consideriamo il caso t = 0:

T] — Ty = —2 N T = —2
—43’52:0 1‘2:0

Se t = 2 il sistema si riduce alla sola equazione x1 — 2 = 0 le cui soluzioni sono

{xl:k Vk e R
k

T —

Esercizio 7.14. Si consideri il sistema di equazioni lineari:
xl—(k+1)x2:k
221 — 2z9 = 2k (t parametro reale)
(k+2)z1 4+ (k—2)z2 =0

a) Si dica per quali valori di k il sistema é compatibile.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, trovare le sue soluzioni.
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SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema
1 k-1 | %k 12I1 | 1 -1 | k&
2 -2 | 2kl = I 1 k-1 | k| =
k+2 k=2 | O Ir (k+2 k-2 | 0
1 -1 | k 1 -1 | k
I71-1 0 —k | 0 = 0 —k | 0
NI —(k+2)I {0 2t | —k(k+2) IIr+21r10 0 | —k(k+2)

a) Dobbiamo distinguere tre casi:
— Se k #0,—2 allora rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 quindi il sistema non & compatibile.

— Se k = —2 allora rg(A) = rg(Alb) = 2 quindi il sistema & compatibile, e ammette una
soluzione.
— Se k = 0 allora rg(A) = rg(AJb) = 1 quindi il sistema & compatibile, e ammette infinite
soluzioni.
b) Consideriamo il caso k = —2:

x1—$2:—2 N .’E1:—2
—ZL‘QZO 1‘2:0

Se k = 0 il sistema si riduce alla sola equazione x1 — x5 = 0 le cui soluzioni sono

—¢
{xl Vt e R

l‘gzt

Esercizio 7.15. Si consideri il sistema di equazioni lineari:

1{3.7?1—374:1

25 =
ﬂ(U]: +1)x3 +O(k 1) P (k parametro reale)
- X1 — To = —
ki + kxo = 2k

a) Si dica per quali valori di k il sistema ammette soluzione, specificando se e quando ne ammette

una o infinite.
b) Per i valori di k che rendono il sistema compatibile, si determinino le sue soluzions.

SOLUZIONE:
La matrice associata al sistema &
k 0 0 -1 | 1
o 1 2 0 | o0
AP=15"0 k—1 0 0 | k-1
k E 0 0 | 2k
a) Utilizziamo il determinante per calcolare rg(A) e rg(Alb).
0 1 2
det(A)=1-det |[k—1 k—1 0| =1-2-[k(k—1)—k(k—1)]=0 VkeR
k E 0
Poiché det(A) =0, rg(A) < 3 per ogni k. Viceversa in A|b troviamo la sottomatrice quadrata
0 0 -1 | 1
1 2 0 | 0
k—1 0 0 | k—1
k0 0 | 2
che ha determinante
1 2 0
det=1-det |[k—1 0 k—1| =1-(=2)2k(k—1) —k(k—1)] = —2(k* — k)
k0 2k

Tale determinante si annulla per k = 0,1, quindi sicuramente se k # 0,1, rg(A[b) = 4.



2. SOLUZIONI 119

Abbiamo cosi ottenuto che se k # 0,1, rg(A) < 3, mentre rg(A|b) = 4, quindi il sistema non
ammette soluzione.

Si tratta ora di considerare i due casi k =0e¢ k = 1.

Se k = 0 otteniamo il sistema

0 0 0 -1 | 1] —IIIft 10 0 | 1
lo 1 2 0 | 0 012 0 | o0
Ab=121 210 0 | 1|7 1 oo -1 |1

0 0 0 0 | 0 000 0 |0

Quindi se k =0, rg(A) = rg(A|b) = 3 e il sistema ammette infinite soluzioni.
Se k = 1 otteniamo il sistema

100 -1 | 1 10 0 -1 |1
o112 0 | o 01 2 0 | o0
Ab=19 00 0o | o~ 00 0 0 | 0

110 0 | 2| wv—I1r—1joo —2 1 | 1

Quindi anche se k =1, rg(A) = rg(A4|b) = 3 e il sistema ammette infinite soluzioni.
b) Abbiamo visto che il sistema ha soluzione solo se k # 0,1. Inoltre se k = 0 abbiamo ottenuto il

sistema
r1=2t+1
I1+£l?2:1 !
I2:72t
ro+223=0 = ; Vie R
xr =
—,’E4:1 3
$4:—1

Analogamente nel caso k = 1 abbiamo ottenuto il sistema

T, =2t + 2
$1—$4:1 9t
Ty = —
To+2r3=0 =47 . VteR
Tr3 =
—owstay =1
T3 2a=2t+1

O

Esercizio 7.16. Al variare del parametro reale k, si risolva il sistema di equazioni lineari omogenee:

2kxo + 13 — 14 =0
1 —2x3+ kry =0 (t parametro reale)
xr1 —2kxs +x4 =0

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice dei coefficienti associata a tale sistema

0 2t 1 -1 I7{1r 0o -2 k 1 0 -2 k
1 0 -2 k|=11|02t 1 -1|= 0 2k 1 -1
1 0 -2t 1 1 0 -2t 1 —II1+7110 0 2k-2 k-1

Discutiamo ora i valori del parametro in corrispondenza dei pivot.

e Se k = 0 la matrice diventa
1 0 -2 0 10 -2 0 x1—223=0
00 1 -1|= 00 1 —-1|l=qx3—24=0 =
0 0 -2 -1 IIr+21r1o0 o 0 -3 —32,=0
xr1 = 0
X9 =t

Vie R= S=1{(0,t0,0) | teR}
r3 =

SC4:O

Notiamo che rg(A) = rg(A|0) = 3. Poiché si tratta di un sistema in quattro incognite, nell’insieme
delle soluzioni ci sono infinite soluzioni con un solo parametro libero (dato da 4 — rg(A4)).
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e Se k =1 la matrice diventa

10 -2 1 =l
- — =0 =—t
01 1 —-1|= T1— T3+ T4 = w2 +e Vs,te R =
XTyg =S

S={(t—-s~t+s,t,s)|s,teR}

Notiamo che rg(A4) = rg(A|0) = 2. Poiché si tratta di un sistema in quattro incognite, nell’insieme
delle soluzioni ci sono infinite soluzioni con due parametri libero (dato da 4 — rg(A)).

e Se k # 0,1 la matrice dei coefficienti ha rango 3 < 4 = numero delle incognite, quindi il sistema
ammette comunque infinite soluzioni con un solo parametro libero

xr1 = —%(1 —|—/€)t

Ty —2x3 + kxy =0 1 —2x3+ kry =0 ;
To =

2kxo + 13— 24 =0 =< 2kzot+ax3—24=0 = 2 2k Vit e R
T3 = — %

2k — Vs + (k— 1)ay =0 223+ 24 =0 ’ i)
T4 = +

4k 2k 4k
= S = -1
S {( 3(+k)t,t, ot 3t>t€R}

Notiamo che abbiamo scelto 5 come variabile libera in modo da non dovere dividere per k per
determinare la soluzione. Inoltre con tale scelta non € in realta necessario distinguere il caso k = 0
precedentemente discusso.

|
Esercizio 7.17. Si consideri il sistema lineare dipendente dal parametro reale k
vy +kxo+x3+as=1
T1+To+2x3+x4=1
kIl + kI4 =1
a) Si determini per quali valori di k il sistema ammette soluzione.
b) Si stabilisca se esistono valori di k per i quali il sistema ha soluzione unica.
SOLUZIONE:
La matrice A|b associata al sistema eé:
1 k11 | 1
Apb=11 1 2 1 | 1
E 0 0 k | 1
Per ridurre a gradini la matrice scambiamo la prima e terza colonna
1 k11 |1 1k 1 1 | 1
2 1 1 1 | 1|=I-2I0 1-2k -1 -1 | -1
0 0 k k | 1 0 0 ko k] 1
a) Se k # 1, 0, allora rg(A) = rg(Alb) = 3 e il sistema ammette (infinite) soluzioni. Se k = 1 o

k =0, allora rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3 e il sistema non ha soluzione.
b) La matrice A & 3 x 4, quindi A ha sempre rango minore o uguale a tre, cio¢ minore del numero
delle incognite e il sistema non pud ammettere soluzione unica.

O

Esercizio 7.18. Si consideri lo spazio vettoriale N(A) dato dalle soluzioni del sistema omogeneo
Az =0 con

8k+1 k+4 0 k+8

| 2k 0 1 2k 42
A= 0 0 k4t d 0 k parametro reale.
k 0 k+2 k+3

a) Si stabilisca per quali valori di k lo spazio N(A) é nullo: N(A) = {(0,0,0,0)}.
b) Per i valori di k esclusi al punto precedente si determini una base di N(A).
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SOLUZIONE:

a) N(A) e dato dalle soluzioni del sistema omogeneo Az = 0. Un sistema omogeneo ammette sempre
la soluzione nulla; in particolare, per Rouche-Capelli, ammette la sola soluzione nulla se rg(A) &
massimo. Nel nostro caso quindi N(A4) = {(0,0,0,0)} se rg(A) = 4. Determiniamo il rango di A
calcolandone il deteminante:

2% 1 2k+2
det(A) = —(k+4)-det | 0 k+4 0 | =—(k+4)* 2k(k+3)—k(2k+2)] = —dk(k +4)?
k k+2 k+3

Infine rg(A) = 4 se det(A) # 0, cioé N(A) = {(0,0,0,0)} se k # 0, —4.
b) Se k = 0 la matrice A diventa

1 4 0 8 rz4+4y+8w =0 =4t

0 0 1 2 z+2w =0 y=t
= N(A =

00 4 0 (4) 4 =0 z=0

0023 22+ 3w =0 w=0

= N(A)={(-4,1,0,0)t | Vt € R}.
Se k =0 quindi B(N(A4)) = {(—4,1,0,0)} e dim(N(A)) = 1.

Se k = —4 la matrice A diventa
=31 0 O 4 =31 0 O 4 -31 0 O 4
-8 0 1 -6 2531][—8[ 0 0 31 =218 N 0 0 31 -218
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0
-4 0 -2 -1 20V — I | 0 0 -5 4 31IV +5I1| 0 0 0 —-966
x=0
—3lz+4w =0 _y
N(A): {31z —218w=0 = y:O = N(A)={(0,1,0,0)¢ | Vt € R}.
w=0 =
w=0

Se k = —4 quindi B(N(A)) = {(0,1,0,0)} e dim(N(A)) = 1.

Esercizio 7.19. Si consideri la matrice

1 0 =2
-1 1 3
A= 2 1 =3
0 1 1

a) Indicare basi per lo spazio delle righe e per lo spazio delle colonne di A.
b) Esistono valori t € R per cui il sistema Ax =b, con b= (1,1,t,t) ammetta soluzione?

SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A|b:

1 0 -2 | 1 10 -2 | 1 10 -2 | 1
-1 1 3 [ 1f I+l |01 1 | 2| 01 1 | 2
2 1 =3 | ¢| 7Hr—2100 1 1 | t—2| T II-II|0 0 0 | t—4
0 1 1 | ¢ 01 1 | ¢ Iv—IIrrjo o o | 2

A questo punto della riduzione siamo gia in grado di rispondere alle domande.
a) La matrice A ha rango due, inoltre
B(spazio delle colonne) = {(1,-1,2,0), (0,1,1,1)}
B(spazio delle righe) = {(1,0,-2), (-1,1,3)}

b) La matrice Al|b ha rango 3 per ogni valore di ¢, quindi il sistema Az = b non ammette mai
soluzione.

O
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Esercizio 7.20. Si consideri la matrice

2 6 2k +2
A=|3 k+11 5k+7
-1 -3 k? -3
dove k & un parametro reale.

a) Si calcoli il rango di A.
b) Si stabilsca per quali valori di k il sistema Az = b ha soluzione per ogni b € R3.

SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice A:
2 6 2k +2 1/21 1 3 k+1

3 k+11 5k+7| = II-3/2 [0 k+2 2k+4
-1 -3 kK*-3 IIT+1/2I1'[0 0 K +k-—2

a) La matrice A ha rango 3 se k # 1, —2, ha rango 2 se k = 1 e ha rango 1 se k = —2.
b) 1l sistema Az = b ha soluzione per ogni b € R? se la matrice dei coefficienti ha rango 3 nel qual
caso 1g(A) = rg(Alb) = 3 per ogni b € R?, ovvero se k # 1, —2.
|

Esercizio 7.21. Siano dati i sequenti vettori di R®:
v = (2,1,1), vy = (—1,1,2), vy = (3,-2,-1), vy = (4,—1,-2).

Stabilire se vy € combinazione lineare di vi, vy € v3.

SOLUZIONE:

Si tratta di stabilire se ’equazione xv; + yvs + zvs = vy ammette soluzione. Notiamo che il vettore
xv1 + yve + zv3 € dato da:

xvy +yva +zv3 = 2x —y+3z, c+y—2z, x+ 2y —2)
quindi all’equazione xvi + yvo + zv3 = v4 associamo il sistema

2r—y+3z2=4
r+y—2z=-1
r+2y—z=-2

Notiamo che si tratta del sistema

2 -1 3 | 4
Ap=1[1 1 -2 | -1
1 2 -1 | -2

dove A & la matrice che ha per colonne i vettori vy, vo € v3, e b & dato dal vettore vy. In generale passeremo
direttamente dall’equazione zvi + yvs + zv3 = vy al sistema A|b associato.

Per Rouche - Capelli il sistema ammette soluzione se rg(A) = rg(A|b). Riduciamo quindi la matrice a
gradini:

2 -1 3 | 4 2 -1 3 | 4
2I -1 [0 3 -7 | —6 0 3 -7 | -6
Ir—irjo 1 1 | -1 3III—11|0 0 10 | 3

Abbiamo ottenuto che rg(A4) = rg(A|b) = 3 quindi il sistema ammette (una unica) soluzione e vy &
combinazione lineare di vy, vy € v3.

O

Esercizio 7.22. Siano dati i sequnti vettori di R>:
U1 E(lvlvl)a U2E(27777)a U3E(07k2+253)a U4E(17k+3ak2+2)'

Stabilire se v4 € combinazione lineare di vy, vo e vs al variare del parametro k.
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SOLUZIONE:

Si tratta di stabilire se il sistema associato all’equazione vettoriale xvi 4+ yvs 4+ zv3 = v4 ammette soluzione.
Consideriamo la matrice associata a tale sistema

12 0o | 1
Ab= |1 7 K*+2 | k+3
17 3 | K+2

Per Rouche - Capelli il sistema ammette soluzione se rg(A) = rg(Alb).
Riduciamo la matrice a gradini:
1 2 0 | 1
IT-1 (0 5 k*+2 | k+2
IIT—II(0 0 k*>—-1 | k*—-k-—1
Consideriamo il pivot della terza riga e distinguiamo i casi necessari.
e Se k # +1 sia la matrice completa che quella incompleta hanno 3 pivot, quindi rg(A) = rg(A|b) = 3
e il sistema ammette (una unica) soluzione. Di conseguenza vy ¢ combinazione lineare di v, vy
€ V3.
e Se k =1 la matrice diventa:

120 | 1
05 3] 3
000 | -1

Quindi A ha 2 pivot, mentre A|b ne ha 3. Dal momento che rg(A) < rg(A|b) il sitema non
ammette soluzioni e v4 non € combinazione lineare di vy, vy € v3.

e Se k = —1 la matrice diventa:
12 0 | 1
05 3 | 1
000 | -1

Quindi A ha 2 pivot, mentre A|b ne ha 3. Dal momento che rg(A) < rg(A|b) il sitema non
ammette soluzioni e v4 non & combinazione lineare di vy, vy e v3.
O

Esercizio 7.23. Determinare per quali valori del parametro reale k i sequenti vettori formano una
base di R®.

v = (1,2, -2), v = (1,1, -3), vy = (3,7,k—6)

SOLUZIONE:

Sappiamo che tre vettori di R® formano una base di R? se e solo se sono linearmente indipendenti, ovvero
se la matrice associata ai tre vettori ha rango 3. Riduciamo quindi a gradini la matrice associata:

1 1 3 1 1 3 1 1 3
2 1 7 = II-2I [0 -1 1 = 0 -1 1
-2 -3 k-6 IIT+1110 -2 k+1 II7-21110 0 k-1

Ragionando sui ranghi:

e Se k # 1 la matrice ha 3 pivot, quindi ha rango 3 e vy, vs e v3 formano una base di R®.
e Se k = 1 la matrice ha 2 pivot, quindi ha rango 2 e vy, vs e v3 non formano una base di R?.

In alternativa potevamo calcolare il rango utilizzando il determinante:
det(A)=(k—6+21)—(2k—12+14)+3(-6+2)= -k +1
v1, Uy e v3 formano una base di R® se la matrice associata ha rango 3, ovvero se ha determinante non
nullo, cioe k # 1.
O

Esercizio 7.24.

a) Mostrare che i vettori
V1 = (0, 1, 1), Vo = (—l,k’,O), V3 = (1, 1, k)

sono linearmente indipendentt per ogni valore di k € R.
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b) Esprimere il vettore v = (2,1,2) come combinazione lineare di v1,vs, V3.

SOLUZIONE:

Per rispondere alla domanda a) dobbiamo verificare che I’equazione zv, + yvs + zv3 = 0 ammette solo la
soluzione nulla, ovvero che la matrice A associata ai tre vettori ha sempre rango 3.

Per rispondere alla domanda b) dobbiamo verificare che 'equazione xv; 4+ yvs + zv3 = v ammette
soluzione (e non ha importanza se ne ammette una oppure infinite), ovvero che rg(Alb) = rg(A), dove A|b
¢ la matrice associata all’equazione.

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo quindi direttamente a gradini la matrice formata dai
tre vettori v, vq,vs e dal vettore v come colonna dei termini noti:

0 -1 1 | 2] III[1 0 k | 2 1 0 k| 2
1 k 1 | 1|=110 -1 1| 2|= 0 -1 1 | 2|=
1 0 k | 2 {1 k 1 | 1| mr-rlo k 1-k | -1
1 0 k | 2
0 -1 1 | 2
IIT+kEIT[0 0 1 | —1+2k

a) Per rispondere alla prima domanda ci interessa solo la matrice A dei cofficienti. La matrice dei
coefficienti ha sempre rango 3, quindi I’equazionine zv; + yvs + zvs = 0 ammette la sola soluzione
nulla e v1, v2,v3 sono linearmente indipendenti per ogni valore di k.

b) Risolviamo il sistema 2v; +yvs + zv3 = v di cui abbiamo gia ridotto a gradini la matrice associata:

T+ kz=2 r=—-2k>+k+2
—y+z2=2 = y=2k-3
z=2k—-1 z=2k—-1

Quindi
v =(—2k* + k+2)vy + (2k — 3)vy + (2k — 1)v3

€ combinazione lineare di vy, vy e v3.

Esercizio 7.25. In R? siano
vy = (k,2,1), wvy=1(-2,1,0), w3=1(0,1,1), (k parametro reale)

a) Si stabilisca per quali valori di k i tre vettori costituiscono una base di R3.
b) Per i valori trovati al punto a), si calcolino le coordinate del vettore v = (—2,1,2) rispetto a tale
base.

SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice formata dai tre vettori vy, vo,vs €
dal vettore v come colonna dei termini noti:

k-2 0 | =21 moIfi o 1 | 2 1 0 1 | 2
2 1 1] 1|= 2 1 1| 1|=1ImI-2rfo 1 -1 | -3 |=
1 0 1| 2 I |k =2 0 | —2| HI—kIl0 -2 —k | —2-2k
10 1 | 2
01 -1 | -3
IIT+2IT (0 0 —k—2 | —2k—38

a) La matrice dei coefficienti ha rango 3 se k # —2, quindi vy, va, v3 costituiscono una base di R? se
k # —2.

b) Risolviamo, per k # —2, il sistema zv; + yvs + zv3 = v di cui abbiamo gia ridotto a gradini la
matrice associata:

r+z=2 T = 4

TR+
(k+2)z=2k+38 z =2kt

4 —k+2 2k+8
E+2" k+27 k+2

Infine v ha coordinate < > rispetto a {vy, va, vs}.
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Esercizio 7.26. Si consideri il sottospazio V = (v1,va,v3) di R® generato dai vettori
v = (_1) 17 27 170)7 V2 = (07 27 17 1a O)a U3 = (17 1a _15 070>
a) Trovare una base di V.

b) Determinare le coordinate del vettore v = (—2,6,6,4,0) € V rispetto alla base trovata al punto
a).

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice associata dai tre vettori vy, vo, v affiancata dal vettore v per rispondere a
entrambe le domande.

-1 0 1 | =2 -1 0 1 | -2 -1 0 1 | -2
1 2 1 | 6 II+I [0 2 2 | 4 1217 [0 1 1 | 2
2 1 -1 | 6|=1III+27|0 1 1 | 2|=2[I-II|0 00 | 0
1 1 0 | 4 IV+I |0 1 1 | 2 IV—IIT|0 00 | O
00 0 | O 0 00| 0 0 00| 0

a) Il rango di A ¢ 2 e una base di V' & B = {v1, va}.
b) Dobbiamo risolvere ’equazione zv; +yvy = v. Abbiamo gia ridotto a gradini la matrice associata
a tale equazione (basta ignorare la terza colonna relativa a vs). quindi

= _9
{ o = v = 2u; + 209, v=(2,2)p
y=2

Esercizio 7.27. Sia V il sottospazio di R® generato dai vettori:
v = (27171)3 Vg = (_17172)7 U3 = (37_27_1)7 V4 = (47_17_2)

Determinare una base di V. Esprimere inoltre vy, va, v3 € vy come combinazione lineare degli elementi di
tale base.

SOLUZIONE:

Dalla teoria sappiamo che m vettori linearmente indipendenti di R" generano un sottospazio di R™ di
dimensione m < n. E’ evidente che trattandosi di 4 vettori di R® i vettori sono sicuramente linearmente
dipendenti.

Per rispondere a entrambe le domande calcoliamo comunque il rango della matrice A associata ai
quattro vettori riducendola a gradini, in modo da individuare quale (o quali) vettore dipende linearmente
dagli altri.

2 -1 3 4
1 1 -2 -1
1 2 -1 =2

Procedendo con il metodo di Gauss otteniamo le matrici equivalenti

2 -1 3 4 2 -1 3 4
2IT-1 10 3 -7 -6 0 3 -7 -6
II1-1110 1 1 -1 3Iir-11710 0 10 3

Si puo osservare che rg(A) = 3, quindi tre dei quattro vettori di partenza sono linearmente indipendenti.
In particolare anche la matrice formata dalle prime tre colonne, ovvero da vy, ve e vz ha rango 3. Quindi
puo essere presa come base di V' 'insieme
B = {v1, v2, v3}
Si tratta ora di esprimere vy come combinazione lineare di v1, vy e v3, ovvero di risolvere I'’equazione
V1 + YU + 2V3 = U4
Notiamo che la riduzione a gradini della matrice associata a tale equazione vettoriale I’abbiamo gia
effettuata per determinare il rango della matrice associata ai quattro vettori:
2 -1 3 | 4
0 3 -7 1] -6
0 0 10 | 3
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Tornando al sistema:

2v —y+3z2=4 r=23
Jy—Tz=-6 =Sy=-3 vVt e R
10z =3 z=3
Di conseguenza
9 13 3
V4 V] — —= V2 + — V3.

~ 10 10 10
Inoltre si ha banalmente:

v = 11}1 + 01)2 + 01}3, Vo = 01)1 + 1’02 + O’Ug, V3 = O’Ul + 0U2 + 11)3
]
Esercizio 7.28. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori:
U1 = (2717271)7 V2 = (677’875)
v3 = (2k, k + 8,3k + 3,2), vg = (0,2k, 2k, 1).

Determinare una base di V' al variare del parametro k. Esprimere inoltre vy, va, v3 € vy come combinazione
lineare degli elementi di tale base.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice A associata ai quattro vettori

26 2% 0 1211 3 k0
1 7 k+8 2k 1 7 k+8 2k
2 8 3k+3 2| 2 8 3k+3 2
15 2 1 15 2 1
13 k 0 1 3 k 0
II—1 10 4 8 2 1/2IT |0 2 4 I
Ir—2r|0 2 k+3 2k| “III—1/2I1|0 0 k-1 ko=
V-11]02 2-k 1 IV—IIT [0 0 —2k—1 1—2k

Conviene non completare la riduzione e discutere a questo punto i valori del parametro. Infatti in
generale durante le operazioni di riduzione non si ottiene necessariamente det(A) = det(A4’), ma, poiché

rg(A) = rg(A’), si ha che det(A) = 0 sse det(A’) = 0. Possiamo quindi calcolare il determinante della
matrice ridotta A’ per calcolare il rango di A:

det(A) = 1-2-[(k — 1)(1 — 2k) — (—2k — 1)k] = 2(4k — 1)

Di conseguenza:

1
o Se k # T si ha det(A’) # 0, quindi det(A) # 0 e rg(4) = 4. Di conseguenza i quattro vettori
sono linearmente indipendenti:

dim(V) =4,, B = {vy, va, vz, v4}.

Per esprimere ogni vettore come combinazione lineare degli elementi della base abbiamo la
soluzione banale:

vi=1-v1+0-v2+0-v3+0-v4 vo=0-v1+1-v2+0-v3+0-v4
v3=0-v1+0-vo+1-v3+0-v4 vy =0-v14+0-v3+0-v3+1-0v4

e Se k = 1 si ha det(A) = det(4’) = 0 e la matrice ha rango sicuramente minore di 4. Possiamo
ora procedere con la riduzione

13 1 0 13 1+ 0 13 12 0
02 4 % _ Mrjo 8 16 1| 0 8 16 1
00—2% 417710 0 -3 1 00 -3 1
00 -5 3 2IV.|0 0 -3 1 IV —1I1II|0 0 0 0
Di conseguenza rg(A) = 3 e v1, v2 e vs (oppure vy, v2 € vyq) sono linearmente indipendenti.

dim(V) = 3,, B={vi, v, v3 }.
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Per esprimere v,4 in funzione degli elementi di tale base risolviamo ’equazione xvs+yvo+2zv3 =
v4 la cul matrice associata si riduce a

13 & |0
0 8 16 | 1
00 -3 | 1
00 0 | O
Tornando al sistema associato otteniamo
1
x+3y+iz:0 x:—%
8y + 162 = 1 = Qy=-+3
-3z=1 Z:*%
OVVero
v ——§ v —|—B v —1 v
DY B T
Inoltre:
’01:1'1}1+0"U2+0'Ug, UQZO'U1+1'U2+O'U3, U3:0"U1+0'"02+1'7)3

Esercizio 7.29. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori:
vy = (0,k —1,k* — 1,3k — 2), vy = (1,3,0,3), vy = (-1,-2,1,-1).

Determinare la dimensione e una base di V' al variare del parametro reale k.

SOLUZIONE:

Calcoliamo il rango della matrice A associata a tale insieme di vettori per stabilire se, o quali vettori sono
linearmente indipendenti.

0 1 -1

k-1 3 -2

A=lp21 0 1

3k—2 3 -1

Utilizziamo il determinante. Consideriamo la sottomatrice B formata dalle prime 3 righe:
0 1 -1
B=|k—-1 3 —2| = det(B)=—(k—1+2k?>—-2)—(-3k>+3)=k?>—k

-1 0 1

il cui determinante si annulla per £k = 0,1. Quindi:
e Se k # 0,1 la matrice associata ai tre vettori ha rango 3. Di conseguenza dim(V) =3 e

B(V) = {v1, v2, v3} = {(0,k —1,k* — 1,3k — 2), (1,3,0,3), (—1,-2,1,—1)}.

e Se k = 0 la matrice A diventa:

0 1 -1 II7({-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
-1 3 -2 N -1 3 -2 N IrI-1 10 3 -3 N 0 3 -3
-1 0 1 I |0 1 -1 0 1 -1 3[II-1I110 0 O
-2 3 -1 -2 3 -1 v -2r{o 3 -3 Iv—-II |0 0 0

Quindi rg(A) = dim(V) = 2. Inoltre
B(V)={ v, vo} ={(0,-1,-1,-2), (1,3,0,3)}

e Se k =1 la matrice A diventa:

0 1 -1
0 3 -2
0 0 1
1 3 -1
Notiamo che A contiene la sottomatrice C:
0 3 -2

C=10 0 1]|= det(C)=1-3#£0
13 -1



128 7. RANGO: ROUCHE-CAPELLI, DIMENSIONE E BASI DI SPAZI VETTORIALI

Quindi anche per k =1, dim(V) =rg(4) =3 e
B(V) = {v1, va, v3} ={(0,0,0,1), (1,3,0,3), (—-1,-2,1,-1)}.

Esercizio 7.30. Sia W il sottospazio di R* generato dai vettori {vy,va, v3,v4}:
v = (-1,1,-1,1), vy = (1,k,3,4), vy = (1,—-1,k,1), vy = (0,0,1, k)

Si calcoli la dimensione di W al variare di k € R.

SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice A associata ai 4 vettori:

11 1 0 -1 1 1 0
1 k -1 0 II+71 |0 k+1 0 0
13 k 1|~7mr-rlo 2 k-1 1
1 4 1 k| 1w+I|lo 5 2k

Chiamiamo A’ la matrice ridotta cosl ottenuta. Sappiamo che rg(A’) = rg(A). Sappiamo inoltre che
il rango di una matrice corrisponde, oltre che al numero di pivot, al massimo ordine di una sottomatrice
con determinante non nullo. Senza proseguire ulteriormente nella riduzione possiamo quindi calcolare il
determinante della matrice ridotta A’ per calcolarne il rango:

det(A)=—1-(k+1)-[(k—1Dk—-2] = —(k+1)(k* =k —2)
e det(A’) =0se k= —1 0 k= 2. Di conseguenza
e Se k# —1,2, det(A’) # 0, quindi la matrice A ha rango 4, e dim(W) = 4.

e Se k = —1 la matrice A’ ha determinante nullo, quindi rg(A4) < 4, e dopo un ulteriore passo di
riduzione A diventa

A:

-1 1 1 0
;|0 0 0 O
A= 0o 2 -2 1
|05 2 -1
Questa contiene la sottomatrice
(-1 1 0
0 2 1
10 5 -1

di determinante —1(—2 — 5) # 0.
Quindi A ha rango 3 e dim(W) = 3.
e Se k = 2 la matrice A’ ha determinante nullo, quindi rg(A4) < 4, e dopo un ulteriore passo di
riduzione diventa

-1 1 1 0
;10 3 00
A= 0 2 1 1
0 5 2 2
Questa contiene la sottomatrice
-1 1 0
0 3 0
0 2 1

di determinante —3 # 0.
Quindi anche in questo caso A ha rango 3 e dim(W) = 3.

In alternativa tutto ’esercizio poteva essere svolto completando la riduzione a gradini di A.

Esercizio 7.31. Si considerino i vettori di R*
v = (3771a270)> U2 = (76323 74,0)7 U3 = (73,1{:,]973,0)

a) Si stabilisca per quali valori di k il vettore v appartiene al sottospazio W = (v1,v9) generato da
V1 € V.
b) Si trovi, al variare di k, una base di W e una base del sottospazio (v1,vs,vs).
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SOLUZIONE:

a) Si tratta di stabilire quando il vettore vz & combinazione lineare di v; e ve, ovvero quando il
sistema associato all’equazione vettoriale zvy +yve = v3 ammette soluzione. Riduciamo a gradini
la matrice associata a tale sistema,

3 -6 | -3 131 1 -2 | -1
1 2 | &k IT+1/31 [0 0 | k-1
9 4 | k—3| T I1r—2/31l0 0 | k-1
0 0 | 0 0 0 | 0

Infine
— Se k #1,rg(A) =1 < rg(A|b) = 2 e il sistema non ammette soluzione. Di conseguenza v
non appartiene a W.
— Se k =1, rg(A) = rg(AJb) = 1 e il sitema ammette (infinite) soluzioni. Di conseguenza v
appartiene a W.
b) Per determinare una base di W dobbiamo calcolare il rango della matrice associata a vy e vs.
Abbiamo gia ridotto a gradini tale matrice:

1 -2
0 O
0 0
0 0

La matrice ha rango 2, quindi v; e vo non formano una base, sono infatti linearmente dipendenti.
Di conseguenza uno solo dei vettori ¢ sufficiente a generare tutto lo spazio e una base di W e data
per esempio da {v1}.
Determiniamo ora una base di (v1,vg,vs3). Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k = 1, v appartiene a W = (v1,v9). Quindi se k = 1, (v1,vq,v3) = W e una base di
(v1,v9,v3) & la stessa di W, quindi {v; }.
— Se k # 1, vs non appartiene a W = (v1,v2). Quindi per ottenere una base di (v1,va,v3)
dobbiamo aggiungere alla base di W il vettore v3, ottenendo quindi la base {v1,vs}.

O
Esercizio 7.32. Si considerino i vettori di R*
vy =(1,2,-1,3), wo=1(-2,-4,2,-6), wvs=(3,6,k—6,3k)

a) Si stabilisca per quali valori di k il vettore vs appartiene al sottospazio W = (v1,vs) generato da
V1 € Ug.
b) Si trovi, al variare di k, una base di W e una base del sottospazio (v1,v2,v3).

SOLUZIONE:

a) Si tratta di stabilire quando il vettore vz & combinazione lineare di v; e v9, ovvero quando il
sistema associato all’equazione vettoriale xvq, +yve = v3 ammette soluzione. Riduciamo a gradini
la matrice associata a tale sistema

1 -2 | 3 1 -2 | 3
2 4 | 6 mm-21 o o | o
-1 2 | k—6| 7 IIr+I1 [0 0 | k-3
3 -6 | 3k 131V —110 0 | k-3

Infine
— Se k # 3, rg(4) =1 < rg(A]b) = 2 e il sistema non ammette soluzione. Di conseguenza v
non appartiene a W.
— Se k = 3, rg(A) = rg(AJb) = 1 e il sitema ammette (infinite) soluzioni. Di conseguenza v
appartiene a W.
b) Per determinare una base di W dobbiamo calcolare il rango della matrice associata a vy e vs.
Abbiamo gia ridotto a gradini tale matrice:

1 -2

o O O
o O O
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La matrice ha rango 1, quindi v; e vo non formano una base, sono infatti linearmente dipendenti.
Di conseguenza uno solo dei vettori ¢ sufficiente a generare tutto lo spazio e una base di W e data
per esempio da {v1 }.
Determiniamo ora una base di (v1,v2,v3). Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k = 3, vs appartiene a W = (v1,v2). Quindi se k = 3, (v1,v2,v3) = W e una base di
(v1,v9,v3) € la stessa di W, quindi {v;}. Analogamente la matrice, gia ridotta, associata a
v1,V9 € vz nel caso k =3 e

1 -2 3

0O 0 O .

0 0 0 = I‘g(A) = dlm(<1}1,’U2,’U3>) =1le B(<’L}1,’U27U3>) = {Ul}
0 0 O

— Se k # 3, v non appartiene a W = (vq,v2). Quindi per ottenere una base di (vy,vs,v3)
dobbiamo aggiungere alla base di W il vettore vs, ottenendo quindi la base {v1,v3}. Analo-
gamente la matrice, gia ridotta, associata a v1,vs e vg nel caso k # 3 ¢

1 -2 3

0 0 0 .

0 o0 k_3|l™ rg(A) = dim({vy,ve,v3)) =2 e B({v1,v2,v3)) = {v1, vs}
0 0 k-3

Esercizio 7.33. Sia V = ((v1, va, vs, v4 ) con
U1 = (3777k + 172k+2)a U2 = (272k+27070)7 U3 = (1717070)7 Vg = (_37 =T, _172k)

a) Si determini la dimensione di V' al variare di k € R.
b) Si determini una base di V' al variare di k € R.

SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice A associata ai quattro vettori:
3 2 1 -3
7 2k+2 1 -7
E+1 0 0 -1
2k +2 0 0 2k

Per ridurre la matrice a gradini scambiamo w3 con vy, ricordando poi tale scambio per rispondere alla
domanda b).

A=

1 2 3 -3 1 2 3 -3
1 2%+2 7 -7 -1 lo 2 4 4
0 0 k41l 1|7 0 0 k+1 -1
0 0 2%+2 2| I1v-o2rrmrlo o 0 2k+2

Dobbiamo distinguere tre casi:
e Se k #0,—1, allora dim(V) = rg(A) = 4. Inoltre B(V) = {v1, va, v3,04}.
e Se k = 0, la matrice diventa

1 2 3 -3 1 2 3 -3
0 0 4 —4 N 0 0 4 —4
001 -1 IIT—-4IT10 0 0 O
00 0 2 0 00 2

Quindi dim (V') = rg(A) = 3. Inoltre
B(V) = {v1,vs,v4} ={(3,7,1,2), (1,1,0,0), (-3,—-7,—1,0)}.

e Se k = —1, la matrice diventa
1 2 3 =3
0 -2 4 —4
0 0 0 -1
0 0 0 O

Quindi dim (V') = rg(A) = 3. Inoltre
B(V) = {vg,v3,v4} = {(2,0,0,0), (1,1,0,0), (—=3,-7,—1,—-2)}.
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Esercizio 7.34. Determinare una base dei sequenti sottospazi W di R3:
(1) W =((1,2,5),(-3,—6,—15))
(2) W={((1,2,5),(-3,-6,-15),(2,1,0))
(3) W={((-1,2,0),(0,1,-1),(1,-1,2))

SOLUZIONE:

(1) Determiniamo se i due vettori sono linearmente indipendenti calcolando il rango della matrice

associata:
1 -3 1 -3
2 —6| = II-21 |0 O
5 —15 II7T—-5I{0 O

Di conseguenza rg(A) =1e

dm(W) =1, B={(1,25)}

(2) Determiniamo se i tre vettori sono linearmente indipendenti calcolando il rango della matrice

associata:
1 -3 2 1 -3 2 1 -3 2
2 —6 1| = II-21 (0 O 3| = 0o 0 -3
5 —15 0 IIr-5r{o 0 -10 3111 —10I1 ({0 O 0

Di conseguenza rg(A) =2 e

dim(W)=2, B=1{(1,2,5), (2,1,0)}

(3) Determiniamo se i tre vettori sono linearmente indipendenti calcolando il rango della matrice

associata:
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
2 1 -1 = II+27| 0 1 1 = 0 1 1
0o -1 2 0o -1 -2 Ir+I17|10 0 -1

Di conseguenza rg(A) =3 e

dlm(W) =3, B= {(_1a2 - 0)7 (07 1, _1)7 (17 _1a2)}

Esercizio 7.35. Sia V = ( v1, va, vz ) con
v =(k+3, k+3,0), w=(0,3 k+2), wvs=(0, 3k k)

a) Si stabilisca per quali valori di k € R lo spazio V' coincide con R3.
b) Si determini la dimensione una base di V' al variare di k € R.

SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice A associata ai tre vettori:
k+3 0 0
A= 1k+3 3 3k
0 k+2 k

a) Lo spazio V coincide con R? se dim(V) = 3, cio¢ se rg(A) = 3, ovvero det(A) # 0. Calcoliamo
quindi il determinante di A che & immediato sviluppando rispetto alla prima riga:

det(A) = (k + 3)[3k — 3k(k + 2)] = 3k(k + 3)(—k — 1)

Quindi se k # 0,—1, —3, i tre vettori sono linearmente indipendenti e V = R3.
b) Abbiamo gia osservato che se k # 0, —1,—3, i tre vettori sono linearmente indipendenti, quindi
B(V) = {v1, ve, vs}. Inoltre:
— Se k = 0 la matrice A diventa:

3 00 300 3 00
A=1|3 3 0| =II-1|0 3 Of= 0 3 0
0 2 0 0 2 0 3[I1-2IT|10 0 O

Quindi dim(V) =2 e B(V) = {v1, v2}.
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— Se k = —1 la matrice A diventa:
2 0 0 2 0 O 2 0 0
A=12 3 3| =II-1|0 3 -3|= 0 3 -3
01 -1 01 -1 3[IIT-I1I|10 0 O
Quindi dim (V') = 2 e una possibile base & B(V) = {v1, va}.
— Se k = —3 la matrice A diventa:
0 O 0 0 0 O
A=10 3 -9| = 0 3 -9
0 -1 -3 3[I1+1I|10 0 -—18

Quindi dim(V) =2 e B(V) = {va, v3}.
O
Esercizio 7.36. Sia V' lo spazio vettoriale generato dai vettori vi = (1,—2,4,0), va = (2,3,—1,1) e
v3 = (0,~1,3,0):
V = (v1, va, v3)

(1) Determinare la dimensione dello spazio vettoriale V.

(2) Determinare se il vettore vy = (3,1,3,1) appartiene a V. In caso positivo esprimere vy come
combinazione lineare di vy, vy € v3.

(3) Determinare la dimensione dello spazio vettoriale W = (vy, va, vs, v4).

SOLUZIONE:

Per potere rispondere a tutte le domande riduciamo a gradini la matrice associata all’equazione

TVU1 + YU + 2V3 = U4

1 2 0 | 3 1 2 0 | 3 1 2 0 | 3

—2 3 -1 | 1| _II42ro 7 -1 | 7 v oo 1 0 | 1

4 -1 3 | 3| Trrr—-4rlo -9 3 | -9| Ta/srr|o -3 1 | -3

0o 1 0 | 1 0o 1 0 | 1 I olo 7 -1 | 7
12 0 | 3 1 20| 3

~ 01 0 | 1f_ 010 | 1

IIT+3I1(0 0 1 | 0 00110

IV—=7II10 0 =1 | 0] IV4+III|0 0 0 | 0

Possiamo ora risponedere alle domande.

(1) Per determinare la dimensione dello spazio vettoriale V' calcoliamo il rango della matrice A dei
coeflicienti:

A:

= el
— O O N

0
0
1
0
La matrice ha 3 pivot, quindi dim(V') =rg(A) =3

(2) Per determinare se il vettore vy = (3,1, 3,1) appartiene a V consideriamo la matrice completa e
torniamo al sistema associato:

r+2y=3 r=1
y=1 = Sy=1

Di conseguenza il vettore vy appartiene a V:
Vg = U1 + V2

(3) Per determinare la dimensione dello spazio vettoriale W = (v1, w2, vs, v4) consideriamo la
matrice completa B:

oS o o
SO~ N
O = O O
o O = W
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Anche in questo caso la matrice ha 3 pivot, quindi
dim(W) =rg(B) =3
Notiamo che potevamo risponedere a questa domanda semplicemente osservando che dal punto
predente sappiamo che v € V, quindi W =V e dim(W) = dim(V) = 3.
O

Esercizio 7.37. Sia
V={((1,1,2,-1), (2,k+3,4,-2), (0,1,1,k* - 1))

con k parametro reale.

a) Si determini la dimensione di V' al variare di k € R.
b) Si stabilisca per quali valori di k € R il vettore vy = (3,3,k + 6,—3) appartiene a V.

SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A formata dai tre vettori vy, vs €
vs, affiancata dalla colonna dei termini noti formata dal vettore v4 (in modo da risolvere anche 1’equazione

U1 + Yyvg + 203 = vy4):

12 o | 3 12 0 | 3
1 k+3 1 | 3 -1 10 k+1 1 | 0
2 4 1 | k+6| TIrr-21|0 0 1] k|
1 -2 k-1 | -3 Ww+Ilo 0 k-11]0

1 2 0 | 3

0 k+1 1 | 0

0 0 1 | k
V- -DIIT|[0 0 0 | —k(k—1)

a) Consideriamo la matrice A.

— Se k # —1 allora

rg(A) =3 = dim(V), B(V) = {v1,v9,v3}.
— Se k = —1 allora
rg(A) =2 = dim(V), B(V) = {v1,vs}.
b) vy appartiene a V se il sistema associato all’equazione xv; 4+ yvs + zv3 = v4 ammette soluzione,
ovvero se rg(A) = rg(A|b).
Notiamo che —k(k? — 1) = 0 se k = 0, £1. Quindi
— Se k #0,+1, allora rg(A4) = 3 < rg(A|b) = 4 e v4 non appartiene a V.
— Se k =0, la matrice A|b diventa:

120 3
01110
00110
00010

Quindi rg(A) = rg(Alb) = 3 e v4 appartiene a V.
— Se k =1, la matrice Alb diventa:

120 | 3
02110
001 ] 2
00010

Quindi rg(A) = rg(Alb) = 3 e vy appartiene a V.
— Se k = —1, la matrice A|b diventa:

120 3 120 3
001 ] O N 001 ] O
001 | -1 000 | -1
000 | O HI‘”oo0|o
Quindi rg(A) = 2 < rg(Alb) = 3 e v4 non appartiene a V.
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Esercizio 7.38. Sia V = (v1,vs,v3) lo spazio vettoriale generato dai sequenti vettori:
U1:(17172)3 U2:(Oak717k71)7 U3:(2717k+5)
dove k & un parametro reale.

a) Determinare una base e la dimensione di V' al variare del parametro k.
b) Stabilire per quali valori di k il vettore vy = (1,3,4) appartiene a V. In caso positivo esprimere
vg4 come combinazione lineare di vi,vs € v3.

SOLUZIONE:
Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice associata all’equazione vettoriale
TV1 + Yvg + 2V3 = V4

1 0 2 |1 1 0 2 |1
1 k=1 1 | 3= II-1 {0 k—1 -1 | 2|=
2 k—1 k+5 | 4| III—2r0 k-1 k+1 | 2

1 0 2 |1

0 k—1 -1 | 2

III—II{0 0 k+2 | 0

a) Per rispondere alla prima domanda calcoliamo il rango della matrice A dei coefficienti. Dobbiamo
distinguere tre casi:
— Se k # 1,2, allora dim(V') = rg(A) = 3 e una base di V' ¢ data dall’insieme

B= {1}17 V2, Ua}

— Se k =1, allora dim(V) = rg(A) = 2. Inoltre la matrice formata dalla prima e dalla terza
colonna ha rango 2. Quindi una base di V' & data dall’insieme

B = {vi, vz}
Notiamo che per k£ = 1 il vettore vs € il vettore nullo, quindi & ovviamente dipendente dagli
altri due.

— Se k = —2, allora dim(V) = rg(A) = 2. Inoltre la matrice formata dalla prima e dalla
seconda colonna ha rango 2. Quindi una base di V' ¢ data dall’insieme

B = {Ul, 1}2}
In questo caso anche la matrice formata dalla prima e dalla terza colonna ha rango 2, quindi
poteva essere preso come base di V' anche 'insieme B = {v1, vs}

b) Anche in questo caso dobbiamo distinguere tre casi:
— Se k # 1, —2 dalla matrice ridotta a gradini torniamo al sistema:

r+22=1 x:12
(k—1)y—=z y=
(kJrQ)Z:O 2=0
Quindi v4 € V:
U4=U1+k_1112

Notiamo che se k # 1, —2, dim(V) = 3, quindi V = R? e necessariamente v4 € V.
— Se k = 1 otteniamo la matrice

10 2 |1 10 2 |1 r+2z=1
00 -1 | 2|= 00 -1 | 2[=>q—-2=2
00 3 | O IIrT+31110 0 0 | 6 0= —6
L’ultima equazione risulta impossibile, quindi in questo caso v4 & V:
— Se k = —2 otteniamo la matrice
1o 2 |1 T =06t+5
2z=1
03 -1 | 2 {“LZ ={y=t VteR
00 0 | 0 3y —z=2 S — 319

Anche in questo caso vy € V:

vg=(6t+5)v; +t-va+ (=3t —2)us VteR
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In particolare, ponendo per esempio t = 0, otteniamo la combinazione vy = 5v; — 2v3.

Esercizio 7.39. Si considerino i sequenti vettori di R*:

v =(1,0,3,1), wvy=(-3,-3,-3,0), v3=(0,k+1,k+1,0), vy=(k—1,1,3k—5,2k —5),
dove k & un parametro reale, e sia V = (v1,v2,v2,v4).
a) Si stabilisca per quali valori di k lo spazio V' coincide con R*.

b) Si determini la dimensione e una base di V' al variare di k.

SOLUZIONE:

a) Lo spazio V coincide con R* se dim(V) = 4, cioe se il rango della matrice associata a vy, va, v3, V4
e 4. Riduciamo quindi a gradini la matrice associata ai quattro vettori:

1 -3 0 k—1 1 -3 0 k-1 1 -3 0 k—1
0 -3 k+1 1 0 -3 k+1 1 0 -3 k+1 1
3 -3 k+1 3k—-5 :>III—SI 0 6 k+1 -2 :>III+QII 0 0 3k+3 0
1 0 0 2k —5 v -1 10 3 0 k—4 IV+II [0 0 k+4+1 k-3
1 -3 0 k—1
0 -3 k+1 1
=

1311 [0 0 k+1 0
IV—=1/3I1110 0 0 k-3

I quattro vettori sono linearmente indipendenti e quindi V = R* se k # —1,3
b) Dalla matrice ridotta otteniamo direttamente:
— Sek # —1,3,dim(V) =4 e una base di V' & B(V) = {v1,v2,v3,v4} (0 anche la base canonica
di R* per esempio).
— Se k=—1, dim(V) =3 e una base di V & B(V) = {v1, v2,v4}.
— Se k=3,dim(V) =3 euna base di V & B(V) = {v1,v9,v3}.

|
Esercizio 7.40. Si consideri l'insieme
S ={ (k+1,k+1,0,2k), (0,2k,0,0), (1,3k,0,1), (1,5k,1,k) }.
a) Si stabilisca per quali valori di k Uinsieme S é una base di R
b) Posto k = —1 si trovino le coordinate del vettore v = (1,1,0,1) rispetto alla base trovata.
SOLUZIONE:
a) Calcoliamo il determinante della matrice associata ai quattro vettori
k+1 0 1 1
k+1 1 1
det |1 2R 3ROSR _op et ] 0 0 1
0 0 0 1 on 1 k
2k 0 1 &k
- E+1 1|
=2k - (1) - det { ok 1] = 2k(-k+1)
Se k # 0,1 la matrice ha determinante diverso da zero, quindi rango 4 e i vettori formano una
base di R*.
b) Riduciamo a gradini la matrice associata all’equazione zvi 4 yve + zv3 +wvy = v dove vy, va, U3, Vg
sono i vettori della base dopo avere posto k = —1:
[0 0o 1 1 | 1 wii-2 o0 1 -1 ] 1
0—2—3—5|1:> 0—2—3—5|1$
0o 0 O 1 ] 0 I 10 0 1 1 ] 1
-2 0 1 -1 ] 1 I710 0 O 1 ] 0
—2r+z—-—w=1 T =
— 9y — 3z — - - _
y—3z—bdw=1 Y 2
z+w=1 z=1
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Infine le coordinate di v rispetto alla base trovata sono

V= (Oa _27 170)5

Esercizio 7.41. Sia W il sottospazio di R* generato dai vettori
U1 :(k717172)7 ’02:(011a0»1)7 USZ(kvoala]-)'

a) Al variare del parametro k, trovare una base di W.
b) Si completi la base trovata in a) ad una base di R*.

SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A formata dai tre vettori affiancata
dalla matrice identica:

k 0k | 1000 III[1 01 ] 00710
1 101] 0100 1100100
1010010 77T |ko0ok] 1000
21 1] 0001 2 110001

10 1 [ 00 1 0 10 1 |0 0 1 0
-1 101 -1 1] 01 -1 0 01 -1 ]0 1 -10
II—krlo o o | 1 0 -k o]~ 00 0 | 1 0 —k 0
w-20l01 -11]00 -2 1] Iv-1r{o 0 0o | 0 -1 -1 1

a) Dalla riduzione vediamo che rg(A) =2 e
BW) = {v1, va} (oppure B(W) = {vy1, v3}).
b) La matrice formata dalla prima, seconda, quarta e quinta colonna ha rango 4, quindi

B(RY) = {v1, va, €1, ea}

Esercizio 7.42. Sia
B=1{(-2,0,0), (1,k,—-1), (1,—-1,k) }
a) Trovare i valori del parametro k per cui B é una base di R3.

b) Per il valore k = 3, determinare le coordinate dei vettori v = (=3,2,1) e w = (0,1,2) rispetto
alla base B.

SOLUZIONE:

a) Poche si tratta di 3 vettori di R®, I'insieme B ¢ una base sse i tre vettori che lo costituiscono sono
linearmente indipendenti, cioé se la matrice associata ha rango 3. Riduciamo A a gradini:

-2 1 1 -2 1 1 -2 1 1
0 k —1|=1I1I|0 -1 k|= 0 -1 k
0 -1 &k 17110 k-1 IIT+EIT| O 0 —1+k?

La matrice ha rango 3 se k # +1, quindi B & una base di R® per k # +1.
In alternativa potevamo calcolare il determinante della matrice A
det(A) = —2(k* — 1)

Poiche il determinante di A si annulla per k =1 e per k = —1, la matrice A ha rango 3, cioe B &
una base di R?, per k # +1.

b) Chiamiamo vy, vy € v3 1 3 vettori di B:
U1 = (_27070)a Vg = (15 kv _1)a v3 = (17 _17k)

Se B = {v1, 2, w3} & una base di R?, le coordinate di un vettore v di R? rispetto a B
corrispondono ai coefficienti della combinazione lineare di vy, v € v3 con cui esprimiamo v:

xv1 +yva + 23 =v = v=(2,y,2)8
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Si tratta quindi di esprimere v e w come combinazione lineare degli elementi di B, cioe di
risolvere le due equazioni vettoriali

U1 + Yva + 2U3 =V e U] + Yvo + 2U3 = w

Per comodita riduciamo a gradini la matrice A affiancata dalle due colonne dei termini noti
formate dalle componenti di v e w rispettivamente.

2 1 1 | =30 —2 1 1 | =3 0
0 3 -1 ] 2 1|= 0 3 -1 | 2 1
0 -1 3 | 1 2| 3[I+I11{0 0 8 | 5 7

Per determinare le coordinate di v rispetto a B risolviamo il sistema relativo alla prima delle
due colonne dei termini noti:

-2 1 1 | -3 —2r4+y+z2=-3 x:%
0 3 =1 | 2|=>(3y—2=2 = y:%
0 0 8 | 5 8z=25H z:%

975
Quindi v ha coordinate (4, 3’ 8) rispetto alla base B.

B
Per determinare le coordinate di w rispetto a B risolviamo il sistema relativo alla seconda

delle due colonne dei termini noti:

-2 1 1 | 0 —2x+y+2=0 x—%
0 3 -1 | 1| =><{3y—2=1 =qy=2
o 0o 8 | 7 8z=7 Z—%

357
Quindi w ha coordinate | —, =, = | rispetto alla base B.
4°8°8),
a

Esercizio 7.43. Si considerino i vettori di R®*: v; = (1,2,1), vy = (1,1,—1), vs = (1,1,3), w; =
(2,3,-1), wy =(1,2,2), ws =(1,1,-3).
a) Si calcoli la dimensione dei sottospazi V = (v1,v2,v3), W = (wy, wa, ws).
b) Si trovi una base del sottospazio intersezione VNW.

SOLUZIONE:

a) Riduciamo a gradini le matrici A e B associate ai vettori v; e w; rispettivamente:

1 1 1 1 1 1 1 1 0
A=12 1 1= II-2I|0 -1 —-1|= 0 -1 -1
1 -1 3 Ir-r(o -2 2 II7-2IT10 O 4
[1 1 2 1 1 2 1 1 2
B=|1 2 3|= II-1 |01 1|= 0 1 1
-3 2 -1 IIT+3I{0 5 5 IIT-5IT10 0 O

Quindi

dim(V) =rg(A) =3

dim(W) =rg(B) =2
b) Dai risultati del punto precedente osserviamo che V' e W sono sottospazi di R? e che in particolare
V ha dimensione 3, quindi V = R3. Di conseguenza:

VAW =R’NW =W
Dai calcoli eseguinti nel punto precedente, tenendo conto che nello scrivere B abbiamo scambiato
la naturale posizione di wi e wg, otteniamo che:
BVNW)=BW)={ws, wa}.

Esercizio 7.44. Si considerino i sequenti sottospazi di R3:

U={(z,y,2) e R® | z — 2y 4+ 2z = 0}
V =((1,0,1), (1,2,1), (1,0,1))
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a) Determinare una base e la dimensione di U e di V.
b) Determinare una base e la dimensione di UNV.
b) Determinare una base e la dimensione di U + V.

SOLUZIONE:

a) Esplicitiamo U:

r=25—1
r—2y+z=0=>qy=s =U={(2s-t s t)|steR}
z=1

B(U) = {u1 = (2,1,0), us = (~1,0,1)}  dim(U) =2
Analogamente esplicitiamo una base di V stabilendo quali tra i generatori sono linearmente
indipendenti. Consideriamo la matrice associata ai tre vettori:

1 11 1 11
0 2 0| = 0 2 0
1 1 1 II1-1110 0 0

Quindi dim(V) =rg(A) =2e
B(V) = {v; = (1,0,1), vy = (1,2,1)}

c¢) Conviene forse prima dimensione e base dello spazio U+V in quanto si tratta dello spazio generato
dai generatori dei due spazi

U+V= <U1, V2, U1, U2>

Consideriamo quindi la matrice associata ai quattro vettori

11 2 -1 11 2 -1
021 0f= 021 0
1 1 0 1 II7-110 0 0 2

Quindi dim(U + V) =1g(A) =3 e
BU+V)={v; =(1,0,1), vo =(1,2,1), uy =(2,1,0)}
b) Usando la formula di Grassman otteniamo che
dim(UNV) =dimU) + dim(V) —dim(U 4+ V) =1

Per determinare una base di U NV possiamo procedere in due modi.
— MODO 1. Abbiamo visto che B = {v1, v}, quindi

V={v=(av1 +bv) |a,beR}={v=(a+b, 2b, a+D)|a,beR}
Ora si tratta di vedere quali di questi vettori appartengono a U. Poiché
U={(z,y,2) €ER® |z — 2y + 2 = 0}
possiamo imporre la condizione sul generico vettore v di V:
(a+b)—2(2b)+(a+b)=0 = 2a—20=0 = a=b
Quindi v € U sse a = b, ovvero i vettori di V' che appartengono anche a U sono del tipo:
(20, 2b, 2b) = (2,2,2)b bER
Infine
Unv ={((2,2,2)) BUNV)={(2,2,2)}

Notiamo che dim(U NV) =1 come ci aspettavamo.
— MODO 2. II seguente modo & piu standard, ma i calcoli possono essere piu complicati.

Abbiamo gia osservato che
V={v=(av1 +bv) |a,beR}={v=(a+b, 2b, a+D)|a,becR}
Analogamente B(U) = {u1,us}, quindi
U={u=(cus +dug) |c,de R} ={u=(2c—4d, ¢, d) | c,d e R}
Quindi un vettore w € U NV se puo essere scritto in entrambi i modi:

w = avy + bvy = cuy + dus
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per opportuni a, b, c,d € R. Si tratta di risolvere il sistema associato a avy +bvs = cuj + dua,
dove le incognite sono a, b, ¢, d:

a+b=2c—d a+b—2c+d=0
2b=c =<¢2b—c=0
a+b=d a+b—d=0
Riduciamo a gradini la matrice associata al sistema:
11 -2 1 |0 11 -2 1 |0
02 -1 0 |[0]= 02 -1 0 |0
11 0 -1 |0 Irr—-110 o 2 -2 10
a:%t
a+b—2c+d=0 h
2b6—c=0 =
2c—2d =0 c=t
= g

Ponendo per esempio ¢ = 1 e sostituendo in w = cuj +dus (0 analogamente in w = avy +bvg)
otteniamo che w = (1,1,1) € U N V. Infine

BUNV)={(1,1,1)}

Esercizio 7.45. Si considerino i sequenti sottospazi di R*:
U=1{(0,1,1,0)a + (0,0,0,1)b | a,b € R}
V={(z,y,2,w) eR* |z +y =0, z =2z}

a) Determinare una base e la dimensione di U e di V.
b) Determinare una base e la dimensione di UNV.
c¢) Determinare una base e la dimensione di U + V.

SOLUZIONE:
a) Dalla definizione U = (0, 1,1,0), (0,0,0, 1)), determinamo quindi se i due vettori sono linearmente
indipendenti:
0 0
1 0 o C
gl ol = 2, quindi v; e vy sono lin. indip.
0 1

= B(U) ={u; = (0,1,1,0), uz = (0,0,0,1)}, dim(U) = 2

Esplicitiamo ora V risolvendo il sistema

r=Ss
€T = = —

+y=0 N Y s N
z =2«x z=2s
w=t

B(V) = {vi =(1,-1,2,0), vo =(0,0,0,1)},  dim(V)=2
¢) Lo spazio U + V & lo spazio generato dai generatori dei due spazi
U+V - <U17 V2, U1, U2>

Consideriamo quindi la matrice associata ai quattro vettori

00 1 0] II[1 0 -1 0 10 -1 0
10 10 o1 o 1 01 0 1
10 2 o~ 10 2 ol r1r—1lo o 3 o~
01 0 1 I1loo 1 0 00 1 0
10 -1 0
01 0 1
00 3 0
3V —IIT|0 0 0 0
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Quindi dim(U + V) =rg(A) =3 e
BU+V)={v; =(0,1,1,0), v3 =(0,0,0,1), u3 =(1,-1,2,0)}
b) Usando la formula di Grassman otteniamo che
dim(UNV) =dim(U) + dim(V) —dim(U + V) =1
In questo caso senza eseguire calcoli possiamo osservare che il vettore vy = (0,0,0,1) = ugy
appartiene a entrambi gli spazi, quindi
B{UNV)={(0,0,0,1)}
|

Esercizio 7.46. In R* con il prodotto scalare canonico sia U il sottospazio dei vettori ortogonali al
vettore (1,0, —1,0) e sia V il sottospazio generato dai vettori (1,0,-2,3), (—1,1,1,—-4), (1,1,-3,2).
Si trovino la dimensione e una base diU, V, UNV, U+ V.

SOLUZIONE:
Esplicitiamo U:

U:{(x,y,z,w)eR4\x—z:O}:> Y ts =U={(, s t, r)|rsteR}
z

z=r
B(U) = {ul = (1707 1a0)3 Uz = (07 17070)7 uz = (050507 1)} dlm(U) =3

Analogamente determiniamo una base di W stabilendo quali tra i generatori sono linearmente indi-
pendenti. Consideriamo la matrice associata ai tre vettori:

1 —1 1 1 -1 1 1 -1 1
0 1 1 0o 1 1 0 1 1
2 1 3| T rr+2rlo -1 —1| T rr+1lo o o
3 -4 2 v—s3rlo -1 -1 1v+I1rlo o o

Quindi dim(V) =rg(A)=2e
B(V)={v; =(1,0,-2,3), vo =(-1,1,1,—-4)}

Conviene prima determinare dimensione e base dello spazio U + V' in quanto si tratta dello spazio
generato dai generatori dei due spazi

U+V =(UUV)=(u1, uz, us, v1, v2)

Consideriamo quindi la matrice associata ai cinque vettori

100 1 -1 100 1 -1 1 00 1 -1
01 0 O 1 01 0 O 1 01 0 O 1
100 -2 1| 1r—-1lo 00 -3 2|7 1v/ oo 1 3 -4
0 01 3 -4 0 01 3 -4 II17{0 0 0 -3 2

Quindi dim(U + V) = rg(A) =4 e una base ¢
B(U+V)={u1 =(1,0,1,0), uz = (0,1,0,0), us = (0,0,0,1), v1 = (1,0,-2,3)}

Notiamo che dim(U + V) =4e U +V =R
Usando la formula di Grassman otteniamo

dim(U NV) =dim(U) 4+ dim(V) —dim(U + V) =1
Sappiamo che il generico vettore v di V' & del tipo
vV =IU1 +yU2 = (1a05_273) $+(—1,1717—4) Y= (x_ya Y, —2$+ZJ: 3$—4y)

Inoltre un tale vettore appartiene anche a U se ¢ ortogonale a (1,0, —1,0). Imponendo quindi la condizione
di ortogonalita otteniamo:

velUNV se (x—y)-1+(-2z+y)-(-1)=0 = 3z—-2y=0 =

2
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Infine
veUNV se v=(2t—3t 3t, —4t+3t, 6t —12¢) = (—1,3, —1, —6)t

Esercizio 7.47. Siano U e V i sottospazi di R® cosi definiti
U= {(zy,2) €R? | r4+2=0}
vV ={1,-10), (1,1,-1))

a) Determinare la dimensione e una base dei due sottospazi U e V.
b) Determinare la dimensione e una base dei due sottospazi U +V e UNV.

SOLUZIONE:

a) Esplicitiamo U:

r=—1
r+z=0=>(y=s =U={(-t, s, t)|s,teR}
z=1t

B(U) = {uy = (=1,0,1), ug = (0,1,0)}  dim(U) =2

Analogamente determiniamo una base di V stabilendo se i due generatori sono linearmente
indipendenti. Senza la necessita di fare calcoli notiamo che i due generatori non sono uno multiplo
dell’altro, quindi sono linearmente indipendenti:

B(V)={v; =(1,-1,0), vo = (1,-1,1)}, dim(V) =2
b) Lo spazio U + V ¢ lo spazio generato dai generatori (linearmente indipendenti) dei due spazi
U+V = (u, ug, v1, v2)
Consideriamo quindi la matrice associata ai quattro vettori

-1 0 1 1 -1 0 1 1
0 1 -1 —-1| = 0 1 -1 -1
1 0 0 1 II1rT+1{0 0 1 2

Quindi dim(U + V) =rg(A) =3 e
BU+V)={u; =(-1,0,1), us =(0,1,0), v; = (1,—-1,0)}
Usando la formula di Grassman otteniamo che
dim(UNV) =dim(U) + dim(V) —dim(U + V) =1
Per determinare una base di U NV, ricordando che B(V) = {v1, va}, possiamo scrivere
V={v=(av1 +bv) |a,beR}={v=(a+b, —a—b, b)|a,beR}
Ora si tratta di vedere quali di questi vettori appartengono a U. Poiché
U={(z,y,2) €ER® | 2+ 2 =0}
possiamo imporre la condizione = 4+ z = 0 al generico vettore v di V:
a+b+b=0 = a=-2b
Quindi v € U sse a = —2b, ovvero i vettori di V' che appartengono anche a U sono del tipo:
(=b, b, b) = (—1,1,1)b, a€eR
Infine
Unv ={(-1,1,1)) BUNV)={(-1,1,1)}

Notiamo che dim(U N'V) = 1 come ci aspettavamo.

Esercizio 7.48. Siano U e V i sottospazi di R® cosi definiti
U={(z,y,2) eR’ |2+ 2=0}
V={(2,-1,-2), (-3,4,3))
Dimostrare che U =V .
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SOLUZIONE:

U e V sono due sottospazi di R®. Per dimostrare che U = V, dobbiamo dimostrare che dim(U) = dim(V")
e che U C V oppure che V C U.
Cominciamo ad esplicitare U:

T =—t
r+z=0=>(y=s =U={(-t, s, t)]s,t R}
z=1

BU) = {uy = (~1,0,1), up = (0,1,0)}  dim(U) =2

Analogamente determiniamo una base di V stabilendo se i due generatori sono linearmente indipen-
denti. Senza la necessita di fare calcoli notiamo che i due generatori non sono uno multiplo dell’altro,
quindi sono linearmente indipendenti:

BV)={v; = (2,-1,-2), vy = (-3,4,3)},  dim(V) =2

Abbiamo quindi ottenuto che dim(U) = dim(V) = 2.
In questo caso & probabilmente pit semplice verificare che V' C U. Infatti abbiamo per U una doppia
definizione:

U={(z,y,2) eR’ |2 +2=0} = ((-1,0,1), (0,1,0))

Utilzzando la prima definizione ¢ immediato verificare che i due generatori v; e v di V' appartengono a U,
infatti entrambi sono vettori di R® che verificano la condizione z + z = 0. Otteniamo quindi:

v1 €U e UQEU:>V:<'U1,'U2>QU.

Infine abbiamo dimostrato che V' & un sottospazio di U della stessa dimensione di U, quindi U e V'
coincidono.

In alternativa per dimostrare che U C V avremmo dovuto considerare la matrice formata da vy, vo, uq, us
come colonne. Tale matrice ha rango 2, quindi u; e us sono linearmente dipendenti da v; e vo e U C V.

|
Esercizio 7.49. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (a1,a1 — a2 + 2a3,2a; — az,a1 + 3az + ay)
dove a1, as,a3 e aq sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

SOLUZIONE:

Notiamo che
v=a1(1,1,2,1) + a2(0,—1,—1,3) + a3(0,2,0,0) + a4(0,0,0,1)
Siano
v =(1,1,2,1), vy = (0,—-1,-1,3), vz = (0,2,0,0), vg = (0,0,0,1)
a) S ¢ l'insieme delle combinazioni lineari di vy, vs, v3 € v4, quindi
S = (v1,vg,v3,04)

e si tratta di uno spazio vettoriale (sottospazio di R*).
b) Consideriamo la matrice associata a vy, vs, v3 € v4:

1 0 00 1 0 00 1 0 0 0
1 -1 2 0 N I1-1 |10 -1 2 0 N 0 -1 2 0
2 -1 0 0 II17-21r0 -1 0 0 -1 |0 o0 -2 0
1 3 01 wv—-110 3 01 IV+3111|10 0 0 1

La matrice ha rango 4, quindi i vettori sono linearmente indipendenti e una base di S ¢ data da
{vla V2, V3, 1}4}'
In alternativa si puo utilizzare il determinante, sviluppato rispetto alla quarta colonna:
det(A)=1-[-2(-1)]=2#0

Poiché il deteminante della matrice A associata ai 4 vettori ha determinante non nullo, rg(A) = 4,
quindi i 4 vettori sono linearmenti indipendenti e una base di S & I'insieme B(S) = {v1, va, v3, v4}.
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Esercizio 7.50. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (a1 — as + 2a3,a1,2a1 — as,a; + 3ag + a4)

dove a1, a9,a3 e aq sono parametri reali.

a) S ¢ un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

SOLUZIONE:

Notiamo che
v=a1(1,1,2,1) + a2(—1,0,—1,3) + a3(2,0,0,0) + a4(0,0,0,1)
Siano
vy =(1,1,2,1), vy = (=1,0,-1,3), vz = (2,0,0,0), vy = (0,0,0,1)
a) S & l'insieme delle combinazioni lineari di vy, ve, v3 € vy, quindi
S = (v, va, v3,Vy)

e si tratta di uno spazio vettoriale (sottospazio di R*).
b) Consideriamo la matrice associata a v1,ve,v3 € v4:

1 -1 2 0 1 -1 2 0 1 -1 2 0
10 00 m-1 o 1 -2 0] 0 1 -2 0
29 -1 0 0| 7 rrr—2rlo 1 -4 ol 7 II—I11lo 0 -2 0
1 3 0 1 wv—1lo 4 —2 1| 1v-arrlo o 6 1

1 -1 2 0
0 1 -2 0
= 0 0 -2 0

IV+31I11|10 0 0 1
La matrice ha rango 4, quindi i vettori sono linearmente indipendenti e una base di S & data da
{U17 V2, V3, 04}-
|
Esercizio 7.51. Si consideri il sottoinsieme S di R* costituito dai vettori v della forma
v = (a1 — a2 + 2a3 + a4, a1, 2a; — az, a1 + 3az)
dove a1, a9,a3 e ag sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R*?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

SOLUZIONE:
Notiamo che
v=a1(1,1,2,1) + a2(—-1,0,—1,3) + a3(2,0,0,0) + a4(1,0,0,0)
Siano
vy = (1,1,2,1), vy = (—1,0,-1,3), vy = (2,0,0,0), vy = (1,0,0,0)
a) S ¢ l'insieme delle combinazioni lineari di vy, va, v3 € v4, quindi
S = (v1,va,v3,04)

e si tratta di uno spazio vettoriale (sottospazio di R*).
b) Consideriamo la matrice associata a vy, va, v3 € v4:

1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2 1
14:10()0:}[[—]01—2—1:> 0o 1 -2 -1
2 -1 0 0 II7-21r10 1 -4 -2 IIrT-I1m71 |10 o -2 -1
1 3 00 w-Ir10 4 -2 -1 IV —4IT [0 O 6 3
1 -1 2 1
N 0o 1 -2 -1
0o 0 -2 -1
IV +3IIT|10 0 0 0
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La matrice ha rango 3 e una base di S ¢ data da {vy, va, v3}.

Notiamo che potevamo osservare dall’inizio che vz e v4 sono linearmente dipendenti tra loro,
quindi una base puo contenerne solo uno dei due; di conseguenza nella ricerca della base potevamo
considerare dall’inizio solo i vettori v, vo € vs per verificare se sono linearmente indipendenti.

In alternativa si puo utilizzare il determinante. det(A) = 0, quindi i quattro vettori sono
linearmente dipendenti e non possono formare una base di S. Osservando che v3 e vs sono
linearmente dipendenti consideriamo la matrice formata da vy, vs € v3:

1 -1 2
1 0 O
B= 2 -1 0
1 3 0

Il determinante della matrice quadrata B’ formata dalle prime tre righe &
det(B')=-2-(-1)=2+#0
quindi rg(B’) = 3 e v1,v3 e v3 sono linearmente indipendenti. Di conseguenza una base di S &
I'insieme B(S) = {v1, va, v3}.
|
Esercizio 7.52. Si consideri il sottoinsieme S di R® costituito dai vettori v della forma
v = (2a1 + az, a1 —az — 3az, a1 — ag, a1 + 3az + as, az)

dove a1,as e ag sono parametri reali.

a) S & un sottospazio vettoriale di R®?
b) In caso di risposta affermativa ad a), trovare una base di S.

SOLUZIONE:

Notiamo che
v=a1(2,1,1,1,0) + ao(1,-1,-1,3,1) 4+ a3(0,—3,0,1,0).
Chiamiamo v1,v9 € v3 i seguenti vettori
v =(2,1,1,1,0), wvy=(1,-1,-1,3,0), ws=(0,-3,0,1,0).
a) S & l'insieme delle combinazioni lineari di vy, vy e v3, quindi
S = (v1,va,v3)

e si tratta di uno spazio vettoriale (sottospazio di RP).
b) Si tratta di stabilire quali vettori tra v, vy e vs sono linearmente indipendenti. Consideriamo
quindi la matrice associata a vy, vy € vs:

2 1 0 2 1 0 2 1 0
1 -1 =3 211-1 |0 -3 —6 0 -3 -6
1 -1 0 |=III-IT|l0 O 3| = 0 O 3
1 3 1 v -I1r{o 4 4 3IV+4IT10 0 —12
0 1 0 0 1 0 V+I1I [0 0 —6

Anche senza ridurre completamente la matrice si vede che questa ha rango tre, quindi i tre vettori
sono linearmente indipendenti e formano una base di S:

B(S) = {’Ul, V2, 1)3}

Esercizio 7.53. Si consideri il sottospazio W di R® costituito dai vettori w della forma
w = (2a; — ay — a3, 2a1 — as, a1, az, a1 —4as + as)

dove a1,as € az sono parametri reali.
a) Trovare una base di W.
b) Determinare le coordinate del vettore v = (0,1,1,1,—2) € W rispetto alla base trovata al punto
a).
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SOLUZIONE:

Notiamo che
w=a1(2,2,1,0,1) + a2(—1,0,0,1,—4) + az(—1,—1,0,0,1)
Chiamiamo v1,v9 € v3 i seguenti vettori
v =(2,2,1,0,1), vy = (—1,0,0,1, —4), vy =(-1,-1,0,0,1)

W e l'insieme delle combinazioni lineari di vy, v2 € v, quindi per rispondere alla prima domanda dobbiamo
stabilire se i tre vettori, o eventualmente quali, sono linearmente indipendenti. Per rispondere alla seconda
domanda dobbiamo esprimere v come combinazione lineare di vy,v2 e v3, o di una parte di essi. Per
rispondere a entrambe le domande dobbiamo quindi ridurre a gradini la matrice associata ai tre vettori
v1, Vg € v3, € al vettore v.

2 -1 -1 | 0 2 -1 -1 | 0 2 -1 -1 | 0
2 0 -1 | 1 Ir-1 o 1 0 | 1 0 1 0 | 1
1 0 0 | 1|=21-I1110 0 1 | 1]|= 0 0 1 | 1
0 1 0 | 1 0 1 0 | 1 IV—IIl0 0 0 | 0
1 -4 1 | =2 IV-IIT|0 —4 1 | =3| V4+4II1jo 0 1 | 1
2 -1 -1 | 0
0 1 0 | 1
= 0o 0o 1 | 1
00 0 | 0
V—III{0 0 0 | 0

a) La matrice associata a v1, vs € v3 ha rango 3, quindi i vettori sono linearmente indipendenti e una
base di W ¢ data da {vy,v2,v3}.

b) Si tratta di esprimere v come combinazione lineare di vy, vy € vs, ovvero di risolvere I’equazione
TV1 + YU + 2V3 = U:

2r—y—2=0
y=1 >zr=y=2z=1
z=1

Infine le componenti di v rispetto alla base B sono (1,1, 1).

Esercizio 7.54. Sia
S ={(z,y,2) ER? |z2+y+(k+1)z=k 22+y+2=0 }

a) Stabilire per quali valori di k Uinsieme S é un sottospazio di R3.
b) Per il valore di k trovato al punto precedente determinare una base di S.

SOLUZIONE:
Gli elementi dell’insieme S sono i vettori di R? tali che
z4+y+(k+1)z=k
20 +y+2=0
a) Sappiamo che le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio vettoriale se e solo se il sistema

e omogeneo. Quindi S & uno spazio vettoriale se k =0
b) Scriviamo esplicitamente gli elementi di S cercando le soluzioni del sistema nel caso k = 0:

111\02> 11 1 | 0
21 1] 0 Ir-2rjo -1 -1 | 0

z=0
=0
:>{x+y+z =>qy=t vVte R
—y—2=0 ;
z =

Quindi
S={(0,~t,t) |t R}
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E’ ora evidente che ogni elemento di S si puo scrivere nella forma
(0,—1,1)-¢
quindi una base di S ¢ data dall’insieme

B={(0,-1,1)}

Esercizio 7.55. Sia
S:{(x,y,z)€R3|x72y+kz:k71, xr—2y+2z=0, 72:c+4ky722:0}

a) Stabilire per quali valori di k Uinsieme S é un sottospazio di R3.
b) Per il valore di k trovato al punto precedente determinare una base di S.

SOLUZIONE:
Gli elementi dell’insieme S sono i vettori di R? tali che
r—2y+kz=k—-1
r—2y+2=0
—2x+4ky —22=0
a) Sappiamo che le soluzioni di un sistema lineare formano uno spazio vettoriale se e solo se il sistema
& omogeneo. Quindi S € uno spazio vettoriale se k = 1.
b) Scriviamo esplicitamente gli elementi di S cercando le soluzioni del sistema nel caso k = 1:
1 -2 1 | 0 1 -2 1 | 0
1 -2 1 | O|= II-2I [0 O O | O
-2 4 -2 1] 0 ITrT+2I17110 0 0 | O

r=2s—1
>r—-2y+z=0=><Cy=s Vs,t e R
z=1

Quindi
S={(2s—ts,t) | s,t €R}
Separiamo le variabili nella scrittura del generico elemento di S:
(2s,8,0) + (—t,0,t) = (2,1,0) - s + (—=1,0,1) - ¢
Quindi S & generato dall’insieme
B={(2,1,0), (-1,0,1)}

Per come ¢ stato calcolato, e comunque sarebbe immediato verificarlo, 'insieme B & linearmente
indipendente, quindi si tratta effettivamente di una base di S.

|
Esercizio 7.56. Sia S il sottoinsieme di R®
S = {x€R5 | 1 — 2o + 225 = k, x1+m3+kx4:0}.
a) Per quali valori del parametro reale k l'insieme S € un sottospazio vettoriale di R°?
b) Per i valori determinati al punto a), trovare una base di S.
SOLUZIONE:

a) Le soluzioni di un sistema lineare formano un sottospazio sse si tratta di un sistema omogeneo.
Di conseguenza deve essere k = 0.

b) Risolviamo il sistema omogeneo ottentuto per k =0

T4 —To+ 225 =0
1 +x3=0
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riducendo la matrice associata a gradini:

1 -1 00210 1 -100 2 [ 0]_
10100‘0 II—IOllO—QlO
xr1 = —r
To=—1+2t

- 205 =0
TLo T2t 2t =>Jqx3=" Vrs,t € R
To+x3— 205 =0
ry = S
.’E5:t

Infine
S={(-r,—r+2t,r,s,t) | r,s5,t eR }
={(~1,-1,1,0,0) -7 + (0,0,0,1,0)-s + (0,2,0,0,1)-t|r,stcR}
e una base di S ¢
B(S)=4(-1,-1,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,2,0,0,1) }

Esercizio 7.57. Sia W il sottinsieme di R®definito da
W = {x = (x1,22,%3,%4,%5) € R°:21 —a35+kry+25=0, 20 — 324 =k,
I 7I27$3+3I4+$5 :O}

Stabilire per quali valori di k Uinsieme W ¢é un sottospazio vettoriale di R® e calcolarne una base e la
dimensione.

SOLUZIONE:
Sappiamo che le soluzioni di un sistema di equazioni lineari formano un sottospazio solamente se si tratta
di un sistema omogeneo, di conseguenza W & un sottospazio vettoriale di R® se k = 0.

Per determinare la dimensione di W (per k = 0) calcoliamo esplicitamente le soluzioni riducendo a
gradini la matrice associata al sistema lineare.

1 0 -1 0 1] 0 1 0 -1 0 1] 0
01 0 -30 ] 0= 01 0 -30 | 0=
1 -1 -1 3 1 ] o 1r-1{o -1 o 3 0 | 0

10 -1 0 110 B B
01 0 -3 0] 0 :>{x1 3+ 25 =0
III+IIl0 0 0 0 0 | 0 Tz — 34 =0

r1=8—1
zo = 3h
= qx3=235 Vs,t,h € R

x4 =h

Trs =1
Quindi

W ={(1,0,1,0,0)s + (-1,0,0,0,1)t + (0,3,0,1,0)h : s,t,h € R}
=((1,0,1,0,0), (-1,0,0,0,1), (0,3,0,1,0) )

Infine

Bw)=4{1(1,0,1,0,0), (-1,0,0,0,1), (0,3,0,1,0) } e dim(W)=3
Notiamo che anche senza calcolare esplicitamente le soluzioni potevamo ottenere
dim(W) =n —rg(A) =5 —rg(4) =3

Esercizio 7.58.

a) Trovare una base del sottospazio V di R® cosi definito:

V:{QI:GR5 | 201 — 2o+ 23 —24 =0, 21 —x3— 224+ 225 =0}.
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b) Determinare una base di R® contenente la base di V trovata in a).

SOLUZIONE:
Determiniamo le soluzioni del sistema omogeneo:
2 -1 1 -1 0] 0 I7 10 -1 -2 2 ] 0
10 -1 -2 2 | O]:>2HI[O 1 -3 =3 4 ] 0
r1=1+25—-2t
To = 3r + 3s — 4t

= Jqx3=r vr,s,t € R
Ty =S
.’1?5:t

Quindi
V=((1,3,1,0,0), (2,3,0,1,0), (—2,4,0,0,1))
a) Dalla risoluzione del sistema omogeneo segue che
B(V)=1{(1,3,1,0,0), (2,3,0,1,0), (—2,4,0,0,1)}
b) Per completare la base B basta osservare che la matrice

1 01 2 -2

013 3 4
001 0 O
0 001 O
0 00 0 1

ha rango 5, quindi

B(R5) ={(1,3,1,0,0), (2,3,0,1,0), (—2,4,0,0,1), (1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0)}

O
Esercizio 7.59. Sia
S = {x 6R4|m1 —4xo —x3+2kxys = k+1, 221 — kxs + kry = 2k + 2,
31‘1 — 4]€ZL’2 + 91’3 +3£C4 =0 }
a) Stabilire per quali valori di k € R Uinsieme S ¢ un sottospazio di R
b) Per i valori di k trovati al punto precedente determinare la dimensione e una base di S.
SOLUZIONE:
a) Le soluzioni di un sistema formano uno spazio vettoriale sse il sistema ¢ omogeneo:
k+1=0
+ = k=-1
2k+2=0
b) Cerchiamo le soluzioni del sistema nel caso kK = —1 riducendo a gradini la matrice associata al
sistemas:
1 -4 -1 -2 | 0 1 -4 -1 -2 | 0
2 0 1 -1 | ofl=1I-2I{0 8 3 3 | Of=
3 4 9 3 |0 IIrT-3r{0 16 122 9 | 0
1 -4 -1 =2 | 0 1 —4xe — w3 — 224 =0
0 8 3 3 | 0| =48rx+3x3+324=0 =
Irr—21710 0 6 3 | 0 275 4+ 24 =0
il —%t
3
=zt 3 3
278 VteR :>S:{<—,,1,—2)-t|teR}
T3 = 2°8
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Infine

B(S) = {(-2 z,—m)}, dim(S) = 1

Esercizio 7.60. Sia S l'insieme delle soluzioni del sequente sistema lineare:
—z1+(k—1)zs4 =0
—x1 + 2z + (ki + 1)])3 + (k- 1)3’54 =0
2$1+2$3—|—(2—2k‘)1‘4:k—2
x1+4rs+ 2k —2)as+ (1 —k)zy =2 -k

(k parametro reale)

a) Stabilire per quali k U'insieme S € uno spazio vettoriale e in tali casi determinarne una base.
b) Esplicitare S al variare di k € R.

SOLUZIONE:

L’insieme S & uno spazio vettoriale quando si tratta delle soluzioni di un sistema omogeneo, quindi
per k = 2. Per rispondere ad entrambe le domande effettuiamo comunque la riduzione a gradini per ogni
valore di k.

-1 0 0 k-1 | 0 10 0 k=11 0
-1 2 k+1 k-1 | 0 II-1 |0 2 k+1 0 | 0
2 0 2 2-2 | k-2 7 IIr+2r1(0 0 2 0 | k-2
1 4 2%+2 1-k | 2—k IV+I |0 4 2k+2 0 | 2—k
-1 0 0 k-1 0
N 0 2 k+1 0 | 0
0 0 2 0 | k-2
IV—2II|0 0 0 0 | 2—k

$1—t
—x1+x4=0
To =
o+ 313 =0 =4 ° 0 = S =((1,0,0,1))
T2 =
2%3:0 °
{E4:t

Infine per £ = 2 una base di S & B(S) = {(1,0,0,1)}.

b) Dalla matrice ridotta vediamo che il sistema ammette soluzione quando rg(A) = rg(Alb), cioe
quando k = 2. In tale caso abbiamo gia trovato S al punto precedente: S = ((1,0,0,1)). Per
k # 2 il sistema non ammette soluzioni, quindi S = 0.

|

Esercizio 7.61. Sia A la matrice reale sequente:

k —k 0 -1
A=1(1 -2 1 0
0o 1 k 1

a) Determinare il rango di A al variare del parametro reale k.
b) Calcolare una base del nucleo di A, cioé dello spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
Ax =0, nel caso k = 1.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice A:

II7m(1 -2 1 0 1 -2 1 0
II710 1 k£ 1|= 0 1 k 1| =
I |k -k 0 -1 IIT-kr110 k -k -1
1 -2 1 0
0 1 k 1

IIT—kIT{0 0 —k—k* —-1—k
Quindi
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e Se k # —1 la matrice A ha rango 3.
e Se k = —1 la matrice A ha rango 2.

b) Ponendo k = 1 al termine della riduzione e considerando il sistema omogeneo associato otteniamo:

=t
1 -2 1 0 |0 T—2y+z=0 —0
001 1 1 | 0l={yt+z4w=0 =17 VteR
000 -2 =2 0] |Zos_ow=o 2=t

=t

Quindi il nucleo di A & l'insieme (spazio vettoriale):
N(A) = { (_170717_1)'t ‘ tER}
e una base del nucleo ¢ data dall’insieme

B(N(A)) ={(-1,0,1,-1) }

Esercizio 7.62.
a) Sia
V = ( (1,2, 1), (—1,3,0), (3,172) >

Si determini la dimensione e una base di V.
b) Sia

S:{(x,y7z)€R3|x—y+Sz:O, 2z +3y+2=0, x+22=0}

Si determini la dimensione e una base di S.
¢) Si confrontino i metodi risolutivi e i risultati dei due precedenti punti.

SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il rango della matrice A associata ai tre vettori riducendola a gradini:

1 -1 3 1 -1 3 1 -1 3
2 3 1|=1I1I-21{0 5 -5|= 1/5II |0 1 -1
1 0 2 IIr-710 1 -1 IIT—-5IT10 O 0

Quindi
dim(V) =rg(A4) =2
B(V)={(1,2,1), (-1,3,0) }

b) Associamo al sistema omogeneo

r—y+3z2=0
2x+3y+2=0
r+22=0
la matrice
1 -1 3 0 1 -1 3 0
2 3 1] 0l=--=1]0 1 =110
1 0 2 | 0 0 O 0 | 0O

Notiamo che i conti sono gia stati eseguiti al punto precedente. Quindi

+32=0 v
{m yrer=to L ly=t WeR
r—2=0
z=t
e
dim(S) =1

B(S) = { (_27171) }
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¢) Notiamo che con la stessa matrice abbaimo risolto due esercizi differenti tra cui in genere ¢ facile
confondersi. La relazione tra i due esercizi, oltre alla medesima riduzione della matrice, € solo
legata alle dimensioni:

dim(V) = rg(4)
dim(S) = numero delle incognite — rg(A)
dim (V') + dim(S) = numero delle incognite
Esercizio 7.63. Sia W il sottospazio di R® generato dai vettori:

vy =(0,1,2,0,1), w2 =(k,1,2,0,2), w3=(0,0,0,k,1)

a) Al variare del parametro k, trovare una base di W.
b) Si completi la base trovata in a) ad una base di R®.

SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matriceformata dai tre vettori affiancata
dalla matrice identica I5.

0k O] 10000 II[t 101071000
1 1001000 III|]22071]00100
220 1] 00100/=VI[121]00001=
00k ] 0O0O0T10 I'10 ko] 00O0T1oD0
121]000071 IV[0O0Ok]| 10000
1 100 1 00 0 1 100 1 000
II-2r10 0 0 ] 0 -2 1 00| III{0 1 1 | 0 -1 0 0 1
IIT—71(0 1 1 ] 0 -1 00 1|=IV|0 kK O] 0 0 01 0
0 kO] 0O 0 010 VI ok |1 0 000
00k |1 0 000 II000]0-2100
11 0 |0 1 00 0
01 1 |0 —-100 1
= IIT—KII|0 0 -k | 0 k O 1 —k|=
00 k | 1 0 00 0
00 0 | 0 -210 0
110 |0 1 00 0
01 1 |0 -100 1
00 -k | 0 k 01 —k
IV+III0 0 0 | 1 k 0 1 —k
00 0 | 0 -210 0

a) Se k #0, BW) = {v1, va, vs}, mentre se k = 0, B(W) = {v1, v}
b) Se k # 0 possiamo prendere come base di R® l'insieme {v1, va, v3, €1, €z}, mentre se k = 0
possiamo prendere l'insieme {v1, va, €1, ea, €4}

O

Esercizio 7.64. Dati i vettori linearmente indipendenti v1 = (3,0,1) e vo = (1,4,—2) completare
Vinsieme S = {v1,v2} in modo da ottenere una base di R>.

SOLUZIONE:

Si puo completare la base utilizzando uno dei vettori canonici. Si tratta quindi di affiancare a v{ e vy i
tre vettori canonici di R, per verificare quale di questi forma assieme a vy e vo un insieme linearmente
indipendente. Riduciamo quindi a gradini la matrice

31 1 00 3 1 1 00 31 1 0 0
0 4 01 0= 0 4 0 1 0f= 04 0 1 O
1 -2 0 0 1 3[rr-1{0 -v -1 0 3 AITT4+7II |0 0 —4 7 12
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Di conseguenza qualsiasi dei vettori della base canonica forma con v; e v una matrice di rango 3, ovvero
un insieme linearmente indipendente. Possiamo prendere per esempio

B={(3,0,1), (1,4,2), (1,0,0)}

Esercizio 7.65. Siano
vy =(1,-1,-1,1), vy = (k,1,1,-1) € R*

a) Si trovino i valori del parametro k per i quali v1 e vy sono indipendenti.
b) Per k =2, si estenda linsieme {v1,v2} a una base di R

SOLUZIONE:

Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice costituita da v; e vy e dai
quattro vettori della base canonica di R*:

1 k | 1000 1 k |1 0 00
-1 1 [ 0100 II+I [0 k+1 | 1 1 00
-1 1 | 00 10 “II-I1rjo o |0 -110
1 -1 ] 000 1] IV+III|0 0 | 0 0 1 1

a) I due vettori v; e vy sono indipendenti quando la matrice ad essi associata ha rango 2. Di
conseguenza v e v sono indipendenti se k # —1.
b) Ponendo k = 2 nella matrice ridotta otteniamo

1211 0 00
03] 1 1 00
00 ] 0 —-110
0010 0 11

Una base di R* deve essere formata da quattro vettori. Dalla matrice notiamo che se aggiun-
giamo alle prime due colonne, corrispondenti a v; e vy, la quarta e quinta colonna (per esempio)
otteniamo una matrice di rango quattro. Quindi i quattro vettori corrispondenti sono linearmente
indipendenti e una base di R* ¢ data dall’insieme:

{vlv V2, (0717070)a (anala()) }

Esercizio 7.66. Si consideri insieme S costituito dai sequenti vettori di R*
vy = (1,2,2,1), vy = (2,1,2,1), vy =(0,1,2,1)

a) E’ possibile estendere S a una base di R*?
b) In caso affermativo, trovare una base di R* contenente S.

Per rispondere ad entrambi i quesiti riduciamo a gradini la matrice ottenuta dalla matrice associata ai
3 vettori, affiancata dalla matrice associata ai vettori della base canonica di R™:

1201 1000 1 2 0] 1 0 00
2110100 II-2010 =3 1] -2 1 00
2 2200 10| III—11{0 1 1] 0 -1 10
1110001 IVv—Il0o -1 1] -1 0 01
1 2 0] 1 0 00
N 0 -3 1 | -2 1 00
3IIT+I110 0 4 | =2 —2 3 0
IV+IIIlo 0 2 | -1 -1 1 1
1 2 0] 1 0 0 0
N 0 31 | -2 1 0 0
0 0 4| -2 -2 3 0
20V —III|0 0 0 | 0 0 -1 2

a) La matrice associata ai vettori vy, vg e vz ha rango 3, quindi i vettori sono linearmente indipen-
. R !
denti e S puo essere esteso a una base di R".
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b) Dalla matrice completa vediamo che la prima, seconda, terza e sesta colonna sono linearmente
indipendenti, quindi una base B di R* contenente S ¢ data da

B:{Uh U2, U3, 63:(()’071)0)}

Esercizio 7.67. Si considerino i vettori di R*
U1 = (2517_173)? V2 = (1705571)7 U3 = (27_17351)
a) Stabilire se il vettore v = (0,0,1,0) é combinazione lineare di vy, v2 € V3.

b) Completare Uinsieme {v1, va, v} ad una base di R*.

SOLUZIONE:

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice formata dai tre vettori vy, vy, v3
affiancati dai quattro vettori della base canonica e, ey, e3 = v e ey.

2 1 2 | 1000 2 1 2 | 1 0 00

1 0 -1 0100 2II-7 |0 -1 —4 | =1 2 0 0

15 3 | 0010 7mr+I1r{o 5 2 | 0 1 10

3 1 1 | 0001 IVv-3I{0 1 4 | 0 -3 0 1
2 1 2 | 1 0 00

N 0 -1 -4 | =1 2 0 0

IIT+5I110 0 —18 | —5 11 1 0

IV+II [0 0 0 | -1 -1 0 1

a) Consideriamo la matrice formata dalle prime tre colonne e dalla sesta, corrisponedente all’equa-
zione xvy + Yyve + zvs = v:

2 1 2 |0
0 -1 -4 | 0
0 0 -18 | 1
00 0 | o0

La matrice completa e incompleta hanno rango uguale, quindi il sistema ammette soluzione e v &
combinazione lineare di vy, v € vs.

b) La matrice formata dalle prime quattro colonne ha rango quattro, quindi 'insieme {vq, ve, v3, €1}
& una base di R*.

O
Esercizio 7.68. Sia dato l'insieme
V ={p(z) € Rs[z] | p(1) =0}
a) Verificare che Uinsieme V' & un sottospazio vettoriale di Ra[z].
b) Determinare una base di V.
SOLUZIONE:
Sia p(z) = ag + a1z + a2x? + azz®, a; € R il generico elemento di R3[z]. A p(z) possiamo as-

sociare le sue componenti (ag, a1, a2, as) rispetto alla base canonica di Rg[z] formata dai polinomi
{1, =, 2%, 23}. Quindi a ogni polinomio p(z) = ag + a1z + az2? + azz® € R3[| possiamo associare il
vettore (ag, a1, az, as) € R™.

Nel nostro caso la condizione p(1) = 0 si traduce nella condizione ag + a1 + a2 + ag = 0, quindi
all’insieme di polinomi V' corrisponde l’insieme:

W:{(ao, ay, ag, a3)€R4|a0+a1+a2+a3:0}

cioe I'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo formato dalla sola equazione ag + a1 + as + a3 = 0.

a) L’insieme W, e quindi l'insieme V', & uno spazio vettoriale in quanto si tratta dell’insieme delle
soluzioni di un sistema omogeneo.
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b) Per trovare una base di V' determiniamo una base di W per poi tornare ai polinomi.

apg=-r—s5—1
a, =rTr
ap+a;+ax+a3=0 = ! vr,s,t € R
ag = S
a3:t

Quindi il generico elemento di W ha la forma
(-1,1,0,0) - r 4+ (-1,0,1,0) - s + (—=1,0,0,1) - ¢
e una base di W e data dall’insieme
BW)=1{(-1,1,0,0), (-1,0,1,0), (—-1,0,0,1)}
Associamo ora ai vettori determinati i corrispondenti polinomi:
(-1,1,0,0) = pi(z)=—-1+=z
(=1,0,1,0) = po(z) = —1+2?
(-1,0,0,1) = ps(z) = —1+2°
Infine I'insieme
B(V) = {pi(x) = =1 +z, po(z) = =1 +2°, ps(z) = —1 + 2%}

¢ una base di V.

Esercizio 7.69. Siano dati i polinomi
pi(z) =1+, p2(x) = 1+ 2z + a2, pa(z) = & —a?.

a) Verificare che linsieme {p1(x), p2(x), ps(x)} é una base di Ro[x].
b) Esprimere f(x) = 2% — x + 2 come combinazione lineare di py(z), p2(x), p3(x).

SOLUZIONE:

Ricordiamo che a ogni polinomio di Rg[x] possiamo associare le sue componenti (ag, a1, as) rispetto
alla base canonica B = {xQ, x, 1}. Di conseguenza ai polinomi pi,ps e ps possiamo associamo i tre
vettori

b1 = (07 1a 1)
b2 = (1727 1)
b3 = (_17 130)

Quindi i polinomi py,ps e ps formano una base di Ra[x] sse i tre vettori py,ps e ps formano una base di
R?. In particolare Ry[z] ha dimensione 3, ed ¢ sufficiente verificare che i tre vettori siano linearmente
indipendenti.

Inoltre al polinomio f(z) associamo il vettore f(1,—1,2)

Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice associata ai quattro vettori.

01 -1 | 1 Irf1 1 o | 2
12 1 | -1 = 12 1 | -1
11 0 | 2 I o1 -1 ] 1
11 0 | 2 11 0 | 2
=II-1|0 1 1 | -3|= 01 1 | -3
01 -1 | 1 II—11|0 0 -2 | 4

a) La matrice dei coefficienti, associata a pj,p2 e p3, ha rango 3, quindi i tre polinomi sono
linearmente idipendenti e formano una base di Ra[z].
b) Torniamo al sistema associato ai quattro vettori:

T+ T0 =2 r1 =3
=q2T2tw3=-3 = qz2=-1
—2z3 =4 T3 = —2

Quindi
f(@) =3 -pi(z) = 1-p2(x) — 2 p3(z)
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O

Esercizio 7.70. Si considerino i polinomi p; = x> +ax+b+c, py = v?+bx+a+c, ps = v’ +cx+a+b.
a) Mostrare che per ogni valore dei parametri a,b,c i tre polinomi sono dipendenti nello spazio dei
polinomi R[z].
b) Calcolare la dimensione e una base dello spazio (p1,p2,p3) C R[z] al variare di a,b,c.

SOLUZIONE:

Associamo ad ogni polinomio il vattore che esprime le sue componenti rispetto alla base canonica {z?, z, 1}
di R[z]:
p1=(1,a,b+0¢), p2 = (1,b,a +¢), p3=(1,c,a+b)
Possiamo quindi svolgere 1’esercizio lavorando sui tre vettori.
Consideriamo la matrice associata ai tre vettori:
1 1 1 1 1 1 1 1 1

a b c = Il —al 0 b—a c—al| = 0 b—a c—a
b+c a+c a+d INI—(b+c)I |0 a—b a—c IIT+I11|10 0 0

a) La matrice associata ai tre vettori ha sempre rango minore di tre, quindi i tre vettori e i tre
polinomi sono linearmente dipendenti.
b) Dal punto a) sappiamo che (p1, p2, p3) ha sicuramente dimensione minore di tre. Inoltre

— Se a = b = ¢, allora la matrice ha rango 1 e (p1,ps,ps) ha dimensione 1. Una base di
(p1,p2,p3) ¢ data da {p1} (o da {p2} o da {ps}).

— Se a # b, allora la matrice ha rango 2 e (p1,p2,p3) ha dimensione 2. Inoltre la matrice
formata dalle prime due colonne ha sicuramente rango 2, quindi una base di {p1,pa,p3) &
data da {p1, p2}.

— Se a # ¢, allora la matrice ha rango 2 e (p1,p2,p3) ha dimensione 2. Inoltre la matrice
formata dalla prima e terza colonna ha sicuramente rango 2, quindi una base di (p1, p2, ps3)
¢ data da {p1, ps}.

|

Esercizio 7.71. Sia S il sottoinsieme dello spazio dei polinomi Rgx] cost definito:
S = {p(x) = ax® + bx* + cx + d € Rz[x] | p(0) = 0}

a) Mostrare che S é un sottospazio vettoriale di Rs[z].
b) Determinare la dimensione di S.

SOLUZIONE:

a) Si tratta di dimostrare che S & chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— S ¢ chiuso rispetto a +, infatti presi due elementi di S anche la loro somma, sta in S:
(p1+ p2)(0) = p1(0) +p2(0) =0

— S ¢ chiuso rispetto al prodotto per scalari, infatti preso un elemento di .S e uno scalare A € R,
anche il loro prodotto sta in S:

(Ap)(0) =A-p(0) =A-0=0
b) Per calcolare la dimensione di S osserviamo innanzitutto che imponendo la condizione p(0) = 0
otteniamo:
S = {p(e) = az® + b +-co | a,bc € R }

Vogliamo dimostrare che il polinomi pi(z) = 23, pa(x) = 22, p3(z) = z costituiscono una base
di S. Infatti
— p1(x), p2(x) e ps(x) sono linearmente indipendenti: se

ap1(z) + bpa(z) + eps(z) =0 = ax® + bx? + cx = 0 (polinomio nullo)

alloraa=0=c=0.
— Per come abbiamo esplicitato S & evidente che ogni elemento di S si pu® scrivere come
combinazione lineare di p1(x), pa(z) e ps(x).
Di conseguenza p1(z), p2(x) e p3(x) formano una base di S e S ha dimensione 3.
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Esercizio 7.72. Sia W [insieme dei polinomi p(x) = ax® + bz? + cx + d € R[z], di grado al piu 3,
tali che p(0) = p(1) = 0. Determinare un insieme generatore di W.

SOLUZIONE:

Come negli esercizi precedenti associamo a p(x) le sue componenti rispetto alla base canonica di Rs[z],
{1, x, 22, 23}

p(x) =az® +ba® +cx+d = p=(d,cba)
Imponiamo le due condizioni al generico polinomio di grado al piu 3:
{p(O):O;»d:O . {d:o
p(1)=0 = a+b+c+d=0 a+b+c=0
Quindi a W corrisponde il sottospazio V' formato dagli elementi di R* soluzioni del sistema omogeneo:
V ={(d,¢,ba) eR*|d=0, a+b+c=0}

Scriviamo ora le soluzioni di tale sistema omogeneo:

a=—-s—1
b=s Vs, t, e R
c=
d=0
Quindi
V =((0,0,1,-1), (0,1,0,—1))
Infine

W= (pi(z) =" — 2%, po(x) =z —2%)

Esercizio 7.73. Si considerino i polinomi a coefficienti reali
p1 = 2?4z, py = ka? — 1, p3 = x? + 2z + k.

a) Stabilire per quali valori di k i tre polinomi formano una base dello spazio Ra[z].
b) Per i valori di k per cui i polinomi sono dipendenti, trovare uno o pit polinomi che completano
Uinsieme {p1,p2,ps} ad un’insieme generatore di Ro[x].

SOLUZIONE:
Ricordiamo che
Ro[z] = {aoxz +a1x+as: ag,ai,as € R}
A ogni polinomio possiamo quindi associare le sue componenti (ag,a1,as) rispetto alla base canonica
B= {xz, T, 1}. In particolare ai polinomi py, p2, p3 possiamo associare i vettori:

pP1 = (17 170)
P2 = (kvoa 71)
p3 = (1727k)

Di conseguenza i polinomi py,p2 e p3 formano una base di Ra[z] sse i tre vettori py,ps e ps formano
una base di R*.In particolare Ry[z] ha dimensione 3.

Per rispondere a entrambe le domande dell’esercizio riduciamo a gradini la matrice associata ai tre
vettori a cui affianchiamo la matrice identica 3 x 3.

1 kK 1] 100 1 kK 1] 1 00

1 0 2] 01 0/=II-1{0 -k 1| -1 1 0=
0 -1 k | 00 1 0 -1 k] 0 01

1 k& 1] 1 00 1k 1 | 1 0 0
Irjo -1 k| o o0 1= 0 -1 &k 0 0 1
70 -k 1 | =1 1 0| III—kKII|0 0 1-k* | -1 1 —k

a) Consideriamo solo la prima parte della matrice: se k # £1 la matrice associata ai vettori p1, pa, p3
ha rango 3, quindi i tre vettor isono linearmente indipendenti. Analogamente i tre polinomi sono
linearmente indipendenti e formano una base di Ry[z].
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b) Se k = £1 la matrice dei coefficienti ha rango 2 e dalla matrice ridotta ricaviamo che ps e p3 sono
linearmente indipendenti. Inoltre considerando tutta la matrice possiamo notare che la prima,
la seconda e la quarta colonna (per esempio) sono linearmente indipendenti. Ricordiamo che la
quarta colonna corrisponde al vettore (1,0, 0) ovvero al polinomio ¢ = x2. Quindi:

— Se k =1 una possibile base di Ra[z] &:
B:{p1:$2+ﬂf, P2:$2*1> q:1'2}
— Se k = —1 una possibile base di Ra[x] &:

B:{p1:I2+I’, p2:*172*17 q:xz}

Esercizio 7.74. Si considerino i polinomi a coefficienti reali
po=x’+x, po = ka® —1, ps =x2 + 2z + k.
a) Stabilire per quali valori di k i tre polinomi sono linearmente dipendenti.

b) Per i valori di k per cui i polinomi sono dipendenti esprimere un polinomio come combinazione
lineare degli altri.

SOLUZIONE:

Ricordiamo che
Rofz] = {a0x2 +aix+as: ag,ai,as € R}
A ogni polinomio possiamo quindi associare le sue componenti (ag,a1,az) rispetto alla base canonica
B = {zz, x, 1}. Di conseguenza p1,ps e ps sono linearmente indipendenti sse lo sono i tre vettori

p1 = (1? 1?0)7 P2 = (kvov _1)7 pP3 = (1727k)

a) Riduciamo a gradini la matrice associata ai tre vettori

1 k1 1 k1 1 k 1
1 0 2(=I1I-1|0 -k 1|= III 0 -1 k
0 -1 k 0 -1 k IT—kKITT [0 0 1-—k?

Dobbiamo distinguere tre casi
— Se k2 —1 # 0, ovvero k # +1 la matrice ha rango 3, quindi p;, ps e p3 sono linearmente
indipendenti.
— Se k=1 o0 k= —1 la matrice ha rango 2, quindi p;, p2 e p3 sono linearmente dipendenti.
b) Risolviamo I'equazione xp; + yp2 + zps = 0. Abbiamo gia ridotto a gradini la matrice associata
a tale sistema (senza la colonna nulla dei termini noti). Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k =1 otteniamo il sistema

4 z=0 T =2t
{x yre= = y=t VteR
-y+z=0
z=1

Quindi
—2t-p1+t-p2+1t-p3=0 vVie R

e, per esempio p3 = 2p; — pa.

— Se k = —1 otteniamo il sistema,
n 0 T = —2t
T — z=
{ Y =qy=—t vte R
-y—2z=0
z=1
Quindi

—2t-pr—t-pp+t-p3=0 vte R
e, per esempio ps = 2p; + po.

Esercizio 7.75. Si considerino i polinomi
p1(z) = 22 + 2, pa(x) = 3z + 4, p3(z) = —2® + 62+ 6
e sia W = (p1,p2,p3) il sottospazio di Ra[x] generato da p1,p2 € ps.
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a) Si determini la dimensione e una base di W.
b) Si stabilisca per quali valori di k il polinomio fi(x) = (k + 1)a? + 3kx + 4 appartiene a W.

SOLUZIONE:
A ogni polinomio asz?+a1x+ag di Ra[z] possiamo associare il vettore (az, a1, ag) formato dalle coordinate
del polinomio rispetto alla base canonica {z2,x,1}. In questo caso otteniamo quindi i vettori

P11 = (17072)3 b2 = (07334)7 p3 = (_15676)7 fk = (k+173k74)

Per rispondere alla prima domanda dobbiamo calcolare la dimensione di (p1,ps,ps), mentre per rispon-
dere alla seconda domanda dobbiamo verificare se ’equazione xp; + yps + zp3 = fr ammette soluzione.
Consideriamo quindi direttamente la matrice A|b che ci permette di rispondere anche alla seconda domanda.

1 0 -1 | k+1 10 -1 | k+1
03 6 | 3 |= 1301 |0 1 2 | &k
24 6 | 4 12[IT—-110 2 4 | —k+1
1 0 -1 | k+1
= 01 2 | k
ITT—2I1110 0 0 | —-3k+1

a) dim(W) = rg(A4) = 2. Inoltre
BW) = {p1(z), p2(2)} = {2® +2, 3z +4}.
b) fir(z) appartiene a W se il sistema AJb ammette soluzione. Per Rouché Capelli questo succede
solo se rg(A) = rg(Ab) = 2, cioe se k = %
O

Esercizio 7.76. Nello spazio vettoriale V.= Ralx] dei polinomi reali di grado non superiore a due, si
considerino gli elementi

pr=x—1, po=x+1, p3=2°—u.

a) Si mostri che Uinsieme B = {p1, p2, ps} € una base di V.
b) Si trovino le coordinate del polinomio costante 1 nella base B.

SOLUZIONE:

Ricordiamo che a ogni polinomio agz? + ayx + as € Rpa[z] possiamo associare le sue componenti
(ag, a1, az2) rispetto alla base canonica B = {xz, z, 1}. Di conseguenza ai polinomi py, p2 € ps associamo
i tre vettori

b1 = (07 17 71)a P2 = (Oa 1a 1)5 p3 = (15 7170)

Quindi i polinomi py,ps e p3 formano una base di Ra|x] sse i tre vettori p1,ps e ps formano una base di
R?. In particolare Ry[z] ha dimensione 3, ed ¢ sufficiente verificare che i tre vettori siano linearmente
indipendenti.

Inoltre al polinomio costante 1 associamo il vettore f = (0,0,1), e le sue coordinate rispetto a B si
trovano risolvendo il sistema x1p; + zops + x3p3 = f.

Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo quindi a gradini la matrice associata ai quattro
vettori.

0 0 1 | 0] IHI[-1 1 0 | 1 11 0 | 1
1 1 -1 | ol = 1 1 -1 | o|l=II+I|0 2 -1 | 1
-1 1 0 | 1 Ilo o 1 | o0 0 0 1 | 0

a) La matrice dei coefficienti, associata a p1,ps e ps, ha rango 3, quindi i tre polinomi sono
linearmente indipendenti e formano una base di Ray[z].
b) Torniamo al sistema associato ai quattro vettori:

1
—r1+x2=1 m1=—§ 1
=2y —a3=1 =4, 1 = 1=—5-n@)+5 p)
— 2
.’1,‘3—0 1’3:()
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Esercizio 7.77. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali nella variabile x, di grado
minore o uguale a 3.
a) Si mostri che U = {f(z) € V| f(1) = f(2) =0} é un sottospazio vettoriale di V e se ne trovi
una base.
b) Si completi la base trovata al punto precedente ad una base di V.

SOLUZIONE:

Sia f(x) = az®+bx?+ cx+d il generico elemento di V. Le due condizioni f(1) = f(2) = 0 si esplicitano
in

a+b+c+d=0, 8a+4b+2c+d=0

Inoltre a ogni polinomio possiamo associare il vettore formato dalle sue componenti rispetto alla base
canonica {z3, 2%, x, 1} di R3[z]. In particolare al generico polinomio f(x) = az®+ bx? + cx + d associamo
il vettore (a,b,c,d) di R*, e all’insieme U possiamo associare 'insieme

U ={(a,be,d) eR* |a+b+c+d=0, 8a+4b+2c+d=0}
a) L’insieme U’ & uno spazio vettoriale in quanto si tratta dell’insieme delle soluzione di un sistema

omogeneo. Analogamente 'insieme U & uno spazio vettoriale.
Per determinare una base di U’, e quindi di U, risolviamo il sistema omogeneo:

a—ls+§t
2”1
L1 | oo] 1111|o:>b:,§$,zt
8 4 2 1 | ol TII-8I|0 -4 —6 -7 | 0 2 4
cC=S

uindi una base di U’ &
Q

B(U') = {(;—210> (i—zo 1>} ovvero B(U') = {(1,-3,2,0), (3,-7,0,2)}

e la corrisponedente base di U &
BU) = {2* — 32 + 22, 32® —T2* +2}

b) Basta notare che la matrice

1 0 1 3
01 -3 -7
0 0 2 0
00 0 2

ha rango 4, quindi
B=1{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (1,-3,2,0), (3,-7,0,2)}

& una base di R?, e la corrisponedente base di V', completamento della base di U, &
B(V)={2* 2% 2*-32%+2z, 32°-T2"+2}

Esercizio 7.78. Siano dati i polinomi
pl(m):2_‘rv p2(x):_x+x2a pd(x):?)—i_x_irz

a) Verificare che Uinsieme {p1(x), p2(x), ps3(x)} & una base di Ro[x].
b) Esprimere f(x) =1+ 2z + 222 come combinazione lineare di p1(z), pa2(x), p3(z).

SOLUZIONE:

Ricordiamo che a ogni polinomio p(x) = ag + a1z +asz? di Ra[x] possiamo associare le sue componenti
(ag, a1, az) rispetto alla base canonica B = {1, z, 2?}. Di conseguenza ai polinomi p;(x),p2(z),p3(z) e
f(z) possiamo associamo i tre vettori

b1 = (2a _150) b2 = (07_13 1) b3 = (37 la _1) f = (17232)

Quindi i polinomi py,ps e ps formano una base di Ra[x] sse i tre vettori p1,ps e ps formano una base di
R?. In particolare Ry[z] ha dimensione 3, ed ¢ sufficiente verificare che i tre vettori siano linearmente
indipendenti.
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Inoltre per esprimere il polinomio f(z) come combinazione lineare di pi(z),p2(x), ps(x) equivale a
esprimere il vettore f come combinazione lineare di p1, ps, p3, ovvero a risolvere I’equazione ap; +bps+cps =
f

Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo quindi a gradini la matrice associata ai quattro
vettori.

2 0 3 ] 1 2 0 3 ] 1 2 0 3 |1
-1 -1 1 | 2|= 0 -2 5 | 5| = 0 -2 5 | 5
of PIFINg v 1y 2| arrr+rrlo o 3 | 9
a) La matrice dei coefficienti, associata a pi,p2 e p3, ha rango 3, quindi i tre polinomi sono

linearmente idipendenti e formano una base di Ra[z].
b) Torniamo al sistema associato all’equazione apy + bps + cps = f

20+ 3c=1 a=—4
=< -2b+5c=5 =<¢b=5
3c=9 c=3

Quindi
f(x) =—4-pi(z) + 5 p2(z) + 3 - p3()

Esercizio 7.79. Si considerino i polinoms
pi(e) =20 +a® —a®, pa(r) =1 —a+a? py(e) =3 +a—2°, pa(a) =a® +2°
a) Verificare che linsieme {p1(x), p2(x), p3(x), ps(x)} & una base di Rs[zx].
b) Esprimere f(x) = (x +1)% come combinazione lineare di p1(x), p2(x), p3(z), ps(z).

SOLUZIONE:
A ogni polinomio associamo il vettore formato dalle sue coordinate rispetto alla base canonica {1, z, 22, 23}
di R3 [x]
P :(0’271’_1) pz(l‘) - p2:(1a_151,0>
p3 = (371707_1) p4($) — P4 = (analal)

p(x) —
p3(z) —
I quattro polinomi formano una base di Rs[z] sse i quattro vettori p1, ps, ps, ps formano una base di R
Inoltre associamo al polinomio f(z) il corrispondente vettore:

f@)=(z+1)3=1+4+3c+322+2° - f=(1,3,3,1)

Per rispondere alla domanda b) dobbiamo quindi risolvere l'equazione x1p; + zops + x3ps + x4ps = f.
Per rispondere a entrambe le domande consideriamo quindi la matrice associata ai cinque vettori:

o 1 3 o0 | 11 IHIf1 1 0 1| 3 1 1 0 1 | 3

2 -1 1 0 |3 Irlo 1 3 0]1 0 1 3 o0 | 1

1 1 0 1| 3712 -1 1 0| 3 7mr-2000 -3 1 -2 | -3

1 0 -1 1| 1 1 0 -11 | 1] w+rlo 1 -1 2 | 4
11 0 1 |3 110 1 | 3

. 01 3 0 | 1]_ 013 0 | 1

II+31I|0 0 10 —2 | 0 12111 [0 0 5 -1 | 0

IV—Ir [0 0 —4 2 | 3| 5IV+20I1{0 0 0 6 | 15

a) Il rango della matrice associata a pi, p2, p3, ps € quattro, quindi i quattro vettori sono linearmente
indipendenti e U'insieme {p1(z), p2(x), ps(x), ps(z)} & una base di Rs[z].
b) Tornando al sistema otteniamo:

31‘1:1
1+ T2 +x4=3 1
To + 375 = 1 T2 =75 1

= 1 = f(z) =p1(x) — 5 p2(2) + 5 p3(z) + 5 pa(2)

5$3—I4:0 r3 = = 2 2 2
6xy = 15 g

Ty = =

2
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Esercizio 7.80. Dati i polinomi
pi(x) = a® + 2z, pa(x) = 2® —x, ps(z) =20 +1

a) Verificare che Uinsieme {p1(x), p2(x), ps(x)} & una base di Ro[x]
b) Esprimere f(x) = 322 — 2 come combinazione lineare di p1(z), pa2(x), p3(z).

SOLUZIONE:

Associamo a ogni polinomio il vettore dato dalle sue coordinate rispetto alla base canonica {x?2, z, 1}
di Rp[z]. In particolare ai tre polinomi p;(x) e la polinomio f(z) associamo i vettori

b1 = (1’270)7 P2 = (1, _170)a p3 = (Oa2a ]-)7 f(3a0a _2)

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo direttamente la matrice necessaria per il punto b):

1 1 0] 3 1 1 0| 3
2 -1 2 | 0|=1II-2[I|0 -3 2 | —6
0 0 1 | -2 0 0 1 | -2

a) Consideriamo solo la matrice dei coefficienti. I tre polinomi formano una base di Ro[z] sse i tre
vettori formano una base di R3. Poiché rg(A) = 31 tre polinomi sono linearmente indipendenti
e formano una base di Ry[z].

b) Dalla matrice ridotta otteniamo il sistema:

r+y=3 r=1 . )
“By+22=-6 =Jy=2 = f(z) = gpl(x)+§p2(az)—2p3(aj)

Esercizio 7.81. Sia W il sottoinsieme dello spazio di polinomi Rs[z] definito da
W = {p(z) € R3[z] | p"" =0, p(1) =0}

"¢ la derivata terza di p)

(p
a) Mostrare che W ¢é un sottospazio vettoriale di Ra[z].
b) Trovare una base e la dimensione di W.
c¢) Determinare le coordinate del polinomio p(x) = 2% —x — 1 € W rispetto alla base trovata al

punto b).

SOLUZIONE:

a) Sia p(z) = az®+bx? +cx+d il generico elemento di Rs[z]. Per dimostrare che W & un sottospazio
vettoriale di Ra[z] dobbiamo innanzitutto verificare che W & un sottoinsieme di Ra[x]. In effetti
la condizione p”’ = 0 applicata al generico elemento di Rs[z] diventa 6a = 0. Quindi se p(z) € W
deve essere del tipo p(z) = bx? + cx + d cioé un elemento di Ra[z]. Inoltre W puo essere riscritto
come

W = {p(z) € Ra[z] | p(1) = 0}
Per dimostrare ora che si tratta di un sottospazio di Re[z] dobbiamo verificare che & chiuso
rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— W & chiuso rispetto alla somma, infatti presi due elementi di W anche la loro somma sta in
W
(p1+p2)(1) = p1(1) +p2(1) =0+0=0
— W & chiuso rispetto al prodotto per scalari, infatti preso un elemento di W e uno scalare
A € R, anche il loro prodotto sta in W:

(Ap)(1) = A-p(1) =A-0=0

b) Traducendo la condizione p(1) = 0 sui coefficienti del generico elemento bz? + cx + d di Ra[z]
otteniamo b+ ¢+ d = 0, ovvero d = —b — ¢. Quindi ogni elemento di W e del tipo

plx)=bx’ +cx—b—c=0bx?>—1)+clx—1)

I due polinomi, linearmente indipendenti, p;(z) = 22 — 1 e pa(2) = & — 1 costituiscono una base
di W, quindi

dim(W) = 2, BW) = {pl(x) =22 -1, po(x) =2 — 1}
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¢) Per determinare le coordinate di p(z) rispetto alla base B trovata la cosa pitl semplice ¢ forse
associare ad ogni polinomio le sue componenti rispetto alla base canonica { 22, 1} di Ro[z].
In particolare ai polinomi p; (), p2(x), p(x) possiamo associare i vettori:

P = (1707_1)7 b2 = (0717_]—)7 p= (27_17_1)
Risolviamo quindi I'equazione xp; + yp2 = p:

T =2
r=2
y=-—1 é{
-1

y=-1

Infine p(z) = 2p1(x) — p2(z), ovvero p(z) ha coordinate (2, —1)g rispetto alla base B trovata al
punto precedente.

O

Esercizio 7.82. Sia S linsieme delle matrici simmetriche:

S:{ [Z Z] |a,b,deR}

(Notiamo anche che S = {A € Mayy | AT = A}).

a) Verificare che S & un sottospazio di Maxs.
b) Determinare una base di S.

SOLUZIONE:

a) Notiamo che la condizione percé una matrice 2 x 2 appartenga a S & che gli elementi di posto 1,2
e 2,1 siano uguali.
Verifichiamo le due proprieta richieste per uno spazio vettoriale.

— SOMMA. Siano
_|a1 b1 _|a2 b2
a=li gl =)

due generici elementi di .S. Allora

_|lait+az bi+by
A1+A2_{b1+b2 d1+d2]es
— PRODOTTO per scalari. Sia

a b]

=l

un generico elemento di S e A € R. Allora
Ao AD]
A = { N Ad €S

b) Separiamo i parametri nella generica scrittura di A:
a b a 0 0 b 0 0
A_[b d]_[() 0}+[b o]*{o d}_

—aJo o +o- |1 o]+ fo Y]

B— 1 0 0 1 0 0
“ 110 0o’ |1 O]’ {0 1
¢ una base di S. Infatti:

— Abbiamo appena visto che il generico elemento di S si puo scrivere come combinazione lineare
degli elementi di B.

Quindi I'insieme
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— Gli elementi di B sono linearmente indipendenti, infatti:
1 0 0 1 0 0
a {O 0} iy [1 0] e {O J —0 =
b a=20
a
{b d} =0 = ¢(b=0
=0
|
Esercizio 7.83. Sia S il sotinsieme dello spazio delle matrici Ms2(R) cosi definito:
a b
S = b a €M3,2(R)|a7b€R
0 0
a) Mostrare che S ¢ un sottospazio vettoriale di Ms2(R).
b) Determinare un insieme generatore di S.
SOLUZIONE:
a) Dobbiamo verificare che S & chiuso rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— Siano A e B due generici elementi di S:
a b c d
A = b a 5 B = d C
0 0 0 0
La loro somma A + B & la matrice
a+c b+d
A+B=|b+d a+c
0 0
che e ancora un elemento di S
— SiaAdeRe A€ S allora
Aa  Ab
M= [Ab Aa
0 O
che € ancora un elemento di S.
b) Un possibile insieme generatore &
1 0 0 1
I=<¢M; =10 1|, My=|1 0
0 0 0 0
Infatti ogni matrice A € S si puo scrivere nella forma:
A = alMy + bM,
|

Esercizio 7.84.

a) Mostrare che l'insieme

_ 3a —a+b
R
é un sottospazio vettoriale dello spazio delle matrici reali M 2(R).
b) Determinare una base di W.

SOLUZIONE:

a) Verifichiamo le due proprieta richieste per un sottospazio vettoriale.
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— SOMMA. Siano

Al _ |:3CL1 —aq + b1 :| 7 A2 _ |:36LQ —as + bg]

ay 720,1 —+ b1 - as 72(12 + b2
due generici elementi di W. Allora

A+ Ay — 3a1 + 3aq —ay + by —as + by _ 3(&1 + ag) —(a1 + ag) + (bl + bg)
e ar +ax  —2ay +by — 2a + by (a1 +az)  —2(a; + a) + (by + b2)

_[3a —a—|—b} con a=a+ az
a —2a+b b=by + by

Quindi Al +Ay e W.
— PRODOTTO per scalari. Sia

_|3a —a+b
A_{a —2a+b]

un generico elemento di W e A € R. Allora

wa-|

3(Aa)  —Aa+Ab | _[3) —a' 0] Jad'=)a
Ao —2Ma)+ M| | d —2d 4V "y = w

Quindi AA € W.
b) Separiamo i parametri nella generica scrittura di A:

O e R A R e B T

o-{o-f oo )

¢ un insieme generatore di W. Dobbiamo ora verificare se A e B sono linearmente indipendenti,
ovvero se I'equazione A + yB = 0 ha la sola soluzione nulla x = y = 0:

Quindi 'insieme

r —2x+y
Quindi la condizione A + yB = 0 si traduce nel sistema
3z =0
—x+y=0
z=0
—2r+y=0

= z=y=0

Quindi A e B sono linearmente indipendenti e una base di W ¢ data da
3 -1 0 1
s-m = 5] o))

Esercizio 7.85. Si consideri il sottospazio

_f [3a+b+3c 2b—6c
S{ Lt—i—?;b—?c 4CL+80} Ia,b,ch}

dello spazio delle matrici reali Ma(R).

a) Determinare una base di S.

. 2 0
b) Stabilire se A = [2/3 8/3

della base trovata in a)).

} € S (ed in caso positivo esprimere A come combinazione lineare

SOLUZIONE:
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a) La generica matrice di S la possiamo scrivere nella forma

el e

30 1 2 1 1
=] ]
lo spazio S & S = (A;, A, As). Per determinare una base di S dobbiamo stabilire quante e quali

di tali matrici sono linearmente indipendenti, ovvero risolvere 'equazione xA; + yAs + zA3 = 0.
La matrice dei coefficienti associata a a tale sistema ¢

Quindi se

31 3 I [1 3 -T7] 1 3 -7
02 —6| _ 02 —6| _ 1/201 [0 1 -3
1 3 -7 III |3 1 3| I1I-3I|0 -8 24
40 8 1arv |1 0 2| Iv-I|o -3 9
1 3 -7 13 -7
0 1 -3 01 -3
1811110 —1 3| 7 III+II|0 0 0
131V [0 -1 3 IV+II [0 0 0

La matrice ha rango 2 quindi il sistema ammette infinite soluzioni, le tre matrici sono linearmente
dipendenti e dim(S) < 3. Inoltre la matrice dei coefficienti associata all’equazione xA; +yAs = 0,
una volta ridotto diventa

O O O
OO = W

In questo caso l'equazione ammette solo la soluzione nulla, quindi A; e As sono linearmente
indipendenti, quindi dim(S) = 2 e una base di S & data da

s ={a=} 1 ;i

b) Si tratta di risolvere 'equazione xA; + yAs = A ovvero il sistema:

3z4+y=2 3r =2
Y , = Y . - T =3
r+3y=3 x=3 y=20
4x+y:% 4x:%
Infine
2
A=-A
3

]

Esercizio 7.86. Sia V Lo spazio vettoriale delle matrici reali 2 x 2. Si consideri la matrice A =
{18 07} e sia S il sottinsieme di V costituito dalle matrici che commutano con A:

S:{M: [Z Z] % :AM:MA}

a) Mostrare che S & un sottospazio di V.
b) Calcolare la dimensione e una base di S.

SOLUZIONE:

a) Dobbiamo dimostrare la chiusura rispetto alla somma e al prodotto per scalari.
— Somma. Siano M; e My due matrici che commutano con A. Allora

A(My + My) = AM; + AMs = M1 A+ MyA = (M; + M) A

Quindi anche la matrice M7 + Ms commuta con A e appartiene a S.
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— prodotto. Sia M una matrice che commuta con A, e sia A € R. Allora
AAM) = AM = AMA=(AM)A

Quindi anche la matrice AM commuta con A e appartiene a S.
b) Scriviamo esplicitamente le soluzioni di S imponendo la condizione AM = M A.

AM:[&L?C 8b7d}
b
_|-8a+b —Ta
MA_[SCer 70}
Quindi
—8a—T7c=—8a+b
a c a + bt Te—0
—8b—T7d = —Ta
MA=AM = = 76 —8—Td=0
a=—-8v+d
a+8 —-d=0
b=—-Tc
Si tratta quindi di risolvere il sistema omogeneo:
1 0 8 -1 | 0 1 0 8 -1 1] 0
o 1 7 0 | 0= 0 1 7 0 | 0of =
7 -8 0 =7 | O Ir—-77|0 -8 =56 0 | O
a=—-8+s
108 -1 | 0 —
017 0 | 0= Vs, t € R
ITIT—8IT|0 0 0 0 | O €=
d=s
Quindi gli elementi di S sono del tipo
M:[—St—f—s —7t]
t s

Ovvero

-8 -7 1 0
s={ [ 7)es ] Jomen)

Di conseguenza S ha dimensione 2 e una sua base ¢ data dall’insieme
-8 =7 1 0
1 01710 1

Esercizio 7.87. Sia

e sia S ={M € My(R) | AM = MA = 0}. Dimostrare che S é un sottospazio di Ma(R) e calcolarne la
dimensione.

SOLUZIONE:
Sia
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la generica matrice di M2(R). Cominciamo a calcolare gli elementi di S:

| z—= y—w | T =z
AM = [—2z+22 —2y+2w} =0 :>{

-2y —x+2y| T =2y
MA_L—QU} —z—|—2w]_0 :>{ =

z=2w
T =2t
=1
- Y
z =2t
w=t
2 1
=>S_H2 1]-tteR}

Chiamiamo B la matrice
2 1
p=[; |

S & quindi formato dai multilpli di B. E’ percido immediato dimostare che si tratta di un sottospazio
vettoriale di Msyo:

e SOMMA. Se A; e Ay appartengono a S, allora A} =t - B e Ay =ty - B per opportuni t1,ts € S,
quindi

A1+A2:tl'B+t2'B:(t1+t2)'B e S
e PRODOTTO per scalari. Sia A =t - B un generico elemento di S e A € R, allora
M=X-t-B=(A-t)-B € S

In particolare S € uno spazio vettoriale di dimensione 1, generato dalla matrice B.

Esercizio 7.88. Si consideri la matrice
1 k
A= {2 3} .

a) Si determini una base del sottospazio U = {X € M2(R): AX = XA}.
b) Mostrare che il sottoinsieme W = {X € U : X ¢& invertibile} non é un sottospazio vettoriale di U.

SOLUZIONE:
Sia

la generica matrice di M>(R).

x4k y+kw _|z+2y kx+3y
AX = 2z + 32 2y+3w} XA_[quQw kz + 3w

Da AX = X A otteniamo il sistema

r+kz=x+2y —2y+kz=0
y+ kw =kx + 3y N kr 42y —kw=0
20+ 3z2=z+4+2w 20+ 2z —2w =0

2y 4+ 3w = kz + 3w 20 —kz=0
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Riduciamo a gradini la matrice associata a tale sistema:

0 -2 k 0 | 0] 1/21IIf1 0 1 -1 | 0
ko2 0 <k |0 I |0 -2k 0 |0
2.0 2 -2 ] 0 II |k 2 0 -k | 0
0 2 —k 0 | 0 0 2 —k 0 | 0
1 0 1 -1 10 1 0 1 -1 ] 0
0 -2 k ol 0 -2 k 0 | 0
IIT—kIlo 2 -k | o] Trrr+1r{o o 0o 0 | 0
IV+II[0 0 0 |0 00 0 0 | 0

Quindi

a) Abbiamo ottenuto che

so={[7 8] o 3}

b) W non & un sottospazio in quanto, per esempio, non contiene I’elemento nullo. Infatti la matrice

nulla
0 0
0 0

non ¢ invertibile.

Esercizio 7.89. Sia W = (A, B ,C) il sottospazio di M2(R) generato dalle matrici

00 1k ko1
A:{k 0}’ B:{—Q 0}’ C:[k—l 1}

Si determini la dimensione di W e una sua base al variare del parametro reale k.

SOLUZIONE:

Cominciamo a stabilire quando le tre matrici sono linearmente indipendenti risolvento ’equazione matriciale
rA+yB+zC =0:

y+ kz ky+z| |10 0
kx —2y+ (k—1)z z 100
da cui si ottiene il sistema
y+kz=0 y=20
ky+2z=20 N 0=0
kxr—2y+(k—1)z=0 kx=0

Dobbiamo ora distinguere due casi.
e Se k # 0 otteniamo la sola soluzione x = y = z = 0 per cui le tre matrici sono linearmente
indipendenti:
dim(W) =3
B(W)={A, B, C}
e Se k = 0 otteniamo la sola soluzione z = t, y = z = 0 per cui le tre matrici sono linearmente

dipendenti. In particolare A & la matrice nullae A =0- B + 0 - C dipende linearmente da B e
C. Se studiamo invece la dipendenza di B e C risolvendo 1’equazione yB + zC = 0 otteniamo
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la sola soluzione y = z = 0 quindi B e C sono linearmente indipendenti (Infatti B ¢ C' non sono
una multiplo dell’altra). Di conseguenza

dim(W) = 2
B(W)={B, C}

Esercizio 7.90. Sia V = (A, B, C) il sottospazio di Ma2y2(R) dove
2 0 21 2 3
S N
a) Si determini la dimensione e una base di V.

b) Si esprima D = [2

5 6} come combinazione lineare della base trovata al punto a).

SOLUZIONE:

a) Per determinare la dimensione di V' cominciamo a verificare se A, B e C sono linearmente
indipendenti risolvendo il sistema A 4+ yB + 2C = 0:

2 0 2 1 2 3] 2x + 2y + 2z Y+ 3z [0 o
xL 2]“4{3 4}”[7 8]_0 - [x+3y+7z 2x+4y+8z}__0 o};‘
20+2y+22=0 2 2 2 ] 0 1/21 1 1 1 | o]
y+32=0 N [ U T ] N 013 |0

T +3y+72=0 1 3 7 | 0f "III-1/2I|0 2 6 | O

9% + Ay + 82 — 0 2 48]0 IV—1 10 2 6 | 0]

111 1]0

_ 01310

IIT—2I110 0 0 | O

IV—IIT[0 0 0 | 0

La matrice dei coefficienti ha rango 2, quindi il sistema zA + yB 4+ 2C = 0 ammette infinite
soluzioni. Di conseguenza le tre matrici A, B, C' sono linearmente dipendenti e dim(V) < 3. Dai
conti appena svolti si vede inoltre che risolvendo 'equazione x A + yB = 0 otteniamo il sistema

2042y =0
y=20

z+3y=0
2r+4y =0

che ammette la sola soluzione x = y = 0, quindi le matrici A e B sono linearmente indipendenti.
Infine dim(V') = 2 e una base di V' & data dall’insieme {4, B}.
b) Dobbiamo risolvere 'equazione A +yB = D. Procedendo come nel punto precedente otteniamo

il sistema
2042y =2
=2 =1
4 =7 ~ D=-A+2B
z+3y=>5 y=2
204+ 4y =6

Esercizio 7.91. Si considerino le matrici

1 2 0 3 2 7
S T N N
a) Si stabilisca se A, B e C sono linearmente indipendenti in My(R.).
b) Si determini una base del sottospazio (A, B,C).

SOLUZIONE:



170 7. RANGO: ROUCHE-CAPELLI, DIMENSIONE E BASI DI SPAZI VETTORIALI

a) Le matrici A, B,C sono linearmente indipendenti se I'equazione ©A + yB + 2C = 0 ha la sola
soluzione z = y = z = 0. La matrice zA + yB + z2C é&:

r+2z 2x+3y+7z

vA+yB 420 = —3z — 62 y+z ’
quindi 'equazione xA + yB + zC = 0 si traduce nel sistema
r+22=0 1 0 2 [0 1020 R
20 +3y+72=0 2 3 7 |10 IT-2r |10 3 3 | 0
8 —62=0 123 0 =6 | ol Trrr+3rlo o o | o]~ Y=t VER
=t
y+z2=0 0 1 1 | 0 01 1] 0 <

Il sistema ammette infinite soluzioni, quindi A, B e C' sono linearmente dipendenti. Notiamo che
2tA+tB —tC =0 Vt € R, quindi in particolare C' = 2A + B.

b) Abbiamo appena osservato che C' ¢ linaremente dipendente da A e B. Viceversa le matrici A e
B sono linearmente indipendenti in quanto non sono una multiplo dell’altra, quindi una base del

sottospazio (A, B,C) ¢ {A, B}.
]

Esercizio 7.92. Sia V = (A, B, C) il sottospazio di Ma(R) generato dalle matrici
2 1 0 4 2 9 6 k—2
A_{z 1]’ B_L 0]’ C_{m 1]’ D_[2 k+2}
a) Si determini la dimensione e una base di V.

b) Si stabilisca per quali k la matrice D appartiene a V. In tali casi si esprima D come combianzione
lineare della base trovata al punto precedente.

SOLUZIONE:

a) Per determinare la dimensione e una base di V' bisogna stabilire quante e quali tra le matrici
A, B e C sono linearmente indipendenti, ovvero risolvere I'equazione xA 4+ yB + zC = 0. Tale
equazione si traduce nel seguente sistema

20 +22=0

20 2 | 0 12 [1 0 1 | 0
r+4y+92=0 14 9 |0 IT—1/21 |0 4 8 | Of
22 4+ 4y + 102 =0 2 4 10 | O IIr—1 |10 4 8 | 0
Ttz =0 10 1 | ol I1v—1/21|0 0 0 | O

101 |0
/411 |0 1 2 | O r+2=0
IIr—-1r{0 0 0 | 0 y+22z=0
000 | O

Il sistema xA + yB + 2zC' = 0 ammette infinite soluzioni, quindi le tre matrici sono linearmente
dipendenti. Viceversa, risolvendo il sistema A + yB = 0 otteniamo ol sistema equivalente

=0
{x = x=y=0
y=20
quindi A e B sono linearmente indipendenti. Infine

dim(V) =2, B(V)={A,B}.

b) Per esprimere D come combinazione lineare della base trovata dobbiamo risolvere I’equazione
xA+ yB = D. Ripercorrendo i conti fatti precedentemente, otteniamo:

26 =6

2 0| 6 121 [1 0 | 3
rdy=k—=2 |1 4 | k=2 II-1/2I |0 4 | k=5
21 4+ 4y =2 2 4 | 2 IIr—1 |0 4 | -4
= k49 1 0 | k+2| IV—-1/2I|0 0 | k-1

Il sistema ammette soluzione solo se k = 1, quando otteniamo

v=3 T3 L D_3A-B sek=1
4y = —4 y=-—1

Se k # 1 la matrice D non appartiene a V.
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O

Esercizio 7.93. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 4 e sia B = {v1,v2,v3,v4} una sua base.

a) Mostrare che linsieme B’ = {v1 + va,v9 + v3,v3 + v4,v4} € una sua base di V.
b) Calcolare le coordinate del vettore v = vy + va + v3 + vy Tispetto a B e rispetto a B’.
SOLUZIONE:

a) Essendo V di dimensione 4 ¢ sufficiente verificare che i quattro vettori di B’ sono linearmente
indipendenti. Calcoliamo le coordinate dei vettori di B’ rispetto alla base B:

vy +ve =(1,1,0,0)5
vy +v3=1(0,1,1,0)5
v3+vg =(0,-0,1,1)p
vg = (0,0,0,1)5

I quattro vettori sono linearmente indipendenti se la matrice associata ha rango 4:

1 0 0 0] 10 0 0 10 0 0
11()():>II*I0100:> 01 00
01 10 01 10 II1T-1110 0 1 0
0 0 1 1] 0 011 0 0 11
[1 0 0 0
N 01 0 0
0 010
IvV—-I1rjo 0 0 1

La matrice ha rango 4, quindi anche B’ ¢ una base di V.

b) Le coordinate di v rispetto a B sono (1,1,1,1)g in quanto v = 1-v; +1-ve +1-v3+ 1 vy.
A questo punto per trovare le coordinate di v rispetto a B’ ¢ sufficiente risolvere ’equazione:
x(v1 + v2) + y(ve + v3) + 2(vs + v4) + wvg = v, dove tutti i vettori sono espressi rispetto a B:

1000 |1 1000 |1
1100 | 1| II-1|lo 100 | 0
0110 | 1|7 0110 | 1|7
00111 001 1 |1
1000 |1 1000 |1
0100 | 0 _ 010010
III-II10 0 1 0 | 1 00101
001 1 | 1] Iv—1rr{o 0 0 1 | 0

Infine v = (1,0,1,0) 5.

Esercizio 7.94. Si consideri linsieme S di matrici 3 x 3
S = {A = [aij} € Mg(R) P ay1] + a2 =ass +azz = O}.

a) Stabilire se S & un sottospazio vettoriale di Ms(R). In caso affermativo, trovarne la dimensione.
b) Sia Sims(R) lo spazio delle matrici reali simmetriche 3 x 3. Trovare una base dello spazio
intersezione S N Simz(R).

SOLUZIONE:

a) Imponendo le condizioni a11 + a12 = age + ass = 0 alla generica matrice di M3(R) otteniamo che
la generica matrice di S & del tipo

ai;p —ail a3
A= |aan a a| =a11di +a13As + a2 As + axAs + a3 As + az1 Ag + ass Ay
asi —ass as3
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dove

[1 -1 0 [0 0 1] [0 0 0]
A;=1[0 0 O Ay, =10 0 O A3=11 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0Of

[0 0 0 [0 0 O] [0 0 O] 0 0 0
As=10 1 0 As=10 0 1 Ag=10 0 0 A, =10 0

0 0 0 0 0 0 |1 0 0f 0 -1 1
Quindi

S = < A17 A27 A37 A47 A57 Aﬁa A7>
e lo spazio vettoriale generato dalle 7 matrici A;. Inoltre le 7 matrici sono linearmente indipen-
denti, quindi una base di S e
B(S) ={ A1, Aa, Az, A4, A5, As, A7}
e dim(S) =7.
La generica matrice A di S appartiene a Simsz(R) se as1 = —aq1, az1 = a13, asz = —asz, quindi
la generica matrice di S N Sims(R) ha la forma:

ai1 —a11 a13
B=|—a11 a2 —az3| =a11B1+a13Bs + ax»Bs + azzBy
@13  —a33 433
dove
(1 -1 0 [0 0 1
Bi=|-1 0 0| =A4;—-A4;3 By;=10 0 0| = Ay + Ag
0 0 0 10 0
[0 0 0 (0 0 0
Bs=10 1 0| =4, Bi=10 0 —1| =4, A4;
0 0 0 0 -1 1

Notiamo che le 4 matrici B; sono linearmente indipendenti, quindi
B(S n Slmg(R)) = {Bl7 BQ, B3, B4}



CAPITOLO 8
Applicazioni lineari

Esercizio 8.1. Sia T : R® — R? lapplicazione definita da T(x1,xo,23) = (23,20,2x3). Stabilire se
T é lineare.

Esercizio 8.2. Verificare che la funzione determinante definita sull’insieme delle matrici Moo avalori
in R non é lineare.

Esercizio 8.3. Stabilire se esiste una applicazione lineare T : R* — R? tale che
T(1,2) = (3,0), T(2,7) = (4,5), T(1,5)=(1,4)

Esercizio 8.4. Stabilire se esiste una applicazione lineare T : R* — R? tale che
T(1,2)=(3,0), T(2,4)=(,0), T(0,1)=(11)

Esercizio 8.5. Determinare una applicazione lineare T : R®> — R? tale che

Esercizio 8.6. Sia T : R* — R® lapplicazione definita da T(x,y) = (z + y, 22,2 — y).
a) Verificare che T ¢é lineare.
b) Determinare Nucleo e Immagine di T.
c¢) Determinare la matrice A associata a T (rispetto alle basi canoniche).
d) Determinare T(1,2) usando la definizione e usando la matrice A.

Esercizio 8.7. Sia T : R? — R? Uapplicazione lineare definita sulla base canonica di R* nel sequente
modo: T(e1) = (1,2,1), T(e2) = (1,0,—1).
a) Esplicitare T(x,vy).
b) Determinare la matrice A associata a T (rispetto alle basi canoniche).
c) Stabilire se (3,4,1) appartiene a Im(T').

Esercizio 8.8. Sia T : R®> — R? lapplicazione lineare tale che T(v) = Av con

1 1
A=12 0
1 -1

a) Determinare una base di Nucleo e Immagine di T'.
b) Stabilire se (—3,2,1) appartiene a Im(T).

Esercizio 8.9. Sia T : R®* — R? lapplicazione lineare definita da

-3 1 0
A=12 -1 0
0o 2 1

Determinare limmagine attraverso T del piano w: x + 2y = 0.

Esercizio 8.10. Sia T : R* — R* lapplicazione lineare tale che

X1 X1 +SC2+2I’3+I‘4
T Tl _ Ty + 229 +4x3 + 24
T3 2x1 + 229 + 43 + 324
T4 —x1 — 219 + (k‘ — 4)373 + 224

dove k € R un parametro reale.

a) Discutere Uiniettivita e suriettivita di T ol variare di k € R.
b) Determinare una base degli spazi vettoriali Im(T') e N(T) al variare di k € R.
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Esercizio 8.11. Sia T : R* — R® la funzione lineare definita da
T(z1,22,23,24) = (X1 — T2, 1 + X2, T2, To+ 3x3, —2271)
rispetto alle basi canoniche.

a) Trovare una base del nucleo N(T') e una base dell’immagine Im(T).
b) Dire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva.
¢) Per quali valori di k € R il vettore vy, = (k,2,1 — k,4,—2) appartiene allimmagine di T ?

Esercizio 8.12. Sia T: R® — R* la funzione lineare definita da:
T(Z’l,{EQ,.’Eg) = (2/61'1 — g9, To + kl’;}, Tr1+ Ty — T3, T1 — .’EQ)

a) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T al variare del parametro reale k.
b) Stabilire per quali valori di k il vettore v = (3,3,1,0) appartiene all’immagine di T .

Esercizio 8.13. Sia T la funzione lineare da R> a R® con matrice associata

2 1 0
A=10 -1 1
2 -1 2

rispetto alle basi canoniche.

a) Determinare basi dell’immagine Im(T) e del nucleo N(T).
b) Stabilire per quale valore di k il vettore vy, = (k, k, k) appartiene all’immagine di T

Esercizio 8.14. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da:
T(Il, 2,3, $4) = (1’2 + 3x3n 72%3 + Xy, Oa T — X2+ 1'4)
rispetto alle basi canoniche.

a) Dire se T ¢& iniettiva e/o suriettiva
b) Trovare una base del nucleo N(T) e una base dell’immagine Im(T).

Esercizio 8.15. Sia T l’endomorfismo di R® cos definito:
T($1,$2,$3) = (2331 + x3, —2x1 + o + X3, T2 + 2$3).

a) Scrivere la matrice associata a T rispetto alle basi canoniche e determinare il nucleo e l'immagine

di T.
b) Stabilire se T ¢é iniettiva. Trovare, al variare del parametro reale k, tutti i vettori v tali che
T(v) =(3,3,k).

Esercizio 8.16. Si consideri il sequente endomorfismo di R*
T(z,y,z,w) = (—x+2, 2y, ©—2z, w)
a) Si determino le dimensioni di immagine e nucleo di T e si stabilisca se T ¢é invertibile.
b) Si determini inversa T—1.
Esercizio 8.17.

a) Verificare che le relazioni
T(]-v]-v]-) = (_172)7 T(Ov]-v]-) = (034)7 T(l,l,O) = (271)

definiscono un’unica applicazione lineare T da R® a R?.
b) Scrivere la matrice rappresentativa di T rispetto alla basi canoniche.
¢) Trovare basi di Im(T) e di N(T).

Esercizio 8.18. Sia T : R®* — R® applicazione lineare definita da
T(x,y,2) = (22,9,0)

) Dato il vettore w = (2,—1,1), calcolare T(w).

) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.

) Calcolare T'(w) utilizzando la matrice A.

) Determinare la dimensione e una base degli spazi vettoriali Im(T) e N(T).

) Verificare che linsieme B = {v1, va, v3} con vy = (1,0,1), vo = (0,1,-1), v3 = (1,1,—1) é una
base di R®.

(6) Determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B dello spazio di partenza e alla base

canonica C dello spazio di arrivo.
(7) Determinare le componenti del vettore w = (2,—1,1) rispetto alla base B.



8. APPLICAZIONT LINEARI 175
(8) Calcolare T (w) utilizzando la matrice B.

Esercizio 8.19. Sia T : R®* — R? Uapplicazione lineare tale che
T(x,y,2) = 22,y + 2)

(1) Verificare che T é un’applicazione lineare.

(2) Dato il vettore w = (1,1,1), calcolare T'(w).

(3) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.

(4) Calcolare T'(w) utilizzando la matrice A.

(5) Determinare la dimensione e una base degli spazi vettoriali Im(T

(6) Verificare che linsieme B = {v1, ve, v3} con vy = (2,1,0), vg = (
di R®.

(7) Determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B di R® e alla base canonica di R?

(8) Determinare la matrice P di cambiamento di base dalla base canonica C alla base B.

(9) Determinare le componenti del vettore w = (1,1,1) rispetto alla base B utilizzando la matrice P
(o meglio P~1).

(10) Calcolare T'(w) wutilizzando la matrice B.

)CR NT)
0,1, (1

) =

Esercizio 8.20. Sia T : R®* — R? Uapplicazione lineare tale che
T(z,y,z) = 2z +y, x+y, y+k2)
dove k € R € un parametro reale.

(1) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.

(2) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R® al variare del parametro
k.

(3) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T) C R® al variare del parametro
k.

(4) Stabilre se il vettore v = (3,—1,—5) appartiene a Im(T) al variare del parametro k. In caso
positivo esprimere v come combinazione lineare degli elementi della base di Im(T) trovata.

Esercizio 8.21. Sia T : R® — R? Uapplicazione lineare tale che
T(z,y,2) = (x+y, kv +y+2z, kx+y+k2)

dove k € R € un parametro reale.

(1) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.

(2) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R® al variare del parametro
k.

(3) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T) € R* al variare del parametro
k.

(4) Stabilre se il vettore v = (0,1, —1) appartiene a Im(T) al variare del parametro k. In caso positivo
esprimere v come combinazione lineare degli elementi della base di Im(T) trovata.

Esercizio 8.22. Sia T : R?> — R?® lapplicazione lineare tale che
T(z,y) = (kx + 4y, =+ ky, y)

dove k € R € un parametro reale.
Stabilire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva al variare del parametro k.

Esercizio 8.23. Sia T : R* — R* Uapplicazione lineare definita dalla matrice
5k 1 3k +4 0

- VS 0 0
A=MT)=1"3" ;.5 1 ki3
92 0 k 0

a) Discutere Uiniettivita e suriettivita di T al variare del parametro reale k.
b) Determinare la dimensione di immagine e nucleo di T al variare di k.
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Esercizio 8.24. Sia T : R* — R? Uapplicazione lineare tale che
T(x,y,z,w)=(—z—y+z4+w, —x+2y—2z, —z+y+3z—3w)

(1) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
(2) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R3.
(3) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T') C R*

Esercizio 8.25. Sia T : R* — R? lapplicazione lineare tale che
T(x,y,z,w)=(x—2y+3z, x —y+ (k+3)z+2w, 20 —3y+ (k+6)z+ (k+ 1)w)

dove k & un parametro reale.
Stabilire se esistono valori di k per cui T é iniettiva e/o suriettiva.

Esercizio 8.26. Sia T : R® — R? Uapplicazione lineare definita da
T(.’L‘, y,Z) = ((E - Y, 2z — 3y)

a) Dire se T ¢& iniettiva e/o suriettiva.
b) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T.

Esercizio 8.27. Sia k un parametro reale e sia T 'endomorfismo di R* definito da
T(CL’l, To, X3, 334) = (2.%'1, T + x0 + 23 + 324, —kx1 + 3,23 + k/’l‘4)

a) Determinare basi del nucleo e dell’immagine di T al variare del parametro k.
b) Si dica se T ¢ iniettivo e/o suriettivo.

Esercizio 8.28. Sia T : R® — R? la funzione lineare
T(x1,2z2,23) = (ax1 + 2axe + 3,bx1 + 222 + T3).

a) Si determinino gli eventuali valori reali di a e b per i quali T é suriettiva.
b) Si trovi una base del nucleo di T' al variare di a e b.

Esercizio 8.29. Sia T : R* — R? la funzione lineare definita da T(z) = Az, con

1 0 -2 3
A=1]-1 0 1 0
0 1 0 1

a) Stabilire se T' ¢ iniettiva e/o suriettiva.
b) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T.

Esercizio 8.30. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da T(x) = Az, con

1 0 -1 1
-2 0 0 O
4= 11 0 O
0 1 -1 1

a) Stabilire se T invertibile.
b) Trovare basi del nucleo e dell’immagine di T

Esercizio 8.31. Detto k un paramtro reale, sia

k1 10
A=10 2 0
0 k k

a) Si trovino, al variare di k, nucleo e immagine dell’endomorfismo Ty di R? associato alla matrice
A.

b) Stabilire per quali valori k € R la funzione lineare Ty ¢ invertibile.

Esercizio 8.32. Si consideri la funzione lineare T : R* — R* definita dalla matrice

2k 0 21
k 0 1 1
k-1 -1 0 1
0 0 01
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a) Si dica se esistono valori del parametro reale k per i quali T ¢& iniettiva o suriettiva.
b) Si caleoli la dimensione del nucleo N(T) e dell’immagine Im(T') al variare di k.

Esercizio 8.33. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da T(z) = Az con

0 1 k 2
1 1 0 2
A= 0 1 1 2
-2 0 1 -1

a) Determinare una base del nucleo di T e una base dell’immagine di T al variare del parametro k.
b) Dire se T ¢ inieltiva e/o suriettiva.

Esercizio 8.34. Sia f : R® — R? lapplicazione lineare definita ponendo
flryy,2)=(x+y—22, 3x — 2, 20 —y+ 2)
e sia g : R® — R3 Uapplicazione lineare definita ponendo
9(,9,2) = (@42 T —y+2 y)
Si trovino le dimensioni dei nuclei delle applicazioni lineari go f e fog.
Esercizio 8.35. Sia T : R® — R? la funzione lineare definita da
T(x,y,2)=(x+y, 20 —y— 2, 2y +2)
e sia B=1{(1,2,-4), (0,1,1), (1,0,=7)} una base di R>.

a) Stabilire se T' ¢ iniettivo e/o suriettiva.
b) Si determini la matrice Mg(T) associata a T rispetto alla base B

Esercizio 8.36. Sia S : R* — R? la funzione lineare
S(z1,x2,x3,24) = (321 — 223 + T4, 4da1 — 222 + 223 + 324, T1 + 223 + 224).

a) Si trovi una base del nucleo di S e una base dell’immagine di S.
b) Sia & la base canonica di R* e sia B la base di R® costituita dai vettori

U1 = (1707 ]-)a V2 = (1>070)7 v3 = (171,]—)

Si determini la matrice ME(S) associata a S.

Esercizio 8.37. Sia T la funzione lineare da R® a R® definita da
T(x,y,2) = (3x =2y, v+y+2z 223y —2)

a) Determinare basi dell’immagine Im(T) e del nucleo N(T).

b) Si scriva la matrice associata a T rispetto alla base B = {(2,1,0), (1,1,0), (0,1,1)}.

c¢) Trovare la distanza euclidea tra il punto P = (1,1,1) e il nucleo N(T).

Esercizio 8.38. Sia B = {v; = (1,2,3), va = (1,0,—1), vz = (0,0,2)} una base di R* e sia T : R* —

R? Uendomorfismo definito dalla matrice
0 4 2
6 0 O
0 8 4

Mgp(T) =

a) Si determini la matrice associata a T rispetto alla base canonica di R>.
b) Si stabilisca se T ¢& iniettivo e/o suriettivo.

Esercizio 8.39. Sia T : R> — R?® la funzione lineare definita da T(x) = Ax, con

1 11
A=10 1 1
1 00

a) Si determini la matrice associata a T rispetto alla base costituita dai vettori vy = (1,1,1), vg =
(1,0,0), v3 = (0,0,1).
b) Si trovi una base del nucleo di T.
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Esercizio 8.40. Sia T : R* — R?® lapplicazione definita da T(x,y) = (2z,2 — y,2y), e siano B =
{(1,0), (1,1) } e B'={(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } due basi di R* ¢ R® rispettivamente. Determinare la
matrice A = ME (T) associata a T rispetto alle basi B e B'.

Esercizio 8.41. Sia V = R? e siano C ¢ B/ = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } rispettivamente la base
canonica e un’altra base di V.

a) Determinare la matrice P = MCB/ di transizione da C a B'.
b) Swvolgere 'esercizio precedente utilizzando la matrice P.

Esercizio 8.42. Sia T : R® — R? lapplicazione lineare definita da
T(xay?z) = (LL‘ - 27235‘1‘%10 - 3y)

a) Si determini la matrice Mg(T) associata a T rispetto alla base B costituita dai vettori v; =
(1,0,0), v2 = (1,0,—1), v3 = (0,1,1).

b) Si trovi una base dell’immagine di T .

c) Il determinante di una matrice associata a T puo essere nullo?

Esercizio 8.43. Sia S : R®> — R* Uapplicazione lineare definita da
S(x1,22,23) = (1 + T2, 22, 21, T2 — 323).

a) Sia B la base di R® costituita dai vettori vy = (1,1,1), v = (1,1,0), vg = (1,0,0) e sia £ la base
canonica di R*. Si determini la matrice ME(S) associata a S.
b) Si trovi la dimensione del nucleo di S.

Esercizio 8.44. Sia S : R® — R3la funzione lineare associata a:

0 0 O
0 0 1
1 2 3

rispetto alla base B ={(1,1,1), (0,2,2), (0,0,3)} di R®.
a) Si scriva la matrice associata a S rispetto alle basi canoniche.
b) Determinare basi dell’immagine Im(S) e del nucleo N(S).
Esercizio 8.45. Sia S : R® — R? la funzione lineare
S(Il,QZQ,l‘g) = (2131 — 2?[2 + s, 72.%1 + 2562 — 3933, *21’1 + 2172 + 1‘3)

a) Si trovi una base del nucleo di S e una base dell’immagine di S.
b) Sia & la base canonica di R® e sia B la base di R® costituita dai vettori

V1 = (1, 1,0), Vg = (1707 1), V3 = (0,1, 1)
Si determini la matrice M§(S) associata a S.

Esercizio 8.46. Sia V =R? e siano B=C={ (1,0), (0,1) } e B' = {(1,1), (1,0) } due basi di V.
a) Determinare la matrice P = Mgl di transizione da B a B'.
b) Determinare le coordinate di v = (2,1) utilizzando la matrice P.

Esercizio 8.47. Sia V = R? e siano C ¢ B/ = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } rispettivamente la base
canonica e un’altra base di V.
a) Determinare la matrice P = Mg di transizione da C a B'.
b) Sia T : R* — R® lapplicazione definita da T(x,y) = (2z,z — y,2y). Utilizzando la matrice P
determinare la matrice A = ME'(T) associata a T rispetto alle basi C e B'.
Esercizio 8.48. Sia T : R® = R? cosi definita: T(x,y,2) = (x + 2y + 3z, 3y + 2, 42).
a) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
b) Determinare la matrice B associata a T rispetto alla base

B={v; =(1,0,0), v2 = (1,1,0), vs = (5,3,3)}.

Esercizio 8.49. Sia T : R®> = R? Uapplicazione lineare definita da:

1 -3 3
A=1(3 -5 3
6 —6 4

a) Verificare che Uinsieme B = {v; = (1,1,0), vy = (—1,0,1), vg = (1,1,2)} & una base di R>.
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b) Determinare la matrice associata a T rispetto alla base B.

Esercizio 8.50. Sia
B = {Ul = (17071)7 Vg = (0,*1,0), V3 = (27070)}

una base di R® e sia T l'endomorfismo di R® cosi definito:

T(v1) = (3,1,2), T(v2) = (0,1,1), T(vs) = (6,4,6)

a) Si determini la matrice M(T) associata a T rispetto alla base canonica.
b) Si determini base e dimensione dell’Immagine e del Nucleo di T
c) Si stabilisca per quali valori di k il vettore vy, = (k+ 1,0, k) appartiene all’Immagine di T.

Esercizio 8.51. Dati i vettori di R?
vy = (1,0,1), vy =1(0,2,2), wv3=(1,1,0),
si consideri la funzione lineare T : R® — R? definita da
T(v1) =(2,0,0), T(ve)=(4,4,4), T(vs)=(0,6,6)

a) Si determini la matrice M(T) associata a T rispetto alla base canonica.
b) Si determini una base del nucleo e dell’immagine di T .

Esercizio 8.52. Sia T la funzione lineare da R® in R che associa ai vettori
(1,1,0), (1,-1,2), (0,0,1)
rispettivamente 1 vettori
(1,1,0,1), (1,2,-1,0), (0,0,1,1)
a) Stabilire se T ¢ iniettiva, suriettiva, biunivoca.
b) Qual é l’immagine di v = (2,0,3)?
Esercizio 8.53. Sia & = {e1,eq,e3} la base canonica di R SiaT:R®>—>R3la funzione lineare tale
che:
T(e1) =3e1 —ea+e3, T(ea) =ex—e3, T(ez)=2T(e1)+ T(ea)

a) Si calcoli la matrice associata a T rispetto ad E.
b) Trovare basi del nucleo e dell’tmmagine di T e stabilire se T é invertibile.

Esercizio 8.54. Sia & = {e1,ea,e3} la base canonica di R3. SiaT:R®*—>R3la funzione lineare tale
che:

T(el) =e1 — 2e5 + e3, T(eg) = 2e9 — e3, T(eg) =e; + e3.

a) Si mostri che T' & invertibile.
b) Si scriva la matrice associata a T~ rispetto ad £.
¢) SiaW ={zeR> : x4 2xy — 23 = 0}. Si trovi una base del sottospazio immagine T(W).

Esercizio 8.55. i consideri la funzione lineare T : R® — R> la cui matrice rispetto alla base canonica

0 3
M(T)=|-1 1 1
2 21
e sia B={v; = (1,1,0), vo = (1,1,1), v3 = (1,0,1)} una base di R>.
a) Si determini la matrice M§(T) associata a T rispetto alla base B nel dominio e rispetto alla base

canonica £ nel codominio.
b) Si determini la matrice Mp(T') associata a T rispetto alla base B.

Esercizio 8.56. Sia S : M,(R) — M,(R) la funzione lineare cosi definita:
S(A)=A- A"

a) Si determini il nucleo e 'immagine di S.
b) Posto n =2, si determini la matrice associata a S rispetto alla base

| A O R )
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¢) Pern =2, la funzione lineare S ¢é diagonalizzabile?
Esercizio 8.57. Sia S: M, (R) — M,(R) la funzione lineare cosi definita:
S(A)=A+ AT

a) Si determini il nucleo e 'immagine di S.
b) Posto n =2, si determini la matrice associata a S rispetto alla base

s={p ) [ ) [ )

c) Pern =2, la funzione lineare S ¢é diagonalizzabile?

Esercizio 8.58. Si f : Ra[z] — Ro[z]| Uapplicazione lineare definita ponendo
flaz®> +bx+c)=(a—b)x® +(b—c)x+a—c
a) Si trovi la matrice rappresentativa di tale applicazione rispetto alla base
B:{x2+2, x—1, x+1}
b) Si trovi la dimensione e una base di N(f) e Im(f).

1. Suggerimenti

Una Applicazione lineare T : V — W & una funzione tra due spazi vettoriali che gode delle seguenti
proprieta:

T(v1 +v2) =T(v1) +T(ve) Yvr,v2€V

T(hw)=XT(v) YveV, AeR
In particolare se B = {v1, va, ..., v,} ¢ una base di V e v € V, allora:

T(v) =T(z1v1 + -+ 2nvp) = 21T (01) + - + 2T (v5)

A ogni applicazione lineare puo essere associata una matrice A = M (T') che ha per colonne le imma-
gini degli elementi della base di V, espresse rispetto alla base di W. Salvo indicazioni le basi di Ve W
sono le basi canoniche. Usando la matrice associata

T(V)=A-v YveV

Una applicazione lineare puo essere definita tramite:
e La regola:
T :R? — R? tale che

T(m,y) = ($+y72$,(1} _y>

e Le immagini di una base:

T :R? — R? tale che
T(el) = (13 2a 1)
T(es) = (1,0,—1)

e La matrice associata rispetto a una base:
T : R? — R? tale che la matrice associata rispetto alle basi canoniche &

1 1
A=12 0
1 -1

Se non e specificato, la matrice si intende sempre associata rispetto alle basi canoniche.
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Le tre precedenti definizioni definiscono la stessa applicazione lineare.

L’'Immagine Im(7") di una applicazione lineare 7' : V' — W ¢ lo spazio generato dalle immagini degli
elementi di una base B = {vy, va, ..., v,} di V:

Im(T) ={T(w) |veV}=T(n),....,T(v,)) CW
Utilizzando la matrice A = M (T") associata:

e Im(7T) = spazio generato dalle colonne di A (Prestare attenzioni se le basi di V' e W non sono
quelle canoniche)

e B(Im(T)) = { colonne linearmente indipendenti di A } (Prestare attenzioni se le basi di Ve W
non sono quelle canoniche).

e dim(Im(T)) = rg(A)

Il Nucleo N(T') di una applicazione lineare T' : V' — W ¢ il sottospazio di V formato dagli elementi
la cui immagine ¢ lo 0:

NT)={veV |Tw) =0} CV
Utilizzando la matrice A associata:

e N(T') = { soluzioni del sistema omogeneo associato a A } (Prestare attenzione se le basi di U e
di V non sono quelle canoniche.
e dim(N(T)) =n —rg(A), dove n = dim(V') = numero delle incognite del sistema lineare.

o Il teorema di Nullita pit rango afferma che se T : V — W allora:
dim(N(T)) + dim(Im(T)) = n = dim(V)

e Una applicazione & detta Iniettiva se dim(N(T")) = 0, cioé se N(T') = {0}.

e Una applicazione & detta Suriettiva se dim(Im(7)) = dim(W), cioe se Im(7T") = W.

e Una applicazione e detta Biiettiva se e sia iniettiva che suriettiva. Un’applicazione ¢ invertibile
sse € biiettiva.

Bisogna prestare particolare attenzione quando ’applicazione non & definita sulle basi canoniche.

Matrici di transizione Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e siano B = {v1,...,v,} e B/ =

{v],..., v} due basi di V. Ogni vettore w di V si puo scrivere come combinazione lineare degli elementi
delle due basi:

i 7
w=2x101 + -+ TpUp = 2107 + -+ 2,0, =

w = (x1,...,2,)g componenti di w rispetto a B
w=(z4,...,2),)p componenti di w rispetto a B’
e Sia T : R" — R" lapplicazione tale che T'(z1,...,2,) = (#},...,2}). La matrice associata a T

¢ detta matrice di transizione da B a B’, indicata con M g'. Tale matrice ha per colonne i vettori
di B epressi rispetto a B’

’
(2, .. xl)=ME - (x1,...,2,)7

e Sia T : R" — R" lapplicazione tale che T'(z},...,2}) = (z1,...,2,). La matrice associata a T
¢ detta matrice di transizione da B’ a B, indicata con M g,. Tale matrice ha per colonne i vettori
di B’ epressi rispetto a B:

(1, mp) = MG - (2,...,20)T

OSSERVZIONI

. . ’ .
e Le matrici M g e ME, sono una l'inversa dell’altra.
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e SeT:V — V & un endomorfismo e B e B’ sono due basi di V, allora

Mp(T) =P~ ' Mg(T)-P  con P=M§

2. Soluzioni

Esercizio 8.1. Sia T : R® — R? lapplicazione definita da T(x1,xo,23) = (23,20,2x3). Stabilire se
T é lineare.

SOLUZIONE:
Se T fosse lineare in particolare dovrebbe essere T'(2v) = 27T'(v) per ogni v € R®. Sia v = (1,0,0):
T(v)=T(1,0,0) = (1,0,0) = 2T(v) =(2,0,0)
T(20) = T(2,0,0) = (4,0,0)
Quindi T'(2v) # 2T'(v) e T non ¢ lineare.
|

Esercizio 8.2. Verificare che la funzione determinante definita sull’insieme delle matrici Moxo avalori
i R non é lineare.

SOLUZIONE:

Sia T' la funzione determinante: T'(A) = det(A). Se T fosse lineare in particolare dovrebbe essere T'(A) +
T(B) =T(A+ B) per ogni A, B € Msys. Siano

1 0 0 0 10
a=loo E=lpd] = arm=|s ]

Allora
T(A)=T(B)=0 = T(A)+T(B)=0
T(A+B)=1

Quindi T(A)+ T(B) # T(A+ B) e T non ¢ lineare.

|
Esercizio 8.3. Stabilire se esiste una applicazione lineare T : R?> — R? tale che
T(1,2) = (3,0), T(2,7) = (4,5), T(1,5) = (1,4)
SOLUZIONE:
Se T fosse un’applicazione lineare dovrebbe in particolare verificare
T(1,2)+T(1,5) =T((1,2) + (1,5)) =T(1 + 1,24+ 5) =T(2,7),
mentre
T(1,2)+7T(1,5) = (3,0) + (1,4) = (4,4)
T(2,7) = (4,5)
Quindi T non e un’applicazione lineare.
|

Esercizio 8.4. Stabilire se esiste una applicazione lineare T : R* — R? tale che

T(la2) = (370)7 T(234) = (570)7 T(Oa 1) = (1’ 1)

SOLUZIONE:

Se T fosse un’applicazione lineare dovrebbe in particolare verificare

27(1,2) = T(2-1,2-2) = T(2,4),
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mentre
27(1,2) = 2(3,0) = (6,0)
T(2,4) = (5,0)

Quindi T non e un’applicazione lineare.

Esercizio 8.5. Determinare una applicazione lineare T : R®> — R? tale che

T(1,1) = (1,2), T(0,2) = (4,4)

SOLUZIONE:
Possiamo procedere in due modi.
(1) Ricaviamo l'immagine degli elementi della base canonica di R? imponendo la linearita di T
27(0,1) =T7(0,2) = (4,4) = T(0,1) = (2,2)
T(1,0)=7(1,1) = T(0,1) = (1,2) — (2,2) = (—1,0)

Di conseguenza preso il generico elemento (z,y) = x(1,0)+y(0,1) € R? per la linearita di T’ deve
essere

T(x,y) = 2T (1,0) + yT(0,1) = 2(—1,0) + y(2,2) = (—z + 2y, 2y)

E’ immediato verificare che T ¢ lineare e che T'(1,1) = (1,2) e T'(0,2) = (4,4) come richiesto.

(2) Alternativamente possiamo scrivire il generico elemento (x,y) € R? come combinazione lineare
degli elementi di cui conosciamo I'immagine (che formano una base di R?): (1,1) e (0,2). Si
tratta quindi di risolvere l’equazione

a=zx a=z
(xvy) :a(171)+b(072) = = —x+y
a+2b=y =
2
Di conseguenza
-+
(2.) = 2(1,1) + —52(0,2)
Essendo T lineare deve quindi essere
T(z,y) =z T(1,1) + _x; Y7(0,2) = 2(1,2) + _x; (4,4

=(z,2z) + (=22 + 2y, —22 +2y) = (—z + 2y, 2y)
E’ immediato verificare che T' ¢ lineare e che T'(1,1) = (1,2) e T'(0,2) = (4,4) come richiesto.
O
Esercizio 8.6. Sia T : R* — R® lapplicazione definita da T(x,y) = (z + y, 22,2 — y).

a) Verificare che T ¢é lineare.
b) Determinare Nucleo e Immagine di T.
c) Determinare la matrice A associata a T' (rispetto alle basi canoniche).
d) Determinare T(1,2) usando la definizione e usando la matrice A.

SOLUZIONE:
a) Dobbiamo verificare che
T(vy +v2) = T(v1) + T(v2) You; € R?
T(\Ww)=AT(v) YveR?* VIER
Siano quindi v = (x1,y1) € v2 = (z2,¥2), allora
T(v1 +v2) =T(x1 + 22,91 +y2) = (21 + T2 + Y1 + Y2, 221 + 222,21 + T2 — Y1 — Y2)

T(vi) +T(v2) = (1 +y1,2z1, 21 — Y1) + (22 + Y2, 222, 22 — ¥2)
= (1 + 22 +y1 + Y2, 221 + 222,21 + 2 — Y1 — Y2)
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Quindi la prima proprieta ¢ verificata. Analogamente
T(A\w) =Tz, \y) = Az + Ay, 2z, Az — Ay)
AT (v) = Mz + y, 2z, — y) = (A\x + Ay, 2A\z, Az — \y)

Anche la seconda proprieta e verificata, quindi 7" € lineare.
b) Per definizione

N({T)={veR?* | T(w) =0} ={(z,y) e R* | (x +y,2z,2 —y) = (0,0,0)} C R

Si tratta quindi di cercare le soluzioni del sistema omogeneo:

z+y=0 _0
2z =0 = {x:o = N(T) = {(0,0)}
z—y=0 v=

Analogamente
Im(T) = {T(v) | v € R*} CR®
={(z+y,2z,2—y) |2,y R}
={(1,2,1)z+(1,0,-1)y | z,y € R}
=((1,2,1), (1,0,-1))

A questo punto per trovare una base di Im(7) dobbiamo studiare la dipendenza lineare dei
generatori:

1 1 1 1 1 1
2 0|=1I-2I|10 -2|= 0 -2
1 -1 II7-1|10 -2 IIT-11{0 0

Quindi la matrice ha rango due e i due generatori di Im(7") sono linearmente indipendenti:
B(Im(T)) ={(1,2,1), (1,0,—1)}.

c¢) La matrice A ha per colonne le immagini dei vettori della base di R? espressi come combianzione
lineare degli elementi della base di R3. Nel caso in cui le basi siano quelle canoniche la cosa &

immediata:
T(e;) =T(1,0) =(1,2,1), T(e2) =T(0,1) =(1,0,-1)
Quindi
1 1
A=12 0
1 -1

Notiamo che al punto b) abbiamo in sostanza trovato:

— Nucleo di T': corrisponde alle soluzioni del sistema omogeneo associato a A.
— Immagine di T": corrisponde allo spazio generato dai vettori colonna di A.

d) Con la definizione di T*
T(1,2) = (1+2,2-1,1—-2) = (3,2,—1)
Con la matrice A
T(1,2) = A-(1,2)" = (3,2,-1)
O

Esercizio 8.7. Sia T : R? — R? Uapplicazione lineare definita sulla base canonica di R* nel sequente
modo: T(e1) = (1,2,1), T(e2) = (1,0,—1).
a) Esplicitare T(x,y).
b) Determinare la matrice A associata a T (rispetto alle basi canoniche).
c) Stabilire se (3,4,1) appartiene a Im(T).

SOLUZIONE:
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a) Il generico vettore v = (x,y) € R? si pud esprimere come v = z-e1 +¥-ez. Quindi per la linearita
di T:

Tw)=x-T(e1)+y -T(ex) =2-(1,2,1)+y-(1,0,—-1) = (x +y, 2z, v —y)

b) La matrice associata a A & la matrice che ha per colonne le immagini della base canonica di R?
(espresse rispetto alla base canonica di R®). Avendo gia T'(e;) e T'(ez) & immediato ricavare:

1 1
A=12 0
1 -1
¢) Tl vettore w = (3,4, 1) appartiene a Im(T’) se esiste (x,y) € R? tale che T(z,y) = w, ovvero se
(x+y,2z,x—y) = (3,4,1). Si tratta quindi di stabilire se il seguente sistema ammette soluzione:

r+y=3 9

T =

2r =4 = { 1 = (3,4,1) =T(2,1) € Im(7T)
r—y=1 v=

Utilizzando la matrice associata al sistema, w appartiene a Im(T') se il sistema A|w ammette

soluzione cioe se rg(A) = rg(Ajw).

In generale w appartiene a Im(7T) se il sistema Ajw ammette soluzione cioe se rg(A) = rg(A|w).

O
Esercizio 8.8. Sia T : R* — R® lapplicazione lineare tale che T(v) = Av con
1 1
A=12 0
1 -1

a) Determinare una base di Nucleo e Immagine di T.
b) Stabilire se (—3,2,1) appartiene a Im(T).

SOLUZIONE:
a)
Im(T) ={A-v |veR?}

Sia quindi v = (z,) il generico vettore di R?, 'immmagine di T' & formata dai vettori

x Ty
A[} 2z | =(1,2,1) -2+ (1,0,—1)y
r—y
In sostanza Im(T') ¢ lo spazio generato dalle colonne di A:
Im(T) =((1,2,1), (1,0,—1))
Riduciamo percio A a gradini:

1 1 1 1 1 1
2 0| =1I-2I10 -2| = 0 -2
1 -1 I1I7-110 -2 II7T-11{0 0

La matrice A ha rango 2 e le due colonne sono linearmente indipendenti:
B(Im(T) = {(1,2.1), (1,0,~1)}
Analogamente il nucleo di T" &
N(T)={veR*| A -v=0}

Sia quindi v = (z,) il generico vettore di R?, il nucleo di T & formato dalle soluzioni di

ol



186 8. APPLICAZIONI LINEARI

In sostanza il nucleo di T' & formato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A. Usando
la matrice ridotta ¢ immediato vedere che I'unica soluzione ¢ il vettore nullo (0,0), quindi N(T") =
{(0,0)}.

b) Il vettore w = (—3,2,1) appartiene a Im(7") se appartiene allo spazio generato dalle colonne di
A, ovvero se ammette soluzione il sistema Az = w:

1 1 | -3 1 1 | -3 1 1 | -3
2 0 | 2|=1II-2Il0 -2 | 10|= 0 -2 | 10
1 -1 | 1 Ir—1o -2 | 4 III—I11{o o | —6

Il sistema non ammette soluzione, quindi w = (—3,2,1) non appartiene a Im(T).

Notiamo che

e Nucleo di T": corrisponde all’insieme delle soluzioni del sistema omogeneo associato a A.
e Immagine di T": corrisponde allo spazio generato dai vettori colonna di A.
e w appartiene all'immagine di T se il sistema A|w ha soluzione, cioé se rg(A) = rg(A|w).

|
Esercizio 8.9. Sia T : R® — R? lapplicazione lineare definita da
-3 1 0
A=12 -1 0
0 2 1
Determinare I''mmagine attraverso T del piano w: x4+ 2y = 0.
SOLUZIONE:
Il piano 7 ha equazione parametrica
r= -2t
y=t = w={(z,y,2) = (-2t,t,s) | s,t € R}
z=s
Notiamo che poiche il piano passa per l'origine, i suoi punti costituiscono uno spazio vettoriale.
L’immagine del generico punto (z,y, z) = (—2t,t,s) di 7 & quindi data da
-3 1 0 —2t Tt
T(x,y,2)=A - (z,y,2)=|2 =1 0| -| ¢t | =] =5t | =(7t,—5¢t,2t + s).
0 2 1 ] 2t + s
Infine 'immagine di 7 ¢ il piano di equazioni parametrica e cartesiana:
r=Tt
y = —5t Vs,t € R, = T(r): bx+7y=0
z=2t+s
|

Esercizio 8.10. Sia T : R* — R lapplicazione lineare tale che

T T+ To + 223 + 24
T To| _ T1 + 2x9 +4x3 + x4
T3 2x1 + 222 + 43 + 324
T4 —x1 — 229 + (k —4)x3 + 224

dove k € R un parametro reale.

a) Discutere Uiniettivita e suriettivita di T al variare di k € R.
b) Determinare una base degli spazi vettoriali Im(T') e N(T) al variare di k € R.

SOLUZIONE:
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Determiniamo la matrice associata a T rispetto alla base canonica calcolando:

T(e1) = (1,1,2,-1)

T(BQ) = (1a2a2a 2)

T(63) = (274a 4a k 4)

T(e4) = (17 173a2)

Quindi la matrice associata é:

1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
1241:>II—I0120:> 01 2 0
2 2 4 3 II7-2r{o0 0 0 1 IV (0 0 k£ 3
-1 -2 k—4 2 IV4+IT {0 0 k£ 3 II710 0 0 1

a) Sappiamo che dim(Im(7")) = rg(A) e dim(N(T")) = 4 — dim(Im(7T)), quindi
— Se k # 0, allora dim(Im(T)) =rg(4) =4 e dim(N(T)) =4 —4 =0, ¢ T ¢ sia suriettiva che
iniettiva.
— Se k =0, allora dim(Im(7T)) = rg(A) = 3 e dim(N(T)) =4 — 3 =1, e T non & né suriettiva
né iniettiva.
b) Anche in questo caso dobbiamo distinguere due casi
— Se k # 0, allora

B(Im(T)) = {T(ex), T(ez2), T(es), T(es)}

— Se k =0, allora
B(Im(T)) = {T'(e1), T(e2), T(ea)}

Inoltre il nucleo ¢ dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

Ilio
$1+1’2+21’3+1’4:0
.’E2:—2t
T9 + 223 =0 = ; vte R
Tr3 =
4 =0
4 .T4=0

Quindi

B(N(T)) = {(0,-2,1,0)}

Esercizio 8.11. Sia T : R* — R’ la funzione lineare definita da
T(x1, 29, 23,74) = (v1 — T2, T1 + T2, T2, To+ 373, —271)

rispetto alle basi canoniche.

a) Trovare una base del nucleo N(T') e una base dell’tmmagine Im(T).
b) Dire se T ¢é iniettiva e/o suriettiva.
c) Per quali valori di k € R il vettore v, = (k,2,1 — k,4, —2) appartiene all’immagine di T'?

SOLUZIONE:

Ricordiamo che Im(T") & generata da
T(e1) =(1,1,0,0,-1), T(ez) =(—1,1,1,1,-1)
T(es) = (0,0,0,3,0), T(e4) = (0,0,0,0,0)

Quindi la dimensione di Im(7") equivale al rango della matrice associata a tali vettori.
Inoltre vy, appartiene all'immagine di T se vy, € (T'(e1),T(e2),T(e3), T (eq)).
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Per rispondere a tutte le tre domande riduciamo a gradini la matrice associata al sistema lineare
necessario per rispondere al punto c).

1 -1 00 | & 1 =100 | k
1 1 00 | 2 II-1 10 2 00 | 2—k
0 1 00 | 1—k|= 01 00 | 1—k|l=
0 1 30| 4 IV—III|0 0 3 0 | 3+k
-1 -1 00 | -2 V+IT [0 0 0 0 | 0

1 -1 00 | &

0 2 00 | 2—k
2AII—1I1|10 0 0 0 | —k

0 0 30 | 3+k

00 007 O

a) Dalla matrice dei coefficienti ridotta ricaviamo che questa ha rango 3 e che le prime tre colonne

sono linearmente indipendenti
dim(Im(T)) =rg(4) =3
B(Im(T)) ={T(e1), T(e2),T(es)}
={(1,1,0,0,-2), (-1,1,1,1,0), (0,0,0,3,0)}
Inoltre dal teorema di nullita piu rango sappiamo che

dim(N(T)) + dim(Im(T")) = dim(spazio di partenza)

Quindi
dim(N(T)) = 4 — dim(Im(T)) =4 — 3 = 1

Per ricavare esplicitamente la base B(N(7')) notiamo che

v = x1€1 + XToes + xzeg + x4eq € N(T')

sse
T(v) =x1T(e1) + x2T(e2) + 23T (e3) + x4T(e4) =0

Quindi gli elementi del nucleo sono le soluzioni del sistema omogeneo associato a T'(e1), T(e2),
T(e3) e T(eq).

In sostanza basta risolvere il sistema omogeneo associato alla matrice ridotta precedentemente
a gradini:

1 -1 00 | 0 2 =0
0 2 00 ] 0 z1—22=0 2= 0
0 0 00 | 0l ={22=0 ={?" "7 VteR
0 0 3010 S5 = 0 r3 =10
00 000 x4 =

Quindi
BN(T)) ={ (0,0,0,1) }
Anche senza utilizzare il teorema di nullita piu rango potevamo ricavare esplicitamente da qui la
dimensione del nucleo.
Abbiamo visto al punto precedente che
dim(Im(7T")) = 3 < 5 = dim(R°) = T non & suriettiva
dim(N(T)) =1#0 = T non ¢ iniettiva

Il vettore vx € Im(T) se il sistema impostato all’inizio & compatibile. Dalla terza riga della
matrice ridotta a gradini vediamo che deve essere k = 0. In tale caso il rango della matrice
completa e incompleta & 3, quindi il sistema & compatibile. Calcoliamo le soluzioni (anche se non
era effettivamente richiesto) risolvendo il sistema:

$1=1
xl—xQ:O 1
€To =
219 = 2 = 2 Vi e R
Lﬂg:].

3r3 =3
s $4:t
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Quindi
vw=T(,1,1,t) VteR

Esercizio 8.12. Sia T : R®> — R la funzione lineare definita da:
T(x1,72,23) = (2kx1 — T2, T2 + k23, T1 + T2 — T3, T1 — T2)
a) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T ol variare del parametro reale k.

b) Stabilire per quali valori di k il vettore v = (3,3,1,0) appartiene all’immagine di T .

SOLUZIONE:

La matrice associata a T rispetto alla base canonica ¢

2k -1 0
0 1 k
A= 1 1 -1
1 -1 0

Per rispondere alla domanda a) dobbiamo in sostanza calcolare il rango di A, mentre per rispondere
alla domanda b) dobbiamo stabilire quando il sistema A|v ammette soluzione. Riduciamo quindi a gradini
la matrice Alv:

9% -1 0 | 3] IV[1 -1 0 | 0 1 -1 0 |0
0o 1 k | 3| mr|tr 1 -1 |1 -1 1o 2 -1 ] 1
1 1 -1 | 1| 7mlo 1 k| 37 0 1 N
1 -1 0 | 0 I |26 -1 0 | 3] IVv—-2xI|o -1+2 0 | 3
1 -1 0 | 0
0o 2 -1 | 1
= oI —1II 0 0 2k+1 | 5
oAV — 2k —DIII|0 0 2k—1 | —2k+7

Conviene forse interrompere la riduzione a questo punto.
a) 2k+1 e 2k —1 non possono essre contemporaneamente nulli, quindi la matrice A ha sempre rango
3:
dim (Im(T)) =rg(A) =3 dim(N(T))=3-3=0 VkeR

b) Il sistema A|v ammette soluzione quando rg(A) = rg(A|v). Abbiamo appena visto che rg(A) = 3,
quindi il sistema ammette soluzione se anche rg(A|v) = 3, cioe se det(A|v) = 0. Calcoliamo quindi
il determinante della matrice ridotta:

1 -1 0 | 0
0 2 -1 | 1 B
det 0 0 2%+1 | 5 =1-2-[2k+1)(—2k+7)— (2k—1) - 5]
0 0 2k—-1 | —2k+7
=2 (—4k* + 2k + 12)
Risolvendo I'equazione di secondo grado vediamo che il determinante si annulla per k = —3, 4.
Infine v appartiene all’immagine di T' quando k = —3, 4.
In alternativa si poteva completare la riduzione a gradini di A|v.
O
Esercizio 8.13. Sia T la funzione lineare da R® a R® con matrice associata
2 1 0
A=|0 -1 1
2 -1 2

rispetto alle basi canoniche.

a) Determinare basi dell’immagine Im(T) e del nucleo N(T).
b) Stabilire per quale valore di k il vettore vy, = (k, k, k) appartiene all’immagine di T.

SOLUZIONE:
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Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A affiancata dalla dal vettore vy.:

2 1 0 | k& 2 1 0 | k
0 -1 1 | k|= 0 -1 1 | &
IIT—110 -2 2 | 0| III—2II|0 0 O | —2

a) Considerando solo la matrice dei coeficienti otteniamo
B(Im(T)) ={(2,0,2), (0,1,2)}

Risolvendo il sistema omogeneo associato a A otteniamo

r=1
y=-2t = B(N(T)) =(1,-2,2)
z= =2t

b) Il sistema associato a A|vy diventa

2e+y=k
—-y+z=k =
0=—-2k
e ammette soluzione solamente se k = 0. Quindi vy, appartiene a Im(T') se k = 0.
O
Esercizio 8.14. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da:
T(z1,22,23,24) = (X2 + 323, =223 + 24,0,21 — T2 + T4)
rispetto alle basi canoniche.
a) Dire se T ¢& iniettiva e/o suriettiva
b) Trovare una base del nucleo N(T) e una base dell’immagine Im(T).
SOLUZIONE:
La matrice associata a T e
0 1 3 0 i 1 -1 0 1
A:00—21:>I()130
0 0 0 O 110 0 -2 1
1 -1 0 1 II7{0 o 0 ©
Di conseguenza
dim(Im(T")) =rg(A) =3 <4 = T non ¢ suriettiva
B(Im(T)) = {(0,0,0,1), (1,0,0,-1), (3,—2,0,0)}
Inoltre
dim(N(T)) =4 — dim(Im(T)) =4 -3 =1 = T non & iniettiva
Per trovare il nucleo risolviamo il sistema omogeneo associato ad A:
1 -1 0 1 | 0 T xp = —5¢t
01 3 0] 0 xg = —3t
00 -2 10 = a2 +3x3=0 = s =t Vi e R
00 0 010 —2w3+ a4 =0 I
Quindi
dim(N(T)) =1 = T non ¢ iniettiva
B(N(T)) = {(=5,-3,1,2)}
O

Esercizio 8.15. Sia T l'endomorfismo di R® cos definito:
T(.’El, ZIo, 1'3) = (2$1 —+ xs3, —2(E1 —+ T2 —+ T3,T2 —+ 2.%3)

a) Scrivere la matrice associata a T rispetto alle basi canoniche e determinare il nucleo e l'immagine
di T.
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b) Stabilire se T ¢ iniettiva. Trovare, al variare del parametro reale k, tutti i vettori v tali che
T(v) =(3,3,k).

SOLUZIONE:

a) La matrice associata a T rispetto alle basi canoniche &

2 01
A=1-2 1 1
0 1 2

Per risponedere alla domanda b) dobbiamo determinare risolvere il sistema A - (z,y,2)T =
(3,3, k)T; riduciamo quindi direttamente a gardini la matrice A affiancata dalla colonna (3,3, k)7

2 01| 3 2 01| 3 2 01| 3
—2 1 1 | 3|=1II+1]0 1 2 | 6|= 012 6
0 12 | k 012 | k| IIT—-II{0 0 0 | k—6

Considerando la matrice A otteniamo che una base dell’immagine di 7" ¢ data da
B(Im(T)) = {(25 _27 O)a (Oa 1; 1)}

Risolvendo il sistema Az = 0 otteniamo

2 + 2 =0 v=—gt 1
x z =

= =-2t = B(N(T ——,=2,1
{y+2z=0 y oy ={(-5.-21) |

z=1

b) T non ¢ iniettiva in quanto il nucleo di T ha dimensione 1.
Risolviamo il sistema Az = (3,3, k)”. 1l sistema ha soluzione solo se k = 6 quando otteniamo

3 _ 1
r=5—5t
204+ 2=3 2z
= qy=6—2¢
y+22=06
z=1
Infine (3,3,k) appartiene all’imangine di T solo se k = 6. In tale caso i vettori v tali che

3 1
T(v) = (3,3, k) sono i vettori del tipo v = (2, 6,0> + (—2, -2, 1) t, Vt € R.

Esercizio 8.16. Si consideri il sequente endomorfismo di R*
T(.’ﬁ,y,Z,U}) = (—QC + 2, 2ya T — 227 ’LU)
a) Si determino le dimensioni di immagine e nucleo di T e si stabilisca se T ¢é invertibile.

b) Si determini l'inversa T—1.

SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice M (T') associata a T rispetto alla base canonica:

10 1 0
0 2 0 0

M(T) = 0 —2
0 0 0 1

Per rispondere ad entrambe le domande riduciamo M (T') a gradini, affiancondola alla matrice identica:

10 1 0] 1000 I 10 -1 0] -100 0
02 0 0] 0100 02 0 0] 0 100
1 0 2000 10 1r+rlo o -1 0 1] 1 01 0
00 0 1] 0001 00 0 1] 0 001
I—IIIT1 0 0 0 | =2 0 -1 0
1/2IT {0 1.0 0 | 0 2 0 o0
~IIT {001 0] =1 0 —1 0

0001 ] 0 0 0 1

a) La matrice M(T) ha rango 4, quindi Im(7") ha dimensione 4 e T & suriettiva. Analogamente
il nucleo di T' ha dimensione 4 — rg(A) = 0, quindi T e iniettiva. Poiché T' & sia iniettiva che
suriettiva, T & biiettiva e quindi invertibile.
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b) La matrice M (T~!) associata all’endomorfismo 7! & I'inversa della matrice M(T). Dai calcoli
precedenti

1
0 e Tz, y,2,w) = (—2:10 — % 5y, —T -2 w>

|
—_
O OO
|
—_

Esercizio 8.17.

a) Verificare che le relazioni
T(17171) = (_172)7 T(07171) = (034)7 T(l,l,O) = (271)
definiscono un’unica applicazione lineare T da R® a R?.
b) Scrivere la matrice rappresentativa di T rispetto alla basi canoniche.
c¢) Trovare basi di Im(T) e di N(T).
SOLUZIONE:
a) E’ sufficiente verificare che 'insieme
{vy = (1,1,1), vy = (0,1,1), vs = (1,1,0)}

su cui ¢ definita la relazione costituisce una base di R?:

101
det [1 1 1] =-1#0
110

La matrice ha determinante diverso da zero, quindi ha rango 3 e 'insieme costituisce una base di
R3

b) Dobbiamo determinare le immagini degli elementi e; della base canonica di R*. Dal momento che
conosciamo T'(v;), i = 1,2,3, dobbiamo esprimere ogni e; come combinazione lineare dei vettori
v;. Senza la necessita di risolvere sistemi, ¢ immediato verificare che

€1 = V1 — V2, €3 = V1 — U3, €2 = V2 — €3 =V — U1 + U3
Per la linearita di T ricaviamo ora le immagini degli elementi della base canonica:
T(e1) =T(v1) —T(ve) =T(1,1,1) = T(0,1,1) = (—-1,2) — (0,4) = (—1,-2)
T(es) =T(v1)—T(v3) =T(1,1,1) = T(1,1,0) = (-1,2) — (2,1) = (-3,1)
T(es) = T(va) — T(v1) + T(v3) = T(0,1,1) — T(1,1,1) + T(1,1,0)
=(0,4) — (-1,2) + (2,1) = (3,3)

Quindi la matrice associata a T rispetto alla base canonica é:

-1 3 -3
A‘{—z 3 1]

c¢) Riduciamo a gradini la matrice A

-1 3 =3
Ir-2ro -3 7

Una base dell’immagine ¢ quindi:
B(Im(T)) ={T(e1) = (—=1,-2), T(e2) = (3,3)}

Risolviamo ora il sistema omogeneo associato a A:

=4t
—r+3y—32=0 . {( 7 )}
= =%t =BNT)=414 3,1
{—3y+7z—0 Y=3 (N(T) 3

z=1t

Esercizio 8.18. Sia T : R®* — R? lapplicazione lineare definita da
T'(z,y,2) = (22,9,0)

(1) Dato il vettore w = (2,—1,1), calcolare T'(w).
(2) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
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(3) Calcolare T(w) utilizzando la matrice A.

(4) Determinare la dimensione e una base degli spazi vettoriali Im(T') e N(T).

(5) Verificare che Uinsieme B = {v1, ve, vz} con vy = (1,0,1), va = (0,1,—-1), v3 = (1,1, —1) ¢é una
base di R?.

(6) Determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B dello spazio di partenza e alla base
canonica C dello spazio di arrivo.

(7) Determinare le componenti del vettore w = (2,—1,1) rispetto alla base B.

(8) Calcolare T'(w) wutilizzando la matrice B.

SOLUZIONE:
(1) Per calcolare T'(w) basta applicare la definizione:
T(2,-1,1)=(2-2,-1,0) = (4,—-1,0)
(2) Per calcolare A dobbiamo calcolare 'immagine dei vettori della base canonica:
T(e1) =T(1,0,0) = (2,0,0)
T(ez) =T(0,1,0) = (0,1,0)
T(e3) =1T(0,0,1) = (0,0,0)

La matrice A ha come colonne T'(e1), T'(e2), T(es):

2 00
A=10 1 0
0 0 O

0 0 0] |1 0

Notiamo che abbiamo ottenuto lo stesso risultato del punto (1).
(4) L’immagine di T' & generata dai vettori colonna di A:

Im(T) = (T(ex), T(e2), T(es) ) = ((2,0,0), (0,1,0))

Dalla matrice A, gia ridotta a gradini, notiamo che solamente T'(e;) e T'(e3) sono linearmente
indipendenti, di conseguenza 'immagine ¢ uno spazio vettoriale generato da due vettori:

dim (Im(7")) = 2
B (Im(T)) = {(2,0,0), (0,1,0)}

Il nucleo di T & formato da quei vettori dello spazio di partenza R la cui immagine attraverso
T ¢ il vettore nullo:

N(T) = {(z,y.2) € R | T(v) = (0,0,0)}

Il N(T') ¢ quindi formato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

20 =0 z=0
0=0 z=1t

Di conseguenza
N(T)={(0,0,1)-t |t € R} =((0,0,1) )
dim (N(T")) =1
B(N(T)) = {(0,0,1)}

(5) Per verificare che l'insieme B = {vy, vy, v3} con v; = (1,0,1), v3 = (0,1,—-1), v3 = (1,1,-1) ¢
una base di R? calcoliamo il rango della matrice che ha per colonne i tre vettori:

1 0 1 1 0 1 1 0 1
0 1 1] = 0 1 1| = 01 1
1 -1 -1 II7-1|10 -1 -2 IIT+1110 0 -1

La matrice ha 3 pivot, quindi ha rango 3, e 'insieme B = {v1, vs, v3} & una base di R3.
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Per determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B dello spazio di partenza e rispetto
alla base C dello spazio di arrivo, come al punto (2), calcoliamo 'immagine di vy, vy € v attraverso
T:

T(Ul) = T(la 0, 1) = (2707 0)
T(vs) = T(0,1, -1) = (0,1,0)
T(v3)=T(1,1,-1) = (2,1,0)

Notiamo che tali immagini (appartenenti allo spazio di arrivo) sono espresse come richiesto rispetto
alla base canonica. La matrice B ha quindi come colonne T'(v1), T'(va), T'(vs):

2 0 2
B=1]0 11
0 00

Per determinare le componenti (x,y,z) di w rispetto alla base B dobbiamo esprimere w come
combinazione lineare degli elementi di 5. Dobbiamo quindi risolvere ’eaquazione

TV + Yvg + 2V3 = W

Consideriamo la matrice associata:

1 0o 1 | 2 1 0o 1 | 2
o 1 1 | —1|= o 1 1 | -1|=
1 -1 -1 | 1 Ir—-10 -1 -2 | -1
10 1 | 2 r=0
01 1 | —-1|=qy=-2 = w=0v; —3v2+ 2v3
IIT+Ir0 0 -1 | -2 =9

e w ha componenti (0, —3,2)p rispetto alla base B = {v1, va, vs}.

Come metodo alternativo possiamo calcolare la matrice P = M g di transizione da B a C,
ovvero la matrice che ha per colonne i vettori di B espressi rispetto a C:

1 0 1
P=10 1 1
1 -1 -1

Per esprimere w rispetto a B dobbiamo prima calcolare P! = Még, la matrice di transizione
da C a B:

0 1 1
Pl=1|-1 2 1
1 -1 -1
Di conseguenza
0 1 1 2 0
wg=P . wl=|-1 2 1] |-1|=]-3
1 -1 -1 1 2

e w ha componenti (0, —3,2)B rispetto alla base B = {v1, ve, v3}:
w = O0vy — vy + 2v3

Avendo espresso w in termini della base B = {v1, va, v3} possiamo ora calcolare T'(w) utilizzando
la matrice B:

2 0 2 0 4
Tw)y=B-w= |0 1 1f-[-3]=|-1
0 0 0 2 0

Notiamo che abbiamo ottenuto lo stesso risultato del punto (1) e del punto (3).

Esercizio 8.19. Sia T : R® — R? Uapplicazione lineare tale che

(1)

T(x,y,2) = 22,y + 2)

Verificare che T é un’applicazione lineare.
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Dato il vettore w = (1,1,1), calcolare T(w).

Determinare la matrice A = M(T) associata a T rispetto alla base canonica.
Calcolare T'(w) utilizzando la matrice A.

Determinare la dimensione e una base degli spazi vettoriali Im(T
Verificare che Uinsieme B = {v1, va, vz} con v; = (2,1,0), va = ( )

di R®.

Determinare la matrice B = M§ associata a T rispetto alla base B di R® e alla base canonica di
R’.

Determinare la matrice P di cambiamento di base dalla base canonica C alla base B.
Determinare le componenti del vettore w = (1,1,1) rispetto alla base B utilizzando la matrice P
(o meglio P~1).

Calcolare T(w) utilizzando la matrice B.

) SR” eN(T) CR
0,1, :(10 )eunabase

SOLUZIONE:

(1)

(2)

(3)

(4)

()

Si tratta di verificare che:
o T(x1,y1,21) + T(x2,ya,22) = T(x1 + ®2, Y1 + Y2,21 + 22), Vai,vyi, 2 € R. Infatti:

T(x1,y1,21) + T(x2,y2, 22) = (221,91 + 21) + (222, Y2 + 22)
= (221 + 222, Y1 + Y2 + 21 + 22)
T(x1 + 2,41 + Y2, 21 + 22) = (2(21 + 32), 51 + Y2 + 21 + 22)
= (221 + 222, Y1 + Y2 + 21 + 22)
o T(\Nz,y,2)) =AT(z,y,2), Vz,y,z€ R, Y\ € R Infatti:
T\ x,y,2)) =T(A\x, \y, \z) = (2Az, Ay + Az2)
AT (z,y,2) = AM2x,y + 2) = (2Az, Ay + Az)
Per calcolare T'(w) basta applicare la definizione:
T(1,1,1) = (2-1,1+1) = (2,2)
Per calcolare A dobbiamo calcolare 'immagine dei vettori della base canonica:
T(e1) =T(1,0,0) = (2,0), T(e2) =T(0,1,0) = (0,1), T(es) =T1(0,0,1) = (0,1)

La matrice A ha come colonne T'(e1), T'(e2), T(es):

2 0 0
A_[011]

Utilizzando la matrice A si ottiene

1
2 0 0 2
Tw)=A-w= {0 1 1}' H= M
1
Ovviamente abbiamo ottenuto lo stesso risultato del punto 2.
L’immagine di T & generata dai vettori colonna di A:

Im(T') = ( T(e1), T(e2), T(e3) ) =((2,0), (0,1), (0,1))
Dalla matrice A si vede che
dim (Im(7T)) = rg(A) = 2, B (Im(T)) ={(2,0), (0,1)}

11 nucleo di T' & formato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

9z — 0 z=0
{‘r— = {y=—t VteR
y+2z=0
z=1
Di conseguenza
N(T) ={(0,-1,1)-t [t € R} = ((0,—1,1) )
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Per verificare che 'insieme B = {v1, va, v3} con vy = (2,1,0), v2 = (0,1,0), v3 = (1,0,1) & una
base di R? calcoliamo il rango della matrice che ha per colonne i tre vettori:

2 01 2 0 1
1 1 0f = 2[I-1|0 2 -1
0 0 1 0 0 1

La matrice ha 3 pivot, quindi ha rango 3, e 'insieme B = {v1, v2, v3} € una base di R3.
Per determinare la matrice B associata a T rispetto alla base B di R? e alla base canonica di R?,
come al punto (3), calcoliamo I'immagine di vy, ve e vs attraverso T*

T(v1) =T(2,1,0) = (4,1), T(vy) =T(0,1,0) = (0,1), T(v3) =T(1,0,1) = (2,1)

Notiamo che tali immagini (appartenenti allo spazio di arrivo) sono espresse come richiesto rispetto
alla base canonica C. La matrice B ha come colonne T'(v1), T'(ve), T(vs):

402]

B:Mg(T):[l 11

La matrice P = M, g di transizione da B a C & la matrice che ha per colonne i vettori di B espressi
rispetto a C:

2 01
P=1]1 1 0
0 0 1
Di conseguenza la matrice MZ di transizione da C a B & l'inversa di P
1 1
L g _1
2 2
B -1 1 1
0 0 1
Per esprimere w rispetto a B basta calcolare P~ - w:
1 1
. 5 0 —35| |1 0
wg=P " w'=|-3 1 3| [1]=|1
0 0 1 1 1

e w ha componenti (0,1, 1)z rispetto alla base B = {v1, va, v3}:
w = 0vy + 1vg + 1ug

In alternativa possiamo esprimere w come combinazione lineare di vy, ve, v3 risolvendo
I’equazione vettoriale xvy + yvs + zvs = w la cui matrice associata e:

2 01 |1 2.0 1 |1 2r+z=1 z=0
110 | 1= 0 2 -1 | 1I|=292y—2=1 =<(y=1 =
001 |1 200 =1 00 1 | 1 2=1 =1

w=0v +1lvg+1lvs = w=(0, 1, 1)

Avendo espresso w in termini della base B = {v1, va, v3} possiamo ora calcolare T'(w) utilizzando

la matrice B:
0
4 0 2 2
T(w)_B'w_L 1 1}' } _M

Notiamo che abbiamo ottenuto lo stesso risultato del punto (2) e del punto (4), in quanto T'(w) €
Im(T) C R?, e anche lavorando con la matrice B abbiamo mantenuto come base di R? la base
canonica.

O

Esercizio 8.20. Sia T : R®> — R? lapplicazione lineare tale che

T(r,y,2) = e +y, 2+y, y+kz)

dove k € R € un parametro reale.

(1)
(2)

Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R® al variare del parametro

k.
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(3) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T') C R? al variare del parametro
k.

(4) Stabilre se il vettore v = (3,—1,—5) appartiene a Im(T) al variare del parametro k. In caso
positivo esprimere v come combinazione lineare degli elementi della base di Im(T) trovata.

SOLUZIONE:
(1) Si tratta di calcolare le immagini dei vettori della base canonica:
7T(1,0,0) =(2,1,0)
7(0,1,0) =(1,1,1)
T(0,0,1) = (0,0,k)
Di conseguenza

210

A=1(1 1 0

0 1 k

(2) Per determinare la dimensione e una base dell’immagine di 7" riduciamo la matrice A a gradini.

2 10 2 1 0
=2II-1(0 1 0f= 01 0
0 1 k IIT-1110 0 k%

Si tratta ora di distinguere due casi
e Se k # 0 la matrice ha rango 3, di conseguenza i tre vettori sono linearmente indipendenti

dim (Im(T)) = 3,
B(Im(T)) ={(2, 1, 0), (1, 1, 1), (0, 0, k)}

Notiamo che in questo caso Im(7") = R, infatti Im(7") & un sottospazio di R® di dimensione
3 che quindi coincide necessariamente con lo spazio stesso.

e Se k = 0 la matrice ha rango 2. In particolare risultano linearmente indipendenti la prima e
seconda colonna della matrice ridotta, quindi

dim (Im(7)) = 2, B(Im(T)) ={(2, 1, 0), (1, 1, 1)}
(3) Per il teorema di nullita pin rango:
dim (N(T")) = 3 — dim (Im(T"))

Anche in questo caso bisogna distinguere due casi:
e Se k # 0 abbiamo visto che dim (Im(7)) = 3, quindi

dim ((N(T)) =3-3=0
ovvero
N(T) = {(0,0,0)}
e Se k = 0 abbiamo visto che dim (Im(7T)) = 2, quindi
dim (N(T)) =3-2=1

In questo caso per determinare N(7') dobbiamo risolvere il sistema omogeneo a cui & associata
la matrice A. Prendendo la matrice ridotta e sostituendo k£ = 0 otteniamo

2 1.0 | 0 r=0
2 +y =0
0100:>{x+y ={y=0 Vte R
000 y=0 .

Di conseguenza

N(T) = {(z,y,2) = (0,0,1)t | t € R}
dim(N(T)) =1
B(N(T)) = {(0,0,1)}
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(4) Tl vettore w appartiene a Im(7') se w & combinazione lineare di T'(e1), T(e2), T(e3). Si tratta
percio di risolvere il sistema lineare a cui ¢ associata la matrice A, con il vettore w come colonna
dei termini noti. In questo caso dobbiamo ripetere la riduzione a gradini:

210 | 3 210 | 3 210 | 3
L1 0| —1f=,, ;010 -5 = 010 | -5
01 k | =5 01 k | =5| II1—11|0 0 k | 0

Anche in questo caso dobbiamo distinguere due casi.

e Se k # 0 abbiamo gia osservato che Im(T) = R3, quindi w appartiene necessariamente a
Im(T"). Inoltre risolvendo il sistema otteniamo:

2xr4+y=3 r=4
y=->5 =4qy=-5
kz=20 z=0

ovvero w € Im(T):
w=4(2,1,0) — 5(1,1,1)

e Se k = 0 abbiamo scelto come base di Im(T") i vettori T'(e1) e T'(e) corrispondenti alle prime
due colonne di A. Quindi ¢ sufficiente risolvere il sistema lineare T (e1) + yT(e2) = w
ovvero il sistema a cui & associata la matrice formata dalle prime due colonne di A dopo
avere sostituito k = 0:

2 1 | 3
01 | —5:¢{x+y ::{x
001 0 y=-5 y=-5

ovvero w € Im(T'):

w=4(2,1,0) — 5(1,1,1)

Esercizio 8.21. Sia T : R®> — R? lapplicazione lineare tale che

T(z,y,2) = (x+y, kx+y+2, ke+y+kz)
dove k € R € un parametro reale.

(1) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
(2) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R® al variare del parametro

k.

(3) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T) € R* al variare del parametro

k.

(4) Stabilre se il vettore v = (0,1, —1) appartiene a Im(T) al variare del parametro k. In caso positivo
esprimere v come combinazione lineare degli elementi della base di Im(T) trovata.

SOLUZIONE:

(1) Sitratta di calcolare le immagini dei vettori della base canonica:
T(1,0,0) = (1,k, k)
7(0,1,0) =(1,1,1)
7(0,0,1) = (0,1, k)

Di conseguenza

110
A=k 1 1
E 1 k
(2) Per determinare la dimensione e una base dell’immagine di T' riduciamo la matrice a gradini:
1 1 0

II—-kI |0 1—-k 1
IIT1-1110 0 k-1

Si tratta ora di distinguere due casi
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e Se k # 1 la matrice ha rango 3, di conseguenza i tre vettori sono linearmente indipendenti
dim (Im(7T)) = 3,
B(Im(T)) ={(@1, k, k), (1, 1, 1), (0, 1, k)}

Notiamo che in questo caso Im(T) = R, infatti Im(7") & un sottospazio di R® di dimensione
3 che quindi coincide necessariamente con lo spazio stesso.

e Se k =1 la matrice ha rango 2. In particolare risultano linearmente indipendenti la prima e
terza colonna della matrice. Quindi

dim (Im(T)) =2,  B(Im(T)) = {(1, 1, 1), (0, 1, 1)}

Notiamo che per k =1 (1,k, k) = (1,1,1).
(3) Per il teorema di nullitd pitt rango:

dim (N(T)) = 3 — dim (Im(T’))

Anche in questo caso bisogna distinguere due casi:
e Se k # 1 abbiamo visto che dim (Im(7)) = 3, quindi

dim (N(T)) =3-3=0
ovvero
N(T) = {(0,0,0)}
e Se k =1 abbiamo visto che dim (Im(7)) = 2, quindi
dim (N(T)) =3-2=1

In questo caso per determinare N(T") dobbiamo risolvere il sistema omogeneo a cui & associata
la matrice A. Prendendo la matrice ridotta:

110 |0 S z=—t
001 1] 0 :>{ =<y=t Vte R
00010 =0 JO

Di conseguenza

N(T) = {(z,y,2) = (-1,1,0)t | t € R}
dim(N(T)) =1
B(N(T)) = {(-1,1,0)}
(4) 11 vettore w appartiene a Im(7T') se w & combinazione lineare di T'(e1), T(e2), T'(e3). Si tratta

percio di risolvere il sistema lineare a cui & associata la matrice A, con il vettore w come colonna
dei termini noti. In questo caso dobbiamo ripetere la riduzione a gradini:

1101 0 11 0 | o
k11 | 1|=1I—-kIfo 1—-k 1 | 1
k1 k | =1 I1mr—r1rjo o k-1 | =2

Anche in questo caso dobbiamo distinguere due casi.
e Se k # 1 abbiamo gia osservato che Im(T) = R?, quindi w appartiene necessariamente a
Im(7T). Inoltre risolvendo il sistema otteniamo:

v k+1
xr+y=0 (k—1)2
kE+1
1-ky+z=1 = y:_m
(k—1)z=-2 ~9
S
ovvero w € Im(7T):
k+1 E+1
= T (LEk) - (1, 1,1) — ——— (0,1, k
w (k__l)Q (7 ? ) (k—1)2 (7 ) ) k_l (07 ) )
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e Se k = 1 abbiamo scelto come base di Im(T") i vettori T(e;) = T(ez) e T(e3). Quindi &
sufficiente risolvere il sistema lineare y T'(e2) + z T'(e3) = w ovvero il sistema:

In questo caso il sistema contiene l’equazione 0 = —2 impossibile, quindi non ammette
soluzioni e w non appartiene a Im(7").

O

Esercizio 8.22. Sia T : R?* — R? Uapplicazione lineare tale che

T(x,y) = (kx + 4y, =+ ky, y)

dove k € R € un parametro reale.
Stabilire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva al variare del parametro k.

SOLUZIONE:
Notiamo innanzittutto che
e T ¢ iniettiva se N(T') = {(0,0)}, ovvero se dim(N(7T)) = 0.
o T & suriettiva se Im(T) = R, ovvero se dim(Im(T)) = 3.
Si tratta quindi di trovare immagine e nucleo di 7.
Calcoliamo T'(e1) e T'(e2) per determinare la matrice associata a T
T(e1) = (k,1,0)
T(ez) = (4,k,1)

Quindi
k 4
A=|1 k
0 1
Riduciamo la matrice A a gradini.
7 |1 k 1 k 1 k
=170 1| = 0 1 = 0 1
I |k 4 IIT — kI |0 4—k? IIT—(4—K)II [0 0

Abbiamo ottenuto che rg(A) = 2, quindi
dim (Im(7)) = 2 < 3 = dim(R?) = T non ¢ suriettiva
Notiamo che lo stesso risultato lo potevamo ottenere osservando che
Im(T) = (T'(e1), T(e2))

quindi dim (Im(7)) < 2 < 3 = dim(R?). In nessun caso infatti una applicazione lineare T : R* — R* pud
essere suriettiva.
Per il teorema di nullita pit rango

dim(N(T)) = dim(R?) — dim (Im(T)) =2 -2 =0
Quindi
N(T) ={(0,0)} = T ¢ iniettiva
Lo stesso risultato lo potevamo ottenere risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A:

Lk |0 - -
001 | ol =T TR=0 L e=0 N = (0,00}
00| o0 y=0 y=0
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Esercizio 8.23. Sia T : R* — R* lapplicazione lineare definita dalla matrice

5k 1 3k +4 0

_ _k+1 0 0 0
A=M(T) = 3 k+5 1 k+3
2k2 0 k 0

a) Discutere Uiniettivita e suriettivita di T al variare del parametro reale k.
b) Determinare la dimensione di immagine e nucleo di T al variare di k.

SOLUZIONE:

a) T & suriettiva se Im(T) = R*, cioe se dim(Im(T')) = rg(A) = 4. Inoltre T' & iniettiva se N(T) =
{(0,0,0,0)}, cioe se dim(N(T")) = 4 — rg(A) = 0. Si tratta percid di calcolare il rango di A.
Utilizziamo il calcolo del determinante, che sviluppiamo rispetto alla quarta colonna:

5k 1 3k+4
det(A)=—1-(k+3)-det [k+1 O 0
2k2 0 k

1 3k+4

=—1-(=1)-(k+3)-(k+1)-det [o k

}:(k+3)-(k+1)-k

— Se k # —3,—1,0, allora det(A) # 0 e rg(A) = 4. Quindi
dim(Im(7T")) =rg(4) =4 = T & suriettiva
dim(N(T)) =4 —-rg(A) =0 = T & iniettiva
— Se k=-3,—1 00, allora
dim(Im(T")) =rg(A) <3 = T non ¢ suriettiva
dim(N(T)) =4 —rg(A) >1 = T non ¢ iniettiva

b) Abbiamo gia visto la dimensione di immagine e nucleo per k # —3,—1,0. Consideriamo ora gli
altri casi.

— Se k = —3 allora det(A4) = 0 e rg(A) < 3. Inoltre A diventa

-15 1 -5 0
-2 0 0 0
A= 3 2 1 0
8 0 -3 0

In A troviamo una sottomatrice 3 x 3 che ha determinante non nullo:

~15 1 -5 L s
det | =2 0 0| =2-det =2(14+10)=22#0
3 2 1 21

Quindi rg(4) =3 e
dim(Im(T")) = rg(A) = dim(N(T)) =4 —rg(A) =1

3
— Se k= —1 allora det(A4) =0 e rg(A) < 3. Inoltre A diventa

-5 1 1 0
0 0 0 O
A= 3 4 1 2
2 0 -1 0

In A troviamo una sottomatrice 3 x 3 che ha determinante non nullo:

1 1 0 1 0
det |4 1 2 :1-det{4 2}:27&0
0 -1 0

Quindi rg(4) =3 e
dim(Im(T)) = rg(A) = 3 dim(N(T)) =4 —rg(A) =1
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— Se k =0 allora det(A) = 0 e rg(A) < 3. Inoltre A diventa

01 40
1000
A=MT) =13 5 | 3
00 0 0

In A troviamo una sottomatrice 3 x 3 che ha determinante non nullo:

0 1 4
det |1 0 O 1~det[
3 5 1

1 4

. J =1-20=-19#0

Quindi rg(4) =3 e
dim(Im(T)) = rg(A) =3 dim(N(T)) =4 —rg(A) =1

Esercizio 8.24. Sia T : R* — R? Uapplicazione lineare tale che
T(z,y,z,w) = (—x —y+z+w, —z+2y—2z, —x+y+32z—3w)

a) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
b) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale Im(T) C R®.
¢) Determinare la dimensione e una base dello spazio vettoriale N(T) C R*

SOLUZIONE:

a) Calcoliamo I'immagine degli elementi della base canonica di R*:

T(ey) = (-1, -1, -1) T(e2) = (-1, 2, 1)
T(e3) = (L 715 3) T(64) = (17 07 73)
Quindi
-1 -1 1 1
A=1|-1 2 -1 0
-1 1 3 -3
b) Poiche

Im(T") = (T'(e1), T'(ez), T(es), T(ea))

ovvero Im(T) & generato dai vettori colonna di A, per determinarne dimensione e base riduciamo
la matrice A a gradini:

-1 -1 1 1 -1 -1 1 1
I1-1 (0 3 =2 1| =1/2IIT| 0 1 1 -2 =
IIr—-110 2 2 -4 11 0 3 -2 -1
-1 -1 1 1 -1 -1 1 1
0 1 1 -2 = 0 1 1 -2

II1-3111| 0 0 -5 5 1/5I1T | 0 0o -1 1
LA matrice A ha rango 3, quindi
dim(Im(T")) =3

Inoltre le prime tre colonne di A sono linearmente indipendenti quindi possiamo prendere come
base di Im(T) i tre vettori T'(e1), T (e2), T(es):

B(Im(T)) ={T(e1), T(e2), T(es)}
={(-1,-1,-1), (-1,2,1), (1,-1,3)}

Notiamo che in questo caso Im(7T") & un sottospazio di R* di dimensione 3, quindi Im(7T") = R?
(e T & suriettiva).
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¢) Gli elementi di N(7T') sono i vettori di R*, soluzione del sistema omogeneo a cui ¢ associata la
matrice A. Prendiamo la matrice gia ridotta a gradini:

r=1
-1 -1 1 1 | —z—-y+z+tw=0

0
=t
0 1 1 -2 | 0|l=>qy+z—2w=0 = : Vte R
0 —z4+w=0

SIS
I

Quindi
N(T) = {(1,1,1,1)t | t e R}
dim(N(T)) =1
BIN((T)) = {(1,1,1,1)}
Notiamo che, come ci aspettavamo dal teorema di nullita piti rango:

dim(N(T)) 4 dim(Im(7T)) = 4 = dim(R?)

Esercizio 8.25. Sia T : R* — R? lapplicazione lineare tale che
T(z,y,z,w) =(x—2y+3z, e —y+ (k+3)z+ 2w, 22 —3y+ (k+6)z+ (k+ 1)w)

dove k € un parametro reale.
Stabilire se esistono valori di k per cui T é iniettiva e/o suriettiva.

SOLUZIONE:
Ricordiamo che
e T ¢ iniettiva se N(T') = {(0,0,0,0)}, ovvero se dim(N(T")) =0
e T & suriettiva se Im(T) = R, ovvero se dim(Im(T)) = 3.

Si tratta quindi di trovare immagine e nucleo di 7'
Calcoliamo I'immagine degli elementi della base canonica per determinare la matrice associata a T"

T(e1) =(1,1,2), T(ez) = (—2,—1,-3)
T(es) = (3,k+ 3,k +6), T(eq) = (0,2,k + 1)
Quindi
1 -2 3 0
A=|1 -1 k+3 2
2 -3 k+6 k+1
Riduciamo la matrice A a gradini.
1 -2 3 0 1 -2 3 0
I7T-1 |10 1 k 2 = 0 1 & 2
IIT-2r{0 1 k k+1 IIrT—-I171{0 0 0 k-1

Dobbiamo ora distinguere due casi
e Se k # 1, allora rg(A) = 3, quindi
dim (Im(7)) = 3 = dim(R*) = T & suriettiva
e Se k =1, allora rg(A4) = 2, quindi
dim (Im(7)) = 2 < 3 = dim(R*) = T non ¢ suriettiva
Per il teorema di nullita pit rango
dim(N(T")) = dim(R*) — dim (Im(7T"))
Quindi
e Se k # 1 allora
dim(N(T))=4-3=1
e Se k=1 allora
dim(N(T)) =4—-2=2



204 8. APPLICAZIONI LINEARI

In nessuno dei due casi si ha dim(N (7)) = 0, quindi 7" non & mai iniettiva.
Notiamo che Im(7T") € R?, quindi dim(Im(7)) < 3 e

dim(N(T)) =4 — dim(Im(T)) >4-3=1
quindi sicuramente 7' : R* — R® non ¢ iniettiva.

Lo stesso risultato lo potevamo ottenere senza utilizzare il teorema di nullita piu rango, ma risolvendo
il sistema omogeneo associato alla matrice A:

1 23 0 |0 r—=2y+32=0
0o 1 kK 2 | 0| =<Cy+kz+2w=0
0 0 0 k=110 (k—1)w=0
Quindi
e Se k+#1:
x=(—2k—-3)t
= —kt
Y . = N(T)={(-2k—3, —k, 1, 0)t |t € R}
z =
w=20
e dim(N(T)) = 1.
e Se k=1
r=—5s—4t
= —s—2t
y= = N(T)={(=5, —1, 1, 0)s + (—4, -2, 0, 1)t | s, t € R}
zZ =S
w=t

e dim(N(T)) = 2.

Esercizio 8.26. Sia T : R® — R? Uapplicazione lineare definita da
T(IayVZ) = ('1: - y,2x - 3y)

a) Dire se T ¢& iniettiva e/o suriettiva.
b) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T.

SOLUZIONE:
Ricaviamo la matrice A associata all’applicazione T calcolando le immagini degli elementi della base
canonica di R?:
T(e1) =T(1,0,0) =(1,2)
T(e2) =T(0,1,0) = (—1,-3)
T(e3) =T(0,0,1) = (0,0)
quindi
1 -1 0
A= {2 -3 0]

Rispondiamo ad entrambi i quesiti contemporaneamente ricordando che un’applicazione ¢ iniettiva se
il suo nucleo contiene solo il vettore nullo, ovvero se dim(N(T")) = 0, ed & suriettiva se la sua immagine &
tutto lo spazio di arrivo, ovvero in questo caso se dim(Im(7T')) = 2.

Poiche la matrice A contiene la sottomatrice

1 -1
2 -3
di determinante —1 # 0, la matrice A ha rango 2. Quindi

o dim(Im(T)) =2 = T & suriettiva.
e Per il teorema di nullita pit rango: dim(N(7T")) =3 —2=1 = T non ¢ iniettiva.
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Esercizio 8.27. Sia k un parametro reale e sia T ’endomorfismo di R* definito da
T(xh To, X3, (E4) = (2%17 T + 20 + 23 + 34, — k21 + 23,23 + /f1'4)

a) Determinare basi del nucleo e dell’tmmagine di T al variare del parametro k.
b) Si dica se T ¢ iniettivo e/o suriettivo.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice associata a T calcolando T'(e1), T(e2), T(es) e T(eq):

2 000
1 1 1 3
A= -k 0 1 0
0 0 1 k
a) Riduciamo A a gradini:
1/21 1 0 0 O 10 00
II—1/2I0113:> 011 3
ITT+k/2I'10 0 1 O 0010
0 0 1 k IV —-IIT|0 0 0 k
Il nucleo di T' & dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:
z=0
y+z+3w=0
z=0
kw =10

Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k # 0 otteniamo:

=0
=0
= N(T) ={(0,0,0,0) }
z2=0
=0
— Se k£ = 0 otteniamo:
z=0
y=—3t
0 vieR = B(N(T))={(0,-3,0,1) }
z =
w=t

Una base dell’Immagine di T ¢ data dai vettori linearmente indipendenti di A. Anche in
questo caso dobbiamo distinguere due casi:
— Se k # 0 la matrice A ha rango 4, quindi
B(Im(T)) ={ (2,1,-k,0), (0,1,0,0), (0,1,1,1), (0,3,0,k) }

— Se k = 0 la matrice A ha rango 3 e in particolare risultano linearmente indipendenti i primi
tre vettori:

B(Im(T)) = { (27 170a0)a (0717070)3 (Oﬂ 17171) }

b) Se k # 0 il nucleo contiene solo il vettore nullo, quindi 7' & iniettiva, e 'immagine ha dimensione
4, quindi T e suriettiva.
Se k = 0 il nucleo ha dimensione 1, quindi 7" non & iniettiva, e 'immagine ha dimensione 3,
quindi 7" non & suriettiva.

O
Esercizio 8.28. Sia T : R® — R? la funzione lineare
T(z1,22,23) = (az1 + 2ax9 + x3,bx1 + 2bT2 + T3).

a) Si determinino gli eventuali valori reali di a e b per i quali T é suriettiva.
b) Si trovi una base del nucleo di T al variare di a e b.
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SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A associata a T' calcolando I'immagine degli elementi della base canonica:
T(e;) =T(1,0,0) = (a,b)
T(ez) =T(0,1,0) = (2a, 2b) = A= {
T(SB) = T(Oa Oa 1) = (17 1)

Per rispondere a entrambe le domande riduciamo a gradini la matrice A scambiando prima e terza colonna

(ricordando poi tale scambio nella parte b)).
Riduciamo a gradini la matrice A:

1 2a a N 1 2a a
1 26 b IT-1(0 2(b—a) b—a
a) La funzione lineare T ¢ suriettiva se dim(Im(7")) = rg(A) = 2, ovvero se a # b.
b) Per determinare il nucleo di 7' dobbiamo risolvere il sistema omogeneo associato a A, ricordando
che lo scambio di colonne corrisponde allo scambio delle incognite x e z:
z+2ay+axr =0
2b—a)y+(b—a)x=0

a 2a 1
b 2b 1

Dobbiamo distinguere due casi.
— Se a # b, allora dividendo la seconda equazione per b — a otteniamo

T = -2t
2 =0
z + 2ay + ax Ayt = B(N(T))={(-2,1,0) }
Z:

— Se a = b allora resta solo la prima equazione:

=3
y=t = B(N(T))={(1,0,—a), (0,1,—2a) }
z = —2at —as
O
Esercizio 8.29. Sia T : R* — R? la funzione lineare definita da T(z) = Az, con
1 0 -2 3
A=|-1 0 1 O
0 1 0 1
a) Stabilire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva.
b) Trovare le dimensioni del nucleo e dell’immagine di T.
SOLUZIONE:
Riduciamo a gradini la matrice A:
1 0 -2 3 1 0 -2 3
Ir+7r{0 0 -1 3| =1I1II{0 1 0 1
01 0 1 710 0 -1 3
Di conseguenza
b)
dim(Im(T")) = rg(A) =3
dim(N(T))=4-3=1
a) Inoltre
dim(Im(T)) = 3 = dim(R?) = T ¢ suriettiva
dim(N(T)) =1# 0= T non ¢ iniettiva
([l
Esercizio 8.30. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da T(x) = Az, con
1 0 -1 1
-2
A=1 (1) 8 8
0o 1 -1 1
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a) Stabilire se T invertibile.
b) Trovare basi del nucleo e dell’immagine di T

SOLUZIONE:

a) T invertibile se & biiettiva, cioé suriettiva e iniettiva, ovvero se la matrice A ha rango 4. In
sostanza T' € invertibile se e solo se lo & A.
Riduciamo a gradini la matrice A:

10 -1 1 10 —1 1 10 -1 1
1/2II+1 [0 0 -1 1 r o1 0 o 01 0 0
IIr+1/2rrlo 1 0 o~ 11 oo -1 1|~ 00 -1 1

01 -1 1| Iv-1rr{o o -1 1| IV—III{0 0 0 0

A ha rango 3 quindi T non é invertibile. Notiamo che potevamo immediatamente affermare che
rg(A) < 4 in quanto A ha la quarta colonna multipla della terza.
Probabilmente per rispondere alla domanda a) era pitt comodo calcolare il determinante di A
(che ¢ immediato sviluppando rispetto alla seconda riga), ma la riduszione ci serviva comunque
per il punto successivo.
b) Poiche le prime tre colonne di A contengono un pivot, ne segue che

B(Im(T)) ={(1,-2,1,0), (0,0,1,1), (—-1,0,0,—-1)}

Per determinare il nucleo di T risolviamo il sistema omogeneo associato a A:

z=0
r—z4+w=0

y=0
y=20 =

z=1t
—z4+w=0

w=t

Quindi
B(N(T)) ={(0,0,1,1) }

Esercizio 8.31. Detto k un paramtro reale, sia
k1 10
A=10 2 0
0 k k

a) Si trovino, al variare di k, nucleo e immagine dell’endomorfismo Ty di R? associato alla matrice
A.

b) Stabilire per quali valori k € R la funzione lineare Tx & invertibile.
SOLUZIONE:

a) Riduciamo a gradini la matrice A:

E 1 10
0 2 0
21T —kKIT |0 0 2k

— Se k # 0 la matrice ha rango 3, quindi Im(T) = R* e N(T") = {(0,0,0)}.
— Se k = 0 una base dell'immagine di T & data dall’insieme {(1,2,0), (10,0,0)}. Per trovare
il nucleo risolviamo il sistema omogeneo associato a A:

=1
y+10z=0 5
=
2y =0

Quindi una base del nucleo di 7" ¢ {(1,0,0)}.
b) T ¢ invertibile se A ha rango 3, quindi se k # 0.
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Esercizio 8.32. Si consideri la funzione lineare T : R* — R* definita dalla matrice

2k 0 2 1
k 0 1 1
k-1 -1 0 1
0 0 01

a) Si dica se esistono valori del parametro reale k per i quali T ¢& iniettiva o suriettiva.
b) Si caleoli la dimensione del nucleo N(T) e dell’immagine Im(T') al variare di k.

SOLUZIONE:

Riduciamo a gradini la matrice scambiando la prima e quarta colonna:

1 0 2 2% 1 0 2 2 1 0 2 2
1 0 1 k -1 lo o -1 —k r o -1 -1 -1
1 =1 0 k=1|"rrr=1rlo =1 —1 -1\~ 11 |o 0o -1 —k
1 0 0 0 v—Irlo o -1 —k| 1v—1rlo o 0 0

Quindi per ogni k

dim(Im(7")) = rg(A) = 3 < 4 e T non & suriettiva.
dim(N(T)) =4 —rg(A) =1 e T non ¢ iniettiva.

Esercizio 8.33. Sia T : R* — R* la funzione lineare definita da T(x) = Az con

0 1 k£ 2
1 1 0 2
A= 0 1 1 2
-2 0 1 -1

a) Determinare una base del nucleo di T e una base dell’immagine di T al variare del parametro k.
b) Dire se T ¢ iniettiva e/o suriettiva.

SOLUZIONE:

Riduciamo A a gradini scambiando opportunamente le righe:

IIf1 10 2 10 0 2
IIrlo 11 2 01 1 2
IV I|—2 0 1 —1| T 1r+2rlo 2 1 3
I o 1k 2 IV—II|0 0 k=1 0
10 0 2 10 0 2
. 01 1 2| 01 1 2
Ir—21rlo 0 -1 —1 00 —1 —1
00 k=1 0 IV+k-DIII[0 0 0 —k+1

a) Il nucleo di T ¢ dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

z+2w =0
y+2+2w=0
—2z—w=0
(=k+1Dw=0

Dobbiamo distinguere due casi:
— Se k # 1 otteniamo:

z=0
Zig = N(T) = { (0,0,0,0) }

w=20



— Se k = 1 otteniamo:

z=—1
y=—t
z=—t
w=t

2. SOLUZIONI

VteR = B(N(T))

{ (_17
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-1,-1,1)}

Una base dell’lmmagine di T & data dai vettori linearmente indipendenti di A. Anche in
questo caso dobbiamo distinguere due casi:
— Se k # 1 la matrice A ha rango 4, quindi

B(Im(T)) = { (0,1,0,-2), (1,1,1,0), (k,0,1,1), (2,2,2,-1) }

In realtd Im(7T) = R*.

— Se k =1 la matrice A ha rango 3 e in particolare risultano linearmente indipendenti i primi

tre vettori:

B(Im(T)) ={ (0,1,0,-2), (1,1,1,0), (1,0,1,1) }

b) Se k # 1 il nucleo contiene solo il vettore nullo, quindi 7' & iniettiva, e 'immagine ha dimensione

4, quindi T e suriettiva.

Se k = 1 il nucleo ha dimensione 1, quindi 7" non ¢ iniettiva, e 'immagine ha dimensione 3,

quindi 7" non & suriettiva.

O

Esercizio 8.34. Sia f : R® — R? lapplicazione lineare definita ponendo

flryy,2) =(x+y—22, 3z —2z, 26 —y+2)

e sia g : R® — R3 Uapplicazione lineare definita ponendo

9@y, 2) = (@ +z v —y+2z y)

Si trovino le dimensioni dei nuclei delle applicazioni lineari go f e fog.

SOLUZIONE:

Calcoliamo le matrici associate a f e g (rispetto alla base canonica di R?):

11
M(f)=13 0
2 -1

-2
-1
1

M(g)

1 0 1
=11 -1 1
0 1 0

Utilizzando le matrici associate a f e g possiamo calcolare direttamente la matrice associata alle due

funzioni composte. Infatti la matrice associata a go f & M(go f)

foge M(fog)=M(f) M(g). Quindi

-1 1

—927
-1
1

%

0

M(g) - M(f) e la matrice associata a

3 0 -1
=100 0
3 0 —1]
2 -3 2]
=3 -1 3
1 2 1]

Per calcolare la dimensione dei nuclei basta calcolare il rango delle matrici. Riducendo a gradini:

1 0 1 1 1
M(gof)=1]1 -1 1 3 0
0o 1 0 2 -1
1 1 -2 1 0
M(fog)=13 0 —-1|-]1
2 -1 1] |o 1
3 0 -1
M(gof) = 0 0 O
IIT-1{0 0 O
Iritr 2 1 1
M(fog) = I |2 =3 2| = 1I-2I |0
171 {3 -1 3 111 -3110

Infine

2
-7
-7

1 1 2 1
0| = 0 =7 0
0 IIr-1110 0 0

dim (N(go f)) =3 —1g(M(go f)) =3-2=1
dim (N(fog)) =3 —rg(M(foyg))=3—-1=2
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Esercizio 8.35. Sia T : R® — R? la funzione lineare definita da
T(x,y,z) = (x+y, 2x—y—2, 2y+2)
e sia B=1{(1,2,-4), (0,1,1), (1,0,-7)} una base di R>.

a) Stabilire se T é iniettivo e/o suriettiva.
b) Si determini la matrice Mp(T) associata a T rispetto alla base B

SOLUZIONE:

Per rispondere alla domanda a) possiamo comunque calcolare prima la matrice associata a T rispetto
a B.

b) Siano v; = (1,2,—4), va = (0,1,1) e v3 = (1,0, —7). Il metodo pit semplice consiste nel calcolare
le tre immagini dei vettori della nuova base e poi trovare le coordinate di questi tre vettori rispetto
alla base B = {vy, va, v3}.

T(v1) =(3,4,0), T(ve)=(1,-2,3), T(v3)=(1,9,-7)

Si tratta ora di esprimere tali immagini come combinazioni lineari degli elementi di B, cioe
di risolvere 'equazione xv; + yve + zvs = T'(v;) per @ = 1,2,3. Per risolvere i tre sistemi contem-
poraneamente riduciamo a gradini la matrice formata dai tre vettori v; affiancata dalla matrice
formata dai tre vettori T'(v;)

1 0 1 | 3 1 1 10 1 | 3 1 1
2 1 0 | 4 -2 9|=1II-2I]|0 1 -2 | -2 —4 7
—4 1 =7 | 0 3 7| III+4I[0 1 -3 | 12 7 -3
10 1 | 3 1 1
= 01 -2 | -2 -4 7

Irr—I17|0 0 -1 | 14 11 -10

Risolviamo ora i tre sistemi:

r+z=3 r =17

T(v): ¢y—22=-2 =qy=-30 = T(vy)=(-17,-30,14)5
r+z=1 r=12

T(vg): Sy—22=-4 =<y=-26 = T(ve)=(12,—-26,—11)p
r+z=1 r=-9

T(vg): Sy—22=7 =y=27 = T(vs)=(-9,27,10)5
—z=-11 z =10

Infine la matrice B associata a T rispetto alla base B &

17 12 -9
Mg(T) = |-30 —26 27
14 —11 10

a) Dobbiamo in sostanza calcolare il rango di Mg(T). In alternativa risulta forse pitt semplice
calcolare la matrice M(T') associata a T rispetto alla base canonica e calcolare poi il rango di

questa:
1 1 0 1 1 0 1 1 0
MT)=12 -1 —-1|=II-2I{0 -3 -1|= 0 -3 -1
0 2 1 0 2 1 3IIT+2IT({0 O 1

dim(Im(T)) =rg(M(T)) =3 = T & suriettiva
dim(N(T)) =3 —rg(M(T)) =0 = T ¢ iniettiva
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Esercizio 8.36. Sia S : R* — R? la funzione lineare
S(x1, 29, 23,24) = (3x1 — 2w5 + x4, 421 — 229 + 223 + 324, 1 + 225 + 2124).

a) Si trovi una base del nucleo di S e una base dell’immagine di S.
b) Sia & la base canonica di R* e sia B la base di R® costituita dai vettori

U1 = (1707 l)a Vg = (17070)a U3 = (17171)

Si determini la matrice ME(S) associata a S.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A associata a S rispetto alle basi canoniche calcolando I'immagine degli
elementi della base canonica:

S(er) = (3,4,1)

5(62) = (Oa _27 O)

5(63) = (_27 27 2)

S(ea) = (1,3,2)

o
o
|
[\

A=M(S) =

—
o |
[\
N DN

a) Riduciamo a gradini la matrice A:

II7{1 0 2 2 1 0 2 2
4 -2 2 3| =1I-4 |0 -2 —6 =5
I |3 0 -2 1 II171-3110 0 -8 =5

Una base dell’'Immagine di S ¢ data da
B(Im(S)) = {S(e1), S(e2), S(es)}

Per trovare una base del nucleo risolviamo il sistema omogeneo:
6

r=_t
r+2z24+2w=0 —t5
2y 62— Bw=0 = y_t = B(N(S)) = {(6,5,5,—8)}
z =
—8z—bw =0 8
w=—=t
5

b) La matrice MB(S) associata a S rispetto alla basecanonica £ di R* e alla base B di R* ha per
colonne la immagini S(ey), S(ez2), S(ez) espresse perd rispetto alla base B. Avendo gia calcolato
tali immagini, si tratta ora di esprimere S(e1), S(ez2), S(es), S(eq) rispetto alla base B. Scriviamo
quindi la matrice associata ai 4 sistemi xv; +yva+2zv3 = S(e;), considerando contemporaneamente
i quattro vettori:

111 | 3 0 -21 11 1] 3 0 -2 1
001 ] 4 -2 2 3=I1II-I1|0 -1 0] -2 0 4 1
101 | 1 0 2 2 17 o 0 1] 4 -2 2 3

Risolviamo ora i quattro sistemi
r+y+z=3 T =-3
—Yy= -2 = y:2 :>S(€1) = (_37274)8
z=4 z=4

r4+y+z=1 z=-1

r+y+2=0 =2
—y=0 =y=0 :>S(62)=(2,0,—2)5
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Infine
-3 2 9 -1
ME(S)=12 0 -4 -1
4 -2 2 3

Esercizio 8.37. Sia T la funzione lineare da R® a R® definita da

a)
b)
c)

T(z,y,2) = (3x =2y, v+y+2z 223y —2)

Determinare basi dell’immagine Im(T) e del nucleo N(T).
Si scriva la matrice associata a T rispetto alla base B ={(2,1,0), (1,1,0), (0,1,1)}.
Trovare la distanza euclidea tra il punto P = (1,1,1) e il nucleo N(T).

SOLUZIONE:

a)

Riduciamo a gradini la matrice A associata a T rispetto alla base canonica:

3 =2 0 3 =2 0 3 -2 0
A=1(1 1 1| = 3I-1 (0 5 3| = 0 5 3
2 -3 -1 II1-21110 -5 -3 III1+11{0 0 0

Quindi
B(Im(T)) ={T(e1), T(e2)} ={(3,1,2), (2,1, -3)}

Il nucleo di T' & formato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a A:

3 -2 0| 0 x =3t
0 5 3 | 0 ={y=t VteR
5

00 010 c= 5y

Quindi
2 5
s = { (5125 )} owero BOV(T) = ((2.3,-5))

Notiamo che T : R®* — R3, quindi & sottinteso che la stessa base B va considerata sia nello spazio

di partenza che in quello di arrivo, e Mp(T) & la matrice che ha per colonne le immagini degli
elementi di B, espresse ancora rispetto a B.
Chiamiamo vy, v € vg i tre vettori di B. Dalla definizione di T" otteniamo:

T(v1) = T(2,1,0) = (4,3,1),
T(UQ) = (1’ 1’0) = ( ) 7_1)a
T(’Ug) = T(Oa 13 1) = (727 23 74)

Qui pero le immagini T'(v;) sono espresse rispetto alla base canonica. Per esprimere T'(v;) rispetto
alla base B si tratta ora di esprimere tali immagini come combinazioni lineari degli elementi di
B, ciog di risolvere 'equazione zv + yvg + zv3 = T'(v;) per i = 1,2, 3. Se (x4, y;, ;) € la soluzione
di tale equazione, allora le coordinate di T'(v;) rispetto a B sono T'(v;) = (x4, yi, 2i)B-

Per risolvere i tre sistemi contemporaneamente riduciamo a gradini la matrice formata dai
tre vettori v; affiancata dalla matrice formata dai tre vettori T'(v;)

2 10 | 4 1 -2 2 10 | 4 1 -2
11 1] 3 2 2|=20-1{012] 2 3 6
001 | 1 -1 —4 001 ] 1 -1 —4

Consideriamo ora il sistema associato alle prime 4 colonne:

2r+y=4 =2
y+2z2=2 =qy=0
z=1 z=1

T(v1) = (4,3,1) = 201 + Ovy + 1us = (2,0, 1)
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Consideriamo il sistema associato alle prime 3 colonne e alla quinta:

2r4+y=1 T = -2
y+22=3 = y=5

T(vy) = (1,2,—1) = =201 + vy — lvg = (=2,5,—1)p

Consideriamo il sistema associato alle prime 3 colonne e alla sesta:

20 4y = -2 =8
y+22=06 =>qy=14
z=—4 z=—4

T(v3) = (=2,2,—4) = —8vy + 14vy — dvg = (8,14, —4)

Infine la matrice B associata a T rispetto alla base B &

2 -2 =8
B=1]0 5 14
1 -1 —4

Un metodo alternativo consisteva nell’utilizzare la matrice MCB di cambiamento di base, di
transizione da C a B. Sia

1 -1 1

10
1 1|=>Mf=P'=|-1 2 2= B=P'AP
0 1 0 0 1

P=Mg =

¢) Abbiamo visto al punto a) che il nucleo di T' & la retta

=2t
N(T): S y=3t
z = —5ot

Il piano 7 perpendicolare a N(T) e passante per P & 7 : 2z 4+ 3y — 52z = 0. Inoltre t " N(T) =
A(0,0,0). Infine

d(N(T),P)=d(A,P) =12+ 12+12 =3
O

Esercizio 8.38. Sia B= {v; = (1,2,3), va = (1,0,—1), vs = (0,0,2)} una base di R* e sia T : R® —
R? l'endomorfismo definito dalla matrice

Mgp(T) =

o OO

4
0
8

= O N

a) Si determini la matrice associata a T rispetto alla base canonica di R>.
b) Si stabilisca se T ¢& iniettivo e/o suriettivo.

SOLUZIONE:

a) Per utilizzare la matrice Mg(T') dobbiamo esprimere gli elementi della base canonica rispetto a

B. Si ricava facilmente che
+ L 0,1 L
(%] 21}3 - ) ) 5

1 1 1 1 1
€y = —=V] — =V —V3=|—=,—=,—
2= 501 502 3 5 o 5

1 1
€3 51)3 = (0, O, 2>B

€1
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Quindi
[0 4 2] [o 5
T(e1)=16 0 0| -[1]=|0] =(50,10)5 = 5v; + 10v3 = (5,10,35)
0 8 4| |3 10
[0 4 2] '%
T(es) =16 0 0 —4,3,-8)5 = —4v; + 3vy — 8vz = (—1, -8, —31)
0 8 4
[0 4 2] 0 1
T(es)=16 0 0 0| = 10| =(1,0,2)p = v +2v3 = (1,2,7)
0 8 4| |3 2

Infine la matrice associata a T rispetto alla base canonica e

5 -1 1
A=1]10 -8 2
35 =31 7

b) Possiamo usare indifferentemente la matrice Mp(T) o la matrice A. Per comodita di calcoli
usiamo la matrice iniziale. Mpg(T) ha due righe uno multiplo dell’altra e rg(Mg(T)) = 2. Quindi
dim(Im(T")) = 2 e T non & suriettivo, e dim(N(7")) =1 e T non & iniettivo.

O

Esercizio 8.39. Sia T : R®> — R? la funzione lineare definita da T(z) = Az, con
111
A=10 1 1
1 00

a) Si determini la matrice associata a T rispetto alla base costituita dai vettori vy = (1,1,1), ve =
(1707 0)7 U3 = (0,0, 1)

b) Si trovi una base del nucleo di T

SOLUZIONE:

a) Il metodo pilt semplice consiste nel calcolare le tre immagini dei vettori della nuova base B =
{v1, va, w3}

T(v1) = (3,2,1), T(ve) = (1,0,1), T(vs) = (1,1,0)

e poi trovare le coordinate di questi tre vettori rispetto alla base {vy, ve, vs}. Notiamo che
essendo vy, v e v3 particolarmente semplici la risoluzione delle equazioni che danno le coordinate
€ immediata:

r+y=3 =2

xv1+yv2+21}3=T(v1) = =2 = y=1 :>T(7)1):(2717—1)B
r+z=1 z=—1
r+y=1 z=0

TV, +yv2+zv3:T(v2) = z=0 = y=1 :>T(’U2)=(0,1,1)B
r+z=1 z=1
r+y=1 r=1

xv1 +yva +zo3 =T(v3) = (x=1 = y=1 = T(vs) =(1,1,-1)g
z+2z2=0 z=-1

Dunque la matrice B associata a T rispetto a B = {v1, va, vs} &

2 0 1
Mg(T)=B=|1 1 0
-1 1 -1
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Un metodo alternativo usa il cambiamento di base: la matrice M g di transizione dalla base

B alla base canonica C ¢ la matrice che ha per colonne i tre vettori di B (espressi rispetto a C):

La matrice MF di transizione dalla base canonica C alla base B & quindi la matrice inversa:
MEB = P~!. Per calcolare I'inversa usiamo il metodo della riduzione:
c

110 | 1 00 17 100 | 010
100 | 010 =7 110 | 1 00
101 ] 001 101 ] 001
100 | 0 1 0
= II-710 1 0 | 1 -1 0
r—-r{jo o 1 ] 0 -1 1
La matrice MCB ¢ quindi
0 1 0
Prl=ME=11 -1 0
0 -1 1

Di conseguenza la matrice B associata a T rispetto alla nuova base ¢ P~ AP:

0 1 1 2 0 1
Mg(T)=B=P'AP=1{1 0 O0|-P=|1 1 0
1 -1 -1 -1 1 -1

Infatti se indichiamo con vp le coordinate di un vettore v rispetto a B e analogamente
indichiamo con T'(v)g le coordinate del vettore T'(v) rispetto a B, allora:

B-vg=P 'AP.-vg =P 'A- v =P . T(w)=T()s
b) Per trovare una base del nucleo ci conviene lavorare sulla matrice A in modo da ottenere i

vettori direttamente espressi rispetto alla base canonica. Cerchiamo quindi le soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A:

111 |0 1 1 1 |1 0 111 | 0
011 | o= 0 1 1 | 0] = 01 1] 0
100 | O Ir-r{0 -1 -1 | 0 II7T+11{0 0 0 | O
oyt 0 z=0
T z =
{ Y = qy=—t
y+2=0

z=1t

Quindi una base del nucleo di T' ¢ data dall’insieme

{(0,-1,1) }
|

Esercizio 8.40. Sia T : R* — R?® Uapplicazione definita da T(x,y) = (2z,2 — y,2y), e siano B =

{(1,0), (1,1) } e B" = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } due basi di R* e R® rispettivamente. Determinare la
matrice A = ME (T) associata a T rispetto alle basi B e B'.

SOLUZIONE:

La matrice A cercata ha per colonne le immagini attraverso 7' degli elementi di 5, espressi rispetto a

B’. Cominciamo a calcolare la immagini:

T(1,0) = (2,1,0), T(1,1) = (2,0,2)
I vettori cosi ottenuti sono pero espressi rispetto alla base canonica. Indichiamo con

ull = (1’ 170)’ U/Q = (07171)7 ué = (03032)
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gli elementi della base B’. Esprimere (2,1,0) e (2,0,2) rispetto a B’ equivale a risolvere le due equazioni
vettoriali: xu) +yub+zuy = (2,1,0) e zuf +yub+zul = (2,0,2). Consideriamo quindi la matrice associata
a tali sistemi, riducendola con le due colonne dei termini noti contemporaneamente:

100 | 2 2 100 | 2 2 100 ] 2 2
1 10| 1 o0l=I1I-1{010 /] -1 —2|= 010 | -1 -2
012 ] 0 2 0121 0 2 Ir—1r10 o 2 | 1 4

Per risolvere l'equazione zuj + yub + zuy = (2,1,0) consideriamo la prima colonna dei termini noti:

=2 T =2
y=—-1 =y=-1 =
2z =1 z—1
B 2
li / 1 li 1
T(1,0) = (2,1,0) = 2u} —uj + guy = (2~ 1.5
B/

Analogamente per risolvere 'equazione xu} + yuh + zus = (2,0, 2) consideriamo la seconda colonna dei

termini noti:

T =2 r=2
y=-2 =qy=-2 =
2z =4 z=2

T(1,1) = (2,0,2) = 2u) — 2ub + 2uly = (2,-2,2) 5,

Infine

O

Esercizio 8.41. Sia V = R? e siano C e B/ = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } rispettivamente la base
canonica e un’altra base di V.

a) Determinare la matrice P = Mg di transizione da C a B'.
b) Svolgere esercizio precedente utilizzando la matrice P.

SOLUZIONE:
a) La matrice P cercata ha per colonne gli elementi di C espressi rispetto a B’. Esprimere gli elementi
di C rispetto a B’ equivale a risolvere le tre equazioni vettoriali - (1,1,0)+y-(0,1,1)+2-(0,0,2) =
e;, 1 = 1,2,3. Riduciamo percid a gradini la matrice formata dagli elementi di B’ con le tre colonne
dei termini noti contemporaneamente:

100 1] 100 100 1 00
110 ] 010/=, ,010]-110-=
012001 01 2 0 0 1
100 1 0 0
01 0] -1 1 0
IIT—110 0 2 1 -1 1

Per esprimere e; otteniamo il sistema relativo alla prima colonna:

r=1 r=1
-1 1
y=—-1 =<¥= = e =(1-1,=
5 1 1 2/
z = z=c
2

Per esprimere es otteniamo il sistema relativo alla seconda colonna:

T = z=0

1
=1 =>y=1 = e 2(0,1,—>
Y 1 2 2)

2z =-1 z=—=
2



2. SOLUZIONI 217

Per esprimere ez otteniamo il sistema relativo alla terza colonna:

-0 z=0
1
y=0 = yz(i :>€3=<0,0,2>
2: =1 - — B
2
Infine
1 0 0
_ =1 1 0
PEME T
2 2 2

Notiamo che per calcolare P = MCB/ potevamo in alternativa calcolare e poi invertire la
matrice di transizione da B’ a C. Infatti MS, ha per colonne gli elementi di B’ espressi rispetto a

C:
1 00
Mg |1 1 0
0 1 2

La matrice P cercata ¢ 'inversa di tale matrice:

1 0 0
/ “1_ -1 1 0
P=MZ =(Mg) =7 4 |
2 2 2

b) Nell’esercizio precedente avevamo calcolato

T(1,0) = (2,1,0),  T(1,1) =(2,0,2)

e dovevamo esprimerli rispetto alla base B’. Avendo ora calcolato la matrice P = Mc/ di
transizione da C a B’, possiamo utilizzare P per calcolare le coordinate cercate:
[ 1 0 0] 9 27
. T_|-1 1 0 _ -1 (91 L
P-(2,1,0)" = 1 11 1| = 1 :(2,1,0)—(27 172) ,
- - =z 0 - B
L 2 2 24 - L2
i 1 0 O_ _2_ B 2 T
P-(2,027 =1 1 0l lo|l = |-2| =202 =(2-22),
1 1 1
- = = 2 2
L 2 2 21 +- -
La matrice cercata ¢ quindi:
2 2
A=1|-1 =2
3 2

Esercizio 8.42. Sia T : R® — R?® Uapplicazione lineare definita da
T(x,y,2) = (x — 2,20+ y,x — 3y)

a) Si determini la matrice Mg(T) associata a T rispetto alla base B costituita dai vettori v; =
(1,0,0), v2 = (1,0,—1), vs = (0,1,1).

b) Si trovi una base dell’immagine di T.

c¢) Il determinante di una matrice associata a T puo essere nullo?

SOLUZIONE:

a) Cominciamo con il calcolare le immagini di vq, ve, vs attraverso T
T(or) = (1,2,1)
T(v2) = (2,2,1)
T(v3) = (-1,1,-3).



218 8. APPLICAZIONI LINEARI

Si tratta ora di esprimere tali immagini in funzione della base B, ovvero di risolvere i tre sistemi
associati a xvy) + yvg + zvs = T(v1) , vy + yve + 2v3 = T(v2) e xv; + yvs + 2v3 = T(v3).
Riduciamo quindi a gradini la matrice:

11 0| 1 2 -1 11 0 | 1 2 -1

o 0 1] 22 1|=III0C-111] 11 -3

0 -1 1] 11 -3 Ir{jo o 1] 2 2 1

Considerando quindi la differenti colonne di termini noti otteniamo:

r+y=1 z=0
—y+z=1 =qy=1 = T(v)=0-v1+1-v2+2-v3=(0, 1, 2)z
z=2 z=2
T+y=2 r=1
—y+z=1 =Jy= = T(vg)=1-v1+1-v2+2-v3=(1, 1, 2),
z=2 z=2
TH+y=-— T =-5
—y+z=-3 = y= = T(vs) =—b-vi+4-v2+1-v3=(-54, 1),
z=1 z=1
Infine
[0 1 -5]
Mp(T)=11 1 4
2 2 1

b) Cominciamo con il calcolare il rango di Mpg(T) riducendola a gradini:

II 1 1 4
I 01 -5
IIT—2I1 |0 0 -7

Quindi Mg(T) ha rango 3 e una base dell'immaginie di T' & formata dai tre vettori che la generano
(espressi rispetto alla base canonica):

B(Im(T)) ={(1,2,1), (2,2,1), (-1,1,-3)}
Un metodo alternativo consisteva nel calcolare la matrice associata a T rispetto alla base
canonica e ricavare da questa un’altra base di Im(T).

c¢) Poiche la matrice associata a T ha rango 3, ogni altra matrice associata a T rispetto a basi
differenti avra il medesimo rango e quindi determinante non nullo.

O
Esercizio 8.43. Sia S : R®> — R* Uapplicazione lineare definita da
S(x1,x2,23) = (1 + X2, 22,21, T2 — 323).

a) Sia B la base di R® costituita dai vettori vy = (1,1,1), va = (1,1,0), v3 = (1,0,0) e sia £ la base

canonica di R*. Si determini la matrice ME(S) associata a S.
b) Si trovi la dimensione del nucleo di S.

SOLUZIONE:

a) Si tratta di calcolare le immagini di vy, vo, v3 attraverso S. Non & poi necessario effettuare altre
trasformazioni in quanto la base dello spazio di arrivo R* ¢ la base canonica .

S(v1) =(2,1,1,-2)
S(UQ) = (27 ]-7 13 1)
S(vs) = (1,0,1,0).

Infine

— = N
o= = N
O = O
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b) Riduciamo M a gradini per calcolarne il rango

2 2 1 2 2 1 2 2 1
of—110 0 —1| 1vlo 3 1 03 1
Ir—1rlo o 1 00 1|~ 00 1
IV+rI |0 3 1 o o —1| I1v+I11r{o o o

Quindi Mp(T') ha rango 3 e

dim(N(S)) =4 —rg(M) =1

. s . 3 3 . . .
Esercizio 8.44. Sia S : R® — R” la funzione lineare associata a:

= o O
N OO
w = o

rispetto alla base B ={(1,1,1), (0,2,2), (0,0,3)} di R®.

a) Si scriva la matrice associata a S rispetto alle basi canoniche.
b) Determinare basi dell’immagine Im(S) e del nucleo N(S).

SOLUZIONE:

a) La matrice cercata ha per colonne S(ey1), S(e2) e S(ez). Per determinare tali immagini possiamo
procedere in due modi.

Se vogliamo utilizzare direttamente la matrice Mg(S) dobbiamo scrivere ey, es e e3 rispetto
alla base B. Chiamiamo v; = (1,1,1), va = (0,2,2) e v3 = (0,0,3) i tre vettori di B; si tratta
quindi di risolvere le tre equazioni zvy + yvy + zvs = €; con ¢ = 1,2,3. Riduciamo a gradini la
matrice associata alle tre equazioni contemporaneamente:

100 100
120010
123001

In realtd la matrice & gia ridotta (triangolare superiore), quindi possiamo risolvere i tre sistemi.

r=1 r=1 1
U1 +yva +2v3 =e1 = Sz+2y=0 = y:_% = 61:<17_270>
r+2y+32=0 z=0 5
TV + Yvg + 203 = €3 = r+2y=1 = y:% = 62:<0,2,—3)
r+2y+32=0 2:7% B
TV1 + Yvg + 2V3 = ez = aj+2y:0 = y:() = 63=<O,O73>
z+2y+3z=1 z=1% B

Possiamo usare ora la matrice Mg(S) per calcolare le imamgini di e;, ricordando pero che il
risultato ottenuto & ancora espresso rispetto rispetto a I3, mentre noi dobbiamo esprimerlo rispetto
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alla base canonica:

(0 0 o] [1] [0
S(el) = MB<S) . 61 = O 0 1 . —% = O
11 2 3] |0 ] 10
=(0,0,0)5 =001 +0-v2 +0-v3 = (0,0,0)
[0 0 o] [0] 0
S(es) = Mg(S) ez = [0 0 1[- | 1| =]}
11 2 3 _—%_ |0
1 1 2 2
=10 0 =0- — = 0- =1({0
(a 3’ )B V1 3 v2 + 0 - v3 <, 3 3)
0 0 O 0 0
S(es) =Mg(S)-e3= [0 0 1|-|0| =%
1 2 3 3 1
0,31 0-v14 2oyt 1 0,2 U
- = v -V Vaq = _ —
a37 5 1 3 2 3 , =,
Infine
0 O 0
A=M(S)= |0 fg %
0 -2 11
3 3

Un metodo alternativo consiste nel ricavare direttamente le immagini di e; dalla matrice
Mp(S), sfruttando la linearita di S. Sappiamo infatti che una matrice Mg(S) ha per colonne le
immagini degli elementi di B espressi ancora rispetto a B. Quindi

S(1,1,1) = (0,0,1)3, 5(0,2,2) =(0,0,2)3, 5(0,0,3) =(0,1,3)5

Ricaviamo ey, es e e3 come combinazione lineare degli elementi di B:

1

3
1 1

(Oa 17 O) = 5(07 2a 2) - g(ov 07 3)

(0,0,1) = =(0,0,3)

1
(1,0,0) =(1,1,1) — 5(0,2,2)
Per la linearita di S otteniamo quindi:

1 1 1 2 11
S5(0,0,1) = 5(0,1,3)3: <0,3,1> :0~vl+§-vz+1'03: (0,3,3>
B

1 1 1 1 2 2
5(0,1,0) 2(0,0, )B (0,3, )B <0, 3,0>B 0-v1 =3 v2+0-03 (0, 3 3>
1
5(17070):(0,0,1)8_5(0,0,2)[3:(0,070)8:O'U1+O'U2—|—O~’03:(0’0,0)
Infine
2 2 2 11
S(@l)—(0,0,0), S(GZ)_ <07_3a_3)a 5(63)_ (07373>

e la matrice associata a S rispetto alla base canonica e:

0 0 0
A=M(S)= |0 —§ 2
0 —2 1

3 3

b) Conviene utilizare la matrice A in modo da ottenere vettori gid espressi rispetto alla base canonica.
Riduciamo A a gradini:

0 0 O 0 0 0 11 {0 -1 1
311 (0 -2 2| = 1/2II |0 -1 1|=1IIT|0 O 9
3I[1710 -2 11 IIr-1110 0 9 I 10 0 O

quindi

B(Im(S)) = { (0,-2,-2), (0,2,11) }
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Per ricavare il nucleo di S risolviamo il sistema omogeneo associato a A

=t
—y+z2=0 v
9: — 0 =>(¢y=0 VteR
z=0

Quindi
B(N(5)) ={(1,0,0) }

Esercizio 8.45. Sia S : R® — R? la funzione lineare
S(Il,I‘Q,l‘g) = (2131 — 2I2 + s, —2I1 + 2562 — 39337 —21’1 + 2172 + 1‘3)

a) Si trovi una base del nucleo di S e una base dell’immagine di S.
b) Sia & la base canonica di R® e sia B la base di R® costituita dai vettori

v = (1, 1,0), Vg = (1707 1), V3 = (0,1,1)

Si determini la matrice M§(S) associata a S.

SOLUZIONE:
Determiniamo la matrice A associata a S calcolando I'immagine degli elementi della base canonica:

S(er) = (2,-2,-2) 2 -2 1
S(es) =(-2,2,2) =A=|-2 2 -3
S(es) = (1,-3,1) —2 2 1

a) Riduciamo a gradini la matrice A:

2 -2 1 2 -2 1
II+110 0 -2/ = —1/2II |0 0 1
IIT+100 0 2 IIT+I1|0 0 0

Una base dell'Immagine di S e data dai vettori corrispondenti alle colonne che contengono i
pivot,cioe alla prima e terza colonna:

B(Im(S)) = {S(e1), S(es)}{(2,-2,-2), ((1,-3,1)}

Per trovare una base del nucleo risolviamo il sistema omogeneo:

=1
{jx_—02y+z=0 = {y=t = BN(S) ={(11,0}
- z=0

b) La matrice M§(S) associata a S ha per colonne le immagini di B espresse rispetto a &, cio¢ in
sostanza le immagini di B:

S(Ul) = (070a0)7 S(UQ) = (3a5a _1)7 S(v3) = (_17 _1a3)
quindi

0 3 -1
MES)=10 5 —1
0 -1 3

(]
Esercizio 8.46. Sia V =R? e siano B=C={ (1,0), (0,1) } e B' = {(1,1), (1,0) } due basi di V.
a) Determinare la matrice P = ME  di transizione da B a B'.
b) Determinare le coordinate di v = (2,1) utilizzando la matrice P.
SOLUZIONE:

. ’ . . . . . . . .
a) La matrice P = M, g di transizione da B a B’ ha per colonne i vettori di B espressi rispetto a B'.
Anche se in questo caso i conti per fare cio sono piuttosto semplici, puo risultare piu conveniente
determinare la matrice inversa P~' = M g, di transizione da B’ a B che ha per colonne i vettori
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di B’ espressi rispetto a B. Infatti B ¢ la base canonica, quindi i vettori di B’ sono gia espressi
rispetto a B, quindi

Per calcolare P basta ora invertire P~1:

L1 1o _ It o | o0 1]_
1 0] 01 7rj1 1| 1o 1I-1fo1] 1 -1

Infine

Quindi v = (1,1)p, ovverov =1-(1,1) +1-(1,0).
|

Esercizio 8.47. Sia V = R? e siano C ¢ B/ = {(1,1,0), (0,1,1), (0,0,2) } rispettivamente la base
canonica e un’altra base di V.

a) Determinare la matrice P = Még, di transizione da C a B'.
b) Sia T : R* — R? lapplicazione definita da T(x,y) = (2z,z — y,2y). Utilizzando la matrice P
determinare la matrice A = ME'(T) associata a T rispetto alle basi C e B'.

SOLUZIONE:

a) La matrice P = Még/ di transizione da C a B’ ha per colonne gli elementi di C espressi rispetto
a B’. Anzicché procedere come nell’esercizio precedente invertendo la matrice M g, formata dagli
elementi di B’ (espressi automaticamente rispetto a C), questa volta calcoliamo direttamente P.

Esprimere gli elementi di C rispetto a B’ equivale a risolvere le tre equazioni vettoriali z -
(1,1,0)+y-(0,1,1) + z-(0,0,2) = ¢;, i = 1,2,3. Riduciamo percio a gradini la matrice formata
dagli elementi di B’ con le tre colonne dei termini noti contemporaneamente:

100 100 100 ] 1 00
110 ] 010/=, ,010]-110=
012 1] 001 01 2] 0 01
100 ] 1 0 0
01 0] -1 1 0
Ir—I1r{o o 2 | 1 -1 1

Per esprimere e; otteniamo il sistema relativo alla prima colonna:

r=1 r=1
- _1 1
y=-—1 =Y = = e =(1-1,=
2z=1 1 2 e
Zz = z = —
2

Per esprimere e; otteniamo il sistema relativo alla seconda colonna:

— =0
1
y=1 = y=11 :>e2=<0,1,—2>
2z =-1 Zz=—= o

2

Per esprimere e3 otteniamo il sistema relativo alla terza colonna:

=0 r=0
1
y=0 = y:? :63:<0,0,2>
2z =1 == o
2
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Infine
1 0 0
o r =1 1 0
P=Me= 1
2 2 2

b) La matrice A = Mg/ (T') ha per colonne le immagini degli elementi di C espressi rispetto a B’.
Calcoliamo quindi

T(1,0) = (2,1,0),  T(0,1) = (0,—1,2),

. . . . / . . .
espressi rispetto alla base canonica. Conoscendo la matrice P = Még di transizione da C a B/,
possiamo utilizzare P per calcolare le coordinate cercate dei vettori trovati rispetto a B’:

1 0 O 9
_ T_|-1 1 o0 _ -1 (91 L
P-(2,1,0)" = 1 11 1] = 1 :>(2,1,0)_(2, 1,2> ,
> - =z 0 - B
2 2 2 2
1 0 0 0 0
r_|-1 1 0 3
P (0?7172) = -1 =1-1| = (057172) = 077177
1 1 1 3 2)
- - =z 2 3 B
2 2 2
La matrice cercata ¢ quindi:
2 0
A=|-1 -1
1 3
2 2

Esercizio 8.48. Sia T : R® = R cosi definita: T(z,y,z) = (x4 2y + 3z, 3y+ 2, 42).
a) Determinare la matrice A associata a T rispetto alla base canonica.
b) Determinare la matrice B associata a T rispetto alla base

B={v; =(1,0,0), va = (1,1,0), vs =(5,3,3)}.

SOLUZIONE:
)
T'(e1) = (1,0,0) 1 2 3
T(e2) =(2,3,0) = A=M(T)= 1|0 3 1
T(e3) = (3,1,4) 0 0 4

b) Per risolvere la seconda parte possiamo procedere in due modi.
— Calcoliamo le immagini dei vettori v; della nuova base:

T(v1) = (1,0,0), T(v2) = (3,3,0), T(vs) = (20,12,12)
Si tratta ora di esprimere i vettori trovati rispetto alla base B risolvendo le tre equazioni:
{x +y+52=1 r=1
V1 + Yvg + 2v3 = ={y+32=0 =<¢y=0 = T(vn)=(1,0,0)5
32=0 2=0

T'(v1)
r+y+5z=3 z=0
vy +yvg +2v3 =T(v2) = (y+32=3 =>qy=3 = T(v2)=(0,3,0)5

3z2=0 z2=0
r+y+5z=20 z=0
xv; +yva +zv3 =T (v3) = (y+32=12 =<¢y=0 = T(v3)=1(0,0,4)p

Quindi la matrice associata a T rispetto alla base B &

100
B=Mg(T)= 10 3 0
00 4
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— Un altro metodo consiste nel cercare le matrici di cambiamento di base: la matrice Mg di
transizione dalla base B alla base canonica C ¢ la matrice che ha per colonne i tre vettori di
B (espressi rispetto a C):

P = Mg =

O O =
O ==
w W ot

La matrice Még di transizione dalla base canonica C alla base B ¢ quindi la matrice inversa:
Mg = P~1. Per calcolare I'inversa usiamo il metodo della riduzione:

115 ] 100 11510 0
013 | 01O0=I-IIIl01 0|01 -1
003 ] 001 $III [0 01 [ 00 3
[t o5 1 -1 3 1roo0 1 -1 -2
ST 10001 =T g 1 00 1 0
0010 0 3 0010 0 4%
La matrice Mf ¢ quindi
1 -1 -2
Pl=Mf=10 1 -1
0 0 3

Di conseguenza la matrice B associata a T rispetto alla nuova base & P~1AP:

10
B=Mgp(T)=P 'AP= {0 3
0 0

= O O

Esercizio 8.49. Sia T : R®> = R3 Uapplicazione lineare definita da:

1 -3 3
A=1(3 -5 3
6 —6 4

a) Verificare che Uinsieme B = {v; = (1,1,0), vy = (—1,0,1), vg = (1,1,2)} & una base di R.
b) Determinare la matrice associata a T rispetto alla base B.

SOLUZIONE:

a) Basta verificare che la matrice formata dai tre vettori ha rango 3, ovvero determinante diverso

da zero:
1 -1 1
det |1 0 1| =1-(-1)—-1-(=3)=2+#0
0o 1 2

Quindi vy, v e v3 sono lineramente indipendenti e formano una base di R3.
b) Come nell’esercizio precedente si pud procedere in due modi. Utilizziamo il primo.
Calcoliamo le immagini dei vettori v; della nuova base:
T(vy) =A v =(-2,-2,0)
T('UQ) = A c Vg = (2, 0, —2)
T(’Ug) = A s V3 = (4, 47 8)

Si tratta ora di esprimere i vettori trovati rispetto alla base B. Notiamo perd come la cosa &

immediatas:
T(v1)=T(1,1,0) = (-2,-2,0) = —2v; = T(v1) =(-2,0,0)5
T(UQ) = T(_la Oa 1) = (2707 _2) = —2vy = T(’Ug) = (07 _27 O)B

T(v3) =T(1,1,2) = (4,4,8) = 4v; = T(v3) = (0,0,4)5
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Quindi la matrice associata a T rispetto alla base B e

—2 0 0
B=Mg(T)=|0 -2 0
0 0 4

Notiamo che volendo utilizzare il secondo metodo la matrice M, g di transizione dalla base B
alla base canonica C & la matrice che ha per colonne i tre vettori di B (espressi rispetto a C):

1 -1 1
P=M§=1|1 0 1
0 1 2

La matrice MF di transizione dalla base canonica C alla base B & quindi la matrice inversa:
MCB = P~!. Di conseguenza la matrice B associata a T rispetto alla nuova base ¢ P~1AP:

2 0 0
B=Mg(T)=P 'AP =10 2 0
0 0 4

Poiché la matrice Mg(T) ottenuta & diagonale, la matrice di transizione P tale che P~1AP =
Mp(T) & detta diagonalizzante.

O
Esercizio 8.50. Sia
B = {Ul = (17071)7 V2 = (07_170)a V3 = (27070)}

una base di R® e sia T Uendomorfismo di R® cosi definito:

T(v) = (3,1,2), T(vy) = (0,1,1), T(vs) = (6,4,6)

a) Si determini la matrice M (T) associata a T rispetto alla base canonica.
b) Si determini base e dimensione dell’Immagine e del Nucleo di T
c) Si stabilisca per quali valori di k il vettore vy, = (k+ 1,0, k) appartiene all’Immagine di T.

SOLUZIONE:

a) Per determinare T'(e;), dobbiamo ricavare le coordinate di e; rispetto alla base 5. Non & pero
necessario risolvere le tre equazioni zvy + yvs + zv3 = €; in quanto seplicemente:
1 1

€1 = 51/3, €y = —V2, €3 = V1 — 5113

Di conseguenza
1
T(er) = 5T(vs) = (3,2,3)
T(e2) = —T(v2) = (0,—1,-1)

T(e3) =T (v1) — %T(vg) =(3,1,2) - (3,2,3) = (0,-1,-1)

e
3 0 0
MT) =2 -1 -1
3 -1 -1
b) Riduciamo M(T) a gradini
131 [t 0 0] 1 0 0
II-2/3110 -1 -1| = 0 -1 -1
Inr—1 [0 -1 —1] II7T-1110 O 0

Quindi
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Sappiamo gia che dim(N(7T)) = 3 —rg(M(T)) = 1. Per determinarne una base risolviamo il
sistema omogeneo associato a M (T):

z=0
=0
{x =qy=—t = BN())={(0,-1,1)}
—y—2=0
z=1
c) Il vettore v, = (k + 1,0, k) appartiene all'Immagine di T se ¢ combinazione lineare dei vettori
della base in Im(7T):
1

3.0 | k+ 3.0 | k+1 1 0 | 0
2 -1 | 0 |=3-21{0 -3 | —2k—2|= 1II |0 -1 | -1
3 -1 | k mar—r o -1 | -1 IT=3II1[0 0 | —2k+1

Infine, se k = % la matrice completa e incompleta hanno lo stesso rango, quindi il sistema
ammette soluzione e vj, appartiene a Im(7'), mentre se k # 3, allora rg(A|b) = 3 > rg(A) = 2,
quindi il sistema non ammette soluzione e v non appartiene a Im(7).

O
Esercizio 8.51. Dati i vettori di R?
v =(1,0,1), w2 =1(0,2,2), wv3=(1,1,0),
si consideri la funzione lineare T : R®* — R? definita da
T(v1) =(2,0,0), T(ve)=(4,4,4), T(vs)=(0,6,6)

a) Si determini la matrice M(T) associata a T rispetto alla base canonica.

b) Si determini una base del nucleo e dell’immagine di T.
SOLUZIONE:

a) Per determinare la matrice M (T) associata a T rispetto alla base canonica dobbiamo calcolare le
immagini dei vettori della base canonica. A tale scopo dobbiamo prima esprimere i vettori della
base canonica come combinazione lineare di vy, v, vs. Risolviamo le tre equazioni xv; + yvs +
zvg = e, © = 1,2, 3, riducendo a gradini contemporaneamente le matrici associate ai tre sistemi:

101 | 100 10 1 | 1 00
021 1] 01 0= 02 1 | 0 1 0=
12 0| 001 Iir-r1{o 2 -1 | -1 0 1
10 1 | 1 0 O
02 1 | 0 1 0
Ir—i1mio o -2 | -1 -1 1
Di conseguenza
r+z=1 r=1 .
vl +yva+z2zv3 =€ = 2y+2=0 = y:_% :>61:§U1_Z02+§U3
—2z=-1 z—%
z4+2z=0 r=-3 . .
avi+yvet vz =e = {2 +z=1 =qy=; = ex=—gv1+t v+ Svs
_ 1
z+2=0 r=1 ) . .
vl +yva+z2zv3=e3 =< 2y+2=0 = y:i :>63:§vl+1v275v3
-2z =1 z=—3

Sfruttando la linearita di T possiamo ora ricavare le immagini degli elementi della base canonica:

T(er) = %T(Ul) - iT(vg) + %T(U?,) ~(0,2,2)
T(e2) = —%T(vl) + iT(w) + %T(’Ug) =(0,4,4)

T(e3) = %T(vl) + iT(vg) - %T(Ug) =(2,-2,-2)



2. SOLUZIONI 227

Infine la matrice associata a T rispetto alla base canonica &

0 0 2
M(T)=1{2 4 -2
2 4 =2
In alternativa si poteva untilizzare la matrice di cambiamento di base:
1 0 1 11 1
-1 2 2
ME=0 2 1| = ME=(M§) = _ﬁ % %
120 2 2 T2
Infine
2 40 ;-3 % 00 2
M(T) = ME@) = MET) ME= 0 4 6|3 ¥ oo o
0 46 i 3 -1 2 4 -2

b) Riduciamo M(T) a gradini:

1211 1 2 -1
121 [0 0 1
IIT—I1|0 0 0

Quindi M (T') ha rango 2 e una base dell’immagine di T &

Risolvendo il sistema omogeneo associato a T" otteniamo

T = —2t
y=t
z=0

quindi una base del nucleo di T" &

B (N(T)) = {(_27 170)}

Esercizio 8.52. Sia T la funzione lineare da R® in R* che associa ai vettori
(1,1,0), (1,-1,2), (0,0,1)
rispettivamente 1 vettor:
(1,1,0,1), (1,2,-1,0), (0,0,1,1)

a) Stabilire se T ¢ iniettiva, suriettiva, biunivoca.

b) Qual ¢ ’immagine di v = (2,0,3)?
SOLUZIONE:

a) L’insieme

B={v; =(1,1,0), vo =(1,-1,2), v3=1(0,0,1)}

forma una base di R®. La matrice associata a T rispetto alla base B di R? e alla base canonica
CdiR"e
1 0
2 0
— p¢€ _
A=Mg(T) = 11
0 1
Poiché A & 3x4, dim(Im(T")) = rg(A) < 3 e T non pud essere suriettiva e quindi neanche biunivoca.

Calcoliamo comunque esplicitamente il rango di A per stabilire se T € iniettiva. Notiamo che A
contiene la sottomatrice

=

1 1 0
1 2 0
0 -1 1

cha ha determinante non nullo. Di conseguenza rg(A) = 3, dim(N(7T")) =3—-3 = 0 e T & iniettiva.
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b) Per detereminare 'immagine di v, dobbiamo esprimerlo rispetto alla base B risolvendo I'equazione
xv1 + yvs + zv3 = v a cui ¢ associata la matrice

1 1 0 | 2 1 1 0| 2 110 | 2
1 -1 0 | O|=>II-1|0 -2 0 | —2|= -1/2IT |0 1 0 | 1
0 2 1 | 3 0 2 1 | 3 IIrT+11{0 o 1 | 1
r+y=2 r=1
=qy=1 =<dy=1 = v=v+vy+v3
z=1 z=1

Per calcolare T'(v) possiamo usare direttamente la definizione

T(w)=T(v1 +va+v3) =T(v1)+T(v2) +T(v3) =(1,1,0,1) + (1,2,—-1,0) + (0,0,1,1) = (2, 3,0, 2).

O
Esercizio 8.53. Sia & = {e1, ez, e3} la base canonica di R3. Sia T : R® — R la funzione lineare tale
che:
T(e1) =3e1 —eg+e3, T(ea) =ex—e3, Tles)=2T(e1)+ T(e2)
a) Si calcoli la matrice associata a T rispetto ad E.
b) Trovare basi del nucleo e dell’tmmagine di T e stabilire se T é invertibile.
SOLUZIONE:

Dalla definizione otteniamo
T(e1) =(3,—-1,1)
T(ez) = (0,1,-1)
T(es) =2T(e1) + T'(e2) = (6,—2,2) + (0,1,—1) = (6,—1,1)

a) La matrice associata a T rispetto alla base canonica ¢

3 0 6
A=M(T)=|-1 1 -1
1 -1 1
b) Riduciamo T a gradini
1/31 1 0 2
IT+1/31|0 1 1
IIT+1I |0 0 O
La matrice associata a 1 & la matrice A=1:
1 -3 -1
-1 -1
A" =MTH)=|1 0 -1
0 i 1
¢) Scriviamo esplicitamente gli elementi di W:
Ty =—-25+1
T9 =S Vs,t € R
Tr3 = t

Quindi W = (w; = (-2,1,0), wy = (1,0,1)) e T(W) = (T (w1), T(w2)):
T(wy) =A-w =(-2,6,-3)
T(we) = A-wy=(2,-2,2)
I due vettori trovati sono linearmente indipendenti in quanto non sono uno multiplo dell’altro,
quindi una base di T(W) ¢
B(T(W))={(-2,6,-3), (2,-2,2)}.
|

Esercizio 8.54. Sia £ = {ey, ey, e3} la base canonica di R®. Sia T : R® — R la funzione lineare tale
che:
T(e1) =e1 —2es +e3, T(ez) =2e2—e3, T(es)=es +es.
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a) Si mostri che T ¢ invertibile.
b) Si scriva la matrice associata a T~ rispetto ad E.
¢) Sia W ={x € R® : 2+ 2xy — x3 = 0}. Si trovi una base del sottospazio immagine T(W).

SOLUZIONE:
La matrice associata a T rispetto alla base canonica &
1 0 1
2 0
1 -1 1
a) T ¢ invertibile sse lo ¢ la matrice A. Poiché det(A) = 2 # 0 la matrice e T sono invertibili.
b) La matrice associata a T~! & la matrice A~

1 -1 -1
At =M(TH=|1 0 -1
0o 3 1
¢) Scriviamo esplicitamente gli elementi di W:
Ty =—25+1
To =8 Vs,t € R
xIs =1
Quindi W = (w; = (-2,1,0), wy = (1,0,1)) e T(W) = (T (w1), T(w2)):
T(wl) =AW = (727 6, 73)

T(’wg) =A- Wo = (27 —2, 2)

I due vettori trovati sono linearmente indipendenti in quanto non sono uno multiplo dell’altro,
quindi una base di T(W) ¢&

B(T(W)) ={(-2,6,-3), (2,-2,2)}.

|
Esercizio 8.55. Si consideri la funzione lineare T : R® — R> la cui matrice rispetto alla base canonica
e
1 0 3
MT)=|-1 11
2 21

e sia B={v; = (1,1,0), vo = (1,1,1), v3 = (1,0,1)} una base di R>.
a) Si determini la matrice M§(T) associata a T rispetto alla base B nel dominio e rispetto alla base
canonica € nel codominio.
b) Si determini la matrice Mp(T) associata a T rispetto alla base B.

SOLUZIONE:

a) La matrice M§(T) ha per colonne le immagini dei vettori della base B, espresse rispetto alla base
canonica. Calcoliamo quindi le immagini dei vettori v;, utilizzando la matrice M (T):

1 0 3 1 1
M(T)-vt=|-1 1 1 1| =10 = T(vn)=(1,0,4)
|2 2 1] |0] 4]
1 0 31 [1] (4]
M(T)-vb=|-1 1 1 1| = |1 = Tw)=(4,1,5)
2 2 1] |1} 5]
1 0 31 [1] (4]
M(T)-vi=|-1 1 1 0| = [0] = T(v3) =(4,0,3)
2 2 1] |1} 3]

Quindi

=

—~

N

~—

I
= O =
UL
W O
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b) La matrice ME(T) ha per colonne le immagini dei vettori della base B, espresse rispetto alla base
B. Dobbiamo quindi esprimere rispetto alla base B i vettori T'(v;), trovati al punto precedente.
Si tratta di risolvere i tre sistemi xv; + yve + zvs = T'(v;) per i = 1,2, 3. Per comodita riduciamo
a gradini i tre sistemi contemporaneamente, affiancando direttamente le tre colonne dei termini
noti:
111 | 1 4 4
110 01 0=
01 1] 45 3

I—-117{1 o 0o | -3 -1 1
I7r-1r1j0 0 -1 | -1 -3 —4
01 1 | 4 5 3
Di conseguenza
=-3
TV, + Yyva + 2v3 = =494 —2=-1 =qy=3 =
y+z=4

T(’Ul):73U1+31)2+1)3— 3 3 1

z=1

I

Yy+z=>5
T(UQ)Z—U1+2U2+3’U3— —1,2, 3

r=1
TV + Yvg + 23 = = —z2=-4

y+z—3

r=1

4

z=4

r=-1 r=-1
TV + Yv2 + 2v3 = =4 —2=-3 y=2 =
T(U3) =v, — vy + 4vz =
Infine la matrice associata a T’ rlspetto alla base B ¢
-3 -1 1

Mp(T)= 3 2 -1
1 3 4

Notiamo che per calcolare Mg(T) = ME(T) potevamo anche utilizzare le matrici di cambia-
mento di base. Sia infatti P = M g la matrice di transizione dalla base B alla base canonica &; P
ha per colonne gli elementi di B espressi rispetto a &:

1 1 1
P=ME=1|1 1 0
01 1
Inoltre la matrice di transizione dalla base canonica &£ alla base C ¢ 'inversa di P:
1 0 -1
ME=pP1=1]-1 1 1
1 -1 0
Infine la matrice di T rispetto alla base B ¢:
-3 1 1
Mp(T) = ME(T) = ME - M(T)-M§ =P - M(T)-P=|3 2 -1
1 3 4

Esercizio 8.56. Sia S : M,(R) — M,(R) la funzione lineare cosi definita:
S(A)=A- AT

a) Si determini il nucleo e 'immagine di S.
b) Posto n =2, si determini la matrice associata a S rispetto alla base

S (R O B

c) Pern =2, la funzione lineare S ¢ diagonalizzabile?

SOLUZIONE:



2. SOLUZIONI 231

a) Per definizione
N(S)={A e M,(R)| A= A"} = { matrici simmetriche di M, (R)}

Provando a calcolare S(A) per qualche A si vede che le matrici S(A) = B = [b; ;] ottenute
hanno necessariamente tutti zero sulla diagonale e hanno b; ; = —b;; per ogni i # j. Quindi:

Im(S) = {4 € M,(R) | A= —A"} = { matrici antisimmetriche di M, (R)}

10 0 0 0 1 0 0
S O R R O A

La matrice associata a S rispetto a B ha per colonne le immagini degli elementi di B, espresse
rispetto a B:

b) Sia

S(an = - 4T = |0 o] = 0.0.0.005
0 -1

S(Ay) = Ay — AT = } =Ay— A3 =1(0,1,-1,0)5

1 0
r [0 1
S(As) = Az — A3 = 1 O} =—-Ay+A3=(0,-1,1,0)5
r [0 0
S(A4) = A4 7A4 = 00 = (0707070)5
Quindi
0 0 0 0
0 1 -1 0
Ms($)=1g _1 1 o0
0 0 0 O
¢) Calcoliamo il polinomio caratteristico di M:
= 0 0 0
_ 0 1-x -1 0 3
pM(/\)—det 0 -1 1- ) 0 =) (/\—2)
0 0 0 —A
M ha due autovalori A = —2, singolo, e A = 0 di molteplicita algebrica 3, quindi e diagonalizzabile
se 'autospazio E(0) ¢ di dimensione 3.
0 0 0 0 z=1
E(0) = N(M) 01— 0 Jv=s dim(E(0)) = 3
0 -1 1 0 2=35
0 0 0 0 W=7

quindi S & diagonalizzabile.

Esercizio 8.57. Sia S : M, (R) — M,(R) la funzione lineare cosi definita:
S(A)=A+ AT

a) Si determini il nucleo e 'immagine di S.
b) Posto n =2, si determini la matrice associata a S rispetto alla base

| R B A

c) Pern =2, la funzione lineare S é diagonalizzabile?

SOLUZIONE:
a) Per definizione
N(S) = {A eM,R)| A= —AT} = { matrici antisimmetriche di M,,(R)}

Notiamo che una matrice B = [b; ;] ¢ antisimmetrica se ha tutti zero sulla diagonale e b; ; = —b; ;
per ogni i # j.
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Provando a calcolare S(A) per qualche A si vede che le matrici S(A) = B = [b; ;] ottenute
hanno o b; ; = b;; per ogni ¢ # j, mentre non si ha nessuna condizione su b; ;. Quindi:

Im(S) = {A € M, (R) | A= A"} = { matrici simmetriche di M,(R)}

10 1 -1 11 0 0
S R E Y B R R

La matrice associata a S rispetto a B ha per colonne le immagini degli elementi di B, espresse
rispetto a B:

b) Sia

S = A +4T = |2 ) =24, = (2,0,0,0)5
+ [2 0]
S(Az) = Ay + A7 = | (| =241 =(2,0,0,0)5
r [2 2]
S(A3):A3+A3 = 2 0 :2‘43:(07072’0)5
r [0 0]
S(Ay) = A+ AT = 0 2 =24, =(0,0,0,2)5
Quindi
2 2 0 0
00 0 0
M (5) = 00 2 0
00 0 2

¢) Calcoliamo il polinomio caratteristico di M:

2—-X 2 0 0
0 - 0 0
0 0 2-2A 0
0 0 0 2—A

par(N) = det =-A2-))?

M ha due autovalori A = 0, singolo, e A = 2 di molteplicita algebrica 3, quindi e diagonalizzabile
se 'autospazio F(2) ¢ di dimensione 3.

0 2 00 r=t

E(2) = N(M —2I) : 8 _02 8 8 =777 = dim(EQ2) =3
Z =S
0 0 00 S

quindi S ¢é diagonalizzabile.

Esercizio 8.58. Si f: Ralz] — Ra[x] Uapplicazione lineare definita ponendo
flax®* +bx+c)=(a—b)x* +(b—c)x+a—c
a) Si trovi la matrice rappresentativa di tale applicazione rispetto alla base
B:{m2+2, x—1, x+1}
b) Si trovi la dimensione e una base di N(f) e Im(f).

SOLUZIONE:

Ricordiamo che a ogni polinomio ax?+bx +c di Ra[r] possiamo associare le sue componenti (a, b, ¢) rispetto
alla base canonica C = {332, x, 1}, ovvero a ogni polinomio di Ra[x] associamo un vettore di R3. Di
conseguenza ai polinomi di B possiamo associamo i tre vettori

p1= (1’072)7 D2 = (07 17_1)7 p3s = (07171)

che formano una base di R?.
Analogamente possiamo considerare f : R® — R? tale che

fla,b,e)=(a—b, b—c, a—c)
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a) Calcoliamo I'immagine di py, p2, p3 che poi dovremo esprimere come combinazione lineare di
P1, P2, P3-

flp1) = £(1,0,2) = (1,-2,-1)
f(p2) = f(0,1,-1) = (-1,2,1)
f(ps) = f(0,1,1) = (-1,0,-1)
Si tratta ora di risolvere le tre equazioni xp1 + yp2 + zps = f(pi) per i = 1,2, 3, per esprimere

f(p;) come combinazione lineare di p1, p2, ps. Riduciamo quindi a gradini la matrice associata
a ognuna di tale equazioni, scrivendo le tre colonne dei termini noti contemporaneamente:

1 0 0| 1 -1 -1 1 0 0| 1 -1 -1
01 1] -2 2 0= 01 1] -2 2 0=
2 -1 1 | -1 1 —1| Ir-2rfo -1 1 | -3 3 1
100 ] 1 -1 —1
011 ] =2 2 0
II+I110 0 2 | =5 5 1

Risolviamo ora i tre sistemi, considerando separatamente le tre colonne dei termini noti.
xr = 1 xTr =
1 1 5
fp) s qytz=-2 =qy=5 = f)=(L3 5
2z =-5 7= B
Xr = _1 €r = —
fp2): Sy+2z=2 =y=—
xr = _1 €r = —

f(p3) : y+z2=0 =
2z=1

1 -1 -1
Mg(f)= |1 -1 _1
) B e
22 2
Notiamo che avevamo ottenuto f(p2) = —f(p1), quindi alcuni calcoli potevano essere evitati.

b) Per rispondere alla seconda domanda possiamo procedere in due modi
— Lavorare sulla matrice Mg(f) trovata, ricordando poi di trasformare rispetto alla base
canonica i vettori trovati.
— Determinare la matrice M(f) associata a f rispetto alla base canonica
In ogni caso possiamo osservare che f(p2) = —f(p1) (la matrice ha due colonne linearmente
dipendenti), quindi sicuramente dim(Im(f)) < 2 e dim(N(f)) > 1.
Consideriamo entrambi i modi.
— Riduciamo a gradini la matrice Mp(f):

1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
2I1 |1 -1 -1 = II-1 |0 O 0(=1I1|10 O 3
2IIT |-5 5 2 IIT+5110 O 3 11 |10 0 0

L’'immagine di f e generata da f(p;), ¢ = 1,2,3, ovvero dalle colonne di Mp(f), mentre il
nucleo & dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a Mp(f), quindi

dim(Im(f)) = rg(Ms(f)) =2,  dim(N(f)) =3 —rg(Mp(f)) =1

Per scrivere esplicitamente immagine e nucleo dobbiamo tornare a esprimerei vettori rispet-
to alla base canonica. L’immagine di f & generata dai vettori linearmente indipendenti
corrispondenti alla prima e terza colonna di Mp(f). Quindi
1 5
f(pl): 1777_7 2(1,—27—1)2.%2—2.%—1
2" 2)p,

11
= 71777a7 = 7170771 = 271
f(p3) ( 7 2)5 ( ) T
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e una base di Im(f) ¢ data da
B(Im(f)) = {2* — 2z — 1,2* — 1}

Analogamente per determinare il nucleo dobbiamo risolvere il sistema omogeneo associato a

Mg (f):

=1
{x_yz ={y=t =(1,1,05-t
z=0
Poiché
(LLO)g=1-p1+1-pp2+0-p3=(1,1,1) =2 +2+1
una base del nucleo di f e
B(N(f)) ={2* +z+1}

In alternativa potevamo determinare la matrice M (f) associata a f rispetto alla base cano-
nica:

f(a?) = f(1,0,0) = (1,0,1)
f(z) = f(0,1,0) = (-1,1,0)
f(1) = f(0,0,1) = (0, -1, -1)
quindi
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
M(f)y=10 1 -1|= 0o 1 -1|= 0 1 -1

1 0 -1 nr-ro 1 -1 Inr—I1m{o o 0
Quindi una base dell’immagine ¢ data dai vettori corrispondenti alla prima e seconda colonna:
B(Im(f)) = {(1,0,1), (-1,1,0)} = {z* + 1, —2* + 2}

11 nucleo ¢ dato dalle soluzioni del sistema omogeneo associato a M (f):

r=t
{;_ZZS =qu=t =BN()={111)}={"+z+1}
z=1t



CAPITOLO 9

Diagonalizzazione di matrici e applicazioni lineari

Esercizio 9.1. Verificare che v = (1,0,0,1) é autovettore dell’applicazione lineare T' cosi definita
T(z1,22,23,24) = (221 — 223, —21 + 202 + 3 + x4, T3, T1 — 223 + T4)
Determinare inoltre il relativo autovalore.
Esercizio 9.2. Sia T : R® — R? lapplicazione lineare definita da
T(x,y,2) = (x, y+ 32z, x+y—2)

a) Verificare che i vettori vi = (0,3,1), vy = (0,—1,1) e v3 = (—1,1,0) sono autovettori di T e
determinare i rispettivi autovalori.

b) Verificare che Uinsieme B = {v1, v2, vz} & una base di R3.

c) Determinare la matrice (diagonale) D associata a T rispetto alla base B.

d) Determinare la matrice diagonalizzante P (cioé la matrice P tale che P"*AP = D).

Esercizio 9.3. Sia T lendomorfismo di R® definito da

1 1 0
A=10 3 0
0 0 2

a) Stabilire se esistono autovettori di T ed eventualmente determinarli.

b) Stabilire se T ¢ diagonalizzabile.

c) Determinare la base rispetto alla quale T ha matrice associata D diagonale e determinare la
matrice diagonale D e la matrice P diagonalizzante (cioé tale che P"*AP = D).

Esercizio 9.4. [Esercizio 4) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti, Scapellato]
Quali sono gli autovalori di una matrice diagonale? E di una matrice triangolare?

Esercizio 9.5. [Esercizio 9) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti, Scapellato]

Riconoscere che le due sequenti matrici M sono diagonalizzabili, e calcolare per ciascuna di esse una
matrice P diagonalizzante (tale cioé che valga P~*MP = D, con D matrice diagonale; ricordiamo che P
& una matrice le cui colonne sono autovettori di M ).

1 2 3
M=10 3 1|, M=
00 4

S O O N
OO W
S O =
N O OO

Esercizio 9.6. Date le matrici
-1 1 -1 2 -3 4
=0 ) o=5 =[]
a) Si determini il polinomio caratteristico di ciascuna matrice.

b) Si determinino gli autovalori, e i relativi autospazi, di ciascuna matrice.
c) Si stabilisca se le matrici sono diagonalizzabili.

Esercizio 9.7. Date le matrici

21 0 -3 1 -1 1 -3 3
A=10 1 -1 B=|-7 5 -1 C=1|3 -5 3
0 2 4 -6 6 -2 6 —6 4

a) Si determini il polinomio caratteristico di ciascuna matrice.
b) Si determinino gli autovalori, e i relativi autospazi, di ciascuna matrice.
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c) Si stabilisca se le matrici sono diagonalizzabili.

Esercizio 9.8. Si consideri la matrice

A:

]
SO
=)

a) Determinare autovalori e autovettori di A.
b) Stabilire se la matrice A é diagonalizzabile.

Esercizio 9.9. Sia T : R® — R? lendomorfismo a cui é associata la matrice

2 0 0
A=10 -2 —6
0 2 5

a) Si determinino gli autovalori di T e si stabilisca se T ¢ diagonalizzabile.
b) Si determini una base di R® formata da autovettori di T .

2 2
=[]
Si determini il polinomio caratteristico pa(X\) e gli autovalori di A.
Si determini l'autospazio E(X) relativo ad ogni autovalore \ trovato.
Si verifichi che A & diagonalizzabile.
Si trovi la matrice invertibile P tale che P~*AP sia diagonale (una tale matrice P ¢ detta

diagonalizzante ed ha per colonne gli autovalori di P).
e) Si trovi la matrice diagonale B simile alla matrice A.

Esercizio 9.10. Si consideri la matrice

Q0 T o
S N N N

Esercizio 9.11. Si ripeta ’esercizio precedente con le matrici

1 -3 3
A:ﬁg] A=[3 =5 3
6 —6 4

Esercizio 9.12. Sia T : R®* — R? Uapplicazione lineare definita da
T(z,y,2) = (z, y+3z, v +y—z)

a) St determinino gli autovalori, autovettori e autospazi di T'.

b) Si stabilisca se T é diagonalizzabile, e in caso positivo si determini la matrice P diagonalizzante.

c) Si determini una base B di R? tale che la matrice associata a T rispetto a B sia diagonale e si
determini esplicitamente tale matrice diagonale.

Esercizio 9.13. [Esercizio 21) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti,
Scapellato]

Discutere la diagonalizzabilita delle sequenti matrici al variare del parametro reale k.
1 10 1 1 0 3 15 1 10
A=10 k£ O B=10 k£ 1 C=10 k£ 4 D=0 k£ O
0 0 2 0 0 1 0 0 1 0 0 1

. . . ] . .
Esercizio 9.14. Sia S l’endomorfismo di R* con matrice associata

1 2 2 4
0 1 0 O
A= 0 -1 0 -2
0 1 0 2

rispetto alla base canonica.

a) Determinare autovalori e autovettori di S.
b) Stabilire se S ¢ diagonalizzabile e in caso positivo individuare la matrice diagonalizzante.
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Esercizio 9.15. Sia T lendomorfismo di R® cos definito:
1
T(x17x2;z3) = <I1,I’1 - 2I3,I2) .

a) Calcolare gli autovalori e gli autovettori di T.

b) T diagonalizzabile?

c) Se al campo dei numeri reali si sostituisce quello dei numeri complessi, I’endomorfismo di C3 che
si ottiene é diagonalizzabile?

Esercizio 9.16. Sia
1
A= 10
1 1 -1
la matrice associata all’applicazione lineare T : R® — R? rispetto alla base
B={11,0), (0,3,0), (0,1,1) }

a) Si determinino gli autovalori di T'.
b) Si determinino gli autovettori e gli autospazi di T
c) Si stabilisca se T & diagonalizzabile.

Esercizio 9.17. Sia B = {v; = (1,0,0),v2 = (1,1,0),v3 = (1,1,1)} una base di R® ¢ sia S
Uendomorfismo di R® con matrice associata rispetto a B

5 2 -2
A=Mg(S)=|1 6 -5
3 -3 4

a) Trovare gli autovalori (reali) di S.
b) Trovare gli autovettori di S e stabilire se S é diagonalizzabile.

Esercizio 9.18. Sia T l'endomorfismo di R* definito dalla matrice

2 0 -2 0
-1 2 1 1
A= 0 0 1 O
1 0 -2 1

Stabilire se T ¢ diagonalizzabile.

Esercizio 9.19. Si consideri la matrice ad elementi reali

20 3 0
0 2 5 7
A= 00 -1 O
00 8 -1

a) Determinare autovalori e autovettori della matrice data.
b) Stabilire se la matrice data diagonalizzabile.

Esercizio 9.20. Data la matrice

20 0 1
11 k-1 4
M=11 0 & 4
00 0 1

a) Discutere la diagonalizzabilta di M al variare del parametro k € R.
b) Fissato a piacere un valore di k per cui M ¢ diagonalizzabile, determinare per tale k la matrice
P diagonalizzante.

Esercizio 9.21. Sia A la matrice dipendente dal parametro reale

1 0 0 0
k-3 2—-k 0 -k
A= 0 0 1 0

2—-k k 0 k+2
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a) Discutere la diagonalizzabilta di A al variare di k.
b) Determinare una base di R* costituita da autovettori di A per un valore opportuno di k.

Esercizio 9.22. Data la matrice

3 01 0

k—1 2 1 0
M= 0 0 k£ O
-1 2 3 1

a) Si discuta la diagonalizzabilta di M al variare del parametro k € R.
b) Per k =2, si determini una base di R* formata da autovettori di M.

Esercizio 9.23. Si considerino le matrici

1 0 3 2 0 0
A=10 1 4 e B=|k 1 0
0 0 2 5 k-2 1

a) Determinare per quali valori di k la matrice B é diagonalizzabile.
b) Stabilire per quali valori di k le due matrici A e B sono simili.

Esercizio 9.24. Siano A e B le matrici reali

1 0 4 3 0 0
A=10 1 2 e B=|k 1 0
0 0 3 5 k-1 1

Determinare, se esistono, i valori del parametro reale k per cui A e B sono simili.

Esercizio 9.25. Considerare le matrici

210 1 10 1 1 1
A=10 2 0 B=|0 2 0 C=|0t O
0 01 0 0 2 0 0 2

a) Determinare gli autovalori e gli autovettori di A e di B.
b) Stabilire se A e B sono simili.

¢) FEsistono valori di t per cui C e B sono simili?

Esercizio 9.26. Siano A e B le matrici sequenti

1 0 3 2 0 0
A=10 1 4 B= |k 1 0
0 0 2 5 k=21

a) Dire per quali valori del parametro reale k la matrice B ¢ diagonalizzabile.
b) Per k =3 le due matrici possono essere associate allo stesso endomorfismo?

Esercizio 9.27. Sia T Uendomorfismo di R® associato alla matrice

6 3 -1
A=12 7 -1
2 3 3

a) Stabilire se 4 ¢ autovalore di A. Calcolare gli autovalori e autovettori di A.

b) La matrice A ¢é diagonalizzabile per similitudine? In caso affermativo, indicare una matrice
diagonalizzante.

c) Sia C la matrice dipendente da t € R:
4 1 0
C=10 4 0
0 0 ¢
Esistono valori dit € R per cui A e C siano simili?

Esercizio 9.28. Si consideri la matrice ad elementi reali
3—k -1 0
A= k 2 k

0 1 3—k

a) Determinare gli autovalori della matrice A.
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b) Stabilire per quali valori del parametro reale k la matrice data é diagonalizzabile.

Esercizio 9.29. Sia S Uendomorfismo di R* con matrice associata

3.0 1/2 0
2 b b—3 0
A=19 0 3 0
00 0 2

rispetto alla base canonica.

a) Determinare autovalori e autovettori di S.
b) Trovare i valori di b per i quali S é diagonalizzabile.

Esercizio 9.30. Sia A la matrice reale dipendente dal parametro k

1 0 k2
A=10 k O
1 0 1

a) Determinare per quali k la matrice A é diagonalizzabile.
b) Per i valori determinati in a), trovare una base di R® formata da autovettori di A

Esercizio 9.31. Si consideri la matrice

1 0 -1 1
0 k£ O 0
A= -1 0 1 -1
3 0 0 3

a) Calcolare gli autovalori di A.
b) Stabilire per quali valori reali di k la matrice A diagonalizzabile.

Esercizio 9.32. Sia T I’endomorfismo di Ra[x] che associa al polinomio p(z) = ax? + bx + ¢ € Ra|z]
il polinomio
T(p(x)) = (a + kb)x® + (ka + b)x + kc.

a) Trovare la matrice associata a T rispetto alla base {x% x,1}.
b) Calcolare gli autovalori di T.

1. Suggerimenti

Sia T : R" — R" una applicazione lineare (endomorfismo) e M la matrice associata rispetto a una
base B di R". Parleremo quindi indifferentemente di T' e M.

Il Polinomio caratteristico di M ¢ il polinomio
pp(N) =det (M — AI)

Notiamo che pps(A) & un polinomio di grado n nell’incognita A.

Un Autovalore di M ¢ un numero A per cui esiste un vettore v € R"™ non nullo tale che
Mv = v

OSSERVAZIONI:
e Se A é un autovalore di M allora per qualche v # 0:
Mv=M = (M—AX)v=0 = det(M —A[)=0

quindi gli autovalori di M sono gli zeri del polinomio caratteristico, ovvero si determinano
risolvendo

det (M — AI) =0
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La molteplicita di A come zero del polinomio caratteristico ¢ detta molteplicita algebrica
dell’autovalore \.

Un Autovettore relativo a un autovalore A ¢ un vettore v (e sicuramente ne esistono non nulli) tale

che

Mv=XM = (M—-X)v=0

Quindi v ¢ soluzione del sistema omogeneo associato a M — AI.

(OSSERVAZIONI:

L’insieme degli autovettori relativi ad un autovalore A formano uno spazio vettoriale (sottospazio
di R"), detto Autospazio relativo all’autovalore A:

E()\) = { autovettori relativi a A }

Chiamiamo Molteplicita geometrica di A la dimensione di E()).

Gli autovettori relativi all’autovalore A = 0 formano il nucleo di M, ovvero le soluzioni del sistema
omogeneo associato a M.

Per quanto riguarda la dimensione di E(A) abbiamo che
1 < dim (E(\)) < molteplicita algebrica di A
In particolare se un autovalore é singolo, allora il relativo autospazio ha sicuramente dimensione
1.
Autovettori di autospazi distiniti sono linearmente indipendenti.

Poiche gli endomorfismi sono applicazioni di uno spazio in se stesso, la base dello spazio di arrivo
e di partenza & sempre la stessa (a differenza di quanto poteva accadere negli esercizi del capitolo
precedente).

Diagonalizzabilita.

Una matrice M, n X n, € Diagonalizzabile se ¢ simile a una matrice diagonale D, ovvero esiste
una matrice P, detta matrice diagonalizzante, tale che P~'M P = D & una matrice diagonale.

OSSERVAZIONI:

e Poiché P~'MP = D, le matrici M e D sono simili.

e La matrice diagonalizzante P ha per colonne autovettori linearmente indipendenti di M.

e P~'MP = D ha sulla diagonale gli autovalori di M.

e Una matrice M, n x n, ¢ Diagonalizzabile se la somma delle molteplicita geometriche dei
suoi autovalori & n, ovvero se la somma delle dimensioni dei suoi autospazi € n, ovvero se ha n
autovettori linearmente indipendenti.

e Condizione necessaria perche una matrice sia diagonalizzabile & che la molteplicita algebrica
e geometrica dei suoi autovalori coincidano.

e Se M ha n autovalori distinti allora ¢ sicuramente diagonalizzabile (infatti ha sicuramente n
autospazi di dimensione 1).

e Se una matrice M ¢ diagonalizzabile allora esiste una base di R" formata da autovettori di
M. La diagonalizzazione sottintende infatti un cambiamento di base in R".

e Due matrici diagonalizzabili sono associate allo stesso endomorfismo (rispetto a basi differenti)
se sono simili alla stessa matrice diagonale (ovvero hanno gli stessi autovalori). Analogamente se
solamente una delle due matrici ¢ diagonalizzabile allora non possono essere associate allo stesso
endomorfismo.

e Le matrici e gli endomorfismi simmetrici godono di particolari proprieta.
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2. Soluzioni

Esercizio 9.1. Verificare che v = (1,0,0,1) ¢é autovettore dell’applicazione lineare T cosi definita
T($1,$2,$3,$4> = (23?1 —2x3, —x1 + 229 +x3 + x4, T3, T1 — 223 + 1‘4)

Determinare inoltre il relativo autovalore.

SOLUZIONE:
Calcoliamo T'(v):
7(1,0,0,1)=(2, —=1+1,0, 1+1)=(2,0,0, 2)=2-v

Quindi v & autovettore associato all’autovalore 2.

Esercizio 9.2. Sia T : R® — R? Uapplicazione lineare definita da
T(x,y,z) = (.’E, y+3z7 il?—l—y—Z)
a) Verificare che i vettori vi = (0,3,1), vy = (0,—1,1) e v3 = (=1,1,0) sono autovettori di T e
determinare i rispettivi autovalori.
b) Verificare che Uinsieme B = {v1, va, v3} & una base di R®.
c) Determinare la matrice (diagonale) D associata a T rispetto alla base B.
d) Determinare la matrice diagonalizzante P (cioé la matrice P tale che P~*AP = D).

SOLUZIONE:
a) Calcoliamo le immagini dei vettori v;:
T(v1) = T(0,3,1) = (0,6,2) = 201,
T(vs) = T(0,—1,1) = (0,2, —2) = —2uv3,
T(v3) = T(-1,1,0) = (—1,1,0) = v3

quindi v; & autovettore rispetto all’autovalore 2, vy € autovettore rispetto all’autovalore —2, vz &
autovettore rispetto all’autovalore 1.
b) Verifichiamo che la matrice associata ai tre vettori v, v2 e vs ha determinante non nullo:

0 0 -1
det [3 —1 1| =-1-3+1)%#0
1 1 0

I tre vettori sono quindi linearmente indipendenti e formano una base di R3.
¢) Abbiamo gia visto che vy, vo e vg sono autovettori, quindi:

T(?]l) =2v; =2v; + 0vg + 0vg = T(Ul) = (2,0,0)5
T(UQ) = —2vy = 0v; — 203 + OQvg = T(UQ) = (0, -2, 0)5
T(”Ug) =wv3 =0v1 4+ 0vgy + 1lvg = T('U3) = (07 0, ]-)B
e la matrice associata a T rispetto alla base B ¢ la matrice diagonale
2 0 0
D=Mg(T)=|0 =2 0
0 0 1

Notiamo che D e la matrice che ha sulla diagonale gli autovalori relativi ai tre autovettori che
formano la base.

d) Utilizzando il metodo della matrice di transizione per determinare la matrice D, sappiamo che la
matrice P = M g di transizione dalla base B alla base canonica C ¢ la matrice che ha per colonne
i tre vettori di B (espressi rispetto a C).

La matrice MCB di transizione dalla base canonica C alla base B & quindi la matrice inversa:

ME = P~1. Di conseguenza la matrice D associata a T rispetto alla nuova base ¢ D = P~LAP.
La matrice

0
P=Mg=1[3 -1 1
1 1 0

& quindi la matrice diagonalizzante cercata.
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Esercizio 9.3. Sia T Uendomorfismo di R® definito da
110

A=10 3 0

0 0 2

a) Stabilire se esistono autovettori di T ed eventualmente determinarli.

b) Stabilire se T ¢ diagonalizzabile.

c¢) Determinare la base rispetto alla quale T ha matrice associata D diagonale e determinare la
matrice diagonale D e la matrice P diagonalizzante (cioé tale che P"*AP = D).

SOLUZIONE:
Risolviamo questo esercizio utilizzando la sola definizione di autovalore e autovettore.
a) Un autovalore di T & un numero A € R per cui esiste un vettore v = (x,y, z) non nullo tale che
T'(v) = Av. I vettori v tale che T'(v) = Av sono detti autovettori di 7" relativi a A. Si tratta quindi
di verificare per quali A € R l'equazione T'(v) = Av ammette soluzione non nulla. Impostiamo
I’equazione:

1 1 0 x A\x T4y Az
Tw)=M = A-v=Xx = |0 3 0 yl = [ y| = 3y | = |y
0 0 2 z Az 2z Az
T+y=Ax 1-XNz+y=0 11—\ 1 0 |0
= (3y=\y = (B=-Ny=0 = 0 3-X 0 | 0
2z =Xz (2—-MNz= 0 0 2-X [ 0

Quindi T'(v) = Av ammette soluzione v # 0 se e solo se il sistema omogeneo trovato ha soluzione
non nulla. Sappiamo che un sistema omogeneo in tre incognite ammette altre (infinite) soluzioni
oltre a quella nulla se la matrice dei coefficienti ha rango minore di 3. Quindi 7" ha degli autovettori
se la matrice dei coefficienti determinata ha rango minore di tre, ovvero determinante nullo:

1-x 1 0
det| 0 3—=X 0 |=(1-XNB-AN2-XA)=0= A=1,32
0 0 2-2A

Consideriamo i tre casi
— Se A =1 otteniamo il sistema omogeneo

010 0 y=0 r=t
020 | 0]=4q2y=0 =<y=0
00110 2=0 z=0

Quindi tutti i vettori del tipo (¢,0,0), ¢t € R sono autovettori di T relativi all’autovalore 1:
T(t,0,0)=A-(¢,0,0) = (¢,0,0).
L’insieme di tali autovettori & detto autospazio relativo all’autovalore 1:
E(1) =((1,0,0))

— Se A = 3 otteniamo il sistema omogeneo

21 0 | 0 z=t
2wy =0

0 0 0 | 0 @{ zty ={y=2

0 0 -1 | 0 —==0 =0

Quindi tutti i vettori del tipo (¢,2t,0), t € R sono autovettori di T relativi all’autovalore 3:
T(t,2t,0) = A-(t,2t,0) = (3t,6t,0) = 3 - (¢,2t,0).
L’insieme di tali autovettori ¢ detto autospazio relativo all’autovalore 3:

E(?’) = <(17 2, 0)>
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— Se A = 2 otteniamo il sistema omogeneo

10 0 r=0
—xr+y=0
10 ] 0= { Y ={y=0
0010 y=0 Ly
Quindi tutti i vettori del tipo (0,0,t), ¢t € R sono autovettori di T relativi all’autovalore 2:
7(0,0,t) = A-(0,0,t) = (0,0,2t) =2-(0,0,1).
L’insieme di tali autovettori e detto autospazio relativo all’autovalore 2:
E(2) = ((0,0,1))
b) T & diagonalizzabile se rispetto a una opportuna base ha associata una matrice diagonale, ovvero
se esiste una base di R? formata da autovettori di 7. Prendiamo un autovettore relativo a ciascun
autovalore:

U1 = (1’()’0)7 Vg = (17270)7 V3 = (ana 1)

e stabiliamo se sono linearmente indipendenti calcolando il determinante della matrice associata
ai tre vettori:

=1-2-1#0

SN =
= o O

1
det [0
0

Quindi i vettori sono linearmente indipendenti e B = {v1, ve, v3} & una base di R? formata
da autovettori di 7', dunque T & diagonalizzabile. In realta autovettori relativi ad autovalori
differenti sono sempre linearmente indipendenti.

¢) Abbiamo gia determinato la base al punto precedente. Inoltre

T(v1) =v1 = T(v1)=(1,0,0)5 1 0 0
T(vo) = 3vy = T(v2) =(0,3,0)5 = Mg(T)=D= [0 3 0
T(v3) =2v3 = T(v3)=(0,0,2)5 00 2

Notiamo che D ¢ la matrice che ha sulla diagonale gli autovalori relativi ai tre autovettori che
formano la base.

La matrice P diagonalizzante (cioé tale che P"1AP = D) & la matrice di transizione dalla
base B alla base canonica C cioé la matrice che ha per colonne i tre vettori di B (espressi rispetto

aC):

Y

I

=

I
S O =
SN =
— o O

Infatti Mg(T) = ME - M(T) - M.
O

Esercizio 9.4. [Esercizio 4) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti, Scapellato]
Quali sono gli autovalori di una matrice diagonale? E di una matrice triangolare?

SOLUZIONE:

Un numero A € R ¢ un autovalore di una matrice M se esiste v # 0 tale che Mv = Av, ovvero (M —AI)v = 0.
Il metodo piu semplice per verificare tale condizione & determinare per quali valori di A si ha

det(M — A\I) =0
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Se M & una matrice triangolare o diagonale resta tale anche la matrice M — AI. Inoltre se

a1 a
0 a2 az
_ 0 0 ass PN
M=10% 0 0 au =
0 0 0o ... 0 apn
air — A a12
0 a22_ ) a3
. - 0 0 aszs — A e
M=A=1 0 0 awu—A =
0 0 0 - 0 app—A

det(M — M) = (a11 = A) - (aga — A) - -+ (apn — A)
Di conseguenza A & un autovalore di M se & verificata una delle condizioni
A=a, A=az, ... , A= ann,
ovvero gli autovalori di una matrice M triangolare o diagonale sono gli elementi della diagonale di M:
A=a11, @22y, Qnn,

]

Esercizio 9.5. [Esercizio 9) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti, Scapellato]

Riconoscere che le due sequenti matrici M sono diagonalizzabili, e calcolare per ciascuna di esse una
matrice P diagonalizzante (tale cioé che valga P~*MP = D, con D matrice diagonale; ricordiamo che P
& una matrice le cui colonne sono autovettori di M ).

1
M =10
0

S W N
= =W
=
Il
S O O N
OO W=
S O =
N O OO

SOLUZIONE:

Risolviamo questo esercizio utilizzando la sola definizione di autovalore e autovettore.

Consideriamo la matrice
1 2 3
M=10 3 1
0 0 4
Un autovalore di T ¢ un numero A € R per cui esiste un vettore v = (z, y, z) non nullo tale che T'(v) = Av.

I vettori v tale che T'(v) = Av sono detti autovettori di T relativi a A. Si tratta quindi di verificare per
quali A € R I'equazione T'(v) = Av ammette soluzione non nulla. Impostiamo 1’equazione:

1 2 3 x Az T+ 2y+ 3z Az
Tv)=X = A-v=Xx = |0 3 1| |yl =N = 3y + 2 = |y
0 0 4 z Az 4z Az
r+2y+3z= X (I1-XNz+2y+32=0 1-\ 2 3 | 0
= (3y+z=2Xy = (B-Ny+z2=0 = 0 3-Xx 1 |0
4z = Xz (4-=XNz= 0 0 4-Xx 1[0

Notiamo che la matrice ottenuta & quella associata al sistema omogeneo (M — AI)v = 0. Quindi T(v) = v
con v # 0 se e solo se v € soluzione non nulla del sistema omogeneo associato M — Al Sappiamo che un
sistema omogeneo in tre incognite ammette altre (infinite) soluzioni oltre a quella nulla se la matrice dei
coefficienti ha rango minore di 3. Quindi 7" ha degli autovettori se la matrice dei coefficienti determinata
ha rango minore di tre, ovvero determinante nullo:

1-X 2 3
det | 0 3—=XA 1 | =(1-XNB-NA-N.
0 0 4-2)
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Quindi
M =1
det(M — X) =0 = autovalori di M: ¢ Ao =3
Ag =4

A questo punto possiamo gia affermare che la matrice M ¢ diagonalizzabile, in quanto ha 3 auto-
valori distinti, e di conseguenza 3 autovettori linearmente indipendenti. Per determinare la matrice P
diagonalizzante dobbiamo trovare gli autospazi E();) relativi ad ogni autovalore A;.

Determiniamo 'autospazio relativo all’autovalore A\; = 1 calcolando la soluzione del sistema omogeneo
associato alla matrice M — A =M — 1

023 1] 0 2y+32=0 T=t
0 21 | 0|=¢2y+2=0 =<y=0 = (z,y,2)=(1,0,0)t, vte R
003 |0 —22=0 2=0

Quindi 7(1,0,0) = X-(1,0,0) = 1-(1,0,0) e E(1) = {(1,0,0)).
Determiniamo ora l’autospazio relativo all’autovalore Ay = 3 calcolando la soluzione del sistema
omogeneo associato alla matrice M — A\ = M — 31

-2 2 3]0 et 9yt 32=0 =t
0 01 | 0= =y=t = (z,y,2) =(1,1,0), VteR
0 010 =0 =0

Quindi 7(1,1,0) = X-(1,1,0) =3-(1,1,0) e E(3) = {(1,1,0)).
Determiniamo infine I’autospazio relativo all’autovalore A3 = 4 calcolando la soluzione del sistema
omogeneo associato alla matrice M — A\l = M — 41

3 2 3] 0 x =2t
3w 42 +3:=0 3 5

0 —1 1 | o] ={ >"TWT =4y =t :s(x,y,z)z(,1,1)t,

0 0 0] 0 —y+z=0 3

| z=1

Quindi 7'(5,3,3) = X-(5,3,3) =4-(5,3,3) e E(4) = {(5, 3,3)).

L’insieme B = {v; = (1,0,0), vy = (1,1,0), vz = (5,3,3)} & una base di R?® formata da autovettori di
T. La matrice P diagonalizzante (cioé tale che P~1AP = D) & la matrice di transizione dalla base B alla
base canonica C cioé la matrice che ha per colonne i tre autovettori di B (espressi rispetto a C):

115 100
P=M§=10 1 3 con  D=Mg(T)=P 'MP=1{0 3 0
0 0 3 0 0 4

Notiamo che la matrice diagonale D e la matrice associata a T rispetto alla base B formata dagli
autovettori. Poiché

T(Ul) - T(LO?O) =1 (13030) =1 = (laOaO)B
T(vs) = T(1,1,0) = 3- (1,1,0) = 3vs = (0,3,0)5
T(vs) = T(5,3,3) = 4 - (5,3,3) = dvg = (0,0,4)5

la matrice D = Mg(T) & la matrice diagonale formata dai tre autovalori.

Consideriamo ora la matrice

OO O

S W =
O T =
N O OO

0

Un autovalore di T ¢ un numero A € R per cui esiste un vettore v = (z,y, 2, w) non nullo tale che
T(v) = Av. I vettori v tale che T(v) = Av sono detti autovettori di T relativi a A. Si tratta quindi di
verificare per quali A € R l'equazione T'(v) = Av ammette soluzione non nulla. Come nel caso precedente
otteniamo che le soluzioni dell’equazione T'(v) = Av sono le stesse soluzioni del sistema omogeneo associato
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a M — A; quindi T(v) = M per qualche v # 0 se la matrice M — Al ha rango minore di 4 ovvero
determinante nullo:

2—A 1 1 0
0 3—A 4 0

det(M — AI) = det | 0 sl o | =@-NB-NE-NE-N
0 0 0 2— A\

Quindi

A1 =2 (doppio)
det(M — X[) =0 = autovalori di M: ¢ Ay =3
A3 =15

A questo punto non possiamo concludere nulla circa la diagonalizzabilith di M in quanto abbiamo
trovato un autovalore doppio. In particolare se F(2) ha dimensione 2 allora M & diagonalizzabile. Viceversa
se E(2) ha dimensione 1 allora M non ¢ diagonalizzabile.

Determiniamo ’autospazio relativo all’autovalore \; = 2 calcolando la soluzione del sistema omogeneo
associato alla matrice M — A\ = M — 21

=t
011010 ytz=0 T
0 140 |of ) o L )y=0
003010 gz— P
000010 7= w— s

= (x,y,z,w)=(1,0,0,0)t+ (0,0,0,1)s Vt,seR

Quindi 7°(1,0,0,0) = A - (1,0,0,0) = 2-(1,0,0,0), 7(0,0,0,1) = A-(0,0,0,1) = 2-(0,0,0,1) e
E(2) ={((1,0,0,0), (0,0,0,1)).

Abbiamo cosi trovato che I'autovalore A = 2 ha molteplicita geometrica 2, uguale alla sua moltepli-
cita algebrica. Di conseguenza M e diagonalizzabile in quanto ha sicuramente 4 autovettori linearmente
indipendenti.

Determiniamo ora 'autospazio relativo all’autovalore Ay = 3 calcolando la soluzione del sistema
omogeneo associato alla matrice M — A\l = M — 31

-1 11 0 | 0 —rx+y+z=0 r=t
0 04 0 | O N 4z =0 N y=t
0 02 0 | O 2% =0 5=

0 00 -1 1] 0 —w =0 w=0

= (z,y,2z,w) =(1,1,0,0)t, VteR

Quindi 7'(1,1,0,0) = A-(1,1,0,0) = 3-(1,1,0,0) e E(3) = {(1,1,0,0)).
Determiniamo infine I’autospazio relativo all’autovalore A3 = 5 calcolando la soluzione del sistema
omogeneo associato alla matrice M — A\l = M — 51

=t
-3 1 1 0 | 0 3w tyta=0 x

0 =24 0 [ of o L =2
0 0 0 0 | 0 _3y OZ_ L=t
0 0 0 -3 |0 —3w = w =0

= (z,y,2z,w)=(1,2,1,0)t, VteR

Quindi 7(1,2,1,0) = X~ (1,2,1,0) =5-(1,2,1,0) e E(5) = ((1,2,1,0)).

L’insieme B = {v; = (1,0,0,0), vy = (0,0,0,1), vs = (1,1,0,0), v4 = (1,2,1,0)} & una base di R*
formata da autovettori di 7. La matrice P diagonalizzante (cioé tale che P~1AP = D) ¢ la matrice di
transizione dalla base B alla base canonica C cioe la matrice che ha per colonne i tre autovettori di B
(espressi rispetto a C):

1011 2.0 0 0

001 2 0200
_ aqC _ _ —_plarp —
P=M§=15 0 o 1 con  D=Ms(T)=P'MP=|, o 5 ¢

010 0 000 5
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Notiamo che la matrice diagonale D ¢ la matrice associata a T rispetto alla base B formata dagli
autovettori. Poiché

T(v1) = 2v1 = (2,0,0,0)5, T(v2) = 2v2 = (0,2,0,0)5
T(Ug) = 3’U3 = (0,0,3,0)5, T(U4) = 5U4 = (0,0,0,5)3

la matrice D = Mg(T) & la matrice diagonale formata dagli autovalori.

Esercizio 9.6. Date le matrict
-1 1 -1 2 -3 4
=0 ) o= [
a) Si determini il polinomio caratteristico di ciascuna matrice.

b) Si determinino gli autovalori, e i relativi autospazi, di ciascuna matrice.
c) Si stabilisca se le matrici sono diagonalizzabili.

SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice A.
a) Calcoliamo il polinomio caratterristico di A:

pa(\) =det (A — M) = det ({_10_ A 7117 )\D
=(-1=A)(-1-X) = (-1-\)?

b) Gli autovalori di A sono dati dagli zeri del suo polinomio caratteristico, quindi A ha un solo
autovalore (doppio):

A=-—1
Inoltre il relativo autospazio € la soluzione del sistema omogeneo associato alla matrice A — A,
con A = —1:
[0 0 | 0] = {o:o = (z,y)=(t,0) VteR
Quindi

E(-1) = ((1,0))
c) La matrice A non & diagonalizzabile in quanto ¢ una matrice 2 x 2 con un solo autovalore
linearmente indipendente.

Consideriamo la matrice B.
a) Calcoliamo il polinomio caratterristico di B:

pe(\) =det (B — AI) = det ({‘%A 12)\})
=(-1=M)(1 =M\ +6=r+5

b) Poiche il polinomio caratteristico di B non ha zeri reali B non ha autovalori.
c) La matrice B non ¢ diagonalizzabile in quanto & una matrice 2 x 2 priva di autovalori.

Consideriamo la matrice C.
a) Calcoliamo il polinomio caratterristico di C:

pc(X) =det (C — A1) = det ([_31_ A _‘&D
=(=3-XN)(-A)—-4=X+3)1—-4
b) Gli autovalori di C sono dati dagli zeri del suo polinomio caratteristico:
MN43N—4=0 — A\ =—4, \y=1
Quindi C ha due autovalori:
AM=—4, M=1
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Consideriamo prima A; = —4. Il relativo autospazio ¢ la soluzione del sistema omogeneo associato
alla matrice C' — A\I, con A = —4:

1 4| 0 N 1410 N

1 4| 0 II-1{0 0 | ©

4y = = —4t
ehdy=0 )z = (z,y) = (-4,t) ViR
0=0 y=t

Quindi

E(=4) = ((-4,1))

Consideriamo ora Ao = 1. Il relativo autospazio e la soluzione del sistema omogeneo associato
alla matrice C' — AI, con A = 1:

SRR EIEE

1 -1 1] 0 AIT+I00 0 | 0
{"” y N {m = (z,y)=(t,t) YteR
0= y=t

Quindi
E(1) =((1,1))

¢) La matrice C & diagonalizzabile in quanto & una matrice 2 X 2 con due autovalori distinti (di
molteplicita algebrica 1), quindi C ha due autovettori linearmente indipendenti.

O

Esercizio 9.7. Date le matrici

21 0 -3 1 -1 1 -3 3
A=10 1 -1 B=|-7 5 -1 C=1|3 -5 3
0 2 4 -6 6 -2 6 —6 4

a) Si determini il polinomio caratteristico di ciascuna matrice.
b) Si determinino gli autovalori, e i relativi autospazi, di ciascuna matrice.
c) Si stabilisca se le matrici sono diagonalizzabili.

SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice A.

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

2—A 1 0
pa(N) =det(A—Al)=det | O 1-x -1
0 2 4—- X

=2-N[1T=NE-X)+2 =22\ -5\+6)
b) Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:
(2=X)(A2=5X+6)=0 = (2—\) =0 oppure (A\* =5\ +6) =0
= AN =2, Ag=2, A\3=3
Di conseguenza gli autovalori di A sono
A1 =2 doppio
A2 =3

Consideriamo prima 'autovalore A = 2. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — A\I, con A = 2:

0 1 0 |0 0 1 0 |0
0 -1 -1 | o = 0 -1 -1 | o =
0o 2 2 |0 INIT+21110 0 0 | O

—y—2=0 = sy=0 = (z,9,2)= (0,00 VteR
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Quindi
E(2) =((1,0,0))

Consideriamo ora I'autovalore A = 3. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — A\, con A = 3:

-1 1 0 |0 -1 1 0 |0

0 -2 -1 | 0| = 0o -2 -1 | 0| =

0 2 1 |0 IHI+II0 0 0 | 0
—z4+y=0 r=t

Qy—z2=0 = y=t = (z,y,2) = (t,t,—2t) VteR
0=0 z=—2

Quindi
E@3)=((1,1,-2)
¢) La matrice A non & diagonalizzabile in quanto l'autovalore A = 2 ha molteplicita algebrica due
(¢ zero doppio del polinomio caratteristico), ma ha molteplicita geometrica uno (il relativo auto-

spazio E(2) ha dimensione uno). Di conseguenza esistono solamente due autovettori linearmente
indipendenti e non esiste una base di R® formata da autovettori di A.

Consideriamo ora la matrice B.

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di B:

—3-x 1 -1
pe(\) =det(B—A)=det | -7 5-X -1
—6 6 —2-A

=(A—4)[-A* —4r—4]
b) Gli autovalori di B sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:
A=4)(=A?2—4r—4) =0
= (A—4)=0oppure (—\* —4\ —4) =0
= A1 =4, Ag=—-2, \g=-2
Di conseguenza gli autovalori di B sono

A =4
Ao = —2 doppio

Consideriamo prima 'autovalore A = 4. Il relativo autospazio € dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice B — AI, con \ = 4:

-7 1 -1 1] 0 -7 1 -1 1] 0
-7 1 -1 | 0Ol = II-T|{0 0O O | O =
-6 6 —6 | O 1/6II11|-1 1 -1 | O
-7 1 -1 | 0 ~Tr+y—2=0 z=0
0 0 0 | 0= 0= = qy=t
Ir—-1{6 o0 o0 | 0 6x = 0 ¥ =t

= (z,y,2) = (0,t,t) VieR
Quindi
E(4) = <(07 L, 1)>
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Consideriamo ora ’autovalore A = —2. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema,
omogeneo associato alla matrice B — AI, con A = —2:

-11 -1 | 0 -1 10 | 0

-7 7 -1 | 0| = II-77 {0 0 6 | 0Of =

-6 6 0 0 Ir—I1m10 0 6 | 0
-1 10 1] 0 —x+y=0 r=t
0 06 | 0f] = {2=0 = (qy=

Ir—I17{0 0 0 | O 0=0 2=0

= (z,y,2) = (t,t,0) VteR
Quindi
E(-2)=((1,1,0))

¢) La matrice B non & diagonalizzabile in quanto ’autovalore A = —2 ha molteplicita algebrica due
(¢ zero doppio del polinomio caratteristico), ma ha molteplicita geometrica uno (il relativo auto-
spazio F(—2) ha dimensione uno). Infatti abbiamo determinato due soli autovettori linearmente
indipendenti.

Consideriamo ora la matrice C.
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di C:
1—A -3 3

pe(A) =det(C —A)=det | 3 -5-A 3
6 —6  4-\

Il
~
+

B

[
>

[\~
+

B

>

+
o)

b) Gli autovalori di C' sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:

A+2)(=A\*+2)1+8) =0
= (A+2) =0 oppure (=A\* +2)\+8) =0
= )\1:—2, )\2:—2, )\3:4

Di conseguenza gli autovalori di C' sono

A1 = —2 doppio

Ao =4

Consideriamo prima 'autovalore A = —2. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice C' — A, con A = —2:

3 =33 1] 0 1/31 1 -1 1| 0

3 -3 3] 0| = II-T |0 0 0 | O =

6 -6 6 | 0 Irr—2r|0 0 0 | O

r—y+z=0 r=1t—35

0=0 = qy=t

0 = 0 zZ =S8

= (x,y,2) = (t —s,t,8) = (¢,t,0) + (—s,0,8) Vs,t R
Quindi
E(_Z) = <(13 1,0), (_1a0a 1)>

A questo punto possiamo gia affermare che C' & diagonalizzabile in quanto A = 4 ha molteplicita
algebrica 1 e A = —2 ha molteplicita algebrica e geometrica 2.
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Consideriamo ora 'autovalore A = 4. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema,
omogeneo associato alla matrice C'— AI, con A = 4:

-3 -3 3 | 0 1/31 -1 -1 1] 0

3 -9 3 | 0of = II+1I 0 -12 6 | 0| =
6 -6 0 | O IIT+2I1| 0 0 6 | 0
—x—y+z=0 =1t

—2y+2z=0 = qy=t

0=0 z =2t

= (z,y,2) = (t,t,2t) VteR
Quindi
E(4) = ((1,1,2)

¢) La matrice C ¢ diagonalizzabile in quanto l'autovalore A\ = 4 ha molteplicita algebrica e geo-

metrica uno, e 'autovalore A = —2 ha molteplicita algebrica due (& zero doppio del polinomio
caratteristico) e ha molteplicita geometrica due (il relativo autospazio F(—2) ha dimensione due).
]

Esercizio 9.8. Si consideri la matrice

A:

= = O
S OO
=)

a) Determinare autovalori e autovettori di A.
b) Stabilire se la matrice A é diagonalizzabile.
c) Stabilire se esiste una base di R3 formata da autovettori di A, e in caso positivo determinarla.

SOLUZIONE:

Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
paN) = =AML =XN)] =6[1 =X —=1] = A2(1 = \) + 61 = \(=\% + X\ +6)
Quindi gli autovalori di A sono:

A1 =0 singolo
Ao = —2 singolo
A3 =3 singolo

b) Possiamo gia rispondere alla seconda domanda in quanto gli autovalori sono tutti singoli, quindi
la matrice & sicuramente diagonalizzabile.

a) Calcoliamo 'autospazio E(0) relativo all’autovalore A; = 0 risolvendo il sistema omogeneo asso-
ciato alla matrice A:

060 [ 0] (-0 z=t
101 | 0 :>{y =qy=0 VteR
10110 z+z=0 —

Di conseguenza E(0) = ((1,0,—1)).

Analogamente calcoliamo 'autospazio F(—2) relativo all’autovalore Ay = —2 risolvendo il
sistema omogeneo associato alla matrice A + 21:

2 6 0 | 0 121 1 3 0] 0 o3y —

121|0:>H—1/2IO—11|O:>{ Y

103 | of I1mr—1rfjo -2 2|0 “y+z=0
r = -3t

= y;t Vte R = FE(-2) =((-3,1,1))
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Infine calcoliamo I’autospazio F(3) relativo all’autovalore Az = 3 risolvendo il sistema omo-
geneo associato alla matrice A — 31I:

3 6 0 | 0 131 [-1 2 0 | 0
42 =0
1 -3 1 | 0| =II+1/3I|0 -1 1 |0:>{x+y
1 0 -2 | ol I1r-1mr|o 3 -3 ] 0 —y+z=0
T =2t
={dy=t WeR = E®B) =(211)
z=1

¢) Poiche A & diagonalizzabile esiste una base di R® formata da autovettori di A:

B(R3) = {(1707 _1)» (_37 17 1)a (27 1’ 1) }

Esercizio 9.9. Sia T : R®* — R? l'endomorfismo a cui ¢ associata la matrice

2 0 0
A=10 -2 —6
0 2 5

a) Si determinino gli autovalori di T e si stabilisca se T' é diagonalizzabile.
b) Si determini una base di R® formata da autovettori di T.

SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A sviluppando rispetto alla prima riga:

2-X 0 0
pa(N) =det(A—A)=det| 0 —2-X —6
0 25—

=2-N[(-2-0)G-N)+12]=(2- NN -31+2)
Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:
A1 =2 doppio
Ao =1 singolo

T ¢ diagonalizzabile se 'autospazio E(2) ha dimensione 2. Risolviamo quindi il sistema
omogeneo associato alla matrice A — A\, con A = 2:

00 0 | 0 000 0 r=s
0 =4 —6 | 0= —1/2I1 [0 2 3 | 0| = 2y+32=0 =y=—3t
0 2 3 | 0 2IIT+II(0 0 0 | O b=t

= (2,9,2) = (s,—gt,t) Vst € R = E(2) = ((1,0,0), (0,-3,2))

Poiché E(1) ha sicuramente dimensione 1, la somma delle dimensioni degli autospazi ¢ 3 =
dim(R?) e T ¢ diagonalizabile.

b) Per determinare una base di R? formata da autovettori dobbiamo determinare anche I’autospazio
E(1). Risolviamo quindi il sistema omogeneo associato alla matrice A — AI, con A = 1:

1 0 0 | 0 100 ] 0
0 -3 —6 | 0| = -—1/3II 012|0:{

0 2 4 | o 31II+211{0 0 0 | 0 y+22=0
z=0
y=-2t = (z,9,2) =(0,-2t,t) VteR = E(1)=((0,-2,1))
z=1t

Infine la base di R® cercata &

B ={(1,0,0), (0,—3,2), (0,—2,1)}
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Esercizio 9.10. Si consideri la matrice
2 2
A= s
Si determini il polinomio caratteristico pa(\) e gli autovalori di A.
Si determini 'autospazio E(\) relativo ad ogni autovalore A trovato.
Si verifichi che A é diagonalizzabile.
Si trovi la matrice invertibile P tale che P~YAP sia diagonale (una tale matrice P ¢ detta

diagonalizzante ed ha per colonne gli autovalori di P).
e) Si trovi la matrice diagonale B simile alla matrice A.

Qo T
S N N N

SOLUZIONE:

a) Il polinomio caratteristico di A &

pA(A)=det(A—M)=det<[21A SEAD =(2-M)(B-X) -2

=M —5x+4
Cerchiamo ora i valori di A per cui p4(A) = 0, trovando che gli autovalori di A sono
A =1
=4
b) Consideriamo prima I’autovalore A = 1, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice
A—1-1I:
1210 1 210
{1 2 | 0} :’HI[O 0 | 0]
N {”y:t% S (my) = (—21) ViER

Di conseguenza
E(1) = ((=2,1))

Consideriamo ora 'autovalore A = 4, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice
)

A—4-1T:
—2 2 | 0] _ 1 U -1]0
AT+I0 0 | 0

=t
N { = (a,y)=(t,1) VicR
)

Di conseguenza
E(4) = ((1,1))
¢) Lasomma delle dimensioni degli autospazi & 2, quindi A & diagonalizzabile. In realta essendo i due
autovalori singoli eravamo gia certi della diagonalizzabilita anche senza calcolare gli autospazi.

d) La matrice P cercata & la matrice di transizione da B alla base canonica di C di R?, dove B indica
la nuova base formata dagli autovettori

B = {(_27 1)7 (1’ 1)}

Tale matrice ha per colonne i vettori della base di partenza B:

e) La matrice B si trova immediatamente utilizzando la matrice P determinata al punto precedente.
Infatti B = P~'AP. Ora

Quindi

Wl

B=P'AP = {

Wl
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Notiamo che la matrice B &, come ci aspettavamo, la matrice diagonale con gli autovettori
sulla diagonale.

O

Esercizio 9.11. Si ripeta [’esercizio precedente con le matrici

1 -3 3
A:ﬁg] A=[3 -5 3
6 6 4

SOLUZIONE:

Consideriamo la matrice

5 3
=g
a) Il polinomio caratteristico di A ¢

pA(A):det(A—/\I):det<[51)‘ SEAD =(5-AN)0B-)A)-3

=M —8\+12
Cerchiamo ora i valori di A per cui p4(A) = 0, trovando che gli autovalori di A sono
A =2
Ao =06

b) Consideriamo prima I’autovalore A\ = 2, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice

A—-2-1:
3310 N II 11 10
1110 3IT—-I1{0 0 | O

= {w:t = (z,y)=(t,—t) VteR
)

Di conseguenza
E(2) =((1,-1))
Consideriamo ora 'autovalore A = 6, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice
A—6-1I:
-1 3 | 0 N -1 3 | 0
1 =3 1] 0 IT+1{0 0 | 0O
=3t
= {x , = (z,y) = (3t,t) VteR
y =
Di conseguenza
E(6) = ((3,1))
c¢) Come nell’esercizio precedente A & diagonalizzabile perché la somma delle dimensioni degli auto-
spazi ¢ 2 (o perché i due autovalori sono singoli).

d) La matrice P cercata ¢ la matrice di transizione da B alla base canonica di R?, dove B indica la
nuova base formata dagli autovettori

B = {(17 _1)7 (3a 1)}

Tale matrice ha per colonne i vettori della base B:

1 3
el
e) Gia sappiamo che la matrice B ¢ la matrice diagonale formata dagli autovalori di A. Lo stesso

risulato lo troviamo utilizzando la matrice P determinata al punto precedente. Infatti B =
P71AP. Ora

s 200
B=P AP_[O 6]
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Consideriamo ora la matrice

1 -3 3
A=13 -5 3
6 —6 4

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

1-x -3 3
pa(A) =det(A—A)=det | 3 —5—A 3
6 —6 44—\
=(1=N[(~=5=X\)(4—X)+ 18] +3[3(4 — \) — 18] + 3[-18 — 6(—5 — \)]
=(1=AN)A2+X—2)— 18 — 9\ + 36 + 18X\
=(1-ANA=1DA+2)+IN+18=A+2)[(1-NA—-1)+9]
[=A

= (A +2)[-A+2)\+8]
Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:
A+2)(=A\*+2)1+8) =0

= (A+2) =0 oppure (=A\* +2)\+8) =0
= )\1:—2, )\2:—2, )\3:4

Di conseguenza gli autovalori di A sono

A1 = —2 doppio
A =4

Notiamo che in questo caso non possiamo affermare che A ¢ diagonalizzabile in quanto dipende
dalla diemsione dell’autospazio F(—2).

b) Consideriamo prima Pautovalore A = —2. 1l relativo autospazio & dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — A\, con A = —2:
3 =33 1] 0 1/31 1 -1 1| 0
3 -3 3] 0| = II-T |0 0 0 | O =
6 -6 6 | 0 Irr—2r10 0 0 | O
r—y+z=0 rT=1t—35
0 = 0 Z =S8

= (x,y,2) = (t —s,t,8) = (¢,t,0) + (—s,0,8) Vs,t eR
Quindi
E(—Q) = ((la 170)7 (_17 0; 1)>

A questo punto possiamo gia affermare che A & diagonalizzabile in quanto A = 4 ha molteplicita
algebrica 1 e A = —2 ha molteplicita algebrica e geometrica 2.

Consideriamo ora l'autovalore A = 4. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — A\I, con A\ = 4:

-3 -3 3 | 0 1/3I -1 -1 1] 0

3 -9 3 | 0 = II+1I 0 -12 6 | 0 =
6 -6 0 | O IIT+2I1| 0 0 6 | O
—r—y+z=0 =t

—2y+2=0 = qy=t

0=0 z =2t

= (z,y,2) = (t,t,2t) VteR
Quindi

E(4) =((1,1,2))

¢) La matrice C & diagonalizzabile in quanto la somma delle dimensioni degli autospazi & 3.
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d) La matrice P cercata ¢ la matrice di transizione da B alla base canonica di R?, dove B indica la
nuova base formata dagli autovettori

B=1{(1,1,0), (=1,0,1), (1,1,2)}

Tale matrice ha per colonne i vettori della base B:

1 -1 1
P=|1 0 1
0 1 2

e) Gia sappiamo che la matrice B ¢ la matrice diagonale formata dagli autovalori di A. Lo stesso
risulato lo troviamo utilizzando la matrice P determinata al punto precedente.

-2 0 0
B=P'AP=|0 -2 0
0 0 4

Esercizio 9.12. Sia T : R®* — R? Uapplicazione lineare definita da
T(l‘,y,Z) = (.T, y+3z, ery—z)

a) Si determinino gli autovalori, autovettori e autospazi di T

b) Si stabilisca se T é diagonalizzabile, e in caso positivo si determini la matrice P diagonalizzante.

¢) Si determini una base B di R® tale che la matrice associata a T rispetto a B sia diagonale e si
determini esplicitamente tale matrice diagonale.

SOLUZIONE:

Determiniamo innanzittutto la matrice A associata a T rispetto alla base canonica, ovvero la matrice che
ha per colonne T'(e1), T(ez2), T(e3):

1 0 0
A=10 1 3
11 -1

a) Per calcolare gli autovalori di T' (cioe di A) determiniamo il polinomio caratteristico di A:

1—A 0 0
paN) =det| 0 1-XA 3 | =(1-N[1-A)(-1-)) —3]
1 1 —1-AX
—(1— N\ - 4)

Risolvendo pa(A) = 0 troviamo che gli autovalori di A sono
AL =2, Ay = —2, A3 =1
b) Avendo 3 autovalori distinti la matrice A, e quindi T, & sicuramente diagonalizzabile. Per calcolare

la matrice diagonalizzante dobbiamo determinare gli autospazi.

Consideriamo prima 'autovalore A = 2, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla
matrice A — 21:

-1 0 0 |
N 0 -1 3
IHI+1|0 1 -3 |

o O O

0 0 0

0| = 0 -1 3 ] 0

0 IIT+111(0 0 0 0
z=0

= y=3 = (z,y,2)=1(0,3,1)-t VteR = FE(2)={0,3,1))

z=1t
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Consideriamo ora l'autovalore A\ = —2, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice
A+2I:
300 | 0 1/3I 100 | O 100 | O
0 33 ] 0= 01 1 | of= 01 1 1] 0
1 1.1 | 0 IIr—-1/3rjo 11 | 0 IrIr—I11710 0 0 | 0
z=0
=dy=—t = (r,y,2)=(0,-1,1)-t VteR = FE(-2)=((0,-1,1))
z=t

Consideriamo infine 'autovalore A = 1, e risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice

A-1I:
00 0 | O T =—t
00 3 | 0l=<y=t = (z,y,2)=(-1,1,0)-t VteR
11 -21]0 Y= 0

Di conseguenza E(1) = ((—1,1,0)).

La matrice P cercata ¢ la matrice di transizione da B alla base canonica di R?, dove B indica
la nuova base formata dagli autovettori

B=1{(0,3,1), (0,-1,1), (—1,1,0)}
Di conseguenza:
0 0 -1
P=1(3 -1 1
1 1 0

c) La base cercata & la base B di autovettori trovata al punto precedente. Inoltre la matrice D
diagonale associata a T rispetto a B ¢ la matrice D = P~! AP che ha sulla diagonale gli autovalori.

2 0 0
D=0 -2 0
0 0 1

O

Esercizio 9.13. [Esercizio 21) cap. 7 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti,
Scapellato]

Discutere la diagonalizzabilita delle sequenti matrici al variare del parametro reale k.
1 1 0 1 1 0 3 1 5 110
A=|0 k£ O B=10 k£ 1 C=10 k£ 4 D=0 k£ O
0 0 2 0 0 1 0 0 1 0 0 1

SOLUZIONE:
Consideriamo la matrice A e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pa(A) =1 =Nk -=XA)(2-2X)

Gli autovalori di A sono quindi

Dobbiamo distinguere tre casi:
e Se k # 1,2, allora A ha tre autovalori distinti quindi ¢ sicuramente diagonalizzabile.

e Se k =1 la matrice A diventa

N

|
O O =
O ==
N OO

ed ha come autovalori

A =1 doppio, A=2
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Si tratta quindi di controllare se A = 1 ha anche molteplicitad geometrica 2, ovvero se (1) ha
dimensione 2. Risolviamo il sistema omogeneo associato a A — I:

01010 r=t
000 | 0=<Sy=0 = E(1)=((1,0,0))
00110 P

Quindi A = 1 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1, e A non ¢ diagonalizzabile.

e Se k = 2 la matrice A diventa

ed ha come autovalori
A=1, A =2 doppio

Si tratta quindi di controllare se A = 2 ha anche molteplicitad geometrica 2, ovvero se F(2) ha
dimensione 2. Risolviamo il sistema omogeneo associato a A — 21:

-1 10 1] 0 x=s
0 00 ] 0]={y=s = E@2) =((1,1,0), (0,0,1))
0 00 ] 0 J—

Quindi A = 2 ha molteplicita algebrica e geometrica 2 (e A = 1 ha molteplicita algebrica e
geometrica 1), e A ¢ diagonalizzabile.

Consideriamo ora la matrice B e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pe(\) = (1= X)*(k = X)
Gli autovalori di B sono quindi
A =1 almeno doppio, A=k

Poiche B ha l'autovalore A = 1 almeno doppio (triplo se k¥ = 1) determiniamo subito ’autospazio
relativo E(1) risolvendo il sistema omogeneo associato a B — I:

0 1 00 x=t
0 k=1 1 | 0] =<y=0 = E(1)=((1,0,0))
0 0 0| 0 P

Quindi A = 1 ha molteplicita algebrica almeno 2, ma molteplicita geometrica 1, e B non & diagonalizzabile.

Consideriamo la matrice C e calcoliamone il polinomio caratteristico.
pe(A) =B =AMk =A)(1-A)

Gli autovalori di C sono

Dobbiamo distinguere tre casi:
e Se k # 1,3, allora C ha tre autovalori distinti quindi & sicuramente diagonalizzabile.

e Se k =1 la matrice C diventa

ed ha come autovalori

A =1 doppio, A=3
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Si tratta quindi di controllare se A = 1 ha anche molteplicitad geometrica 2, ovvero se E(1) ha
dimensione 2. Risolviamo quindi il sistema omogeneo associato a C — I:

215 ] 0 r=t
004 | 0|]=<Ky=-2t = E(1)=((1,-2,0))
00010 =0

Quindi A = 1 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1, e C non & diagonalizzabile.

e Se k = 3 la matrice C diventa

S W =
— s Ot

ed ha come autovalori
A=1, A =3 doppio

Si tratta quindi di controllare se A = 3 ha anche molteplicita geometrica 2, ovvero se E(2) ha
dimensione 2. Risolviamo il sistema omogeneo associato a C' — 31:

01 5 |0 x=t
00 4 | 0|=Ly=0 = E@B)=((1,0,0))
00 -2 10 J

Quindi A = 3 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1, e C' non ¢ diagonalizzabile.

Consideriamo infine la matrice D e calcoliamone il polinomio caratteristico.
Po(N) = (1= N)2(k - )
Gli autovalori di D sono quindi
A =1 almeno doppio, A=k

Poiche D ha l'autovalore A = 1 almeno doppio (triplo se k¥ = 1) determiniamo subito ’autospazio
relativo E(1) risolvendo il sistema omogeneo associato a D — I:

0 1 00 x=t
0 k=1 0 | 0| =<Sy=0 = E(1)=/{(1,0,0), (0,0,1))
0 0 0] 0 L

Quindi A = 1 ha molteplicita geometrica 2.
Dobbiamo distinguere due casi:
e Se k # 1 Pautovalore A = 1 ha molteplicita algebrica e geometrica 2 (e Pautovalore A = k # 1 ha
molteplicita 1) quindi D & diagonalizzabile.
e Se k = 1 lautovalore A = 1 ha molteplicita algebrica 3, ma molteplicita geometrica 2 quindi D
non e diagonalizzabile.

O

Esercizio 9.14. Sia S Uendomorfismo di R* con matrice associata

1 2 2 4
0 1 0 O
A= 0 -1 0 -2
0 1 0 2

rispetto alla base canonica.

a) Determinare autovalori e autovettori di S.
b) Stabilire se S & diagonalizzabile e in caso positivo individuare la matrice diagonalizzante.

SOLUZIONE:
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a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
pa(\) =det(A—AI) = (1 =A% (=\)(2—)\)
Gli autovalori di A sono gli zeri del suo polinomio caratteristico:
A1 =1 doppio
A2 =10
A3 =2

Consideriamo prima ’autovalore A = 1. Il relativo autospazio € dato dalle soluzioni del
sistema omogeneo associato alla matrice A — I:

0 2 2 4 | 0] 121 fo 112 |0
0.0 0 0 [0 0000 |0
0 -1 -1 -2 | 0 IIT+21(0 0 0 0 | 0O
0 1 0 1 | o 01010
r =S
2w =0 =t
{y+z+ w _ )y = B(1) = ((1,0,0,0), (0,—1,-1,1))
w=0 z=-
w==1

A questo punto possiamo gia affermare che A & diagonalizzabile in quanto A = 1 ha molteplicita
algebrica e geometrica 2 e gli altri autovalori sono singoli.

Consideriamo ora I'autovalore A = 0. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A

—2t
12 2 4 |0 T4+2y+2z2+4w =0

0 1 0 0 [0 _ 0 N =0
0 -1 0 -2 | 0 y—2 . s =
01 0 2 |0 y+aw= w=0

Consideriamo ora I'autovalore A = 2. Il relativo autospazio ¢ dato dalle soluzioni del sistema
omogeneo associato alla matrice A — 27

=2t
-2 2 4 [0 2+ 2244w =0 v

0 -1 0 o |of J L Jy=0
0 -1 -2 -2 | 0 v= P
0 1 0 0 | 0 y+2z+2w=0 w i

= E(2)=((2,0,-1,1))

b) Abbiamo gia osservato che T ¢ diagonalizzabile in quanto la somma delle dimensioni dei suoi
autospazi ¢ 4 = dim(R4), inoltre la matrice diagonalizzante P é:

1 0 -2 2 100 0
o -1 0 o0 ., o100
P=1p -1 1 -1 con PTAP =\ o ¢ ¢
0 1 0 1 000 2

Esercizio 9.15. Sia T lendomorfismo di R® cos definito:

1
T(w1,22,23) = <$17$1 - 23037962) :
a) Calcolare gli autovalori e gli autovettori di T.
b) T diagonalizzabile?
c) Se al campo dei numeri reali si sostituisce quello dei numeri complessi, I’endomorfismo di C3 che
st ottiene e diagonalizzabile?
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SOLUZIONE:

Calcoliamo la matrice A associata a T', che ha per colonne T'(ey),T(e2) e T'(e3):
0 0
0 —
1 0

A:

N[

h O~ =

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di

pa) = (1= 2 (¥4 1)

Quindi A ha un solo autovalore reale A = 1.
Calcoliamo Pautospazio E(1) relativo all’autovalore A = 1 risolvendo il sistema omogeneo
associato alla matrice A — I:

3
00 0 |0 P S x ="t
1 -1 -3 | 0| = Y73 ={y=t VER
0 1 -1 0 y-2=0 P

Di conseguenza E(1) = <<2, 1, 1>> =((3,2,2)).

b) T non & daigonalizzabile in quanto ha un solo autovalore (singolo), quindi la somma delle dimen-
sioni dei suoi autospazi ¢ 1 < 3.

¢) Se consideriamo il campo dei numeri complessi, T ha tre autovalori distinti:
1 1
AL =1, Ao = —1 A3 = ———1.
V2

Essendo 3 autovalori singoli la somma degli autospazi e sicuramente 3 e 'endomorfismo 7' in
questo caso risulta diagonalizzabile.

O

Esercizio 9.16. Sia
1 0 O
A=10 1 3
1 1 -1
la matrice associata all’applicazione lineare T : R® — R? rispetto alla base

B={1,1,0), (0,3,0), (0,1,1) }
a) Si determinino gli autovalori di T .
b) Si determinino gli autovettori e gli autospazi di T .
c) Si stabilisca se T' & diagonalizzabile.
SOLUZIONE:
a) Il polinomio caratteristico di A ¢
pa) = (1= N[ =N(-1-1) =3 = (1 -1\ - 4)
e gli autovalori di T sono

M=1, d=2  Ag=-2

b) Calcoliamo ora gli autovettori.
— Consideriamo A = 1 e risolviamo il sistema omogeneo associato a A — I:

00 0 | O 32— 0 r=—t
00 3 | O :>{ =>qy=t
11 -2 ] 0 r+y—22=0 P

Quindi gli autovettori relativi all’autovalore A = 1 sono del tipo

(x,y,2) = (—1,1,0)t, VteR
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Notiamo che queste sono le componenti degli autovettori rispetto alla base B. Rispetto alla
base canonica otteniamo percio:

(_1a1a0)8 =-1- (17170) +1- (0’370) +0 ! (071a1) = (_17270)

E(l) = < (_17270) >

— Consideriamo A = 2 e risolviamo il sistema omogeneo associato a A — 21:

-1 0 0 | 0 -1 0 0 | 0
0 -1 3 | o= 0 -1 3 | o] =
1 1 -3 | o mr+rfo 1 -3 |0
-1 0 0| 0 =0 z=0
0 -1 3 | 0= =y=3t
r+1r{o o0 0 | 0 {_@”32:0 =t

Quindi gli autovettori relativi all’autovalore A = 2 sono del tipo
(z,y,2) = (0,3, 1), Vte R

Notiamo che queste sono le componenti degli autovettori rispetto alla base B. Rispetto alla
base canonica otteniamo percio:

(0,3,1)p=0-(1,1,0)+3-(0,3,0) + 1-(0,1,1) = (0,10,1)

e
E(2) =((0,10,1) )
— Consideriamo A = —2 e risolviamo il sistema omogeneo associato a A + 21I:
300 | O 1/3I 10 0| O
0 3 3 | 0= 1/31II 01 1 | of=
111 ] 0 IIr—-1/3rjo 11 | 0
100 ] 0 . z=0
011 ] 0of= { = y=—t
Ir—1r0 0 0 | 0 y+z=0 J
Quindi gli autovettori relativi all’autovalore A = —2 sono del tipo

(x,y,2) = (0,-1,1)t, VteR

Notiamo che queste sono le componenti degli autovettori rispetto alla base 5. Rispetto alla
base canonica otteniamo percio:

(07_171)3 =0- (17110) +-1- (07310) +1- (07171) = (07_271)

E(=2)=((0,-2,1))
¢) La matrice A, e quindi applicazione T, ¢ diagonalizzabile perche ha tre autovalori distinti.
O

Esercizio 9.17. Sia B = {v; = (1,0,0),v2 = (1,1,0),v3 = (1,1,1)} una base di R® e sia S
Uendomorfismo di R® con matrice associata rispetto a B

5 2 -2
A=Mg(S)=|1 6 -5
3 -3 4

a) Trovare gli autovalori (reali) di S.
b) Trovare gli autovettori di S e stabilire se S é diagonalizzabile.
SOLUZIONE:
a) Gli autovalori di 7' non dipendono dalla base, quindi possiamo lavorare sulla matrice A:
pa(A) = (1= N)(\% — 14X + 49)
Quindi S ha due autovalori: A=1e A=17.
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b) Trovare gli autovettori di S possiamo comunque lavorare sulla matrice A ricordando pero che i
vettori trovati saranno espressi rispetto alla base B:

4 2 -2 ] 0 1/2I 2 1 -1 ] 0
E(l)=NA-I): |1 5 -5 | 0| =2[I-1/2I {0 9 -9 | 0
3 -3 3 |0 1/3IIT—IT|0 —6 6 | O

2 1 -1 | 0 r=0

= 1/911 01 -1 | 0| =><Ry=t

1/6IIT+1/9IT (0 0 0 | O —

Quindi lautospazio E(1) & generato dal vettore (0,1,1)s, cioé dal vettore vy + vz = (2,2,1).
Infine E(1) = ((2,2,1)).
Analogamente:

-2 2 =2 ] 0 1/21 -1 1 -1 ] 0 =t
E(N)=NA-7): |1 -1 =5 | 0| = II+1/2I |0 0 —6 | 0| ={y=¢
3 -3 -3 | ol 1/311I1+1/2I1|0 0 -2 | 0 J

Quindi lautospazio E(7) & generato dal vettore (1,1,0)g, cioé dal vettore v; + vy = (2,1,0).
Infine E(7) = ((2,1,0)).

S non e diagonalizzabile in quanto 'autovalore A = 7 ha molteplicita algebrica 2 e molteplicita
geometrica 1.

O

Esercizio 9.18. Sia T l'endomorfismo di R* definito dalla matrice

0
1 1
0
1

(@)
O O N O
—

Stabilire se T é diagonalizzabile.

SOLUZIONE:

Calcoliamo il polinomio caratteristico di A, sviluppando rispetto alla seconda colonna:

pa(N) =det(A = AI) = (2 = N)?(1 — \)?

Quindi gli autovalori di B sono

e )\ =1 doppio,
e )\ = 2 doppio.

Per stabilire se T' & diagonalizzabile dobbiamo calcolare la dimensione di entrambi gli autospazi F(1)

e E(2).

Determiniamo E(1) risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A — I:

1 0 20 |0 10 20 |0
11 1 1| o] 1r+rfo1 —11 o0 z— 2=
00 0 0] ol71v—Ilo 0o 0 0] 0 Yy tw=0
1 0 20| 0 r o o o o | o

x =2t

=t —
=Y S BEQ) =((2,1,1,0), (0,~1,0,1))
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Determiniamo ora E(2) risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 21I:

0 0 -2 0 | O IT -10 1 1 | 0
-1 0 1 1 | 0 _Av+Irjo 0 —1 0 | 0 N —r+z+w=0
0 0 -1 0 | 0 0 0 -1 0] 0 —2=0
1 0 -2 -1 | O I-211110 0 0 0 | O
xTr =
y=:s
= 0 = E(2) =((1,0,0,1), (0,1,0,0) )
z =
w=1t

Quindi entrambi gli autospazi hanno dimensione due e I’endomorfismo T' & diagonalizzabile.

Esercizio 9.19. Si consideri la matrice ad elementi reali

20 3 0

0 2 5 7
A= 00 -1 O
00 8 -1

a) Determinare autovalori e autovettori della matrice data.
b) Stabilire se la matrice data diagonalizzabile.

SOLUZIONE:
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
pad) = (2= A)*(=1-N)?

Quindi gli autovalori di A sono:
A1 = —1 doppio
Ao =2 doppio

Calcoliamo P’autospazio E(—1) relativo all’autovalore A\; = —1 risolvendo il sistema omogeneo
associato alla matrice A + I:

0 =0
3r+32=0 -

|
} =43y +52+Tw=0 =
|0 82=0

oo
N
|

Di conseguenza E(—1) = ((0,—7,0, 3)).
Analogamente calcoliamo lautospazio E(2) relativo all’autovalore Ao = 2 risolvendo il sistema
omogeneo associato alla matrice A — 21:

0 0 3 0 | o 32=0 =1t

00 5 7 |0 52+ Tw =0 y=s

00 -3 0 | 0 = 8y 20 = =0 Vs,t € R
00 8 -3 |0

8z4+3w=0 w=20

Di conseguenza FE(2) = ((1,0,0,0), (0,1,0,0))
b) A non ¢ diagonalizzabile in quanto l'autovalore —1 ha molteplicita algebrica 2 e molteplicita
geometrica 1.

O
Esercizio 9.20. Data la matrice
2 0 0 1
1 1 k-1 4
M=1 0 & 4
0 0 0 1

a) Discutere la diagonalizzabilta di M al variare del parametro k € R.
b) Fissato a piacere un valore di k per cui M ¢ diagonalizzabile, determinare per tale k la matrice
P diagonalizzante.
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SOLUZIONE:
Sviluppando rispetto alla seconda colonna, il polinomio caratteristico di M &

2—A 0 0 1
1 11—\ k-1 4

pu=det | 1 TN ETL L =@k
0 0 0 1-—A

quindi gli autovalori di M sono A =1, 2, k.
Calcoliamo ora gli autospazi E(1) e E(2):

10 o0 1 10 0 1

10 k—1 4| 17—-7T |0 0 k-1 3
EQ=NM-D: \y o -1 4| Zmr—1lo o o o~

00 0 0 00 0 0
dim(E(1)) =dim(N(M - 1)) =4—rgM —1)=4—-2=2

o0 o0 1 I 1 -1 k-1 4

1 -1 k-1 4| I1mr—1rlo 1 -1 o
E@)=NM-20): | k—2 4 I o o o 1|7

00 0 -1 Iv+4rlo o 0 0

dim(E(2)) = dim(N(M —2I)) =4 —rg(M —2I)=4-3=1
a) Dobbiamo distinguere tre casi
— Se k # 1, 2, allora gli autovalori e le dimensioni degli autospazi sono
A =1doppio, dim(E(1))=2
A = 2 singolo, dim(E(2)) =1
A = k singolo, = dim(E(k)) =1

quindi M ¢ diagonalizzabile.
— Se k =1, allora gli autovalori e le dimensioni degli autospazi sono

A =1 triplo, dim(E(1)) =2
A =2 singolo, dim(E(2)) =1

quindi M non ¢ diagonalizzabile.
— Se k = 2, allora gli autovalori e le dimensioni degli autospazi sono

A =1doppio, dim(E(1))=2
A =2 doppio, dim(E(2))=1

quindi M non ¢ diagonalizzabile.
b) Fissiamo per esempio k = 0. Dai calcoli svolti precedentemente, sostituendo k = 0, ottenaimo

E(1)=1{((-1,0,3,1), (0,1,0,0) ), E2)=1((2,1,1,0))
Calcoliamo inoltre E(0):

2.0 0 1 z=0

1 1 -1 4 =t

0 0 0 1 w=0

Infine la matrice diagonalizzante &

-1 0 2 0 1 0 00
10 11 1 1001 0 0
P=13 o 1 1| P MP=15 o 9 g
1 0 0 O 0 0 0O

Esercizio 9.21. Sia A la matrice dipendente dal parametro reale

1 0 0 0

k-3 2—-k 0 -k

A= 0 0 1 0
2—-k k 0 k+2
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a) Discutere la diagonalizzabilta di A al variare di k.
b) Determinare una base di R* costituita da autovettori di A per un valore opportuno di k.

SOLUZIONE:

Calcoliamo il polinomio caratteristico di A, sviluppando rispetto a opportune righe

1-A 0 0 0

k=3 2-k—-XA 0 K

pu(A) =det |7 0 1-A 0
2k k 0 k+2-A
2 k-A 0 k]

—(1-Ndet| 0 1-A 0
k 0 k+2- A

=1 =N [2-k=NEk+2=-N)+k]=1-12-)N? -k + k7
=(1-X1)*2-N)?

quindi gli autovalori di A sono A = 2, 1, entrambi di molteplicita algebrica due.
Calcoliamo ora gli autospazi.

-1 0 0 0 —z=0
k-3 -k 0 -k (k—=3)x—ky—kw=0
E@2)=N(A-2I): 0 0 -1 ol™ 0
2-k k 0 k 2—-kz+ky+kw=0
=0
ke — kw —
N y—kw=20
z=0
ky+kw=0

Dobbiamo ora distinguere due casi:

e Se k # 0 otteniamo

z=0
= —t
4 0 = dim(E(2)) =1 = A non ¢ diagonalizzabile
z =
w=t

e Se k = 0 otteniamo

x=0
ZZ; = dim(E(2)) =2 ¢ E(2) = ((0,1,0,0), (0,0,0,1)).
w=t

A questo punto A puod essere diagonalizzabile solo se & = 0. Si tratta di verificare se per k = 0 anche
dim(E(1)) = 2.

0 0 0 0 r=t

B =3 100 y =3t

E(l)=NM —-1I)conk=0: 0o 00 ol ™ R
2 00 1 w e —9t

= dim(E(1)) =2 e E(1) = {(1,3,0,-2), (0,0,1,0)) con k = 0.

a) Abbiamo verificato che A ¢ diagonalizzabile solo per k = 0.
b) Per k = 0 una base di R* formata da autovettori di A ¢ data da

B<R4) :{ (0717070)3 (070,071)7 (1333();72)7 (0303170) }
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Esercizio 9.22. Data la matrice

=]
N O N O
W F = =
_ o O O

a) Si discuta la diagonalizzabilta di M al variare del parametro k € R.
b) Per k =2, si determini una base di R* formata da autovettori di M.

SOLUZIONE:
a) Il polinomio caratterestico di M &
pu(A) = (1 =N)E-NB-A)(2-2A)

Quindi gli autovalori sono A =1, 2, 3, k e dobbiamo discutere i valori di k.
— Se k # 1,2,3 i quattro autovalori sono distinti e singoli, quindi M & diagonalizzabile.
— Se k = 1 l'autovalore A = 1 & doppio, quindi dobbiamo stabilirne la molteplicita geometrica.

2 0 1 0
0 110
EQ)=NM-D: | o o o
-1 2 3 0

Poiche rg(M — I) =3, dim(E(1)) =1 e M non ¢ diagonalizzabile.
— Se k = 2 'autovalore A = 2 & doppio, quindi dobbiamo stabilirne la molteplicita geometrica.

1 01 0 101 0
1 01 0 IT-110 0 0 0
E@=NM-=-2D): |, ¢ g ¢ 000 0
-1 2 3 -1 IV+Ilo 2 4 —1
r=-—1
=0 —
Tz = {¥=° = B(2) = ((-1,0,1,4), (0,1,0,2))
2044z —w =0 z=1
w = 2s + 4t

Poiché A = 2 ha molteplicita algebrica e geometrica 2 e gli altri autovalori sono singoli, per
k = 2 la matrice M ¢ diagonalizzabile.
— Se k = 3 'autovalore A = 3 & doppio, quindi dobbiamo stabilirne la molteplicita geometrica.

0 0 1 0
2 -1 1 0
E@) =NM-30): | & & o,
-1 2 3 -2

Poicheé rg(M — 3I) = 3, dim(E(3)) = 1 e M non ¢ diagonalizzabile.
b) Per k = 2 abbiamo gia determinato F(2). Calcoliamo gli altri due autospazi:

2 01 0 r=0
B 1110 y=0 B
EM=NM-D: |5 o1 ol = o = E(1) = ((0,0,0,1))
-1 2 30 w— ¢t
0 0 1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 1 -1 1 0
E@)=NM-=30: "\ o 4 o= qr+1lo 0o o o=
-1 2 3 -2 IV+IT|0 1 4 -2
xr =2t
z=0
y =2
rT—y+2=0 = 0 = E(3) =((2,2,0,1))
Z:
y+4z—-2w=0
w=t

Infine una delle basi cercate ¢
B={(-1,0,1,4), (0,1,0,2), (0,0,0,1), (2,2,0,1)}
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Esercizio 9.23. Si considerino le matrici

1 0 3 2 0 0
A=10 1 4 e B=|k 1 0
0 0 2 5 k=21

a) Determinare per quali valori di k la matrice B é diagonalizzabile.
b) Stabilire per quali valori di k le due matrici A e B sono simili.

SOLUZIONE:
a) Abbiamo che
p(N) = (2-X)(1-))?

Quindi B ha due autovalori: A\; =2 e Ay = 1, doppio, ed & diagonalizzabile sse 'autospazio E(1)
ha dimensione 2. Per determinare E(1) risolviamo il sistema omogeneo associato a B — I:

1 0 00 r=0 R
k 0 0 | 0| =<kz=0 :>{(k 2y =0
5 k=2 0 | 0 524 (k—2)y =0 V=
Dobbiamo distinguere due casi.
— Se k # 2 otteniamo

0
y=0
z=1t

quindi F(1) ha dimensione 1 e B non ¢ diagonalizzabile.
— Se k = 2 otteniamo

|
o

z=1

quindi F(1) ha dimensione 2 e B ¢ diagonalizzabile.
b) Due matrici diagonalizzabili sono simili sse hanno gli stessi autovalori (contati on le rispettiva
molteplicita). Studiamo quindi la diagonalizzabilita di A.

pa(d) = (2= 1)(1 - N)?

Come la matrice B, anche A & diagonalizzabile sse 'autospazio E(1) ha dimensione 2. Per
determinare F(1) risolviamo il sistema omogeneo associato a A — I:

003 ] 0 x=t
004 | 0={y=s
00 1] 0 =0

Quindi F(1) ha dimensione 2 e A ¢ diagonalizzabile.
In conclusione A e B sono simili quando sono entrambe diagonalizzabili, ovvero se k = 2

O

Esercizio 9.24. Siano A e B le matrici reali

1 0 4 3 0 0
A=10 1 2 e B= |k 1 0
0 0 3 5 k-1 1

Determinare, se esistono, i valori del parametro reale k per cui A e B sono simili.

SOLUZIONE:
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Due matrici diagonalizzabili sono simili se sono simili alla stessa matrice diagonale, ovvero se hanno
gli stessi autovalori. Inoltre se una delle due matrici ¢ diagonalizzabile mentre 1’altra non lo &, allora le due
matrici non sono simili. Studiamo quindi la diagonalizzabilita di A e B.

quindi A e B hanno gli stessi autovalori A\; = 1, doppio, e Ay = 3.
Per stabilire se A ¢ diagonalizzabile calcoliamo la dimensione del suo autospazio E4(1) risolvendo il
sistema omogeneo associato a A — I:

= dim(Es(1) =3 -1g(A—I)=3—1=2

o O O
o O O
W N

e la matrice A & diagonalizzabile.

A questo punto possiamo affermare che A e B sono simili se e solo se anche B & diagonalizzabile.
Calcoliamo quindi la dimensione del suo autospazio Ep(1) risolvendo il sistema omogeneo associato a
B—1I:

) 0 0 20 =0 z=0
k0 0fl=<Kkzx=0 =<q(k—1y=0
5 k=1 0 5r+ (k—1)y=0 2=t

Quindi lautospazio Fg(1) ha dimensione 2 se e solo se k = 1.
Infine A e B sono simili solamente se ¥ = 1, quando sono entrambe simili alla matrice

1 00

D=0 1 0

0 0 3

O
Esercizio 9.25. Considerare le matrici

2 1 0 1 1 0 1 1 1
A=10 2 0 B=10 2 0 C=10 t O
0 0 1 0 0 2 0 0 2

a) Determinare gli autovalori e gli autovettori di A e di B.
b) Stabilire se A e B sono simili.
c¢) Esistono valori di t per cui C e B sono simali?

SOLUZIONE:

a) Il polinomio caratterestico di A &
paN) = (1 =12 -N?

Quindi gli autovalori di A sono A = 2 doppio e A = 1. Calcoliamo gli autospazi:

110 z=0

Eis(1)=N(A-I): [0 1 0| =y=0 = Ea(1)=1(0,0,1))
0 0 0 b=t
01 0 r=t

Ea(2)=NA-20): |0 0 0| =<y=0 = Ea(2)=1((1,0,0))
0 0 -1 2=0

Analogamente calcoliamo gli autovalori e gli autovettori di B:

pE(N) = (1= A)(2-N)?
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Quindi gli autovalori di B sono A = 2 doppio e A = 1. Calcoliamo gli autospazi:

01 0 r=t1
Eg(l)=NB-1): [0 1 0| =qy=0 = FEp(l)={((1,0,0))
0 0 1 =0
-1 1 0 r=1t
Eg(2)=N(B-2I): 0 0 0l =>qy=t = Ep(2)={((1,1,0), (0,0,1))
0 0 O s=3

b) A e B non sono simili poiché A non & diagonalizzabile mentre B lo &.
c¢) Studiamo gli autovalori e la diagonalizzabilita di C:

pc(A) =1 =NE-N(2-X)

Condizione necessaria perché B e C siano simili & che abbiano gli stessi autovalori con la stessa
molteplicita, quindi deve essere ¢t = 2. Verifichiamo se per tale valore anche C' & diagonalizzabile.

-1 1 1 r=1t+s
Ec(2)=N({C-2I): |0 0 0| =<y=t = FEc(2)=((1,1,0), (1,0,1))
0 0 0 s—=3

Infine per ¢t = 2 le matrici B e C sono simili in quanto sono entrambe simili alla matrice diagonale

D

1 00
0 2 0
0 0 2

Esercizio 9.26. Siano A e B le matrici sequenti

1 0 3 2 0 0
A=10 1 4 B= |k 1 0
0 0 2 5 k—2 1

a) Dire per quali valori del parametro reale k la matrice B ¢ diagonalizzabile.
b) Per k =3 le due matrici possono essere associate allo stesso endomorfismo?

SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di B:
pp(\) =det(B —A) = (2= X)(1—\)?

Quindi gli autovalori di B sono
— A =1 doppio
- A=2
Poiche autovalore A = 2 ¢ singolo sappiamo che il relativo autospazio F(2) ha dimensione 1.
Si tratta quindi di controllare solamente la dimensione dell’autospazio E(1) relativo all’autovalore
A = 1. Risolviamo quindi il sistema omogeneo associato alla matrice B — I:

1 0 0] 0 r=0 20
k 0 0 | 0| =<Kkzx=0 :>{
5 k=2 0 [ 0 52+ (k — 2)y =0 (k=2)y =0
Si tratta quindi di distinguere due casi
— Se k = 2 otteniamo le soluzioni
z=0
y=s = FE1)=((0,1,0), (0,0,1))
z=1

Quindi se k = 2 la matrice B ¢ diagonalizzabile.
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— Se k # 2 otteniamo le soluzioni

z=0
y=0 = E(1)=((0,0,1))
z=1

Quindi se k # 2 la matrice B non e diagonalizzabile.
b) Dal punto precedente sappiamo che per k = 3 la matrice B non ¢ diagonalizzabile. Studiamo ora
la matrice A:

pa(\) =det(A — X) = (2= \)(1 — \)?

Quindi gli autovalori di A sono
— A =1 doppio
- A=2
Quindi A ha effettivamente gli stessi autovalori di B.
Come per la matrice B, per stabilire sa A e diagonalizzabile dobbiamo solamente controllare
la dimensione dell’autospazio F(1) relativo all’autovalore A = 1. Risolviamo quindi il sistema
omogeneo associato alla matrice A — I:

00310 =35
004 ] 0l=z2=0={{y=t = E(1)=((1,0,0), (0,1,0))
00110 =0

Quindi A e diagonalizzabile, ovvero e associata ad un endomorfismo diagonalizzabile, mentre per
k = 3 la matrice B non lo e. Di conseguenza le matrici A e B non possono essere associate allo
stesso endomorfismo.

O
Esercizio 9.27. Sia T Uendomorfismo di R® associato alla matrice
6 3 -1
A=12 7 -1
2 3 3

a) Stabilire se 4 ¢ autovalore di A. Calcolare gli autovalori e autovettori di A.

b) La matrice A ¢é diagonalizzabile per similitudine? In caso affermativo, indicare una matrice
diagonalizzante.

¢) Sia C' la matrice dipendente da t € R:

4 1 0
cC=10 4 0
0 0 ¢
Esistono valori dit € R per cui A e C siano simili?

SOLUZIONE:

Calcoliamo il polinomio caratteristico di A :

6-X\ 3 —1
paA)=det| 2 7T—-X -1 |=6-N[T-NB-AN)+3-3[6-2\+2]+[6—14+2)\] =
2 3 3-)
=(6—A)(A =10\ +24) —3(8 —2)) — (2A —8) =
=(6—-A)(A—6)(A—4)+6(\—4) —2(\—4) =

=A=4)[6-XN)AN=6)+6—2] = —(\—4)(\* — 12X\ + 32)
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a) Gli autovalori di A sono A =4 (doppio) e A = 8. Calcoliamo ora gli autospazi.

23 -1 | 0 v=—5s+ 5t
E(4)=N(A—4D): |2 3 -1 | 0| = 2043y—2=0 =y=s =
23 -1 1] 0 =t

E(4)=((-3,2,0), (1,0,2) )

-2 3 -1 | 0 -2 3 -1 ] 0 =t
E®)=N(A-8): |2 -1 -1 | 0|=1II-T|0 2 =2 | 0| ={y=t =
2 3 -5 | 0] HI+I|0 6 —6 | 0 J

E®)=((1,1,1))
b) A ¢ diagonalizzabile perché la molteplicita algebrica e geometrica dei sui autovalori coincidono.

La matrice diagonalizzante é:
-3

1
P = 1
1

N O =

2
0
c) Poiche A ¢ diagonalizzabile, A e C sono simili se anche C' ha gli stessi autovalori di A ed &

anch’essa diagonalizzabile (cio¢ sono simili alla stessa matrice diagonale). Perche A e C' abbiano
gli stessi autovalori (A = 4 doppio, e A = 8) deve essere ¢ = 8. Inoltre per tale valore I’autospazio

E@4)diCe
010 ] 0 x=t
Ec(4) =N(C —4I): 0 00 | 0l=<Xy=0 = Ec(4)=((1,0,0)) = dim(Ec(4)) =1
0 0 4] 0 2=0
Di conseguenza C non e diagonalizzabile e A e C' non sono mai simili.
O
Esercizio 9.28. Si consideri la matrice ad elementi reali
3—k -1 0
A= k 2 k
0 1 3-k%

a) Determinare gli autovalori della matrice A.
b) Stabilire per quali valori del parametro reale k la matrice data é diagonalizzabile.

SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A sviluppando rispetto alla prima colonna:
paN) =B —=k—=X)-[2=-NB—=-k—=X) -k +kB-kE=))
=@B-k—-XN2-MNB—-k=XN—-kB—-k—XN+k(B—-k-=X)
=B-k-N2-NB-k-N)=0B-k-)*2-))
Quindi gli autovalori di A sono:
A =2
A2 =3 —k almeno doppio
Notiamo che possiamo solo dire che Ay ¢ almeno doppio, in quanto se k¥ = 1 avremmo un unico
autovalore Ay = A\ = 2, triplo.
b) Per stabilire se la matrice ¢ diagonalizzabile dobbiamo calcolare la dimensione dell’autospazio
E(—k+ 3), che deve essere almeno 2 (la dimensione deve essere 3 nel caso k = 1 quando si ha un
unico autovalore A\; = Ay = 2 triplo).

Calcoliamo quindi 'autospazio E(3 — k) relativo all’autovalore Ay risolvendo il sistema omo-
geneo associato alla matrice A — (3 — k)I:

0 -1 0 17 k k-
k k=1 k| = -I 0 1
0 1 0 IIT+1 (0 0

{km—i—(k—l)y—i—kz:O :>{kx—|—k;z=O

1 k
0o =
0

y=0 y=0
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Per risolvere il sistema dobbiamo distinguere due casi
— Se k =0, allora il sistema si riduce alla sola equazione y = 0, quindi ha soluzione

e E(—k+3)=E(3)=((1,0,0), (0,0,1)). In particolare E(—k + 3) ha dimensione 2 uguale
alla molteplicita algebrica di A2 (Notiamo che per k = 0, A\; = 2 & singolo e Ay = 3 & doppio).
Di conseguenza se k = 0 la matrice ¢ diagonalizzabile.

— Se k # 0 possiamo dividere la prima equazione per k ottenendo il sistema equivalente

n 0 r=t
x+z=

v= z=—t
Quindi in questo caso E(—k + 3) = ((1,0,—1)). In particolare E(—k + 3) ha dimensione

1 minore della molteplicita algebrica di As. Di conseguenza se k # 0 la matrice non &
diagonalizzabile.

O

Esercizio 9.29. Sia S Uendomorfismo di R* con matrice associata

3.0 1/2 0
—2 b b-3 0
A=19 0 3 o
00 0 2

rispetto alla base canonica.

a) Determinare autovalori e autovettori di S.
b) Trovare i valori di b per i quali S ¢é diagonalizzabile.

SOLUZIONE:

a) Il polinomio carateristico di A é:
paN) =2=Nb-N[B-1)?=1]=2-1)0b-NA-2)(A-4)

Per determinare esattamente gli autovalori dobbiamo distinguere 3 casi
—Seb#£2,4 A=2 doppio, A\=4, A=1b
—Seb=2;: A=2 triplo, A=14
— Seb=4: A=2 doppio, A =4 doppio
Determiniamo l'autospazio E(2):

1 0 $ 0] 0 10 £ 0] 0
~2 b=2 b=3 0 | 0| _ IT+2I |0 b=2 b=2 0 | 0
2 0 1 0 | O TIHI+IT|0 b—2 b=2 0 | 0
0 0 0 0] 0 0 0 0 0] 0
10 3 010
N 0 b—2 b—2 0 | 0
IIT—110 0 0 0] 0
0 0 0 0] 0

Dobbiamo distinguere due casi
- Seb#2, E2)=((—%,-1,1,0), (0,0,0,1))
- Seb=2, E(2) =((-3%,0,1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1))
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Determiniamo autospazio E(4):

-1 0 10 |0 -1 0 i 0 |0
-2 b—4 b-3 0 | 0O IT—21 |0 b—4 b—4 0 | O
2 0 -1 0 | 0 INT+II|0 b—4 b—4 0 | 0
0 0 0 -2 1 0 0 0 0 -2 1] 0
-1 0 i 0 | o0
_ 0 b—4 b—4 0 | 0O
IIr—I11(o 0 0 0 | 0
0 0 0 -2 | 0
Dobbiamo distinguere due casi
— Seb#4, E(4) =((3,-1,1,0))
—Seb=4,E(4)=((3 0,1,0),(0,1,00
Determiniamo autospazio E(b) nei casi b # 2, 4:
3-b 0 % 0 | o0 II -2 0 b-3 0 | O
-2 0 b-3 0 | O I 3-b 0 % 0 | o0
2 0 3-b 0 | ol II+I1rj{ o o 0 0 |0
0 0 2—-b | 0 0 0 0 2-b | 0
-2 0 b—3 0 | 0
L 2AT+B=HI| 0 0 > +6b—8 0 | O
0 0 0 0 | 0
0 0 0 2-b | 0

Avendo supposto b # 2,4 si ha 2 —b # 0 e —b? + 6b — 8 # 0, quindi

— Se b 2,4, B(b) = ((0,1,0,0))
b) Abbiamo trovato che:
— Se b # 2,4, allora dim(E(2)) = 2, dim(E(4)) =1, dim(E(b)) = 1, quindi T & diagonalizza-
bile.

— Se b =2, allora dim(E(2)) = 3, dim(E(4)) = 1, quindi T ¢ diagonalizzabile.
— Se b =4, allora dim(E(2)) = 2, dim(E(4)) = 2, quindi T' ¢ diagonalizzabile.

Infine T' & sempre diagonalizzabile.

Esercizio 9.30. Sia A la matrice reale dipendente dal parametro k

1 0 k?
A=10 k O
1 0 1

a) Determinare per quali k la matrice A ¢ diagonalizzabile.
b) Per i valori determinati in a), trovare una base di R® formata da autovettori di A

SOLUZIONE:

a) Il polinomio caratterestico di A ¢
paN) = (k= N[(1=XN)?—k]= (k= AN\ =22+ 1§’

Quindi gli autovalori, non necessariamente distinti, sono A =k, 1+ k, 1 — k. Distinguiamo i casi
in cui gli autovalori possono essere doppi:

— Se k=0, allora k+1=—k+1=1 & un autovalore doppio,

— Se k=3, allora k = —k + 1 = 1 & un autovalore doppio,

— Se k #0, % i tre autovalori sono distinti.
Di conseguenza dobbiamo distinguere tre casi per studiare la diagonalizzazione.

— Se k = 0 l'autovalore A = 1 & doppio, quindi dobbiamo stabilirne la molteplicita geometrica.

0 0 O
E)=NA-I): [0 -1 0
1 0 0

Poicheé rg(A — I) = 2, dim(E(1)) = 1 e A non & diagonalizzabile.
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— Se k= % I’autovalore A = % & doppio, quindi dobbiamo stabilirne la molteplicita geometrica.

1 1 $ 0 3 41 2 0 1
E(2>:N(A—QI>: 0 0 0= 0 0 0] =
1 0 & 2[II-41[0 0 0
=1t 1
2r+2z=0=><y=s :>E<2>:<(1,0,—2), (0,1,0))
z=—2t
Poiché A = 5 ha molteplicita algebrica e geometrica 2 e l'altro autovalore A = k+ 1 = % e

1
2
singolo, per k = % la matrice A & diagonalizzabile.
— Se k#0, % i tre autovalori sono distinti e singoli, quindi A & diagonalizzabile.
b) Calcoliamo gli autospazi:

0 k2 IIr[7 1 0 1—k%
0 0 |=1 |1-k 0 kK |=
0 1—k II 0 0 0

10 1—k B
II—(1-kI|0 0 2k—1 v+ (1—-k)z=0
(2k—1)z=0

0 0 0

Dobbiamo distinguere due casi:

—Se k=1, E(k) = E(3) = ((1,0,—2), (0,1,0)). Notiamo che avevamo gia calcolato tale

autospazio al punto precedente.

1-k

B =N(A—kD): | 0
1

-k 0 K2 IIrT|11 0 -k

Ek+1)=NA—-(k+1)D): [0 -1 0|=-II|0 1 0]|=
1 0 —k I |-k 0 K2

10 —k N v = kt
01 0 ;»{x TV Sly=0 = EE+1) ={(k01)
IHI+kI|0 0 0 y=0 A

k0 K] It o0k
EQ—k)=NA-(1—-kKI): |0 2k—=1 0| =-IT|0 2k—1 0| =
1 0 k I |k 0 k2
1 0 k
0 2k—1 0
IIT—kIj0 0 0

Anche in questo caso bisogna distinguere due casi:
— Se k# 1, E(—k+1) = ((—k,0,1)).
—Sek=3, E(-k+1)=FE (%) =((-3,0,1), (0,1,0)). Notiamo che avevamo gia calcolato
tale autospazio sia al punto precedente che calcolando E(k) nel caso k = %

Infine una delle basi cercate &
1
B=1{(0,1,0), (k,0,1), (—k,0,1)}, sek;éo,i,

B=1{(0,1,0), (1,0,-2), (1,0.2)},  sek=_,

Notiamo che in realta non e necessario distinguere i due casi, anche se le basi sono ottenute da
autospazi differenti, in quanto ponendo k = % nella prima base si ottiene comunque la seconda

base.
O
Esercizio 9.31. Si consideri la matrice
1 0 -1 1
0 k£ O 0
A= -1 0 1 -1
3 0 O 3
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a) Calcolare gli autovalori di A.
b) Stabilire per quali valori reali di k la matrice A diagonalizzabile.

SOLUZIONE:

Calcoliamo il polinomio caratteristico di A sviluppando rispetto alla seconda colonna:

PAON) = (1=2)-[(2 = A)(2k — ) —4K] = (1 - ) [\ — (2% +2))]
= A1 =N\ — (2k +2)]

Quindi gli autovalori di A sono

A=0, A=1, A=2k+2

Dobbiamo ora distinguere tre casi:

e Se 2k +2 # 0,1, allora A ha tre autovalori distinti ed ¢ diagonalizzabile.
e Se 2k +2 =0, cioe k = —1 allora lautovalore A = 0 & doppio (mentre A = 1 & singolo), quindi
per stabilire se A ¢ diagonalizzabile dobbiamo calcolare la dimensione di E(0):

2 0 4 1/21 1 0 2 T =2t
11 —1|=II+1/2I1 [0 1 1| ={y=—t = E0)=(-2-1,1))
-1 0 -2 IIT+1/2I {0 0 O o
Quindi per k£ = —1 l'autovalore A = 0 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1
e A non ¢ diagonalizzabile.
e Se 2k +2 =1, cioe k = f% allora l'autovalore A = 1 & doppio (mentre A = 0 & singolo), quindi

per stabilire se A & diagonalizzabile dobbiamo calcolare la dimensione di E(1):

1 0 4 =0
—% 0 0|=¢y=t = E(@1)={0,1,0)
-3 0 =2 z=0
Quindi per k = —% I’autovalore A = 1 ha molteplicita algebrica 2, ma molteplicita geometrica 1

e A non ¢ diagonalizzabile.
O

Esercizio 9.32. Sia T l’endomorfismo di Ra[z] che associa al polinomio p(z) = ax? + bx + ¢ € Ra[z]

il polinomio

T(p(x)) = (a + kb)x® + (ka + b)x + kc.

a) Trovare la matrice associata a T rispetto alla base {x% x,1}.
b) Calcolare gli autovalori di T.

SOLUZIONE:

Notiamo che il generico polinomio p(x) = az?+bx +c € Ry[r] ha componenti (a, b, ¢) rispetto alla base

{22,2,1}. In particolare p(z) = 22 ha componenti (1,0,0), p(z) = z ha componenti (0,1,0) e p(x) =1 ha
componenti (0,0,1). In sostanza la base {x?, x,1} corrisponde quindi alla base canonica. Inoltre 7' puo
essere vista come applicazione T : R®> — R? tale che:

T(a,b,c) = (a+ kb, ka+b, kc).
a) Calcoliamo la immagini degli elementi della base:
T(z*) =T(1,0,0) = (1,k,0) = 2 + kz
T(z) =T(0,1,0) = (k,1,0) =k’ + =
T(1)=T7(0,0,1) = (0,0,k) =k

Di conseguenza la matrice associata a T rispetto alla base {2, x,1} &

A:

o w =

k
1
0

T O O
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b) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
paN) = (k=X [1=N? k] =(k—-N(1-A—k)(1—-A+k)
Di conseguenza gli autovalori (non sempre distinti) sono
A=k, A=1—k, A=1+k






CAPITOLO 10

Prodotto scalare, ortogonalita e basi ortonormali

Esercizio 10.1. Dati i sequenti vettori di R* si calcoli il prodotto scalare (vi,vj) peri,j=1,2,...

V1 = (6,3) Vg = (—1,0) V3 = (1, —2)
va = (=2,0) vs = (=2, 10) ve = (1,V2)

Esercizio 10.2. Si dica quali tra i vettori dell’esercizio precedente sono ortogonali tra loro.

Esercizio 10.3. Dati i sequenti vettori di R® si calcoli il prodotto scalare (vi,vj) peri,j=1,2,...

e dica quali vettori sono ortogonali tra loro.
vy = (1,3,4) vy = (0,—1,2) vy =(1,2,1)
vy = (—2,3,0) vs = (1,1,1) ve = (1,-3,2)

Esercizio 10.4. Si calcoli la norma dei sequenti vettori
U1 = (_27571) Vg = (]-707 _2) V3 = (77171)
vg = (4,1) vs = (10,1) vg = (—1,-3)

Esercizio 10.5. Si calcoli la distanza tra i vettori vy e v, e tra i vettori vs e vg dell’esercizio precedente.

Esercizio 10.6. Determinare il valore del parametro k € R tale che i vettort
02(1,3,7,—1), w:(3a5717k)

siano ortogonali.

Esercizio 10.7. Siano assegnati i sequenti vettori di R*:
U= (23717071)7 w = (71727072)

a) Si calcoli 'angolo tra i due vettori.
b) Si determini la proiezione ortogonale di v su w.
c) Si scriva v come somma di un vettore vi multiplo di w e di un vettore vy ortogonale a w.

Esercizio 10.8. Si ripeta Uesercizio precedente con i sequenti vettori di R®
v=(3,4,-2), w=(2,1,-1)

Esercizio 10.9. Siano u = (4,2,-2) e v = (3, —3,2) vettori di R®.
a) Calcolare le lunghezze diu e di v (rispetto al prodotto scalare canonico di R*).
b) Trovare tutti i vettori w di lunghezza 1 ortogonali a u e a v.

Esercizio 10.10. Si considerino i vettori di R*
U1 = (05727171)7 Vg = (1505071)
a) Calcolare le lunghezze di vy e di vy (rispetto al prodotto scalare canonico di R4).

b) Determinare la proiezione ortogonale di vy su vs.

279
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Esercizio 10.11. Data la base
B = {Ul = (—1,0, 1), Vg = (0, 1,0), V3 = (1,0,1)}

di R®, si determini una base ortonormale di R® utilizzando il procedimento di Gram-Schmidt a partire da

B.

Esercizio 10.12. Si ripeta [’esercizio precedente partendo dalla base

B= {Ul = (1717 ]-)a V2 = (0,171)7 U3 = (07071)}

Esercizio 10.13. Si ripeta [’esercizio precedente partendo dalla base
B ={v; =(2,0,0), va =(1,2,0), v3=(0,—1,-1)}

Esercizio 10.14. Sia W il sottospazio di R* (con il prodotto scalare canonico) generato dai vettori
vy = (1,1,0,1), v2 =(1,-2,0,0), v3 = (1,0,-1,2).

a) Trovare una base ortonormale di W.
b) Trovare una base del complemento ortogonale di W.

Esercizio 10.15. Si considerino i vettori di R>
V1 = (17271)7 Vg = (1a1a1)

a) Calcolare le lunghezze di vy e di va.
b) Determinare la proiezione ortogonale di vi su vs.
¢) Trovare una base ortonormale del sottospazio di R3 generato dai vettori vy e v.

Esercizio 10.16. Sia U il sottospazio di R® costituito dai vettori (1,2, 23) tali che 221 + o = 0.
Si determini una base ortonormale di U rispetto al prodotto scalare ordinario di R>.

Esercizio 10.17. Sia V il sequente sottospazio di R*
V= < U1 = (1315070)7 U2 = (1327_173) >
Si determini il complemento ortogonale V- di V.

Esercizio 10.18.
a) Partendo dalla base {v1 = (1,0,1), v2 = (2,1,-3), vs = (—1,1,0)}, costruire una base ortonor-
male di R®.
b) Sia U il sottospazio di R? generato da vy e vy. Determinare una base del complemento ortogonale
di U.
Esercizio 10.19. Siano vy = (2,1,1,0) e vy = (—1,1,2,0) e sia V = (v1, v3) C R*.
a) Calcolare 'angolo tra vy e va.
b) Trovare una base del complemento ortogonale di V.
Esercizio 10.20. Sia V il sottospazio di R® di base B = {v; = (1,2,0), vy = (2,4, —1)}.
a) Si trovi una base ortonormale di V' a partire da B.
b) Si trovi una base ortonormale del complemento ortogonale V* di V.

Esercizio 10.21. Sia T : R®* — R? la funzione lineare tale che
T(1,-2,1) = (2,1), T(1,0,0) = (—1,2), T(0,1,0) = (—1,0).

a) Che dimensione ha Uimmagine di T'?
b) Si determini una base ortonormale (rispetto al prodotto scalare canonico di R®) del nucleo di T.

Esercizio 10.22. Sia W il sottospazio di R? costituito dai vettori (1,29, x3) tali che x1—2x9+x3 = 0.
Si determini una base ortonormale di W rispetto al prodotto scalare canonico di R3.
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1. Suggerimenti

Prodotto scalare: Sia V uno spazio vettoriale. Un prodotto scalare di V' & una applicazione
(w):VxV—- R
(u,v) = (u,v)

che gode delle seguenti proprieta:

e proprietd simmetrica: (u,v) = (v, u) YV u,veR,

e bilinearitd: (cu+ fv,w) = a(u,w) + B (v,w) Yu,v€eR «,f€R,

o definita positiva: (u,u) > 0Vu €V e (u,u) =0 sse u = 0.
(Notiamo che si usa la stessa notazione per la coppia (u, v) e per il loro prodotto scalare (u,v), ma il primo
¢ una coppia di vettori mentre il secondo & un numero)

Il prodotto scalare canonico di R" (che noi considereremo salvo diversa indicazione) é: dati u =
(fUi)i:L..,n €v= (yi)izl,..,ni

n
(,0) =Y wigi =u- "
i=1

Norma o lunghezza: definiamo norma o lunghezza di un vettore v il numero

| v[=V(v,v)
Notiamo che

(v,0) = v |?

Angolo tra due vettori. Dati due vettori u,v € V e indicato con ¥ Iangolo convesso tra essi, si
ha

Ortogonalita. Due vettori u,v € V sono ortogonali se (u,v) = 0.

Proiezione ortogonale su un vettore. Dati due vettori u,v € V si chiama proiezione ortogonale
di u su v il vettore

) (wy)
o) =15 T ()

e pr,(u) € un vettore parallelo a v,

e u — pry(u) & un vettore ortogonale a v,

o u = (u—pry(u)) + pry(u), ovvero ogni vettore u pud sempre essere scritto come somma di di un
vettore ortogonale e di uno parallelo ad un altro vettore v.

Complemento ortogonale. Dato uno spazio vettoriale W C R", chiamiamo complemento ortogonale di
W lo spazio vettoriale

Wt ={ueR"| (u,w)=0VYwe W}

W & uno spazio vettoriale.

Insieme ortonormale & un insieme {vy,vs,...,v,} di vettori:
o a due a due ortogonali: (v;,v;) =0peri#j=1,...,n,
e dinorma 1: | v; |=1= (vs,v;) peri=1,...,n



282 10. PRODOTTO SCALARE, ORTOGONALITA E BASI ORTONORMALI

Gram-Schmidt. Permette di individuare una base ortonormale
B = {u1,ua,...,up}
a partire da una base qualsiasi
B ={v1,ve,...,u,}

nel seguente modo.
Determiniamo innanzitutto a partire da B una base

B ={wy,wa,...,w,}

di vettori a due a due ortogonali (non necessariamente di norma 1). Notiamo che siccome dei vettori w; ci
interessa solo 1'ortogonalita, possiamo sostituire un vettore w; ottenuto con un qualsiasi suo multiplo. In
particolare per ottenere la base B’ cercata e sufficiente rendere i vettori w; di norma 1, dividendoli per la
loro norma.

® Wi =17
(v2,w1)
e T RN
L _ e U3 W) U, W2)
: W3 = U3 — Pru, (V3) — Pruw, (v3) = v3 (w1, w1) w1 (wa,wa) 2
’ 1
~— (Un,w;)
° = Un — ZPTm vn =Un — Z s Wy
 (wy,w;)
Quindi
w1 W2 w3 Wn,
Uy = 77— U2 = 77— Uz = 77— ) Up = 77—
[ wi |l | w2 || | ws || | wy ||

La base canonica ¢ una base ortonormale.

Proiezione ortogonale su uno spazio vettoriale. Siano V e W due spazi vettoriali tali che W C V|
e sia {e1, ea, -, e, una base ortonormale di W. L’applicazione

Py:V — V

¢ detta proiezione su W.

e Py ¢ una applicazione lineare (endomorfismo di V).

e Dato un vettore v € V, il corrispondente vettore w = Py, (v) appartiene a W.

e Dato un vettore v € V, il corrispondente vettore w = Py (v) & 'unico vettore di W tale che il
vettore v — w appartiene a W+,

2. Soluzioni

Esercizio 10.1. Dati i sequenti vettori di R? si calcoli il prodotto scalare (v;,v;) peri,j=1,2,...,6:
v = (6,3) Vo = (—1,0) V3 = (1, —2)
vy = (—2,0) vs = (—2,10) vs = (1,V/2)
SOLUZIONE:

Notiamo che per le proprieta del prodotto scalare (v;,v;) = (vj,v;), calcoleremo quindi tali prodotti
una sola volta.
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(v1,v1) =6-6+3-3 =45
(v1,v2) =6-(=1)+3-0=—-6
(v1,v4) =6-(—-2)+3-0=—12

(v1,v6) =6-1+3-V2=06+3V2
( )=-1-140-(-2)=-1
(vg,v5) ==1-(=2)+0-10=2
(v3,v3) =1-1+(=2)-(=2) =5
(v3,v5) = 1+ (—2) + (—2) - 10 = —22
( )=-2-(-2)+0-0=4

(v, v6)
(vs,ve)

Il
\
[\
-
+
<
5
|
[\
+
+
o
g

1+3-(-2)=0

(=2) +3-10 =18
=—1-(-1)14+0-0=1
=-1-(-2)+0-0=2

(=2)+(-2)-0=—-2
14 (-2) V2=1-2V2
=—2.(-2)40-10=4

= —2.(=2)+10-10 = 104
=1-1+V2-V2=1+2=3

Esercizio 10.2. Si dica quali tra i vettori dell’esercizio precedente sono ortogonali tra loro.

SOLUZIONE:

Due vettori sono ortogonali tra loro se il loro prodotto scalare & zero, quindi gli unici vettori dell’esercizio

precedente ortogonali tra loro sono v e vs.

|
Esercizio 10.3. Dati i sequenti vettori di R® si calcoli il prodotto scalare (vi,v) peri,j=1,2,...,6,
e st dica quali vettori sono ortogonali tra loro.
vy = (1,3,4) vy = (0,-1,2) vy = (1,2,1)
vy = (—2,3,0) =(1,-3,2)
SOLUZIONE:
(vl,vl): (v1,v2) =6 (v1,v3) =11 (v1,v4) =9
(v1,v5) = (v1,v6) =0 (v2,v2) =5 (vg,v3) =0
(va,v4) = (va,v5) =1 (vo,v6) =7 (vs,v3) =6
(vs,v4) =4 (vs,v5) =4 (vs,v6) = —3 (vg,v4) = 13
(vg,v5) =1 (vg,v6) = —11 (vs,v5) =3 (vs,v6) =0
(vg,vg) = 14
I vettori ortogonali tra loro sono:
U1 € Vg, Us € Vg
O
Esercizio 10.4. Si calcoli la norma dei sequenti vettori
vy = (—=2,5,1) vy = (1,0,-2) vy =(7,1,1)
vy = (4,1) vg = (—1,-3)

SOLUZIONE:

La norma di un vettore & data dalla radice quadrata del prodotto scalare del vettore per se stesso:

[[ull =

Di conseguenza
[[o1]] = V30, [[val| = V5,
[oall = V17,

lus|l = V101,

(u, )

[os]| = V51,
|lve|| = V/10.
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O

Esercizio 10.5. Si calcoli la distanza tra i vettori vy e va, e tra i vettorivs e vg dell’esercizio precedente.

SOLUZIONE:

La distanza tra due vettori ¢ data dalla norma della loro differenza.
d(u,v) = Ju— o]
Di conseguenza
d(vy, v2) = (3, -5, =3)|| = V43
d(vs, ve) = [|(~11, —4)[| = V137

|
Esercizio 10.6. Determinare il valore del parametro k € R tale che i vettori
v=(1,3,7,-1), w=(3,51,k)

siano ortogonali.

SOLUZIONE:

Due vettori sono ortogonali se il loro prodotto scalare ¢ zero.

(v,w)=3+15+7T—-k=25-k = (v,w)=0sek=25

Quindi v e w sono ortogonali se k = 25

|

Esercizio 10.7. Siano assegnati i sequenti vettori di R*:
v=(2,-1,0,1), w=(-1,2,0,2)
a) Si calcoli 'angolo tra i due vettori.
b) Si determini la proiezione ortogonale di v su w.
c) Si scriva v come somma di un vettore v multiplo di w e di un vettore va ortogonale a w.

SOLUZIONE:

a) Se indichiamo con ¥ angolo (convesso) tra i due vettori, sappiamo che

cos(9) = 7@’“})
[oll-lwl
Poiché
(ww)=—2-242=-2, [v]|=vG, [w|=vE=3,
otteniamo
-2 2
cos() = —=—=——+== —@
V63 3v6 9

e

¥ = arccos (_?)7 con0<d<m

b) La proiezione ortogonale di v su w & il vettore

~ (v,w) o= (v, w) cw
o) = 150 Y (o, 0)

Notiamo che pr,,(v) & un vettore multiplo di w.
Sappiamo gia che (v,w) = —2, inoltre (w,w) =|| w ||*= 3% = 9, quindi

) = 2 2 4 4
TwV)=— w=\|z, —5, U, —%
p 9 9 9 9
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¢) Dalla teoria sappiamo che il vettore v—pr,, (v) € un vettore ortogonale a w (¢ comunque immediato
verificarlo), quindi possiamo prendere:

v1 = pry(v)  multiplo di w
vy = v — pry(v) ortogonale a w
V1 F+ v =0

Quindi

Esercizio 10.8. Si ripeta [’esercizio precedente con i sequenti vettori di R3

v=(3,4,-2), w=(2,1,-1)

SOLUZIONE:
e La proiezione ortogonale di v su w ¢ il vettore

~ (v,w) o (v, w) Cw
Pro(®) = 52 Y (wrw)

Notiamo che pr,,(v) ¢ un vettore multiplo di w.
(v,w) =12
(w,w) =6
quindi
12
Py (V) = 5 Y= (4, 2, -2)

e Dalla teoria sappiamo che il vettore v — pr,,(v) & un vettore ortogonale a w , quindi possiamo

prendere:
v1 = pry(v)  multiplo di w
vy = v — pry(v)  ortogonale a w
V1 +v =0

Quindi

Esercizio 10.9. Siano u = (4,2,-2) e v = (3, —3,2) vettori di R®.

a) Calcolare le lunghezze diu e di v (rispetto al prodotto scalare canonico di R?).
b) Trovare tutti i vettori w di lunghezza 1 ortogonali a u e a v.

SOLUZIONE:
a) Ricordiamo che ||ul| = /(u, u), quindi:
Jull = VF ST (27 = VB = 26
ol = V(P = VE

b) Siw = (x,y, z) il generico vettore di R® e imponiamo la condizione che sia ortogonale a u e a v,
ovvero (u,w) = (v,w) = 0:
dr+2y—22=0
3z —-3y+2z=0
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Risolviamo il sistema. considerando la matrice associata

4 2 =2 0 :>1/2I 2 1 -1 10 N 20 4+y—2=0
3 -3 2 | 0 Ir+1(v -1 0 | O Te—y=0
r=t
= y="Tt
z2=2t+Tt=09t

Quindi il generico vettore w ortogonale a u e v & del tipo
(t,7t,9t)

Imponiamo ora la condizione che w abbia norma 1:
1

V131

VEF T2+ 02 =1 = V1312 =1 =>t=+

Quindi abbiamo due possibili scelte per w:

1 7 9
= i b b
v (\/131 V131 \/131)

|
Esercizio 10.10. Si considerino i vettori di R*
vy =(0,-2,1,1), we=(1,0,0,1).
a) Calcolare le lunghezze di vy e di vy (rispetto al prodotto scalare canonico di R*).
b) Determinare la proiezione ortogonale di vy su vs.
SOLUZIONE:
a) La lunghezza di un vettore corrisponde alla sua norma:
lor = vVi+1+1=V6
|v2 |l=VI+1= V2
b) Utilizzando la formula per calcolare la proiezione ortogonale di v; su ve otteniamo:
P, (V1) = EZ;Z; cvg = % -(1,0,0,1) = (;, 0, 0, ;)
|

Esercizio 10.11. Data la base
B= {Ul = (_1707 1)’ V2 = (07170)a V3 = (17071)}

di R?, si determini una base ortonormale di R® utilizzando il procedimento di Gram-Schmidt a partire da

B.

SOLUZIONE:
Sia B’ = {uy, us2, us} la base ortonormale che vogliamo ottenere a partire dalla base B.
Costruiamo prima una base B” = {w;, wa, w3} di vettori a due a due ortogonali (non necessariamente

di norma 1).

wp =01 = (71,0,1)

(U27w )
Wy = vy — Pry, (v2) = va — m cwy = (0,1,0) = 0wy = (0,1,0)
(’Ug,'lUl) cwy — (U37’U}2) W
(whwl) (w2,’w2)
=(1,0,1)—0-w; —0-we = (1,0,1)

W3 = V3 — Pru, (V3) — Pru, (v3) = vz —

A questo punto per ottenere la base cercata basta prendere i vettori u; paralleli a w;, ma di norma 1:



2. SOLUZIONI 287

v _(—1,0,1)_ _L L
wepor= = (550 )

Ug = W2 = (07170)

w3 1 1 1
u3:7:7(17071): (a 0) =
lwsll V2 V2L V2
Notiamo che potevamo osservare dall’inizio che v1, vs e v3 sono gia ortogonali, quindi era sufficiente
normalizzarli per ottenere a partire da essi una base ortonormale.

O

Esercizio 10.12. Si ripeta l’esercizio precedente partendo dalla base

B={v;=(1,1,1), va =(0,1,1), v3 = (0,0,1)}

SOLUZIONE:

Sia B = {u1, ug, us} la base ortonormale che vogliamo ottenere a partire dalla base B. Per facilitare i
conti scambiamo innanzitutto 'ordine di vy, vy € vg in B (cambiando i nomi per evitare confusioni):

B={v; =(0,0,1), v5 =(0,1,1), vs = (1,1,1)}
Come nell’esercizio precedente costruiamo prima una base B” = {wy, wa, w3} di vettori a due a due
ortogonali (non necessariamente di norma 1).
wy = vy = (0,0,1)

_ (vy,w1)

1
w2 = Ué — PTw, (UIZ) = Uy (wl wl) Twr = (07 17 1) - I : (0707 1) = (Oa 150)

(Uéﬂwl) Swy — (’Uévw2) Cw
(wlawl) (w27w2)

1 1
:(17171)71(05071)71(03150):(17070)

w3 = vZIS — Pru, (0/3) = PTw, (UQ/B) = Ué -

Notiamo che in questo caso i vettori ottenuti hanno gia norma 1, quindi
(751 :wlz((),(),l), U2:w2:(0,1,0), u3:w3:(1,0,0)
Infine

B ={(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0) }

Esercizio 10.13. Si ripeta [’esercizio precedente partendo dalla base

B = {v; = (2,0,0), va = (1,2,0), v3 = (0,—1,—1)}

SOLUZIONE:
Sia
B' = {uy, ua, us}
la base ortonormale che vogliamo ottenere a partire dalla base B.

e ]l vettore u; lo otteniamo normalizzando vy:

U1 (27()’0)
e T e I S

e Per calcolare il vettore us cominciamo con il calcolare il vettore wsy ortogonale a u;:
wy = vy — (v, u1)ur = (1,2,0) —1-(1,0,0) = (0,2,0)
Quindi

Wa (0,2,0)

= —_— = = ]_
oo = 2~ (01O

U2
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e Anche per calcolare il vettore ugz calcoliamo prima il vettore ws ortogonale a uy e us.
w3 = v3 — (v3,u1) ur — (v3,uz) uz = (0,—1,-1) =0 —(=1) - (0,1,0)
= (0,0,—-1)
Notiamo che w3 € gia normale, quindi uz = ws = (0,0, —1).
O

Esercizio 10.14. Sia W il sottospazio di R* (con il prodotto scalare canonico) generato dai vettori
vy = (1,1,0,1), vy = (1,-2,0,0), v3 =(1,0,—1,2).

a) Trovare una base ortonormale di W.
b) Trovare una base del complemento ortogonale di W .

SOLUZIONE:

a) Notiamo che l'insieme {v1, va, v3} & una base di W in quanto i vettori sono linearmente indi-
pendenti (la matrice associata ha rango 3). Per determinare una base ortonormale {u1, usa, us}
dobbiamo utilizzare il metodo di Gram-Schmidt, costruendo prima una base {w;i, we, ws} di
vettori a due a due artogonali (non necessariamente di norma 1).

w1, = V1 = (1,1,0,1)

(v2, w1) 1,

Wy = vy — Pryy, (v2) = vy — (o) cwp =
b

4 5 1
- <3’3’0’3>

Prima di procedere notiamo che dei vettori w; ci interessa solo la direzione (in modo che siamo
tra loro ortogonali), ma non la lunghezza. Quindi ci conviene sostituire il vettore trovato con un
suo multiplo:

4 5 1
w2 = 3- (3,_3a0a 3) = (4a _570?1)

~1
=2,0,0) = = (1,1,0,1) =

w3 = U3 _prwl(vi’)) prwz(”&) = V3 — ( ) w1 — 7( ) - Wo
3 6 4 2 6
=(1,0,-1,2) — =-(1,1,0,1) — — - (4,-5,0,1) = | —=,—=, -1, =
(7 ) b ) 3 (7 ) ) ) 42 (7 ) ) ) ( 77 7’ ,7)

Anche in questo caso ci conviene sostituire il vettore trovato con un suo multiplo:

4 2 6
w3 = -7 <_7a _?a_lv 7) = (47277’ _6)

A questo punto per ottenere la base cercata basta prendere i vettori u; paralleli a w;, ma di
norma 1:

11
e NERvER \/§>

||w1||

0,

-
= ||w2|| (f*z \/54*2 ¢1I)

N
o

2 7 6
u ,—
5T ||w3|| (\/ 105" /105" /105 \/105>

Infine una base ortonormale di W &

e ) e ve ) (de vis vieviw) |

b) 1l complemento ortogonale W+ & formato dai vettori di R* ortogonali ai vettori di W, ovvero
ortogonali agli elementi di una sua base, quindi

L ={(z,y,z,w) |z +y+w=0, 2 -2y =0, v — z+ 2w =0}
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Risolviamo quindi il sistema omogeneo ottenuto:

1 1 0 1] 0 1 1 0 1 |0

1 2 0 0| o0=1-1l0 3 0 -1 ] o=
1 0 -1 2 | o mr-r1lo -1 -1 0

z= -2

0 _ i

0 -3 0 -1 | ofl=?¢Y7 53

O t

4 Vit eR
3rrr—1110 0 -3 4 | £=3
t

w =
Infine

B(WJ_) = { (_27_17473) }

Esercizio 10.15. Si considerino i vettori di R>
U1 = (1>271)7 V2 = (17131)

a) Calcolare le lunghezze di vy e di vs.
b) Determinare la proiezione ortogonale di v su vs.
c) Trovare una base ortonormale del sottospazio di R? generato dai vettori vy e vs.

SOLUZIONE:
a)
fv = VI2+22+12 =6
o2 = V12412412 = V3

(v1,v2) 4 4 4 4
Y = g = (L) =(=,=,-).
Pro; (V1) (va,v2) 27 3 (L1 =13:33

c) Sia {u1,us} la base ortonormale cercata. La cosa pitt semplice per sfruttare i conti gia fatti e
considerare

1 1

]

1 1
“1:||w|:¢§“’1’”:<¢§’ 33

w

Quindi

1 2 1
W = V1 — (U17u1) cUp = V1 —pTvQ(Ul) = (17271) - ( ) = <—3, 35—3)

Notiamo che ws € parallelo a (—1,2,—1), quindi
o (-1,2,-1) ( 1 2 1
[ (=1,2,-1) |
Infine la base ortogonale cercata &

{(111) <12 S
V3 V3 V3K 6 V6 V6

Esercizio 10.16. Sia U il sottospazio di R? costituito dai vettori (x1,x2,23) tali che 2x1 + 29 = 0.
Si determini una base ortonormale di U rispetto al prodotto scalare ordinario di R3.

U2

O

SOLUZIONE:

Gli elementi di U sono i vettori di R? tali che 2x1 + x92 = 0, ovvero
x1 =t
To9 = —2t Vs,t e R

xr3 =S
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Quindi
U={(1,-2,0), (0,0,1))

Poiché i due generatori sono tra loro ortogonali, per ottenere una base ortonormale di U & sufficiente
prenderli di norma 1:

|
Esercizio 10.17. Sia V il sequente sottospazio di R*
V={_v1=(11,0,0), vo=(1,2,-1,3) )
Si determini il complemento ortogonale V+ di V.
SOLUZIONE:
Sia u = (x,y, z,w) il generico elemento di V*. Per la condizione di ortogonalita deve essere
(u,v1) = (u,v2) =0
ovvero
r=—1
{2igyoz+3w—0 - Z:i+3s veteR
w=s
Quindi
V4t ={(~1,1,1,0) - t +(0,0,3,1) - s | Vs,t € R}
=((-1,1,1,0), (0,0,3,1) )
|

Esercizio 10.18.
a) Partendo dalla base {v1 = (1,0,1), ve = (2,1,-3), vs = (—1,1,0)}, costruire una base ortonor-

male di R®.
b) Sia U il sottospazio di R? generato da vy e vy. Determinare una base del complemento ortogonale
di U.
SOLUZIONE:
a) Sia B = {u1, ug, usz} la base ortonormale che vogliamo ottenere a partire dai tre vettori.

Cominciamo a costruire una base ortogonale B’ = {w1, wa, ws}.
wp =1 = (1307 1)

-1 5 5
Wy = Vg — Pry, (v2) == (2,1, -3) — -5 (1,0,1) = (27 1, —2>
—wy = (5,2, -5)
-1 -3 4 20 4
w3 = V3 — Pry, (V3) — pra, (v3) = (—1,1,0) — 5 (1,0,1) — 3—4(5,2, —5) = <_18’ T 18)
W3 = (_1757 1)

Ora basta normalizzare 1 vettori trovati:

wy = U :(170,1):(101
[Joa | V2 V2 V2

uy = 2 (5,2,5)( 502 5)
[|wa|| V54 3v6'3v6" 3v6

y — 3 :(—1,5,1):(_ 1 5 1 )
[[ws]| V27 3v3' 3v3 3V3

La base ortonormale cercata & B = {u1, ug, us}.
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b) Sia U = (v1,v2) e sia w = (z,y,2) € UL. Imponiamo quindi a w I'ortogonalita agli elementi di
U, ovvero agli elementi di una base di U:

(w,v1)=0 = z+2=0
(w,12) =0 = 2x4+y—32=0

Risolvendo il sistema otteniamo

T =—t
y=5t VteR = B(U*Y) ={(-1,51)}.
z=1t
|
Esercizio 10.19. Siano vy = (2,1,1,0) e vy = (—1,1,2,0) e sia V = (v1, v3) C R*.
a) Calcolare ’angolo tra vy e va.
b) Trovare una base del complemento ortogonale di V.
SOLUZIONE:
a) Indichiamo con ¥ 'angolo tra v; e vo. Sappiamo che
(v1,v2) 1 1 (1)
cos(¥) = = = = ¥ = arccos | =
il - lloall - V6-v6 6 6
b) Il complemento ortogonale di V' & lo spazio
Vi={v=(z.y,2w) R | (v,01) = (v,02) = 0}
= {v: (z,y,z,w) ER* |22+ y+2=0, —z4+y+22=0 }
Risolviamo il sistema di due equazioni in quattro incognite:
T = %t
2 = = - _5
r+y+2=0 N 2r+y+2=0 N Y 3t
—z+y+22=0 o2IT+71 |3y +52=0 z =
w=s
Infine una base di V* ¢
B (VL) == { (15 _57370)a (050707 1) }
O

Esercizio 10.20. Sia V il sottospazio di R® di base B = {v1 = (1,2,0), vy = (2,4, —1)}.

a) Si trovi una base ortonormale di V' a partire da B.
b) Si trovi una base ortonormale del complemento ortogonale V+ di V.

SOLUZIONE:

a) Costruiamo prima una base {wy, wy} di vettori a due a due ortogonali (non necessariamente di
norma 1).
wp, = V1 = (1,2,0)

(UQ, ’LU1) 10

Wy = Vg — Pryy, (V2) = vy — (w1, 1) cwy = (2,4,-1) — =3 (1,2,0) = (0,0, -1)

A questo punto per ottenere la base cercata basta prendere i vettori u; paralleli a w;, ma di norma

1:
V1 1 2 >
U =+—=\(—7=,—7,0], ug = wg = (0,0, —1

S A EE

Infine una base ortonormale cercata ¢

(o) 00)
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b) Il complemento ortogonale di V & I'insieme dei vettori di R® che sono ortogonali ai vettori di V,
e quindi ai vettori di una base di V:

Vi={(z,y,2) R’ |2 +2y=0, 22+ 4y — 2 =0}

Risolvendo il sistema otteniamo

xr = -2t
y=t = V' =((-2,1,0))
z2=0

Per trovare una base ortonormale ¢ sufficiente prendere il generatore di norma 1:

o ~{( )} {(252)

Esercizio 10.21. Sia T : R® — R? la funzione lineare tale che
T(la _27 1) = (2’ 1)? T(17O7O) = (_172)7 T(07 1a0) = (_170)

a) Che dimensione ha Uimmagine di T'?
b) Si determini una base ortonormale (rispetto al prodotto scalare canonico di R*) del nucleo di T.

SOLUZIONE:
Per risolvere ’esercizio possiamo procedere in due modi:
(1) Determinare la matrice A = M§(T) associata a T rispetto alla base

B={(,-2,1), (1,0,0), (0,1,0) }

di R? ¢ alla base canonica C di R?, tenendo poi conto che i vettori ottenuti nello spazio di partenza
R? (in particolare il Nucleo) saranno espressi rispetto alla base B.

(2) Ricavare l'azione di T sugli elementi della base canonica di R* e determinare quindi la matrice
B = M(T) associata a T rispetto alle basi canoniche.

Consideriamo entrambi 1 metodi.

(1) Con il primo metodo consideriamo la matrice A associata a T rispetto alla base B di R? e C di
R%:

1 2 0

a) La dimensione dell’immagine di T corrisponde al rango di A. Poiché A contiene la sottoma-

trice
-1 -1
2 0

di determinante 2 # 0, la matrice A ha rango 2, quindi
dim(Im(T)) =2

A:Mg(T)z[Z -1 —1]

b) Per determinare il nucleo di T risolviamo il sistema omogeneo associato a A
2 -1 -1 | 0 2r—y—2=0
=
1 2 0 | O 42y =0
T =—2t
2 =2(=2t) —t = —5t

Quindi N(T)) & generato dal vettore (—2, 1, —5) 5, espresso pero rispetto alla base B. Rispetto
alla base canonica tale vettore corrisponde al vettore

—2-v1+1-v3—5-v3=(-1,-1,-2)
Infine
N(T)=((-1,-1,-2))
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Poiche il nucleo ha dimensione uno per determinarne una base ortonormale ¢ sufficiente
prendere come generatore un vettore di norma 1:

1 1 2
Base ortonormale di N(T') = { (, — =
V6 V6 V6

(2) Con il secondo metodo ricaviamo invece la matrice associata a T rispetto alle basi canoniche
di R® ¢ R?, calcolando le immagini di e;, ey, es. Poiché conosciamo gia T'(e;) = (—1,2) e
T(e2) = (—1,0), dobbiamo solo ricavare T'(e3). Sfruttando la linearita di 7" otteniamo:

7(0,0,1) =T7T(1,-2,1) — T(1,0,0) + 27°(0,1,0)
=(2,1) - (-1,2) +2(-1,0) = (1,-1)
Quindi la matrice B associata a T rispetto alle basi canoniche &

p_[1 -1 1] _ -1 -1 1
“l2 0 -1 II+2r(0 -2 1

a) La dimensione dell'immagine di T corrisponde al rango di B, quindi

dim(Im(T)) =2

b) Per determinare il nucleo di T risolviamo il sistema omogeneo associato a B

a0 r=t
roYTE= =<{y=t WVteR
—2y+2=0
z =2t

Quindi
N(T) = < (1,1,2) >

Notiamo che in questo caso il generatore e gia espresso rispetto alla base canonica, ¢ quindi
sufficiente prendere come generatore un vettore di norma 1:

1 1 2
Base ortonormale di N(T') = { (, — =
V6 V6 V6
O

Esercizio 10.22. Sia W il sottospazio di R? costituito dai vettori (1,22, x3) tali che x1—2x9+x3 = 0.
Si determini una base ortonormale di W rispetto al prodotto scalare canonico di R3.

SOLUZIONE:
Gli elementi di W sono i vettori di R? tali che r1 — 2x9 + x3 = 0, ovvero
Ty =25 —1t
To =S Vs,t € R
r3 =1
Quindi
W ={(-1,0,1), (2,1,0))

Per ottenere una base ortonormale di W utilizziamo il metodo di Gram-Schmidt.
Sia v = (—1,0, 1), calcoliamo il vettore u; normalizzando v;:

V1 (—1,0,1) ( 1 1 )
uy = = = -, 07 -
vl V2 V2T T V2
Sia ora vy = (2,1,0). Per calcolare il vettore us cominciamo con il calcolare il vettore wy ortogonale a
Uip:
2 1 1

wa = vy — (va,ur) Uy = (2,1,0) — (_\/5) (-\@, 0, 2)

=(2,1,0) + (-1,0,1) = (1,1,1)
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Per ottenere il vettore ug cercato normalizziamo wsy:

u_w2_(1,1,1)_<1 1 1)
2T well VB \VB VB VB

La base ortonormale di W cercata & quindi

{0 d) o)



CAPITOLO 11

Endomorfismi e matrici simmetriche

Esercizio 11.1. [Esercizio 15) cap. 9 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti,
Scapellato] Calcolare una base ortonormale di R? formata da autovettori per le matrici

1 2 0 1 3 0
A=12 1 0 B=13 -2 -1
0 0 -1 0 -1 1

Esercizio 11.2. Per ognuna delle sequenti matrici simmetriche A si determini una matrice ortogonale
P per la quale PTAP sia diagonale

Esercizio 11.3. Sia T Uendomorfismo di R con matrice associata
4 0 0
A=1(0 5 -1
0 -1 5
rispetto alla base canonica.

a) Stabilire se l'endomorfismo T € diagonalizzabile.
b) Trovare basi ortonormali degli autospazi di T (rispetto al prodotto scalare canonico di R®).
¢) Trovare una base ortonormale di R® formata da autovettori di T.

Esercizio 11.4. Sia A la matrice reale

a) Calcolare il polinomio caratteristico di A.
b) Si pud affermare che A é diagonalizzabile anche senza conoscere gli autovalori?
¢) Trovare una base di R® costituita da autovettori di A.

Esercizio 11.5. Sia A la matrice reale

6 0 -2
A=10 5 0
-2 0 9

Trovare una base ortonormale di R® costituita da autovettori di A.

Esercizio 11.6. Sia A la matrice reale

11
A=11 1
0 0

N OO

Trovare una base ortonormale di R? costituita da autovettori di A.

Esercizio 11.7. Si consideri la matrice reale simmetrica
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a) Trovare una base ortonormale di R? costituita da autovettori di A.
b) Determinare una matrice ortogonale P tale che PT AP sia diagonale.

Esercizio 11.8. Sia T l'endomorfismo di R* definito dalla matrice

4 0 0 O
0 5 0 -1
A= 0 0 6 O
0 -1 0 5

a) Determinare autovalori e autovettori di T
b) Determinare una base ortonormale di R* formata da autovettori di T.

Esercizio 11.9. Si consideri il sequente endomorfismo di R?
T(z,y,2) = (az, b +y+2, y+2)
con a e b parametri reali.

a) Si discuta la diagonalizzabilita di T al variare di a e b in R.
b) Posto a =b =0 si determini una base ortonormale di R® formata da autovettori di T.

Esercizio 11.10. Sia T l'endomorfismo di R® a cui ¢ associata la matrice

2 2 1
A=12 3 O
0 -1 1

rispetto alla base B ={ (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1) }. T ¢ un endomorfismo simmetrico?

Esercizio 11.11. Sia T l'endomorfismo di R a cui ¢ associata la matrice

6 1 3
A=|[-3 1 =2
-3 -1 -1

rispetto alla base
B={(1,1,1), (1,1,0), (1,0,1) }.
a) T é un endomorfismo simmetrico?
b) T ¢ diagonalizzabile?
Esercizio 11.12. Sia T l'endomorfismo do R* cosi definito:
T(z1,22,23,24) = (321,23, T4, —3T2 + T3 + 324)

a) Mostrare che 1 & autovalore di T.

b) Stabilire se T ¢ diagonalizzabile e in caso affermativo trovare una base rispetto a cui T ha matrice
diagonale.
c) L’endomorfismo T é simmetrico?

Esercizio 11.13. Sia T l'endomorfismo di R® cosi definito:

T(x1,29,23) = (221, 222 + V323, V312)

a) Stabilire se T ¢ invertibile.
b) Mostrare che T ¢ un endomorfismo simmetrico.
¢) Trovare una base ortonormale di R® che diagonalizza T.

Esercizio 11.14. Si consideri la funzione lineare (endomorfismo) T : R3 — R? cosi definita:
T(z,y,2) = (2x + 4z, 6y, 4z + 22).

a) Stabilire se T & simmetrica rispetto al prodotto scalare canonico di R3.
b) Se esiste, trovare una base ortonormale di R* costituita da autovettori di T

Esercizio 11.15. Sia T : R* — R? endomorfismo avente come autovettori i vettori v, = (1,1,0), v =
(0,1,1), vs =(0,0,1), rispetto agli autovalori 1,1,2.

a) Calcolare la matrice A che rappresenta T rispetto alla base canonica.
b) T é invertibile?
¢) T ¢ un endomorfismo simmetrico?
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Esercizio 11.16. Sia T l’endomorfismo di Ra[x] che associa al polinomio p(x) = ax?®+bx +c € Ra|z]
il polinomio

T(p(x)) = (a + kb)x® + (ka + b)x + kc.

a) Trovare la matrice associata a T rispetto alla base {x% x,1}.
b) Calcolare gli autovalori di T' e stabilire se T ¢ diagonalizzabile.

1. Suggerimenti

Endomorfismo simmetrico: T : V — V tale che:

(T'(u),v) = (u, T(v)) Yu,v €V

PROPRIETA :

Se T & un endomorfismo e A e la matrice associata a T rispetto a una base ortonormale, allora:
o T & simmetrico < A & simmetrica (cioe A = AT).
e T ha n autovalori reali (contati con la loro molteplicita).
e Autovettori relativi a autovalori distinti sono ortogonali.

Matrice ortogonale: P ¢ una matrice ortogonale se
P.-P" =1 ovvero P~!'=pPT

Notiamo che det(P) = £1, e P & detta ortogonale speciale se det(P) = 1.

Teorema spettrale

e Se T ¢ un endomorfismo simmetrico di V/, allora esiste una base ortonormale di V formata da
autovettori di 7. In particolare T' & diagonalizzabile, cioé esiste una base (ortonormale) di V
rispetto alla quale la matrice associata a T' & diagonale.

e Se A ¢ una matrice simmetrica, allora A ¢ simile a una matrice diagonale D (ovvero A &
diagonalizzabile). Inoltre la matrice diagonalizzante P & una matrice ortogonale:

P 'AP=PTAP=D

2. Soluzioni

Esercizio 11.1. [Esercizio 15) cap. 9 del testo Geometria e algebra lineare di Manara, Perotti,
Scapellato] Calecolare una base ortonormale di R? formata da autovettori per le matrici

1 2 0 1 3 0
A=12 1 0 B=1|3 -2 -1
0 0 -1 0 -1 1

SOLUZIONE:

Cominciamo a determinare gli autovalori della matrice A calcolandone il polinomio caratteristico,
ovvero il determinante della matrice
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Quindi
paA) =1 =)A= A)(-1-X1)=2-2(-1 =) = (-1 = N)[A =)L - A) — 4]
=(=1=XN)(\=2)1-3)

Gli autovalori di A sono i valori di A per cui pa(A) = 0, quindi

A1 = -1 (doppio), A =3
Possiamo ora trovare gli autovettori:
e )\ = —1. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo associato a A + I:
2 2 0 ] 0 r=—t
2 2 0 | 0= 2x+2y=0 =><y=t Vs,t e R = E(-1)={((-1,1,0), (0,0,1))
0 00 ] O s=g

Poiche dalla teoria sappiamo che le matrici simmetriche sono diagonalizzabili, ci aspettavamo che
I’autovalore A = —1 avesse molteplicita geometrica 2.
e )\ = 3. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo associato a A — 31:

-2 2 0 | 0 w2y =0 rx=t

2 -2 0 | 0= =<y=t VteR = E(@3)=((1,1,0)
_ -4z =0

0 0 4 | 0 =0

Siano
U1 = (_17 170)a U2 = (0707 1)a U3 = (17 1a0)

i tre autovettori linearmente indipendenti determinati. Essendo A una matrice simmetrica sappiamo dalla
teoria che i suoi autovettori relativi ad autovalori distinti sono ortogonali tra loro. Inoltre, in questo caso,

anche i due autovettori relativi allo stesso autovalore A = —1 risultano ortogonali: (vi,v2) = 0. Per
determinare la base ortonormale richiesta ¢ quindi sufficiente normalizzare i tre vettori vy, vo e vs:
V1 < 1 1 >
up = =\ "7777= = 0
[[o ]l V2 V2
v
Uy = ” 2H =(0,0,1) = la base cercata ¢ B = {uj, us, us}
V2

" :v3:<1 1 0)
T o] 2 V2

Ripetiamo ora ’esercizio con la matrice B. Cominciamo a determinare gli autovalori della matrice B
calcolandone il polinomio caratteristico, ovvero il determinante della matrice

1-A 3 0
B -\ = 3 -2-X -1
0 -1 1-—A
Quindi
pe(A) =1 =N[(=2-)1 =X =1]=3-31-2) =1 =N)[(-2=A)1 =) =1 9]
=(1-=NA\+A1-12)
Gli autovalori di B sono i valori di A per cui pp(A) = 0, quindi
A =1, A2 = 3, A3 =—4
Possiamo ora trovare gli autovettori:

e )\ = 1. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo asociato a B — I:

0 3 0 | 0 3y =0 r=t
3 -3 -1 | 0]=143r-3y—2=0 =<y=0 Vie R
0 1o 1o |Syo L

= E(1)={((1,0,3))
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e )\ = 3. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo asociato a B — 31I:

-2 3 0 | O -2 3 0 | O
) -
3 -5 —1 | 0| =2[I+3I1|0 -1 -2 | 0 { v+3y=0
0 -1 -2 ] 0 0 -1 -2 | o] l7y—2=0
=3t
=qy=—-2t vte R = E3)=((-3,-2,1))
z=1
e )\ = —4. Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo associato a B + 41:
5 3 0 | 0 5 3 0 | O
5 +3y =0
3 2 -1 | 0| =5IT+-3I{0 1 -5 | 0 {””’y
0 -1 5 | 0 0 -1 5 | of ly=52=0
T =3t
= y=>5t Vte R = E(-4)=((-3,5,1))
z=t

Siano
v = (1,0,3), vy = (—=3,-2,1), vg = (—3,5,1)
i tre autovettori linearmente indipendenti determinati. Essendo B una matrice simmetrica sappiamo dalla

teoria che i suoi autovettori relativi ad autovalori distinti sono ortogonali tra loro. Per determinare la base
ortonormale richiesta si tratta quindi di normalizzare i tre vettori vy, v e vs:

e — V1 _< 1 0 3 )
P el \VIOT T VIO
Vg 3 2 1 R
up = ol = (\/ﬁ’ vt \/ﬁ) = la base cercata ¢ B = {u1, ua, us}

U = V3 _(_ 3 5 1 )
57 Jlusl] V35 V35 V35
[}

Esercizio 11.2. Per ognuna delle sequenti matrici simmetriche A si determini una matrice ortogonale
P per la quale PTAP sia diagonale

1
A:[1 2} A=1(0 1 -1
2 -2
1
SOLUZIONE:

Poiché entrambe le matrici A sono simmetriche, sappiamo dalla teoria che sono sicuramente diagona-
tizzabili. Si tratta di

(1) Determinare gli autovettori di A,
(2) Determinare una base ortonormale a partire dagli autovettori (linearmente indipendenti) di A,
(3) Scrivere la matrice P che ha per colonne gli elementi della base trovata.

La matrice P cosi determinata e diagonalizzante e ortogonale.

Consideriamo prima la matrice

=M +)X—6 = autovalori: \y =2, Ay = —3

(1) pa(N)
e )\ = 2. Consideriamo A — 21I:

e )\ = —3. Consideriamo A + 31I:

[_1 2 0}:>{x:2t vieR = E@2)=((21))

4 2 10 r=t
|:2 1] O}i{yz—% Vi e R = E(=3)=((1,-2))
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(2) Dalla teoria sappiamo gia che autovettori relativi a autovalori distini sono ortogonali. E’ quindi
sufficiente normalizzare gli autovettori linearmente indipendenti trovati:

v = (2, 1), Vg = (1, —2) =

(3) Infine
2 1
r-l
NG NG
Consideriamo ora la matrice
1 0 1
A=1(0 1 -1
1 -1 2

(1) pa(N) = (1= X)(A%2 = 3)\) = autovalori: \; =1, Ay =3, A\3 =0
e )\ = 1. Consideriamo A — I:

00 1 |0 x=t
0 0 -1 | 0/={{y=t VteR =  E1)=((1,1,0))
1 -1 1 | 0 P

e )\ = 3. Consideriamo A — 3I:

-2 0 1 | 0 -2 0 1 | 0 r=—t
0 -2 -1 | 0of = 0 -2 -1 | 0| =>qy=t Vit e R
1 -1 -1 | 0 2IIT+1({0 -2 -1 | O = Ot
=  E@)=((-1,1,-2))
e )\ = 0. Consideriamo A — 0I:
1 0 1 10 1 0 1 ] 0 xr=—t
0o 1 -1 | 0o = 0 1 -1 ] 0]=<y=t Vie R
1 -1 2 | 0 Ir—-r{jo -1 1 | o0 o

= EW0)=((-1,1,1))

(2) Dalla teoria sappiamo gia che autovettori relativi a autovalori distini sono ortogonali. E’ quindi
sufficiente normalizzare gli autovettori linearmente indipendenti trovati:

(% 1 1
— 1,1’0 = = —, —=, 0
=010 w=pr=(7 v ¢
Vg 1 1 2
=(—1.1. -2 = = = - — ——
o =t~ (7 % )
v 1 1 1
U3 = (_1717 1) us = ijn = (_ 35 3a 3>

(3) Infine

Sy
sk

Esercizio 11.3. Sia T Uendomorfismo di R® con matrice associata
4 0 0

A=10 5 -1

0 -1 5
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rispetto alla base canonica.
a) Stabilire se l'endomorfismo T € diagonalizzabile.

b) Trovare basi ortonormali degli autospazi di T (rispetto al prodotto scalare canonico di R? ).
¢) Trovare una base ortonormale di R® formata da autovettori di T.

SOLUZIONE:

a) L’endomorfismo T é sicuramente diagonalizzabile perche & simmetrico.
b) Calcoliamo gli autovalori di T*:
PAN) = (4= N[B-X1)7 =1 =(4-X1)*6-))
Quindi gli autovalori sono:

A1 =4 doppio
Ao =6
Calcoliamo ora gli autospazi.
Risolviamo il sistema omogeneo associato a A — 41:

0 0 0 | 0 00 0 | O
0 1 -1 1| of= 01 -1 | 0f=9y—2=0
0 -1 1 | 0 IIr+11{0 o 0 | 0
r=1t
=< y=s = FE4)={((1,0,0), (0,1,1))
zZ=35

Notiamo che, anche senza avere osservato che T & simmetrico, a questo punto possiamo

concludere che T' ¢ diagonalizzabile in quanto la molteplicita geometrica del suo unico autovalore
doppio & 2.

Inoltre i due vettori presi come generatori sono tra loro ortogonali, & percio sufficiente
normalizzarli per ottenere una base ortonormale di E(4):

B(E(4)) ={ (1,0,0), (0\}5\}9 }

Risolviamo ora il sistema omogeneo associato a A — 61:

2 0 0 |0 2 0 0 | 0 Cor— 0
0 -1 -1 | o= 0—1—1|0:{
0 -1 -1 | o r1rr—1r{o o o | 0 —y—z=0
=0
=qy=—-t = E(6)=((0,-1,1))
z2=1

Una base ortonormale di E(6) é:

{155 )

s={ w00 (07555) (-5 5) )

¢ una base ortonormale di R? formata da autovettori di 7.

¢) L’insieme

Esercizio 11.4. Sia A la matrice reale

a) Calcolare il polinomio caratteristico di A.

b) Si puo affermare che A ¢ diagonalizzabile anche senza conoscere gli autovalori?
¢) Trovare una base di R* costituita da autovettori di A.
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SOLUZIONE:

a) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A

paA(N) = (8=N)-[(5—AN)2 —16] +2[-2(5 — \) — 8] +2[-8 — 2(5 — \)]
= (8 = A) (A2 — 10X +9) + 2(2)\ — 18) + 2(—18 + 2)\)
=8 -AN\-1)A—9)+8\—-9)

=A=9) N\ —-9N+8-78)
=-AA-9)?
Di conseguenza gli autovalori di A sono A =0e A =9 (doppio).
b) A & sicuramente diagonnalizzabile perche & simmetrica.

c¢) Calcoliamo i due autospazi.
E(0). Risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice A:

8 -2 2 121 4 -1 1 | 0 4 -1 1 | 0
—2 5 4| =2rr+1/21l0 9 9 | 0= 1/9II |0 1 1 | 0
2 4 5 Inr+11 |0 9 9 | 0 Ir—21110 0 0 | 0
x:—%t
=>qy=—-t VteR = E0)=((-1,-2,2))
z=t
E(9). Risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 91:
-1 -2 2 | 0 -1 -2 2 | 0 r=—25+2t
2 —4 4 | o|=1/2I-T]0 0 0 | 0] ={y=5s Vs,t €R
2 4 —4 | 0] IIT-I11|0 0 0 | O v =t

= E(g) = < (727170)7 (23051) >
Infine una base di R® formata da autovettori di T ¢ data dall’insieme

{(-1,-2,2), (-2,1,0), (2,0,1) }.

Esercizio 11.5. Sia A la matrice reale

6 0 -2
A=10 5 0
-2 0 9

Trovare una base ortonormale di R® costituita da autovettori di A.

SOLUZIONE:
Calcoliamo il polinomio caratteristico di A

paN) = (6-=NB-N)O9 =) —2-2(6-X)=(5—-A)(A\? — 15\ +54 — 4)
=—(A=5)%(A—=10)
Di conseguenza gli autovalori di A sono
A =10, A=5 (doppio)

Calcoliamo i due autospazi.
E(10). Risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 101:

4 0 -2 |0 121 [-2 0 -1 ] 0 x=
0o -5 0 | 0= 0 -58 0 | 0|={y=0 VteR
-2 0 -1 | o rr-12r{o o o0 | 0 R

= B(10) = ((1,0,-2) )
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E(5). Risolviamo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 51:

1 0 -2 10 10 -2 1] 0 r =2t

0 0 0 | 0= 00 0 | 0]=<Sy=s VsteR
-2 0 4 | 0] III+2I{0 0 0 | O Jo—
= E(5)=((2,0,1), (0,1,0))

Una base di R® formata da autovettori di 7' & data dall’insieme

{(1,0,-2), (2,0,1), (0,1,0) }.

Notiamo che tali vettori sono gia tra loro ortogonali, ¢ quindi sufficiente normalizarli. Una base ortonormale

¢ quindi data dall’insieme
1 2 2 1
770777 ’ 77077 ) 0,1,0 .
{ <\/S VE) <\/5 ¢5> 610 }

Esercizio 11.6. Sia A la matrice reale

1 1
A=11 1
0 0

N OO

Trovare una base ortonormale di R? costituita da autovettori di A.

SOLUZIONE:
Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
paAN) =2-N[1=-N)>=-1]=2-NA-A=-1)1-A+1)
Quindi gli autovalori di A sono:
A1 =0 singolo
Ao =2 doppio

Calcoliamo V'autospazio E(0) relativo all’autovalore A; = 0 risolvendo il sistema omogeneo associato
alla matrice A:

110 | 0 110 | 0 _ r=t
z+y=0
110 | 0l= II-I |0 0 0 | O:s{ =(y=—-t VteR
002 |0 0020 22=0 J
Di conseguenza E(0) = ((1,—1,0)).
Analogamente calcoliamo 'autospazio E(2) relativo all’autovalore Ay = 2 risolvendo il sistema omoge-
neo associato alla matrice A — 21:

~1 1 0] 0 ~1 10 ] 0 r=t
1 =1 0] 0= II+I [0 00 | 0= —24y=0=<y=t VsteR
0 0 0 | 0 0 00 | 0 L

Di conseguenza E(2) = ((1,1,0), (0,0,1)).
Gli autovettori trovati sono tutti ortogonali tra loro, quindi per determinare una base ortonormale di
R? ¢ sufficiente normalizzarli:

{5 () 0]

Esercizio 11.7. Si consideri la matrice reale simmetrica

1 1 0
A=11 2 -1
0 -1 1

a) Trovare una base ortonormale di R® costituita da autovettori di A.
b) Determinare una matrice ortogonale P tale che PT AP sia diagonale.
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SOLUZIONE:

Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
Pa) = (L= A [(2 = N1 = X) — 1] = (1= A) = (1 = AY(A2 = 83) = A(1 = A)(A— 3)
Quindi gli autovalori di A sono:
A1 =0, Ay =1, A3 =3 singoli

Calcoliamo V'autospazio E(0) relativo all’autovalore A; = 0 risolvendo il sistema omogeneo associato
alla matrice A:

1 1 0 |0 1 1 0 | 0 ety =0 z=t
1 2 -1 | 0l=II-1|0 1 -1 1] 0 :>{ =>y=—-t VteR
0 -1 1 | 0 0 -1 1 | 0 y+z=0 v —t

= E(0)={((1,-1,-1))

Analogamente calcoliamo 1’autospazio E(1) relativo all’autovalore Ay = 1 risolvendo il sistema omoge-
neo associato alla matrice A — I:

0 1 0 |0 y=0 z=t
1 1 -1 1] 0 :>{ =<y=0 VteR = FE(1)=((1,0,1))

0 —1 0 | o letyoz=0 T,
Calcoliamo infine l'autospazio E(3) relativo all’autovalore A3 = 3 risolvendo il sistema omogeneo
associato alla matrice A — 31:
-2 1 0 | O -2 1 0 | O r=—t
-2 =0
L=l =1 | 0| =,y /|0 -1 =20 ;s{ Tty ={y=—2t VieR
0 -1 -2 | 0 0 -1 -2 | 0 —y—22=0

= FE(3) =((-1,-2,1))

a) Gli autovettori trovati sono tutti ortogonali tra loro (anche perché appartengono a autospazi
ditinti), quindi per determinare una base ortonormale di R? ¢ sufficiente normalizzarli:

- (o) (o). (o)

b) La matrice P cercata ha per colonne i vettori della base di R? trovata:

1 1
Vioo2 /6
p_ |1 Y %
A
V3 V2 V6

Esercizio 11.8. Sia T l'endomorfismo di R* definito dalla matrice

4 0 0 O
0 5 0 -1
A= 0 0 6 0
0 -1 0 5

a) Determinare autovalori e autovettori di T.
b) Determinare una base ortonormale di R* formata da autovettori di T

SOLUZIONE:
Notiamo che la matrice A ¢ simmetrica, quindi ¢ sicuramente diagonalizzabile.
a) Calcoliamo il polinomio caratteristico sviluppando rispetto alla prima riga:

4-A 0 0 0

5—A 0 —1

=06 N6 -2 -]

pu(A) =det

co o |
o
=
|
>

=(4 =26 -N)?

quindi gli autovalori di M sono A\ = 4, 6, entrambi di molteplicita algebrica 2.
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Calcoliamo ora gli autospazi:

00 0 0 z =
E(4) = N(M —4I) 8 é g _01 =Y 7% 5 B@)=( (1,0,0,0), (0,1,0,1) )
z =
0 -1 0 1 w5
2 0 0 0 0
— —_ :t
E(6) = N(M —6I) : 8 01 8 01 =Y = B(6)={ (0,0,1,0), (0,1,0,~1) )
zZ=S
0 -1 0 -1 _

b) Notiamo che i due generatori di E(4) e i due generatori di F(6) determinati sono ortogonali tra
loro, quindi per trovare un base ortonormale di R* basta renderli di norma 1:

3(R4){(1,0,0,0), (0%0;9 (0,0,1,0), (0\}50\2>}

Esercizio 11.9. Si consideri il sequente endomorfismo di R®

con a e b parametri reali.

a) Si discuta la diagonalizzabilita di T al variare di a e b in R.
b) Posto a =b =0 si determini una base ortonormale di R® formata da autovettori di T.

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A = M (T') associata a T rispetto alla base canonica:

a 0 O
A=1|b 1 1
0 1 1

11 polinomio caratteristico di A & Pa(\) = (a — A)(A\? — 2)\), quindi gli autovalori di A sono A = a,0, 2.

a) Se a # 0,2, T ha tre autovalori singoli, quindi & sicuramente diagonalizzabile.
Se a = 0, "autovalore A = 0 e doppio, quindi per stabilire se T & diagonalizzabile dobbiamo
calcolare la dimensione dell’autospazio E(0):

000 1] 0 00010
EO)=NA): [b 1 1 | o|=II-1II|b 0 0 | 0
011 1] 0 01110

Dobbiamo distinguere due casi
— Se a =0 e b= 0 lautospazio F(0) ha dimensione 2, quindi T" & diagonalizzabile.
— Se a =0 e b # 0 l'autospazio E(0) ha dimensione 1, quindi 7" non & diagonalizzabile.
Analogamente se a = 2, 'autovalore A = 2 & doppio, quindi per stabilire se T" & diagonalizzabile
dobbiamo calcolare la dimensione dell’autospazio E(2):

00 0 | O
E@)=NA-20): |b -1 1 | 0
0 1 -1 ] 0

Dobbiamo quindi distinguere due casi
— Se a =2 e b= 0 lautospazio F(2) ha dimensione 2, quindi T" & diagonalizzabile.
— Se a =2 e b # 0 lautospazio F(2) ha dimensione 1, quindi T non & diagonalizzabile.
Infine T' e daigonalizzabile se a # 0,2 per ogni valore di b, oppure se a=0oa=2eb=0.
b) Per a = b = 0 abbiamo gia in sostanza calcolato I’autospazio

E(0)=((0,1,-1), (1,0,0))

Notiamo che i due generatori trovati sono gia tra loro ortogonali, quindi si trattera solamente di
renderli di norma 1.
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Analogamente per a = b = 0 otteniamo:

2 0 0 | 0 PV
E@2)=NA-20): |0 -1 1 | 0 é{ = E(2) =((0,1,1))
0 1 -1 ] 0 TyTE=

Infine la base ortonormale cercata ¢

st ={(0 ) 400 (5}

Esercizio 11.10. Sia T l’endomorfismo di R® a cui ¢ associata la matrice

2 2 1
A=12 3 O
0 -1 1

rispetto alla base B={ (1,1,1), (1,1,0), (1,0,1) }. T é un endomorfismo simmetrico?

SOLUZIONE:

Notiamo che la base B non € una base ortonormale, quindi il fatto che A non sia simmetrica non implica
che non lo sia T. Per potere utilizzare questa implicazione dobbiamo scrivere la matrice associata a T
rispetto a una base ortonormale, in particolare rispetto alla base canonica. Per comodita assegnamo un
nome ai tre vettori della base B:

v = (1,1,1), vy = (1,1,0), vs = (1,0,1)

Dalla matrice A ricaviamo le immagini degli elementi della base B, ricordando pero che tali elementi sono
ancora espressi rispetto a B:

T(v)=T(1,1,1) = (2,2,0)5
T(ve) =T(1,1,0) = (2,3, - 1)
T(vs) =T(1,0,1) = (1,0,1)5
Per calcolare le immagini della base canonica dobbiamo prima esprimere e1, es, es rispetto alla base B.

Notiamo che data la semplicita dei calcoli non & necessario impostare e risolvere i tre sistemi associati alle
equazioni xvi + yvs + zvs = ¢;. B’ infatti immediato ricavare che

es=(1,1,1) = (1,1,0) = vy —wvy = (1,-1,0)5
e2 =(1,1,1) = (1,0,1) = v; —wv3 =(1,0,—1)p
e1=(1,1,0) —ea = vy —v; +v3 =(—1,1,1)5
Quindi sfruttando la linearita di T
T(es) =T(v1) —T(v2) =(2,2,0)8 — (2,3, -1)s = (0,—1,1)g = —ve +v3 = (0,—1,1)
T(ea) =T (v1) = T(vs) =(2,2,0)g — (1,0, 1) = (1,2, —1)p = v1 + 2v3 —v3 = (2, 3,0)
T(e1) =T(va) —T(v1) +T(v3) = (2,3,—18) — (2,2,0)5 + (1,0,1)g = (1,1,0)g = v1 + v2 = (2,2,1)

La matrice B associata a T rispetto alla base (ortonormale) canonica & quindi:

2 2 0
B=12 3 -1
1 0 1

Poiche B non & simmetrica, anche non 7' ¢ un endomorfismo simmetrico.

Notiamo che per calcolare B potevamo in alternativa usare la matrice di cambiamento di base. Indi-
chiamo con P & la matrice di cambiamento di base da B alla base canonica C, cioe P = M g e la matrice che
ha per colonne i tre vettori v1,vs e v3 (espressi rispetto alla base canonica).La matrice di cambiamento di
base da C a B & la matrice inversa di P: P~1 = MF. Poiché A= ME(T) e B= M(T)= M§(T) abbiamo
la seguente relazione:

M(T) = M§(T) = MGME(T)ME =  B=PAP!
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Esercizio 11.11. Sia T l'endomorfismo di R® a cui é associata la matrice

6 1 3
A=1-3 1 =2
-3 -1 -1

rispetto alla base

B={(1,1,1), (1,1,0), (1,0,1) }.

a) T & un endomorfismo simmetrico?
b) T ¢ diagonalizzabile?

SOLUZIONE:

a) Notiamo che la base B non ¢ una base ortonormale, quindi il fatto che A non sia simmetrica non
implica che non lo sia T'. Per potere utilizzare questa implicazione dobbiamo scrivere la matrice
associata a T rispetto a una base ortonormale, in particolare rispetto alla base canonica. Per fare
questo possiamo procedere in due modi

(1) Ricavare le immagini di e1, ey e eg utlizzando la matrice A, dopo avere espresso e; rispetto
a B e ricordando che i risultati ottenuti saranno ancora espressi rispetto a B.
(2) Ricavare direttamente le immagini di ey, ez e ez sfruttando la linearita di T'.

Consideriamo entrambi i metodi

(1) Se vogliamo utilizzare direttamente la matrice Mp(S) dobbiamo scrivere e, ez e e rispetto
alla base B. Chiamiamo v; = (1,1,1), v2 = (1,1,0) e v3 = (1,0,1) i tre vettori di B; si
tratta quindi di risolvere le tre equazioni zvy 4+ yve 4+ zv3 = €; con ¢ = 1,2,3. Riduciamo a
gradini la matrice associata alle tre equazioni contemporaneamente:

111 | 100 1 1 1 ] 1 00
110 01O0=1II-T|0 0 -1 ] -110
101 | 001 Ir—-rjo -1 o | -1 0 1
111 | 1 0 0
=-IIT{0 1 0 | 1 0 -1
-Ir{0 o1 ] 1 -1 0
Possiamo ora risolvere i tre sistemi.
z+y+z=1 r=-1
v +yva +zuvs =€ = (y=1 =<(y=1 = e =(-1,1,1)4
z=1 z=1
z4+y+2=0 rx=1
v +yvat+2v3=€3 = (y=0 =<{y=0 = ey = (1,0,-1)4
z=—1 z=—1
z4+y+2=0 rx=1
Tv; +yva +zv3 =e3 = y=—1 =>{y=-1 = e3=(1,-1,0)4

Possiamo usare ora la matrice Mp(T') per calcolare le imamgini di e;, ricordando perd che il
risultato ottenuto & ancora espresso rispetto rispetto a B3, mentre noi dobbiamo esprimerlo
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rispetto alla base canonica:

(6 1 371 [-1 -2
T(e1)=Mg(T)-e1=|-3 1 =2-|1|=]2
_—3 -1 —1_ 1
:(—2,2,1)3:—2-1}1+2~1}2+1-’l}3=(1,0,—1)

[6 1 3] 1 3

T(ex) = Mg(T)-ea=|-3 1 —2/-[0|=|-1
-3 -1 -1] |—-1] 2]
=3, -1,-2)p=3-v1 —1-va—2-v3=(0,2,1)
[ 6 1 37 [1]7 [ 5

T(es) = Mg(T)-es= |—-3 1 —2|.-|-1|=|-4
-3 -1 —1] 0 2]

= (5,—4,-2)g =5-v; —4-v3 —2-v3 = (—1,1,3)

Infine la matrice B associata a T rispetto alla base (ortonormale) canonica &

1 0 -1
B=MT)=|0 2 1
-1 1 3

(2) In alternativa possiamo ricavare direttamente le immagini di e; dalla matrice A = Mp(T),
sfruttando la linearitd di T. Sappiamo infatti che una matrice Mg(T) ha per colonne le
immagini degli elementi di B espressi ancora rispetto a B. Quindi:

T(1,1,1) = (6,-3,-3)5
T(1,1,0) =(1,1,-1)5
T7(1,0,1) = (3,-2,-1)p
Sfruttando la linearita di 7"
7(0,0,1)=T7(1,1,1) - T(1,1,0) = (6,-3,-3)s + (—1,-1,1)g = (5,—4,—2)5
=5-(1,1,1)—4-(1,1,0) = 2-(1,0,1) = (—1,1,3)
7(1,0,0) =T7(1,0,1) —7(0,0,1) = (3,-2,—1)5 +( 5,4 2) =(-2,2,1)p
=-2.(1,1,1)+2-(1,1,0)+1-(1,0,1) = ~1)
7(0,1,0) =T7(1,1,0) —7(0,1,0) = (1,1,-1)5 + (2, —27 —1)3 =(3,-1,-2)5
=3-(1,1,1)—1-(1,1,0) —2-(1,0,1) = (0,2,1)

La matrice B associata a T rispetto alla base (ortonormale) canonica & quindi:

1 0 -1
B=MT)=|0 2 1
-1 1 3

Poiche B e simmetrica, anche T & un endomorfismo simmetrico.
b) T & sicuramente diagonalizzabile perche & simmetrica.

Esercizio 11.12. Sia T l’endomorfismo do R* cosi definito:
T(z1,22,23,24) = (321, X3, T4, —3T2 + T3 + 324)

a) Mostrare che 1 ¢ autovalore di T'.

b) Stabilire se T & diagonalizzabile e in caso affermativo trovare una base rispetto a cui T ha matrice
diagonale.

c) L’endomorfismo T é simmetrico?

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice associata a T rispetto alla base canonica calcolando:

T(e1) =(3,0,0,0), T(e2)=1(0,0,0,—-3), T(e3)=(0,1,0,1), T(eq)=(0,0,1,3)



2. SOLUZIONI 309

Quindi la matrice associata é:

3 0 00
0 0 1 0
A= 0 0 01
0 -3 1 3

Calcoliamo il polinomio caratteristico sviluppando rispetto alla prima riga:
pa(A) =det(A—AI) = (3 —X) [-A(=3A+ A2 —=1) = 3] = (3= \) [-A* +3)% + ) — 3]
=B=AN)[N(=A+3) = (=A+3)] =B =N [N -1]
a) Gli autovalori A sono
A = 3 doppio, A=1, A=-—-1

In particolare A = 1 ¢ autovalore.
b) Calcoliamo 'autospazio E(3) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 31I:

0 0 0 O T1 =35
0 -3 1 0 —3ro+23=0 xro9 =1

= = ~  E3)=((0,1,3,9), (1,0,0,0
0 -3 1 0 —

A questo punto possiamo gia affermare che T' & diagonalizzabile in quanto E(3) ha dimensione
2 e gli altri due autovalori sono singoli.
Calcoliamo I'autospazio E(1) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — I:

=0

2.0 0 0 2.0 0 0 Y 1

0 -1 1 0_ 0 -1 1 0f Lo o Jm=t

0 0 -1 1 0 0 -1 1 T2ty = oy =t

0 -3 1 2| IV-3II[0 0 -2 2 —r3+ 14 =0 R
4=

= BEM)=(01L11))

Calcoliamo lautospazio E(—1) risolvendo il sistema omogeneo associato a A + I:

=0
4.0 00 4000 Lo =0 1

0 1 1 0f_ 01 1 0f_ Lo s )m=t
0 0 11 00 11 T2t a3 = —
0 -3 1 4| IV43II[0 0 4 4 z3+ 24 =0 o=t

= E(_l) = < (Ovlv_la 1) >
Infine T ha una matrice diagonale rispetto alla base
B={(1,0,0,0), (0,1,3,9), (0,1,1,1), (0,1,—-1,1) }

c) T non ¢ simmetrico in quanto la matrice A associata a T rispetto alla base canonica (che &
ortogonale) non ¢ simmetrica.

|
Esercizio 11.13. Sia T l’endomorfismo di R® cosi definito:
T(JU17Z'2,$3) = (2‘1:17 23:2 + \/§x37 \/ng)

a) Stabilire se T ¢ invertibile.
b) Mostrare che T' é un endomorfismo simmetrico.
¢) Trovare una base ortonormale di R® che diagonalizza T.

SOLUZIONE:

La matrice associata a T rispetto alla base canonica é:
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a) T & invertibile se ¢ invertibile la matrice A, cio¢ se A ha determinante non nullo:

2 0 0
det(A) =det [0 2 V3| =2-(=3)=-6#0
0 V3 0

b) La matrice associata a T rispetto alla base canonica (che ¢ ortonormale) ¢ simmetrica: AT = A,
quindi T ¢ un endomorfismo simmetrico.
c¢) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

2-X 0 0
paA)=det | 0 2—=X V3| =2-XN-[2-N(=))—=3]=2-N\—-2\-3)
0 V3 =)

quindi gli autovalori di A sono A =2, —1, 3.
Calcoliamo ora gli autospazi.

0 0 0 r=t
E@) =NA-2I): |0 0 V3 :>{\/§z=() ={y=0
0 V3 -2 Viy =2z = z=0
= E(2)=((1,0,0))
3.0 0 30 0
E(-1)=NA+I): |0 3 V3| => 0 3 V3| =
0 V3 1 VB3IIT—IT [0 0 0
32 =0 r=0
v ={y=t = B(-1) = (0,1, —V3))
{3y+\/§z:0 SN
-1 0 0 30 0
E(3) = N(A-3I): 0 -1 V3| = 0 -1 V3| =

0 V3 -3 IIT+V3II|10 0 0

3z =0 =
{_yJMgZ:O = 3;2/315 = E(3) = ((0,V3,1))

Essendo tre autospazi distinti i tre autovalori generatori trovati sono tra loro ortogonali. Per
ottenere la base ortonormale cercata basta quindi prendere i generatori di norma 1:

B(R?) = {(1,0,0), (o,;, —f) (0,\?, ;)}

Esercizio 11.14. Si consideri la funzione lineare (endomorfismo) T : R? — R3 cosi definita:
T(x,y,2) = (2x + 4z, 6y, 4z + 22).

a) Stabilire se T & simmetrica rispetto al prodotto scalare canonico di R3.
b) Se esiste, trovare una base ortonormale di R® costituita da autovettori di T

SOLUZIONE:

Determiniamo la matrice A associata a T rispetto alla base canonica:
0 4
6 0
0 2

a) La matrice associata a T rispetto alla base canonica & simmetrica, quindi anche 7' & simmetrica.
b) Calcoliamo gli autovalori di T*:
pa(A) = (6—X)-[(2—A)?—16] = (6 — \)(A\* —4A — 12)

Quindi gli autovalori di A sono A =6 (doppio) e A = —2.
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Calcoliamo ora gli autospazi:

—4 0 4 r=t
E(6) =N(A-6I): 0 0 0|=qy=s = E(6)={(1,0,1), (0,1,0))
4 0 -4 5=
4 0 4 x=—t
E(-2)=N(A+20): [0 8 0| ={y=0 = E(-2)={((~1,0,1))
4 0 4 z =1

Notiamo che gli autovettori trovati sono gia ortogonali tra loro, quindi per trovare una base
ortonormale di R? formata da autovettori basta prendere i generatori di norma 1:

o={ o) oo (res)
O

Esercizio 11.15. Sia T : R* — R? Uendomorfismo avente come autovettori i vettori v, = (1,1,0), vo =
(0,1,1), vs =(0,0,1), rispetto agli autovalori 1,1,2.

a) Calcolare la matrice A che rappresenta T rispetto alla base canonica.
b) T ¢ invertibile?
c) T é un endomorfismo simmetrico?

SOLUZIONE:

Poiché v; & autovettore rispetto a A = 1, otteniamo che T'(v1) = v1. Analogamente T (v3) = vg e T(v3) =
2v3. Di conseguenza

T(vl) = (171’0)7 T('UQ) = (Ovlvl)v T(”B) = (03032)
a) Dobbiamo trovare le immagini della base canonica. Notiamo che
e3 = U3
€9 = Vg — V3
€1 :1}1762:1}171}24*’[}3
Per la linearita di T otteniamo che

T'(e3) = T(v3) = (0,0,2)

T(62) = T(UQ) - T(U3) = (07 1a 1) - (07 Oa 2) = (07 17 71)

T(el) T(Ul) - T(UQ) + T(’Ug) = (17 170) - (07 ]-7 1) + (0707 2) = (1707 1)

Quindi la matrice che rappresenta T rispetto alla base canonica &

1 0 O
A=10 1 O
1 -1 2

In alternativa per calcolare A si poteva utilizzare la matrice diagonalizzante P che ha per
colonne gli autovettori, e la matrice diagonale D che ha gli autovalori sulla diagonale. Dalla
relazione P~'AP = D si ricava A = PDP~!.

b) T & invertibile se lo ¢ A. Poiché det(A) = —2 # 0, A e T sono invertibili.
¢) T non & simmetrico perché A, che & associata a T rispetto alla base (ortonormale) canonica, non
lo e.
|

Esercizio 11.16. Sia T I’endomorfismo di Ra[z] che associa al polinomio p(x) = az?+bx +c € Ra[z]
il polinomio

T(p(x)) = (a+ kb)a® + (ka + b)x + kc.

a) Trovare la matrice associata a T rispetto alla base {x* x,1}.
b) Calcolare gli autovalori di T e stabilire se T ¢ diagonalizzabile.
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SOLUZIONE:

Notiamo che il generico polinomio p(x) = ax?+ bz +c € Ra[x] ha componenti (a, b, ¢) rispetto alla base
{22,2,1}. In particolare p(z) = 22 ha componenti (1,0,0), p(z) = z ha componenti (0,1,0) e p(x) =1 ha
componenti (0,0,1). In sostanza la base {x?,z,1} corrisponde quindi alla base canonica. Inoltre 7' puo
essere vista come apllicazione T : R®* — R? tale che:

T(a,b,c) = (a+ kb, ka+b, kc).
a) Calcoliamo la immagini degli elementi della base:
T(x?) =T(1,0,0) = (1,k,0) = 2° + kx
T(x) =T(0,1,0) = (k,1,0) = k2® + x
T(1) =T7(0,0,1) = (0,0,k) =k

Di conseguenza la matrice associata a T rispetto alla base {22, 2,1} &

1 k£ 0
A=k 1 0
0 0 k

b) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:
pa(N) = (k=2 [(1= A2 = k] = (k= N1~ A~ k)1~ A+ k)
Di conseguenza gli autovalori (non sempre distinti) sono
A=k, A=1—kF, A=1+k

Notiamo che la matrice A & diagonalizzabile, senza la necessita di calcolare molteplicita
algebrica e geometrica degli autovalori, in quanto ¢ simmetrica.

O



CAPITOLO 12

Rette e piani con le matrici e i determinanti

Esercizio 12.1. Stabilire se i punti A(1,3), B(—2,—1) e C(3,1) sono allineati.
Esercizio 12.2. Stabilire se i punti A(1,2,3), B(—2,1,3), C(3,2,—1) e D(4,1,0) sono complanari.
Esercizio 12.3. Determinare l’equazione cartesiana della retta passante per i punti A(2,1) e B(—2,3).

Esercizio 12.4. Determinare l’equazione cartesiana del piano passante per i punti A(1,2,3), B(—2,1,3)

e C(3,2,—1).

g ©

Esercizio 12.5. Stabilire se i punti A(1,2,3), B(—1,2,4), C(2,2,1) sono allineati.

Esercizio 12.6. Stabilire per quali valori di k i punti A(1,2,1), B(1,3,4) e C(0,1,k) sono allineati.

Esercizio 12.7. Determinare l’equazione cartesiana della retta passante per i punti A(3,1,2) e B(1,—1,0)).

Esercizio 12.8. Si determini la distanza del punto P(2,1) dalla retta di equazione 2z —y + 5 = 0.

Esercizio 12.9. Si determini la distanza del punto P(3,1,2) dalla retta di equazione parametrica

r=6+1
y=24+2t
z=—-1-3t

Esercizio 12.10. Si determini la distanza del punto P(—1,0,2) dal piano di equazione x—2y+3z = —9.

Esercizio 12.11. Si determini la distanza tra le rette di equazioni

=1 r=4+t
r:qy=1+4+t¢ s: Qy=t

Esercizio 12.12. Si determini la distanza tra i piani m1 e wo di equazioni ™ : x — 2y + 2z = 12 e
T —2y+z=06.

Esercizio 12.13. Si determini la distanza tra le rette di equazioni

r: qy=—1+3t st qy=t
z=—t z=1-1

Esercizio 12.14. Nello spazio R® si considerino i piani
m o 2r+y=1 e Ty @ X = 2y.

a) Determinare la mutua posizione dei due piani.
b) Scrivere equazioni cartesiane della retta parallela a 71, perpendicolare a wo e passante per l'origine.

Esercizio 12.15. Calcolare area del triangolo di vertici A1(3,1), A2(2,6) e A3(4,4).

Esercizio 12.16. Determinare per quali valori di k il triangolo di vertici A1(0,0), As(4,2) e As(1,k)

ha area 5.

313
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Esercizio 12.17. Calcolare l’area del poligono di vertici A1(0,0), A2(1,0), A3(2,1), A4(1,3) e A5(0,2).
Esercizio 12.18. Calcolare l'area del triangolo di vertici A1(1,1,1), A2(1,3,1), A3(—1,0,0).

Esercizio 12.19. Calcolare il volume del parallelepipedo di lati u(1,0,0), v(—=3,1,1) e w(-2,2,5).

Esercizio 12.20. Siano P, = (1,-1,0), Py = (1,0,—1),P; = (1+ 2 1 —1—L), ¢ Py —
(1,2,1) quattro punti nello spazio.

_ ——
a) Calcolare l'angolo tra i vettori PPy e PyPs.
b) Calcolare il volume del prisma con base il triangolo Py PyPs e lato il segmento Py Py.

Esercizio 12.21. Si considerino le rette ri,r9,r3 di equazioni

r c3x4+y—1l=4d2r4+y—2—1=0
Tyt 20 —y+z=x—y+22=0
rgs : x—z2=y+z2=0

a) Mostrare che le tre rette sono complanari.
b) Calcolare larea del triangolo determinate dalle tre rette.

Esercizio 12.22. Si considerino i piani wy, wo, T3 di equazioni:
m: 2r—y=1, me: x+y+z2=0, w3 x—2z=1.

a) Si determini linsieme intersezione dei tre piani.

b) Si trovi il piano w4 passante per lorigine e perpendicolare alla retta r = mq N mwa.

c) Si determini l'area del triangolo di vertici A, B,C, con A = my Nma N s, B = m N 73 N 7y,
C=mNmgNmy.

Esercizio 12.23. Siano A= (0,—1,0), B =(-2,0,-3), C = (—1,0,—1) punti dello spazio.
a) Calcolare Uarea del triangolo di vertici A, B, C.
b) Stabilire se il punto D = (2,2,2) appartiene al piano contenente A, B, C.
c) FEseiste un’isometria che trasforma i punti A, B,C nei punti O = (0,0,0), P = (1,0,2) e Q =
(1,1,1) rispettivamente?

Esercizio 12.24. Siano M = (1,1,1), N = (3,2,1), L = (1,2,2) punti dello spazio R®. Sia C =
(~1,0,1).
a) Si calcoli l’area del triangolo MNL.
b) Si determini linsieme M'N'L’ che si ottiene proiettando il triangolo MN L dal centro C' sul piano
z+y=0.
¢) Si calcoli Uarea del triangolo M'N'L'.

1. Suggerimenti

e Tre punti P;(x;,y;) del piano sono allineati se e solo se

1 oy 1
det |2 y2 1| =0
z3 Yz 1

e Quattro punti P;(z;,y;, z;) dello spazio sono complanari se e solo se

1 y1 oz 1

det |2 %2 22 1 g
3 Y3 z3 1
Ty Ya zg 1
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L’equazione cartesiana della retta passante per due punti (distinti) del piano Py (z1,y1) e
Py(x9,y2) si pud calcolare direttamente imponendo

z y 1
det 1 Y 11 =0
T2 Y2 1

L’equazione cartesiana del piano passante per tre punti (non allineati) P;(x;,y;,2) si pud
calcolare direttamente imponendo

z y =z 1

det |71 U1 2 L
T2 Y2 z9 1
T3 ys3 =23 1

Tre punti dello spazio P;(z;,y;, z;) sono allineati se e solo se:

1 oy oz 1
rg X2 Yo 22 1| <2
3 Y3 z3 1

L’equazione cartesiana della retta passante per due punti (distinti) dello spazio P;(x;, i, 2;)
si puo calcolare direttamente imponendo

r y =z 1
rglzy 1 o~ 1| =2
Ta Y2 22 1

Questo, per Kronecker, implica che due opportune sottomatrici 3 x 3 abbiano determinante nullo.
Le due equazioni in z,y, z cosi ottenute costituiscono ’equazione cartesiana della retta.

Dati due vettori u = (u1,us,u3) e v = (vi,ve,v3) di R? chiamiamo prodotto vettoriale di u e
v il vettore:

- =
i j  k
u X v = (UgV3 — U3zV2, U3V — U1V3, U1V2 — UgV1) =det [ug we ug

U1 V2 U3

L’Area di un parallelogramma in R?, di lati u = (u1,uz), v=(v1,v2) &

A(parallelogramma) = |ujvs — ugvy| = |det [Zl UQ}
1

V2

L’Area di un parallelogramma in R?, di lati u = (uy,us,u3), v = (v1,v2,v3) & data dalla
lunghezza (norma) |u x v| del vettore u x v prodotto vettoriale di u e v:

A(parallelogramma) = |u X v|

Il volume del parallelepipedo di lati u = (u1,u2,us3), v = (v1,v2,v3) e w = (w1, wa,ws) &
uguale al valore assoluto del prodotto misto (u, v x w):

Volume(parallelepipedo) = |(u, v x w)| = |det [v1 vy w3
w1, W2 wWs
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2. Soluzioni

Esercizio 12.1. Stabilire se i punti A(1,3), B(—2,—1) e C(3,1) sono allineati.

SOLUZIONE:

Sia A la matrice associata ai tre punti:

1 3 1
A=|-2 -1 1
3 1 1

Dobbiamo stabilire se det(A4) = 0.

Come osservato nell’Esercizio 5.1, dal momento che ci interessa solo se il determinante € o non e nullo,
possiamo effettuare alcuni passi della riduzione prima di calcolarne il determinante. Inoltre poiche I'ultima
colonna contiene tutti 1 risulta semplice ottenere gli zeri sull’ultima colonna anzicche sulla prima.

1 3 1
I7-11({-3 -4 0
Inr-112 -2 0
Possiamo quindi calcolare il determinante della matrice ridotta A’:
-3 —4
2 =2
Quindi det(A) # 0 e i tre punti non sono allineati.

det(A’)zl-det[ }=6+8:147é0

]

Esercizio 12.2. Stabilire se i punti A(1,2,3), B(-2,1,3), C(3,2,—-1) e D(4,1,0) sono complanari.

SOLUZIONE:
Come nell’esercizio precedente riduciamo parzialmente a gradini la matrice associata ai quattro punti:

1 2 3 1 1 2 3 1
21 3 1 II-I|-3 -1 0 0
3 2 —1 1|7 1r—1l2 o -4 o0
4 1 0 1| 1wv-I1l|3 -1 -3 0

A:

Sia A’ la matrice cosi ottenuta. Ne calcoliamo il determinante rispetto alla quarta colonna.

3 -1 0
det(A)=—1-det | 2 0 —4|=—1[-3(—4)+1(—6+12)]=—18#£0
3 -1 -3

Quindi det(A) # 0 e i quattro punti non sono complanari.
O

Esercizio 12.3. Determinare l’equazione cartesiana della retta passante per i punti A(2,1) e B(—2,3).

SOLUZIONE:

Imponiamo che la matrice associata al generico punto della retta P(x,y), ad A e B abbia determinante
nullo:

x
det | 2

-2
=2(1-3)-y(2+2)+16+2)=0 = —20—-4y+8=0

Infine la retta AB ha equazione

w =

1
1{ =0 =
1

r+2y—4=0
O

Esercizio 12.4. Determinare l’equazione cartesiana del piano passante per i punti A(1,2,3), B(—2,1,3)
e C(3,2,-1).
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SOLUZIONE:

Imponiamo che la matrice associata al generico punto del piano P(z,y,z), ad A, B e C abbia
determinante nullo:

z y =z 1

1 2 3 1
det(M) = det 901 3 1 =0

3 2 -1 1

Anche in questo caso conviene forse effettuare qualche passo di riduzione per semplificare i calcoli.
Notiamo che non conviene utlizzare la prima riga:

x Y z

1 2 3
IIr-I11|1-3 -1 0
IV —1I1 | 2 0 —4

:M’

SO ==

Quindi
det(M') = 0 = det(M) =

1 2 3 T Y z
—1-det|-3 -1 O0|+1-|-3 -1 0| =0
2 0 —4 2 0o —4

—(1-4-2-12+3-2)+(z-4—y-12+2-2)=0
dr — 12y 4+ 22+ 14 =0

Infine il piano ABC ha equazione
20 —6y+2+7=0

Esercizio 12.5. Stabilire se i punti A(1,2,3), B(—1,2,4), C(2,2,1) sono allineati.

SOLUZIONE:

Calcoliamo il rango della matrice Massociata ai tre punti riducendola a gradini (secondo la prima
colonna):

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1
-1 2 4 1| = II+1 |0 4 7 2 | = 04 7 2
2 211 IIrr-2r{0 -2 -5 -1 2[I11+1110 0 =3 O

Quindi M ha tre pivot, rg(M) = 3 e i tre punti non sono allineati.
|

Esercizio 12.6. Stabilire per quali valori di k i punti A(1,2,1), B(1,3,4) e C(0,1,k) sono allineati.

SOLUZIONE:

Calcoliamo il rango della matrice Massociata ai tre punti riducendola a gradini (secondo la prima
colonna):

1 2 11 1 2 11 1 2 1 1
1 3 4 1|=II-1|0 1 3 0= 0 1 3 0
01 k 1 01 k 1 II1T-I1110 0 k-3 1

Notiamo che in ogni caso la matrice M ha tre pivot, quindi ha rango tre e i tre punti non sono mai
allineati.

O

Esercizio 12.7. Determinare l’equazione cartesiana della retta passante per i punti A(3,1,2) e B(1,—1,0)).

SOLUZIONE:
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Sia Mla matrice associata al generico punto P(x,y, 2) della retta, ad A e B:

z y z 1
M=13 1 2 1
1 -1 0 1
Notiamo che M contiene la sottomatrice 2 x 2
2 1]
0 1]
con determinante non nullo. Affinche M abbia rango due ¢ quindi necessario che
z z 1 [y 2z 1
det [3 2 1| =det| 1 2 1| =0
1 0 1 -1 0 1

Quindi

20 —22—2=0
2y —2242=0

Semplificando le equazioni si ottiene I’equazione cartesiana della retta AB:
r—2z—1=0
y—2+1=0

Esercizio 12.8. Si determini la distanza del punto P(2,1) dalla retta di equazione 2x —y + 7 = 0.

O

SOLUZIONE:

Utilizziamo un metodo che non & sicuramente il pitt breve (anche rispetto ad altri concetti noti dalle
superiori), ma che si pud generalizzare a situazioni analoghe in R? e che non richiede la conoscenza di
formule.

Ricaviamo ’equazione parametrica di r:

r=t
T
y="7+2t
Quindi r & parallela al vettore u = (1, 2).
Sia s la retta per P e perpendicolare a r e sia s parallela al vettore v = (a,b). Per la condizione di
perpendicolarita v e v devono essere ortogonali, quindi
a=—2t

) =a+2b=0 =
(u,v) =a {bt

La retta s & quindi parallela al vettore v = (—2,1). Imponendo inoltre il passaggio per P otteniamo

r=2-2t
{yzl—i—t
Calcoliamo ora il punto A di intersezione tra r e s:
20 —y+7=0 4—-4t—-1—-t+7=0 t=2
r=2-2t = qr=2-2 = qr=-2
y=1+t y=1+1 y=3

Quindi A = (-2,3).
Possiamo ora calcolare la distanza cercata:
d(r,P) = d(A, P) =|| AP ||=|| (4,-2) ||= V20 = 2v/5
O

Esercizio 12.9. Si determini la distanza del punto P(3,1,2) dalla retta r di equazione parametrica

r=6+t
T y=2+2t
z=—1-3t



2. SOLUZIONI 319

SOLUZIONE:

La retta r & parallela al vettore u = (1,2, —3).
Sia 7 il piano perpendicolare a r passante per P. La prima condizione implica che 7 sia del tipo

r+2y—3z=%k
Imponendo il passaggio per P otteniamo 3+ 2 — 6 = k, ovvero k = —1. Infine
T r4+2y—3z=-1

Determiniamo ora il punto di intersezione A di r con 7:

r+2y—3z2=-1 6+t+4+4t+34+9=-1 t=-1
r=6+1 r=6+1 =25
= =
y=2+2t y=2+2t y=20
z=-1-3t z=-1-3t z =

Quindi A = (5,0,2).
Possiamo ora calcolare la distanza cercata:

d(r,P) = d(A, P) =|| AP ||=| (2,-1,0) [|= V5

Esercizio 12.10. Si determini la distanza del punto P(—1,0,2) dal piano 7 di equazione w: x —2y+
3z =—9.

SOLUZIONE:

11 piano 7 & perpendicolare al vettore u = (1, -2, 3).
Sia r la retta perpendicolare a 7 passante per P:

r=—-1+4+1
roSy=—2t
z=2+3t

Determiniamo ora il punto di intersezione A di r con 7:

T —2y+3z=-9 —14+t+4t4+64+9t=-9 t=-—1

r=—-1+t r=—-1+4t r=-2
= =

y=—2t y=—2t Yy =

z=243t z=243t z=-1

Quindi A = (-2,2,-1).
Possiamo ora calcolare la distanza cercatas:

d(r, P) = d(A,P) =|| AP |=| (1,-2,3) |= V14

Notiamo che 'esercizio poteva anche essere risolto utilizzando la formula della distanza punto-piano.
O

Esercizio 12.11. Si determini la distanza tra le rette r e s di equazioni

r=t r=4+1
r:qy=1+t¢ st qy=t
z=4—-1 z=-2-1

SOLUZIONE:

Notiamo che le due rette sono parallele. Consideriamo un qualsiasi punto della retta r, per esempio
P =(0,1,4). A questo punto e sufficiente calcolare la distanza di s da P come abbiamo fatto nell’Esercizio
12.2.

Sia 7 il piano perpendicolare a s passante per P:

T+y—z=-3
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Determiniamo ora il punto di intersezione A di s con 7:

r+y—z=-3 44t+t+24+t=-3 t=-3

r=4+t r=4+t rx=1
= =

y=t y=t y=-3

z=-2—1 z=-2—-1 z =

Quindi A = (1,-3,1).
Possiamo ora calcolare la distanza cercatas:
d(r,s) = d(A, P) =|| AP |=| (—1,4,3) ||= V26
O

Esercizio 12.12. Si determini la distanza tra i piani w1 e wo di equazioni my : x —2y+2z =12 e
me: x—2y+z=06.

SOLUZIONE:

Notiamo che i due piani sono paralleli. Consideriamo un qualsiasi punto del piano 71, per esempio
P =(12,0,0). A questo punto & sufficiente calcolare la distanza di w5 da P come abbiamo fatto nell’Esercizio
12.3.

Sia r la retta perpendicolare a mo passante per P:

r=12+1
T Qy=—2t
z=t

Determiniamo ora il punto di intersezione A di r con ms:

r—2y+2=6 t=-1
124t+4t+t=6x=12+1¢
r=124+1 r=11
= y=-2 =
y=—2t y=2
z=1
z=1 z=—1

Quindi A = (11,2, -1).
Possiamo ora calcolare la distanza cercatas:

d(m,m) = d(A, P) =[| AP ||=| (1,-2,1) ||= V6

Esercizio 12.13. Si determini la distanza tra le rette di equazioni

r=1-1 T=2+t
r: qy=—1+3t s qy=t
z=—t z=1-t

SOLUZIONE:

Si verifica facilmente che le due rette sono sghembe, infatti non sono parallele e non si intersecano.

Sia 7 il piano contenente s e parallelo a r. Questo in particolare implica che 7 sia parallelo a entrambe
le rette, ovvero ai vettori u = (—1,3,—1) e v = (1,1, —1). Inoltre, una volta impostata la condizione che
7 sia parallelo a s, in particolare conterra s se ne contiene un suo qualsiasi punto. Scegliamo quindi un
qualsiasi punto P di s, per esempio P = (2,0,1). Infine

r=2—-t+s
T Sy=3t+s =sr+y+22—-4=0
z=1—t—s

Abbiamo cosi ottenuto un piano contenente s e parallelo alle due rette. A questo punto la distanza tra le
due rette ¢ uguale alla distanza di m da r. Inoltre, essendo r e w paralleli la loro distanza ¢ uguale alla
distanza di un qualsiasi punto B di r da 7 (o viceversa). Sia B = (1,—1,0) il punto scelto su r. Possiamo
ora utilizzare la formula della distanza punto-piano:
dr.s) = d(B.m) = 1-1+1-(-1)+2-0-4] 4 _ 2V/6
V12412 +22 6 3
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In alternativa, non utilizzando la formula, per calcolare la distanza tra B e m potevamo calcolare il
punto A di intersezione tra la retta [ per B perpendicolare a 7, e calcolare poi la distanza tra A e B. La
retta passante per B e perpendicolare a 7 ¢ la retta

r=1+4+t
l: Jy=—-1+t
z =2t
Sia A il punto di intersezione tre [ e 7:
r+y+2z2=4 t:%
=141 =3 5 14
T + N iy 31 N A:<,—,>
z =2t z—%

Infine

d(r,s) = d(B,7) = d(B, A) =|| AB |=| (_27_3’_;1) o Y2V

Esercizio 12.14. Nello spazio R® si considerino i piani
m o 2x4+y=1 e Ty T = 2y.

a) Determinare la mutua posizione dei due piani.
b) Scrivere equazioni cartesiane della retta parallela a 71, perpendicolare a wo e passante per lorigine.

SOLUZIONE:

a) Il piano m; & perpendicolare al vettore u; = (2, 1,0) mentre il piano 75 & perpendicolare al vettore
uz = (1,—2,0). Poiché u; e ug sono ortogonali, lo sono anche i piani 71 e 7.

In particolare i piani m; e mo sono incidenti e hanno per intersezione la retta ottenuta
risolvendo il sistema

2

T =
2¢+y=1 ?
= z
=2y Yy 5
z=1.

b) La retta perpendicolare a 7o e passante per l'origine & la retta

r=t
T y=—2t
z=0

In effetti tale retta ¢ parallela a 1. Questo si puo verificare in due modi:
— MODO 1. Cerchiamo l'intersezione tra r e mq:

2r+y=1 2t -2t =1 0=1

T=1 T=1 z=t
= =

y=—2t y=—2t y=—2t

z=0 z=0 z=0

Poiche il sistema ¢ impossibile, retta e piano non si intersecano quindi sono paralleli.

— MODO 2: La retta r & parallela al vettore v = (1, —2,0), mentre il piano 7 ¢ ortogonale al
vettore u; = (2,1,0). T due vettori v e uy sono ortogonali in quanto

(up,v) =2-14+1-(-2)4+0-0=0

quindi r & parallela a 7.

Esercizio 12.15. Calcolare l'area del triangolo di vertici A1(3,1), A2(2,6) e A3(4,4).
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SOLUZIONE:
L’area del triangolo di vertici A1(3,1), A2(2,6) e A3(4,4) ¢ meta dell’area del parallelogramma di lati

AsA; = (1,3), As Ay = (—1,5)

Ricordando la formula per I'area di un parallelogramma in R? otteniamo quindi:

1
Area(triangolo Ay Ay As) = 3 [(1-5—(=1-3))| = 3 8=4
1 1 3 1

O

Esercizio 12.16. Determinare per quali valori di k il triangolo di vertici A1(0,0), Az(4,2) e As(1,k)
ha area 5.

SOLUZIONE:

L’area del triangolo di vertici Ay, A e Az ¢ meta dell’area del parallelogramma di lati
—_— —_—
ASAl = (1a k)a A2A1 = (472)

Ricordando la formula per area di un parallelogramma in R? otteniamo quindi

1 1
Area(triangolo A1 Ay As) = 3 det Lll ];} ’ = ‘2(2 - 4k)‘ = |1 — 2k
Imponendo la condizione che 'area del triangolo sia 5 otteniamo 1 — 2k = +5, quindi k = -2 0 k = 3.

Abbiamo quindi ottenuto due possibili soluzioni:

o k= —2ovvero A3 = (1,-2).
e k=3 ovvero Az = (1, 3).

O
Esercizio 12.17. Calcolare l’area del poligono di vertici A1(0,0), A2(1,0), A3(2,1), A4(1,3) e A5(0,2).

SOLUZIONE:

Rappresentando i punti nel piano si vede che ’area del poligono corrisponde alla somma delle aree dei
triangoli A1A2A3, A1A3A4 [ A1A4A5. Ora

BRI -

A Ay =(1,0), A Ay=(2,1), AA=(13), A A =(0,2)

quindi
. 1 1 0] 1
Area(triangolo A; A3 As) = 3 det 2 1 =3
. 1 2 1]| 5
Area(triangolo A1 AzA,) = 3 det Il
. 1 1 3]
Area(triangolo A1 A4A5) = 5 det 0 2|l = 1
Infine

1 5
Area(poligono A1 Ay A3A4A5) = 3 + B +1=4

Esercizio 12.18. Calcolare l'area del triangolo di vertici A;(1,1,1), A2(1,3,1), A3(—1,0,0).

SOLUZIONE:

e
L’area del triangolo di vertici A1 A5 A3 € la meta dell’area del parallelogramma di lati A; A5 e A Az, dove

—_— —_—
A1 A = (0,2,0), A1As =(-2,-1,-1)
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Ricordando la formula per I'area di un parallelogrammo cominciamo a calcolare il vettore prodotto

vettoriale:
—_—

A1A2 X A1A3 = (2 : (—1), O, —(—2) : 2) = (—2, O, 4)
- -
¢ J
=det| 0 2 0| =-2i+0j+4k=(-2,0,4)
-2 -1 -1
Infine

Area(triangolo A1 A3A3) = L (—2,0,4)] = %\/4 +16 = %\/27 =5

5|
. . . . —_—
Attenzione a non confondere il valore assoluto di un numero: |a| con la lunghezza di un vettore: |7,
entrambi indicati con le sbarre verticali.

O
Esercizio 12.19. Calcolare il volume del parallelepipedo di lati u(1,0,0), v(—=3,1,1) e w(—2,2,5).

SOLUZIONE:

Il volume del parallelepipedo ¢ dato dal prodotto misto dei vettori che formano i lati del parallelepipedo.
Cominciamo a calcolare il vettore prodotto vettoriale di v e w:

vXxw= (3, 13, —4)
Quindi
Volume(parallelepipedo) = |(u, (v X w))| = Ju-v x w| = |((1,0,0), (3, 13, —4))| =|3| =3
Analogamente

1 0 0
Volume(parallelepipedo) = |det [—-3 1 1||=1]1-(5—2)] =3
-2 2 5

O
Esercizio 12.20. Siano P, = (1,-1,0),P, = (1,0,~1),P; = (1 +2, -k -1 %) e Py =
(1,2,1) quattro punti nello spazio.
a) Calcolare 'angolo tra i vettori Py Py e PyPs.
b) Calcolare il volume del prisma con base il triangolo Py Py Ps e lato il segmento Py Py.
SOLUZIONE:

a) Sia ¥ 'angolo cercato, usiamo la formula

(P Py, P,P3)

cos(V) = ————%
|PLP,| - | Po P3|
Poiche
PP—<2—1—1) PE = (0,1,-1)
243 \/gv \/gv \/g ) 142 s Ly 9
si ha
(PLP3, PoP3) =0 1+1—O
1473, 243) — \/g \/g -
Quindi cos(¥) =0e 9 = g
b) Il volume del prisma é meta del volume del parallelepipedo di lati Py Py, Py P3 ¢ Py P,. Poiche
— 2 1 1 —
PP=("—-1-— -1-—), PP =(03,1
Fi= (- ypiovE)  BR-08)

otteniamo

V= ‘(PlP% PP x P1P4)‘ _ ‘Plp2 : (P1P3 x P1P4)‘

SIS ) R R
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Analogamente
0 1 ~1
v ((PP PP PP)’ D lget | 2 1oL 41
= ; X =—.|det | —= —— —1-
142 143 144 2 \/g \/g \/g
0 3 1

1 8| 4
53
Esercizio 12.21. Si considerino le rette 1,729,173 di equazioni
r 3x+y—1l=4doe+y—2z—-1=0
rg 1 2x—y+z=2x—y+2z=0
rg cx—z=y+2=0

a) Mostrare che le tre rette sono complanari.
b) Calcolare l’area del triangolo determinate dalle tre rette.

SOLUZIONE:

a) Tenendo anche conto del punto b) dell’esercizio per verificare che le tre rette sono complanari
determiniamo i loro punti di intersezione a due a due.

3r+y=1

-1
4 —z=1 -6 111
riNry: rTrYy-2 =>qy=1 = Al=,=,=
20 —y+2=0 ] 6
=1
r—y+2z=0 6
3z+y=1 1
dr+y—z=1 21 1 11
Nrs: = =—5 = B{=-,—2,=
A P v=To 2722
=1
y+2=0 2
20 —y+2=0
+2z2=0 v=0
xr — =
,,,2m,r.3: y = y:O = C(0,0,0)
r—z=0
z=0
y+2=0

Il piano passante per A, B e C' contiene le tre rette che sono quindi complanari.

) . : : - COA= (L1 1)eCOB=(L _11
b) Calcoliamo i due vettori che formano due lati del triangolo: CA = (6, > 6) e CB = (2, > 2)7

quindi
i 7k
CAxCB=det |} 1 1| =Z2;_2p
P4
2 2 2
Infine
1— — 1 /1 1 2
rea(ABC) = 3|CAXCBl =5 [g+ 5=

Esercizio 12.22. Si considerino i piani w1, mo, 73 di equazioni:
m: 2r—y=1, me: x+y+z2=0, w3 x—2z=1.

a) Si determini l'insieme intersezione dei tre piani.

b) Si trovi il piano w4 passante per lorigine e perpendicolare alla retta r = mq N mwa.

c) Si determini l'area del triangolo di vertici A, B,C, con A = my Nma Nwg, B = 7 N3 N 7y,
C=mNm3Nmy.

SOLUZIONE:
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a) Riduciamo a gradini il sistema associato ai tre piani

2 -1 0 | 1 2 -1 0 | 1 2 -1 0 | 1

1 1 1 | 0|=2IT-1T1|0 3 2 | -1 = 0 3 2 | -1| =
1 0 -2 |1 Ir—iIir|jo -1 -3 | 1 3[Ir+1110 0 -7 | 2

2z —y =1 =2

Y T 3 01 2

3y+2Z:—1 = y:—7 = Wlmﬂ'gm’ﬂ'g:A: ?,_?,—? .

—Tz=2 zz—%

b) Calcoliamo la retta r = m N 7wa:

1 2 -10 | 1]_ J2w-y=1 . B 5,
1 1 1 | o 721-1l0 3 2 | -1 3y +22 = —1 )Y T s

La retta ha direzione (—%, —%, 1) cioe (1,2, —-3), quindi un piano ortogonale a r ha equazione del
tipo z + 2y — 3z = d. Imponendo il pasaggio per l'origine otteniamo d = 0. Infine il piano cercato
e

my: x+2y—32=0

¢) Abbiamo gia trovato A nel punto a). Analogamente mettiamo a sistema 7y, 73 € 74:

2 -1 0 1 =1 L5 3
1 2 -3 10 sz%

Mettendo a sistema 7o, T3 € my:

11 1 |0 =3 s 41
10 -2 | I|l=-=2qy=-12 = 7r2|’177307r4:C':(7,—7,—7>.
12 =310 Z__%

Di conseguenza

— 2 31 — 41 2 _— =
AC=|=,—=, = BC=|(=,=,=]. A BC =
¢ (7, 7,7>, ¢ (7,7,7) - ACxBC

= —i+2k

-
~|w

EN[PENCSTI RSN
~|
3=

Infine

Area(ABC) = %| (-1, 0, 2)|= %\/5

Esercizio 12.23. Siano A = (0,—1,0), B =(-2,0,-3), C = (—1,0,—1) punti dello spazio.
a) Calcolare area del triangolo di vertici A, B, C.
b) Stabilire se il punto D = (2,2,2) appartiene al piano contenente A, B, C.
c) Eseiste un’isometria che trasforma i punti A, B,C nei punti O = (0,0,0), P = (1,0,2) e Q =
(1,1,1) rispettivamente?

SOLUZIONE:

a) L’area del parallelogramma di lati AB e AC & data dalla lunghezza del vettore AB x AC. Poiché
AB = (-2,1,-3) e AC = (—1,1,—1), otteniamo
i g k
ABx AC =det | -2 1 —3| =2i4+j—k=(2,1,-1) = |ABx AC|=+6.
-1 1 -1

Infine 'area del triangolo ¢ meta dell’area del parallelogramma:

Area(ABC) = ?
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b) Un modo consiste nel determinare il piano passante per i tre punti A, B, C il quale ha equazione

r=-2t—s
miey=—14+t+s = 2x+y—z=-1
z=-=3t—35

Il punto D non soddisfa I'equazione di m: 4 + 2 — 2 # —1, quindi D non appartiene al piano
contenente A, B, C.
¢) Un’isometria conserva le distanze, quindi in particolare deve essere |AB| = |OP)|. Nel nostro caso

|AB| = V14 # |OP| = /5
quindi non puo esistere un’isometria che trasforma i punti A e B nei punti O e P.
|
Esercizio 12.24. Siano M = (1,1,1), N = (3,2,1), L = (1,2,2) punti dello spazio R2. Sia C =
(=1,0,1).
a) Si calcoli larea del triangolo MNL.
b) Si determini linsieme M'N'L’ che si ottiene proiettando il triangolo MN L dal centro C' sul piano
z+y=0.
c) Si caleoli Uarea del triangolo M'N'L’.

SOLUZIONE:

a) L’area del triangolo di vertici M NL ¢ la meta dell’area del parallelogramma di lati M N e LN ,
dove

e —
w=DMN =(2,1,0), wv=LN=(2,0,-1)

Ricordando la formula per ’area di un parallelogrammo cominciamo a calcolare il vettore
prodotto vettoriale:

0| =—i+2j—2k=(-1,2,-2)

O = .

)
uxXv=det |2
2

Infine

Area(triangolo MNL) =

| W

1 1
Shux o] = 51(=1,2,-2)| =

In alternativa si poteva calcolare 1'altezza del triangolo di base LN sfruttando la proiezione
— —
del vettore u = M N suv = LN:

(u,v 4
) = = = 2707 _1
prufu) = (i = £(2,0,-1)
2 4\ . . .
Il vettore u — pr,(u) = R 1, 5 e ortogonale a v e corrisponde all’altezza del triangolo di base
v. Quindi
1 2 4 1 3 3
Area(tri lo MNL)=—--|(2,0,-1)|-|{ -,1,= ) |==-VH-—= ==
rea(triangolo ) 5 [(2,0,-1)] |(5, ,5> 5 V5 N
b) Il vettore delle coordinate omogenee del piano ¢ P = (1,1,0,0) e il punto C ha coordinate
omogenee C' = (—1,0,1,1). La matrice di proiezione & quindi
0 0 1 1
I -1 1 11
A=P'C—(P-O)y = 0 0 1 0
0 0 0 1

Quindi

M-A=(-1,1,3,3) = M = (
N-A=(-2,2,6,6) = N=(-11;
- ) ) ) 3737

11
L-A=(-2,2,54 = L'=(-==
( ’7’) ( 272

= ot
N—

Quindi il triangolo viene proiettato nel segmento M'L'.
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In alternativa si potevano calcolare le proiezioni senza utilizzare la matrice A. Per esempio
per calcolare M’ si poteva calcolare la retta

r=1+2¢
CM: (y=1+t
z=1
Il punto M’ & dato dall’intersezione tra la retta CM e il piano x + y = 0:
r=1+2t x=1+2t t=-32
=1+t =1+t =-1 11
VP y=ir O SR A VA (e
z=1 z=1 y=3 33
rz+y=0 1+2t+1+¢t=0 z=1

Analogamente si potevano ottenere gli altri punti.
¢) 1l triangolo M’ N’'L’ & degenere, quindi ha area nulla.






CAPITOLO 13

Coniche

Esercizio 13.1. Stabilire il tipo di conica corrispondente alle sequenti equazioni. Se si tratta di una
conica a centro determinare inoltre le coordinate del centro della conica.

a) 927 4 4xy + 6y* = 10
2 2 1
b) z° +6zy +y +2x+y+§:0

) a2 +6zy — 202 +22 -4y +2=0

) 2® +2zy+y* +3x+3y =0

) 22% 4+ 22y + 3y +1=0

) 522 + 5y — 62y + 16V/2x +38 =0
g) 2522 —Ty? +48y +7=0

) 22 +9y? —6ry+22 -6y +1=0

a4 2zy4++2y—2=0

) 22 +day+4y* —62+1=0

a4+ ay -2y +3y—1=0

Esercizio 13.2. Ridurre in forma canonica le coniche f), g) dell’esercizio precedente e le coniche

n) 922 + day + 6y? = 10

1
p) x2+6xy+y2+2x+y+§ =0
Esercizio 13.3. Siano assegnate le sequenti coniche non degeneri f(x,y) = 0:

(1) 922 + dzy + 6y*> — 10 =0

1
(2) x2+6zy+y2+2x+y+§:0

(3) 5x? + 5y? — 6y + 16v2z +38 =0
(4) 2522 — Ty? +48y +7=0
(5) 2 +day +4y? —62+1=0

Per ognuna di esse:

a) Determinare la matrice A della forma quadratica associata alla conica.

b) Determinare la matrice di rotazione R (ortogonale speciale) tale che RT AR = D, con D matrice
diagonale.

¢) Stabilire se si tratta di un’iperbole, ellisse o parabola.

d) Se si tratta di una conica a centro (ellisse o iperbole), determinarne il centro e gli assi.

Esercizio 13.4. Siano assegnate le sequenti coniche non degeneri f(x,y) = 0:

(1) 92* + 4y +6y> — 10 =0

1
(2) :1:2—|—61:y+y2+2x—|—y+520

329
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(3) 522 4 5y? — 6xy 4+ 16v2z +38 = 0
(4) 252° = Ty* +48y +7=0
(5) 2? +dry +4y* —6x+1=0

Per ognuna di esse:

a) Determinare la matrice A della forma quadratica asociata alla conica.

b) Stabilire se si tratta di un’iperbole, ellisse o parabola.

c) Se si tratta di una conica a centro (ellisse o iperbole), determinarne il centro e gli assi. Se si
tratta di una parabola, determinarne il vertice e l’asse.

Esercizio 13.5. Riconoscere che le sequenti coniche f(x,y) = 0 sono degeneri e determinare le
equazioni delle rette che le formano. Se si tratta di una conica a centro determinarne il centro.

(1) 2* + 22y +y* + 32+ 3y =0
(2) 2% 4+ 9y* —6ay + 22 —6y+1=0
(3) 2 +ay -2y +3y—1=0
Esercizio 13.6. Ridurre in forma canonica le sequenti coniche:
a) 5z + by? — 6y + 16v2z + 38 =0
b) 2522 — Ty* + 48y +7=0
¢) x® +day+4y* —62+1=0

Esercizio 13.7. Ridurre in forma canonica le sequenti coniche e determinare il cambiamento di
coordinate mecessario per passare da una forma all’altra:

a) 5z 4 5y? — 6xy 4+ 16v2z + 38 = 0
b) 2522 — Ty + 48y +7=0
¢) 22 +dzy+ 4y —6z+1=0

Esercizio 13.8. Sia C la conica di equazione
C:2zy—x—-3y=k

a) Stabilire per quali valori di k la conica C ¢é degenere.
b) Posto k =0, stabilire di quale tipo di conica si tratti.
c) Trovare gli assi (o Uasse) di simmetria di C.

Esercizio 13.9. Sia k un parametro reale. Si consider: la famiglia di coniche Cy di equazione
Cr : 2kx® +2(k —2)ay — 4y* + 22 = 1.

a) Esistono coniche degeneri nella famiglia?
b) Si classifichi la conica Cy, al variare di k.
c) Si determinino le coordinate dei centri delle coniche Cy, (quando esistono).

Esercizio 13.10. Sia Cx la conica di equazione
Co : 22+ (k—2ay+y*—4=0 (k parametro reale)

a) Al variare di k € R, riconoscere di quale tipo di conica si tratti.
b) Trovare le coniche degeneri della famiglia.
c) Mostrare che ci sono due rette che sono assi di simmetria di ogni conica della famiglia.

Esercizio 13.11. Sia Cy la conica di equazione
Cp : 2>+ kxy+y®>—4=0 (k parametro reale)

a) Al variare di k € R, riconoscere di quale tipo di conica si tratti.
b) Trovare le coniche degeneri della famiglia.
c) Mostrare che tutte le ellissi appartenenti alla famiglia sono reali.

Esercizio 13.12. Fissato il parametro reale t, sia C; la conica di equazione

C: : (2t — a4+ 6tay +ty* +22 =0
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a) Stabilire se esistono valori di t per cui la conica é degenere.
b) Determinare il tipo di conica al variare del parametro t.

1
c) Scrivere la forma canonica di C; per t = 3

Esercizio 13.13. Fissato il parametro reale t, sia C; la conica di equazione
Co : tr? +2xy+ (t+2)y* —2y=0
a) Stabilire se esistono valori di t per cui la conica é degenere.

b) Determinare il tipo di conica al variare del parametro t.
c) Scrivere la forma canonica di Cy per t = —1.

Esercizio 13.14. Si consideri la matrice
1 0 0
A=10 1 2
0 2 1

a) Calcolare autovalori e autovettori di A.

b) Calcolare una matrice diagonalizzante di A, che sia ortogonale e rappresenti una rotazione dello
spazio attorno all’origine.

¢) Scrivere la forma canonica della conica C con matrice associata A

Esercizio 13.15. Si consideri la conica di equazione
202 +dry + 5y + 22 —2y+1=0

a) Si determini il tipo di conica.

b) Si trovi l’eventuale centro della conica.

c) Si trovino gli assi di simmetria e la forma canonica della conica.
Esercizio 13.16. Sia C la conica di equazione

C: 32% 4+ 1day —5y* — 10z + 14y =0

a) Stabilire il tipo di conica.

b) Nel caso sia una conica a centro, trovare le coordinate del centro.

c) Trovare equazioni degli eventuali asintoti della conica.
Esercizio 13.17. Sia C la conica di equazione

2?2 +dzy + 4y + 4y = 0.
a) Si determini il tipo di conica.

b) Si trovi la forma canonica della conica.
c) Si trovino gli eventuali assi di simmetria della conica.

1. Suggerimenti

Equazione
A ogni conica f(z,y) = 0, possiamo associare due matrici quadrate simmetriche: la matrice A € Maxo
relativa alla forma quadratica associata alla conica, e la matrice A’ € Mzy3:
e coeff. di 22 1/2 coeft. di zy
T |1/2 coeff. di zy  coeff. di y? |’

A h
Rtk
Di conseguenza ’equazione della conica e
flay) =loy 1] A (2,9, 107 = [o,y]- A [2,y]" +2(h7 - [2,y]7) + k=0
Possiamo inoltre definire gli invarianti ortogonali dell’equazione della conica.
e Invariante cubico: I3 = det(A’),
e Invariante quadratico: Io = det(A),

e Invariante lineare: I; = traccia di A = somma degli elementi della diagonale di A = somma
degli autovalori di A.

1/2 coeff. della x

r_
A= 1/2 coeff. della y

dove h= [ } , k= termine noto dell’equazione
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Classificazione.

e Una conica ¢ non degenere se¢ I3 = det(A’) # 0. Inoltre &:
— Ellisse: se gli autovalori sono concordi, ovvero se I = det(A) > 0.
— Iperbole: se gli autovalori sono discordi, ovvero se I = det(A4) < 0.
— Parabola: se ha un autovalore nullo, ovvero se Iy = det(A) = 0.
e Una conica ¢ degenere se I3 = det(A’) = 0. Inoltre:
— Serg(A’) = 2 ¢ semplicemente degenere, ovvero si tratta di una coppia di rette distinte
(reali o immaginarie).
— Serg(A’) =1 & doppiamente degenere, ovvero si tratta di una coppia di rette coincidenti.

Centro e assi o vertice e asse.

e Centro
— Iperbole e ellisse sono coniche a centro. Il centro si determina risolvendo il sistema:

— Se la conica ¢ degenere e si tratta di una coppia di rette incidenti, si tratta di una conica
a centro. Il centro ¢ il punto di intersezione delle due rette e puo anche essere determinato
come per le coniche a centro non degeneri.
e Assi
— Gli assi di iperbole e ellisse sono le rette passanti per il centro, aventi direzioni parallele agli
autovettori di A.
— L’asse della parabola ¢ una retta di direzione parallela all’autovettore relativo all’autovalore
nullo passante per il vertice. Il vertice ¢ dato dall’intersezione dell’asse con la parabola.
Non avendo in generale il vertice, per determinare I’asse si puo:
Determinare la direzione dell’asse.
Determinare la generica equazione di una retta r perpendicolare all’asse.
Determinare i punti di intersezione D e E di r con la parabola.
Determinare il punto medio M del segmento DFE.
L’asse ¢ la retta per M di direzione parallela all’autovettore relativo all’autovalore
nullo.
* Una volta nota l'’equazione dell’asse si puo ricavare il vertice.
— In alternativa assi, centro e vertice si possono ricavare dalla forma canonica se si € a cono-
scenza delle trasformazioni che permettono di passare dall’equazione alla forma canonica e
viceversa.

* X X X X

Rotazione.
La matrice A & simmetrica, quindi esiste una matrice R ortogonale speciale detta matrice di rotazione
tale che

A0

TAR—=D —
RAR_D_[O s

] dove \; sono autovalori di A

La matrice R si ottiene dagli autovettori di A (normalizzati e con i segni in modo che il determinante
sia 1).

Forma canonica con equazioni della trasformazione.
Per ottenere la forma canonica di una conica non degenere, ovvero una delle forme:

e azx? 4 by? — 1 =0, ellisse reale,
e az? + by? + 1 = 0, ellisse immaginaria,
o az? —by? —1 =0, iperbole,
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o 12 —2py = 0, parabola,
con a,b > 0, dobbiamo eseguire due trasformazioni:

(1) Rotazione. Lo scopo ¢ ruotare la conica in modo che gli assi (o 1'asse) siano paralleli agli assi
cartesiani. Dal punto di vista dell’equazione questo implica la mancanza del termine xy.

(2) Traslazione. Lo scopo ¢ traslare la conica in modo che il centro (nel caso di ellisse o iperbole) o
il vertice (nel caso della parabola), coincida con l'origine degli assi cartesiani. Dal punto di vista
dell’equazione questo implica la mancanza dei termini z e y.

Vediamo come procedere.

(1) Rotazione.
i) Si determinano gli autovalori e autovettori di A, in modo da ottenere la matrice R ortonor-
male speciale tale che RT AR = D, matrice diagonale. Questo corrisponde a effettuare il
cambiamento di base:

R I R

ii) Si sostituiscono al posto di z e y le nuove coordinate X e Y ottenendo cosl una equazione
priva del termine XY. Notiamo che la forma quadratica associata alla conica nelle nuove
coordinate sara del tipo:

M X2+ A\ Y2

dove \; sono gli autovalori di A. E’ quindi opportuno prendere gli autovalori nell’ordine
desiderato (e non & necesario sostituire X e Y nella parte quadratica perché sappiamo gia il
risultato che otterremo).

(2) Traslazione Possiamo distinguere due casi.
e Coniche a centro. Si puo procedere in due modi:
i) Completamento dei quadrati, che indicano la traslazione da effettuare.
ii) Ricerca del centro della conica (eventualmente modificato secondo il cambiamento di
coordinate della rotazione), che indica la traslazione da effettuare.
e Parabole.
i) Completamento del quadrato e contemporaneamente eliminazione del termine noto,
che indicano la traslazione da effettuare.
ii) Ricerca del vertice della parabola (eventualmente modificato secondo il cambiamento
di coordinate della rotazione), che indica la traslazione da effettuare. Poiché la ricerca
del vertice della parabola & piuttosto laboriosa, in genere conviene utilizzare il primo
metodo.

Forma canonica versione semplice.

Per ottenere la forma canonica di una conica non degenere senza cercare pero l'equazioni della tra-
sformazione che permette di passare dall’equazione originale alla forma canonica e viceversa, possiamo
procedere nel seguente modo:

e Calcoliamo I3 = det(A’) per verificare che la conica non sia degenere.

e Calcoliamo gli autovalori A1, Ao di A e stabiliamo di quale conica si tratta.

e Se si tratta di un’ellisse o un’iperbole sappiamo che dobbiamo arrivare a una equazione del tipo
ax? + by? £ 1 = 0, passando attraverso una equazione del tipo

M 0 0
Mz 4+ Xy’ +t=0 < B=|0 X 0 con A1, Ao autovalori di A
0 0 t

Poiché I3 & un invariante, imponendo la condizione det(A’) = det(B) possiamo ricavare il valore
di t. Dividendo infine per t o —t si ottiene la forma canonica.

e Sesi tratta di una parabola sappiamo che dobbiamo arrivare a una equazione del tipo 22 —2py =
0, passando attraverso una equazione del tipo

A 00
X2 +2y=0 < B=|0 0 t con A autovalore non nullo di A
0 ¢t O
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Poiché I5 & un invariante, imponendo la condizione det(A’) = det(B) possiamo ricavare il valore
di t. Dividendo infine per A si ottiene la forma canonica.

Equazioni della trasformazione. Passando da un’equazione f(z,y) = alla corrispondente forma
canonica f(X,Y) = 0 abbiamo effettuato un cambiamento di base corrispondente a una rotazione R
(definita dagli autovettori di A) e una traslazione definita dal centro C'(zg, yo) o dal vertice V(zg, yo) della

conica. Il cambio di coordinate ¢ dato da
T X To
o)==

V=l

dove R & la matrice di rotazione, ovvero la matrice diagonalizzante ortogonale speciale associata a A.

Coniche degeneri.
Per determinare le equazioni delle rette che formano che le coniche degeneri si deve risolvere una
equazione di secondo grado in cui si considera la z come variabile e la y come parametro, o viceversa.

e Se la conica & semplicemente degenere (rg(A’) = 2) si ottengono due rette distinte.

e Se la conica ¢ doppiamente degenere (rg(A’) = 1) si ottiene una sola retta.

e Se la conica & a centro (det(A) # 0, quindi rg(A’) = 2) si ottengono due rette incidenti nel centro.
e Se & una parabola degenere (det(A) = 0, ma rg(A’) = 2) si ottengono due rette parallele.

2. Soluzioni

Esercizio 13.1. Stabilire il tipo di conica corrispondente alla sequente equazione. Se si tratta di una
comica a centro determinare inoltre le coordinate del centro della conica.

a) 927 + 4xy + 6y* = 10

1
b) x2+6xy+y2+2x+y+§:0

) a2 +6ay — 202 +22 -4y +2=0

) 2?2+ 22y +y? + 32+ 3y =0

) 222 + 22y + 3y +1=0

) 522 + 5y — 62y + 16722 +38 =0
g) 2522 —Ty? +48y +7=0

) 22 +9y? —6ry+22 -6y +1=0

Yyl +2zy+x+2y—2=0

) 2 +day+4y* —62+1=0

Yyl +ay -2y +3y—1=0

SOLUZIONE:

a) Consideriamo I'equazione 922 + 4y + 632 = 10. La matrice A’ associata a tale equazione &



2. SOLUZIONI 335

per cui ’equazione della conica risulta

T
[$>y71]'AI' Yy =0
1
Analogamente la matrice associata alla forma quadratica e
9 2
=[]

per cui 'equazione della conica risulta

[z,y] A- m +2n7 - m +k=0

con

1/2 coeff. della y 0

Per stabilire se si tratta di una conica degenere o nondegenere determiniamo il rango di A’
comiciando a calcolare il determinante di A’:

I3 = det(A') = =540 + 40 = =500 £ 0 = rg(4') =3

Quindi si tratta di una conica non degenere.
Per stabilire se si tratta di un’ellisse, di una parabola o di una iperbole calcoliamo il deter-
minante di A:

b [1/2 coeff. della x} _ [O} E— 10

I, =det(A) =54 —4=50>0

Quindi si tratta di un’ellisse.
Poiche si tratta di una conica a centro ne possiamo determinare il centro risolvendo il sistema

A o [

ovvero il sistema associato alla matrice
[9 2 | 0]@1/2][[1 3 10

1 3 |0
2 6 | 0 I

9 2 | o} iM—mr[o —25 | 0

= {xzo = C =(0,0)
y=0

Potevamo notare che il centro della conica ¢ (0,0) osservando che nell’equazione mancano i
termini x e y.

1
Consideriamo I'equazione x? + 6zy + y* + 2z +y + 5= 0 e le matrici A’ e A associate:

1 3 1
; 1 |1 3
A'=13 } ; A= [3 1
L3 3
L’equazione della conica risulta
»
[1‘7y,1]'A/~ Yy =0
1_
OVVEro
et a [ v [ e
Y LY
con
h— 1/2 coeff. della z| |1 k—l
" [1/2 coeff. dellay| — |3]° 2
Inoltre
1 19 .
I3 =det(A") = i + 2="1 # 0 = conica non degenere

I, =det(A)=1-9=-8<0 = iperbole.
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Poiche si tratta di una conica a centro ne possiamo determinare il centro risolvendo il sistema
A- m +h=0= A- m =—h
Y Yy

ovvero il sistema associato alla matrice

13 ] =1 13 ] -1 1 3 ~1
31 | -4 2116 2 | -1 IT—-6I|0 —16 | 5
. 1
=—1z 1 5
6 (- 2
- y:_é = (16’ 16>
16

1 3 1
A=13 -2 -2 A:B _32}
1 -2 2
Inoltre
1
=[] ke
Si ha

I3 =det(A’)=—-8—-24—4=-36#0 = conica non degenere.
I, =det(A) = -2-9=—-11<0 = iperbole.

Determiniamo il centro risolvendo il sistema
A m +h=0 = A m =—h
Yy Yy

ovvero il sistema associato alla matrice

13| 1] 13 | -]
3 -2 | 2 IT-310 —11 | 5

4
r= 405
11 C=(=- =
O P (11’ 11)
11

d) Consideriamo 'equazione 22 + 2zy + y? + 3z + 3y = 0 e le matrici A’ e A associate

1 1

A=l1 1 ¢ A:[l 1}
2 2
Inoltre
3
h:[%], k=0
2

Poiché A’ ha due righe uguali si ha Is = det(A’) = 0 e rg(4’) < 3. Inoltre A’ ha una
sottomatrice 2 x 2 di determinante non nullo, per esempio:

13 9
2| = _2
rg(A’) =2 = conica semplicemente degenere.

Si tratta quindi di due rette distinte.
Per determinare esplicitamente ’equazione delle due rette si puo considerare 1’equazione della

conica come una equazione di secondo grado nell’incognita = e considerare la y come parametro:

22+ u+3)z+ (+3y)=0
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Risolvendo tale equazione con la formula per le equazioni di secondo grado otteniamo

2y -3+ (y+32—-4(y2+3y) —2y—-3+9

2 2

x1,2
B —2y—3+3

2
= x=-y oppure T=-y—3

Si tratta quindi di due rette reali parallele:

rr: z+y=20
ro: x+y+3=0

e) Consideriamo I'equazione 222 + 2zy + 3y + 1 = 0 e le matrici associate:

2 1 0
A=113 0 A:E;’]
00 1

Inoltre

Si ha

I3 =det(A)=5#0 = rg(A’) =3 = conica non degenere.
I, =det(A) =5>0 = ellisse.

Determiniamo il centro risolvendo il sistema
x] 2 1 |0 2 1 | 0
A'M“hi L 3 | 0} = 2[1—1{0 5 | o} =

{x: = C=(0,0)

f) Consideriamo 'equazione 522 + 5y — 6zy + 161/2x + 38 = 0 e le matrici associate:

5 —3 8/2
A=|-3 5 0 A:{E’3 _53]
8/2 0 38
Inoltre
8v/2
L -
Si ha

I3 =det(A’) = =32 # 0 = conica non degenere.
I, =det(A) =25-9=16 >0 = ellisse.

337

Poiche si tratta di una conica a centro ne possiamo determinare il centro risolvendo il sistema

I, o 3 -svelL 1 [3 5 | 0
y| = 3 5 | 0 SIT+3I|0 16 | —24v2
b)
e—-22

— 23
y Q\T
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g) Consideriamo I'equazione 2522 — 7y? + 48y + 7 = 0 e le matrici associate

25 0 0
A=lo -1 21| A= {205 _07}
0 24 7
Inoltre
0
h= {24} , k=17
Si ha

I3 = det(A’) = 25 - (—49 — 24%) £ 0 = conica non degenere.
Iy =det(A) = —175 <0 = iperbole.

Poiche si tratta di una conica a centro ne possiamo determinare il centro risolvendo il sistema

25 0 | 0 z=0 (24
0 -7 | —24f 7 y:274 §C<O’7>

h) Consideriamo I'equazione z? + 9y? — 6xy + 2z — 6y + 1 = 0 e le matrici associate:
1 -3 1
Al=|-3 9 -3 A= {_13 _93]
1 -3 1

Notiamo che senza eseguire calcoli possiamo dedurre che I3 = det(A’) = 0 in quanto A’ ha
due righe uguali. Inoltre riducendo la matrice a gradini otteniamo:

1 -3 1
I7+3110 0 0
II7-1(0 0 0

Quindi rg(A’) = 1 e si tratta di una conica doppiamente degenere, ovvero di due rette coincidenti.
Per determinare esplicitamente I’equazione della retta risolviamo ’equazione di secondo grado
nell’incognita = con parametro y (o viceversa):

2 —2By—1)+ (9 -6y +1)=0 =
z12=0By—1) /By -1 - (92 —6y+1)=3y—1
Quindi si tratta della retta z — 3y + 1 = 0.

i) Consideriamo I'equazione 22 + 2xy + x + 2y — 2 = 0 e le matrici associate:

11 3
2
1
L -2
Inoltre
1
— |2 I
=[] ke
Si ha
/ 5 1 :
Is =det(A) = -1+ 3 + 3= 2#0 = conica non degenere.

I =det(A) = -1<0 = iperbole.

Poiche si tratta di una conica a centro ne possiamo determinare il centro risolvendo il sistema

11 ] -3 r=-1 3 1
[10|_1]:> )= = (C= —1,5

DN | =
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1) Consideriamo 'equazione 22 + 4xy + 4y? — 62 + 1 = 0 e le matrici associate:

1 2 -3
A=]2 414 0 A:B ﬂ
-3 0 1
Inoltre
-3
=[] ke
Si ha

I3 =det(A’) = =36 #0 = conica non degenere.
I, =det(A) =0 = parabola.

m) Consideriamo 'equazione 22 + zy — 2y 4+ 3y — 1 = 0 e le matrici associate:

1
2 1 1
—2 % A:{l 22}
P :

A=

ON|— =

Si ha
I3 =det(A’) =0 = conica degenere.

Inoltre A’ ha una sottomatrice 2 x 2 di determinante non nullo, per esempio:
1 4 1
2 | = _9_2
rg(A’) =2 = conica semplicemente degenere.

Si tratta quindi di due rette distinte.
Per determinare esplicitamente ’equazione delle due rette si puo considerare 1’equazione della

conica come una equazione di secondo grado nell’incognita x e considerare la y come parametro
(o viceversa):

4oy + (=202 +3y—1)=0
Risolvendo tale equazione con la formula per le equazioni di secondo grado otteniamo
B —yE Y2 —4(—2y2+3y—1) —y+£.9y%—12y+4
B 2 2
—y £ (B3y—2)

2
= z=y—1 oppure r=-2y+1

T1,2

Si tratta quindi di due rette reali incidenti:

m:z—y+1=0
ro: x+2y—1=0

Notiamo che le due rette si intersecano nel punto C (—%, %) che corrisponde al centro della
conica. Il punto C' lo possiamo quindi anche ricavare, come nei casi precedenti, risolvendo il

sistema A - [z y]T = —h.

]

Esercizio 13.2. Ridurre in forma canonica le coniche f), g), 1) dell’esercizio precedente e le coniche

n) 922 + 4xy + 6y = 10

1
p) x2+6zy+y2+2x—|—y—|—520

SOLUZIONE:
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f) Consideriamo I'equazione 5x2 + 5y? — 6zy 4+ 161/2x + 38 = 0. Sappiamo gia che si tratta di
5 3
un’ellisse di centro C' <2\@, 2\@) Sappiamo inoltre che gli autospazi della matrice A sono:

E@®)=((-1,1)
E(2) = ((1,1))

Per determinare la forma canonica dobbiamo effettuare due trasformazioni:
— Rotazione
— Traslazione

— Rotazione. Per determinare una matrice di cambiamento di base ortonormale e speciale,
corrispondente a una rotazione, dobbiamo determinare una base ortonormale di R? for-
mata da autovettori, imponendo inoltre che la matrice P di cambiamento di base abbia
determinante +1.

Notiamo che i due autovettori sono ortogonali (anche per il teorema spettrale). E’ quindi suf-
ficiente normalizzarli e eventualmente cambiarli di segno in modo che P abbia determinante
+1:

La matrice P di cambiamento di base ¢ quindi la matrice ortogonale

1 1
Po |7 f]
V2 V2

Se indichiamo con (z’,y’) le nuove coordinate abbiamo che

I
V2

54 i Y =—(x+y)
r . x=i-($’+y’)
Sl =

- . y:\ﬁ'(*$+y)

In questo momento ci serve il secondo cambio di coordinate. Sostituendo infatti le coordinate
(z,y) nell’equazione otteniamo:
5 / 2 5 / /\2 1 / ! l /
@ +y) (=2 +y)" =6 S(@ Y (=2 Y+
+16(z' +y')+38=0
8(z')? +2(y')? + 162’ + 16y’ +38 =0

Abbiamo cosi effettuato la rotazione.
— Traslazione Si tratta ora di effettuare la traslazione. Possiamo procedere in due modi.
MODO 1: completamento del quadrato.

8((2')*+22") +2((v)*+8y)+38=0
8((2')?+22" +1) —8-1+2((¥)* +8y +4%) —2-4*+38=0
8(x' + 1) 42 +4)°-2=0

Sostituiamo ora le nuove incognite
X=1+1
Y =9 +4

8X24+92Y2=2 = 4X%24V?%2=1

ottenendo ’equazione
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Notiamo che il cambiamento di base da (z,y) a (X,Y) &

X:%(x—y)—i-l

1
Y=— (z4+y) +4

V2

MODO 2: utilizziamo il centro. Sappiamo che il centro ha coordinate

x:—§\/§
C: %
y=—§\/§

Nelle nuove coordinate (z’,y’) il centro ha coordinate:

1 5 3
o= ——(—V2+V2) =-1
ol V2 \ 2 2
' 1 5 3
= (-Sv2-SV2)=—4
V=75 SV2—5V2

Quindi le coordinate rispetto alle quali il centro si trova nell’origine degli assi sono

X=1+1 r=X-1
=
Y=y +4 Y=Y -4
Sostituendo tali valori nell’equazione
8(2")? +2(y')? + 162" + 16y’ +38 =0
otteniamo, ovviamente come nel caso precedente, I’equazione canonica

4X%24+v?2=1

g) Consideriamo 'equazione 2522 — 7y? + 48y + 7 = 0. Sappiamo gia che si tratta di una iperbole
24
di centro C (O, 7). Inoltre gli autospazi di A sono

E(25) = ((1,0))

— Rotazione Notiamo che la matrice A e gia diagonale, quindi non dobbiamo effettuare questa
operazione. In effetti la matrice P di cambiamento di base sarebbe la matrice identica.

— Traslazione
Si tratta ora di effettuare la traslazione. Possiamo procedere in due modi.
MODO 1: completamento del quadrato.

48
25x2—7(y2—7y>+7=0

48 24\ 2 24 2
25x2—7[y2—7y+<7> ]+7-<7> +7=0

24\* 625
2502 — 7|y — = — =0
v (y 7 > 7
Sostituiamo ora le nuove incognite
X==x
24
Y=y——
YT
ottenendo ’equazione
625 7 49

2B5X2 7724+ =0 = ——X?+—Y?=1
T 25 T 625
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Per ottenere la forma canonica dobbiamo in effetti effettuare la rotazione che scambi gli assi
cartesiani:
x// — Y
y// - _X

49 .., 7
o257~ o5

MODO 2: utilizziamo il centro. Sappiamo che il centro ha coordinate

ottenendo

y//)2 =1

z=0
C: _%
Y=

Non avendo effettuato il cambiamento di coordinate corrispondente alla rotazione possia-
mo immediatamente individuare le coordinate (X,Y’) rispetto alle quali il centro si trova
nell’origine degli assi:
X =X €T = X
24 = 24
Y=y—— =Y+ —
Yo Y 7
Sostituendo tali valori nell’equazione
2527 — Ty? + 48y +7=0
otteniamo, ovviamente come nel caso precedente, I’equazione canonica
7 49

—— X4 —VY?=1
25" 625
ovvero
49 11\2 7 11\2
_— - =1
a5 @) = 5 (")

1) Consideriamo I'equazione 22 +4zy+4y? —6x+1 = 0. Sappiamo gia che si tratta di una parabola,
ma in questo caso, non trattandosi di una conica a centro, non abbiamo determinato gli autospazi.
Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

pa(\) = det [IEA 42A] = A\ —5)

Quindi A ha due autovalori:
AL =
)\2 = 5
Calcoliamo lautospazio E(0) risolvendo il sistema omogeneo associato a A:

[12|o 1 2] 0

2 4 | o}:uy;s[o 0 | 0} = ety=0

N {x__% = E(0) = (2, 1))
y=1=t

Analogamente calcoliamo I’autospazio F/(5) risolvendo il sistema omogeneo associato a A —I:

{—4 2 | 0} 1/21 {—2 | 0

= L = —2r+y=0
2 -1 | 0o 72[I+17 |0 0 | 0 Y=

= {;:; = B() = ((1,2))

Possiamo ora procedere come negli esercizi precedenti.
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— Rotazione Per determinare una matrice di cambiamento di base ortonormale e speciale, cor-
rispondente a una rotazione, dobbiamo determinare una base ortonormale di R? formata da
autovettori, imponendo inoltre che la matrice P di cambiamento di base abbia determinante
+1.

Notiamo che i due autovettori sono ortogonali (anche per il teorema spettrale). E’ quindi suf-
ficiente normalizzarli e eventualmente cambiarli di segno in modo che P abbia determinante
+1:

La matrice P di cambiamento di base ¢ quindi la matrice ortogonale

2 1
V5 V5

Se indichiamo con (z’,y") la nuove coordinate abbiamo che

In questo momento ci serve il secondo cambio di coordinate. Sostituendo infatti le coordinate
(z,y) nell’equazione otteniamo:

1 4 4
=20 +¢)+ 2 (22" + ) (=" + 2) + o (—2' +29)°

6
- —=(22"4+¢y)+1=0
5 )
12 6
W) - g - Y =0

Abbiamo cosi effettuato la rotazione.

— Traslazione
Si tratta ora di effettuare la traslazione. Non essendo una conica a centro dobbiamo procedere

nel
MODO 1: completamento del quadrato e eliminazione del termine noto.
12

6 /] ,
L) B v
55| VB

6 3 \?] 12 9
5 ’2—’+<) ——2'+1--—-=0
W 5a T GG | T %
[ 31 12 16
5 } SRRV
N V5 25
5'y/_3r_12 o5
” 5V5 NG 75

Sostituiamo ora le nuove incognite

5|y

0

=0

ottenendo ’equazione

52— =
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Per ottenere la forma canonica dobbiamo in effetti effettuare la rotazione che scambi gli assi

cartesiani:
=Y
y// - _X

12
x// 2 + 1 — 0
(z") PN

ottenendo

e Scriviamo la conica in forma normale:
922 4 4xy + 6y —10 =0

Le matrici associate alla conica sono

9 2 0
A=1]2 6 o0 A—B 2}
00 —10

Si vede facilmente che
I3 =det(A’) # 0 = conica non degenere.
Iy =det(A) =50>0 = ellisse.

— Rotazione
Come prima cosa dobbiamo individuare un cambiamento di base ortogonale che trasformi
A in matrice diagonale (rotazione). A tale scopo cerchiamo gli autovalori e autovettori di A
per trovare una nuova base ortonormale di R? formata da autovettori di A. Quindi

pa(N) = (9—=XN)(6—X) —4 =\ —15\+50

e gli autovalori sono A\; =5 e Ao = 10.
Calcoliamo lo spazio E(10) risolvendo il sistema omogeneo asociato alla matrice A — 101I:

[21 4 } 8} - H+2I{01 3 I 8] - {z:ft vieR
Quindi
E(10) = {(2,1))
Calcoliamo lo spazio E(5) risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 51
R R R R s
Quindi
E(5) = ((1,-2))

Notiamo che i due autovettori sono ortogonali (per il teorema spettrale). E’ quindi suffin-
ciente normalizzarli cambiandoli di segno in modo che la matrice P di cambiamento di base
abbia determinante +1:

2 _ 1
-l
V5 V5

Se indichiamo con (x',y’) le nuove coordinate abbiamo che

- _ R
A= fl=rfl= o E L

|
=
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Sostituendo ora le coordinate (z,y) nell’equazione otteniamo:
9 4 6
220 —y) + 2 (2" —y) (@ +2) + 2@+ 2)* —10=0
10(2")? +5(y )2 —10=0
22"+ (¥)*—2=0
Traslazione
Come si vede dal fatto che mancano i termini in x e y in questo caso non & necessario

effettuare il secondo cambiamento di base corrispondente alla traslazione per ottenere la
forma canonica. In effetti se ricerchiamo il centro otteniamo:

{2 6 | 0}:91121[0 50 | o]:'{yo = C(0,0)

La forma canonica della conica e quindi

(&) + 5 = 1=0

1
o Consideriamo la conica z2 + 6xy + y2 + 2z +y + = = 0 e le matrici associate

2
1 3 1

1 3

A=13 1 1L A:[]

1;i 3 1
2 2

Si vede facilmente che
I3 =det(A’) #0 = conica non degenere.
I, =det(A) = -9<0 = iperbole.

— Rotazione Come prima cosa dobbiamo individuare un cambiamento di base ortogonale
che trasformi A in matrice diagonale (rotazione). A tale scopo cerchiamo gli autovalori e

autovettori di A per trovare una nuova base ortonormale di R? formata da autovettori di A.
Quindi

paN) =1 =X2-9=X—-2\-8

e gli autovalori sono \1 =4 e Ay = —2.
Calcoliamo lo spazio E(4) risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A — 47:

-3 3 | 0 r=t
[3 3 | 0} :{yt Vit e R

Quindi
E(4) =((1,1))

Calcoliamo lo spazio E(—2) risolvendo il sistema omogeneo associato alla matrice A + 21I:
33 1] 0 x=t
[3 3 | 0]:>{y=—t Vi e R

E(=2) = ((1,-1))

Notiamo che i due autovettori sono ortogonali (per il teorema spettrale). E’ quindi sufficiente
normalizzarli:

La matrice P di cambiamento di base ¢ quindi la matrice ortogonale speciale

1 1
V2

Quindi

P =
V2
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Se indichiamo con (z’,y") le nuove coordinate abbiamo che

- _ I
IR AR
x] ) F: . x= \i@ (@ +y)

K Y| yzﬁ-(—x%y’)

Sostituendo ora le coordinate (x,y) nell’equazione otteniamo:

1 6 1
5@ +Y) 4 5@ ) )+ (2 )

2 2 2
+ L@+ y) + =y + 5 =0
V2 V2 2

—2(2')? +4y)* + L:1:’ + iy’ + L_ 0

V2o V2T 2

— Traslazione
Possiamo ora completare il quadrato:
0

~2 (@;’)2 — 2\1/§x') +4 ((;/)2 + 4353/) +
Jo- s+ (5] o (5) s

o (3] ) o4

1_
5=
2

4

2 2
1 3 9
22— —= +4< ’+> +-—==0
< 12 ) NGV P
Sostituiamo ora le nuove incognite
1
X=a-—
442
Y=yt
Y 82
ottenendo ’equazione
9
—2X%2 4 4Y? 4+ — =0
+ + 9
4 12
Olye 128y,
9 9

Esercizio 13.3. Siano assegnate le sequenti coniche non degeneri f(x,y) = 0:

(1) 922 + 4y +6y> — 10 =0
1
(2) x2+6my+y2—|—2x+y+520

(3) 52 + 5y? — 6y +16v2z +38 =0
(4) 252% — Ty* + 48y +7=10
(5) 2® 4+ 4oy +4y*> —6x+1=0

Per ognuna di esse:
a) Determinare la matrice A della forma quadratica asociata alla conica.
b) Determinare la matrice di rotazione R (ortogonale speciale) tale che RT AR = D, con D matrice
diagonale.
c) Stabilire se si tratta di un’iperbole, ellisse o parabola.
d) Se si tratta di una conica a centro (ellisse o iperbole), determinarne il centro e gli assi.
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SOLUZIONE:
(1) Consideriamo 'equazione 922 + 4xy + 6y = 10.

a) La matrice associata alla forma quadratica &

9 2

=[]

b) Determiniamo gli autovalori e autovettori di A:
pa(\) = det [QEA 6EA] =(9-XN)(6-X) —4=2A—15\+50

Quindi A ha due autovalori: Ay = 10, Ao =5
Calcoliamo autospazio E(10) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 101I:

-1 2 0]: —r+2y=20

-1 2 | 0]
2 -4 |0 IT+2r{o 0 | O
=2t
{m = B(10) = ((2,1))
y=t
Analogamente calcoliamo 'autospazio F(5) risolvendo il sistema omogeneo associato a A—51I:
4210 12 [2 1 | 0 B
[2 1 o]éﬂf—l{o 0 | o~ Hy=0
r=t
{ _ = E(5)=((1,-2))
y=—2t

La matrice di rotazione cercata e la matrice ortogonale di determinante 1 che ha per colonne

gli autovettori determinati normalizzati, quindi
2 _ 1

=l 3] 5

BN

V5

¢) La matrice A ha due autovalori concordi (ovvero det(A) > 0), quindi si tratta di un’ellisse.

d) Per determinare il centro risolviamo il sistema

A m +h=0 = A m =—h
Y Y

dove
1/2 coeff. della m}

h= [1 /2 coeff. della y

ovvero il sistema associato alla matrice
9 2 | 0 1/2IT{1 3 | O N 1 3 | 0
2 6 | 0 I 19 2 | 0 IT-91(0 -25 | O
{x =0 L -0
y=0

Potevamo notare che il centro della conica ¢ (0,0) osservando che nell’equazione mancano i
termini x e y.
Gli assi sono le rette passanti per il centro e di direzione gli autovettori di A, quindi

=0+2t
ap : * + = x—-2y=0
y=0+1

=0+t
as : = 2x+y=0
2 {y:O—Qt Y

(2) Consideriamo 'equazione z? + 6zy + 3> + 2z +y + 5= 0
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a) La matrice della forma quadratica associata alla conica &:

b

b) Determiniamo gli autovalori di A:

_ 1-x 31 o
pAQ)d%{ 3 1_A]A —2X—8

Quindi A ha due autovalori:
A =4
Ay = —2

Calcoliamo lautospazio E(4) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 41:

=303 | 0] 18I -1 1 | 0]
3 -3 | 0 II+Il0 0 | O vy=

= {x:t = B(4) = ((1,1)
y=t

Analogamente calcoliamo lautospazio E(—2) risolvendo il sistema omogeneo associato a

A+ 2I:
3 3 | 1301 1 | 0 -
{ 3 ]én I[o 0 | o};‘x“/_o

{‘” S B2 =(,-1)

La matrice di rotazione cercata e la matrice ortogonale di determinante 1 che ha per colonne
gli autovettori determinati normalizzati, quindi

1 1
R= 1 E _11] = [v2
V2 Vi v
¢) La matrice A ha due autovalori discordi (ovvero det(A4) < 0), quindi si tratta di un’iperbole.
d) Poiche si tratta di una conica a centro ne possiamo determinare il centro risolvendo il sistema

B

[ or-e= -

dove

b 1/2 coeft. della
"~ |1/2 coeff. della y

ovvero il sistema associato alla matrice

1 3 | -1 1 3 ] -1 1 3 | -1
{3 1| —;} - 2]]{6 2 | —1] ~ II——GI{O ~16 | 5}
A : 1 5
=S y:_g :>CZ<_16’_16>
16
Infine gli assi sono le rette passanti per il centro e di direzione parallela agli autovettori
trovati:

1
=L 4t
aj : * 6+ = dr—4y—-1=0
=5+t
Yy 16

1
r=—k 4t
as { 570 L sy +3=0
y=—15 1

(3) Consideriamo I'equazione 522 + 5y% — 6xy + 16v2z +38 =0
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a) La matrice della forma quadratica associata alla conica &:

5 -3
=155
Inoltre
~ 1/2 coeff. della z|  [8+/2 _
h= [1/2 coeff. della y] o { ﬂ ’ k=38
b) Determiniamo gli autovalori di A:

B 5-X 3] _ .,
pA()\)—det|:3 5)\]—/\—10/\4—16

Quindi A ha due autovalori:
A1 =38
A2 =2
Calcoliamo 'autospazio E(8) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 81:

=3 =3 [ 0] 18I [-1 -1 | 0] . _,
-3 =3 | ol "I1I-1lo o | 0 y=

N {It ~ B(8) = ((=1,1))

y=t
Analogamente calcoliamo 'autospazio F(2) risolvendo il sistema omogeneo associato a A—21:

{3 -3 | 0] 1/31 {1 -1 |

= Oézf =0
-3 3 | 0| TII+1 y=

0 0 | 0

=1
= { = E(2)=((1,1))
y=t

La matrice di rotazione cercata e la matrice ortogonale di determinante 1 che ha per colonne

gli autovettori determinati normalizzati, quindi

1 1

p. |1 Y_|¥B =~

V2 -1 1 - L1

V2 V2

¢) La matrice A ha due autovalori concordi (ovvero det(A) > 0), quindi si tratta di un’ellisse.
d) Determiniamo il centro risolvendo il sistema

R I I B V) R £ B e T R N
y| -3 5 | 0 5IT+31[0 16 | —242
)
r=—-12
= g = (= <5\f2, 3\/§>
- _° 2 2
Y= — 2
2
Infine

5
- 32 ¢
ai : {x 2 = 24y+4v2=0
Yy

= z-y+v2=0

(4) Consideriamo l'equazione 25z — 7y? + 48y + 7 = 0.
a) La matrice della forma quadratica associata alla conica é:

25 0
=[5

Inoltre

b [1/2 coeff. della x} _ [O

1/2 coeff. della y 24} ) k=7
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b) Determiniamo gli autovalori di A:
25— A 0
pa(A) = det { 0 _7_>\] =(25-XN)(=7-=X)
Quindi A ha due autovalori: Ay =25, Ay = —7.
Calcoliamo 'autospazio E(25) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 251:

{8 7%2 | 8} = 32y =0= {;”_é = E(25) = ((1,0))

Analogamente calcoliamo l'autospazio E(—7) risolvendo il sistema omogeneo associato a
A+TI:

=0
[302 8 I 8] = R2r=0= {y _, = E(=7)=((0,1))
E’ chiaro che abbiamo eseguito calcoli sostanzialmente inutili. Infatti la ricerca degli auto-
spazi corrisponde alla rotazione della conica. Il fatto che nell’equazione manchi il termine in
zy, ovvero A e diagonale, indica che non e necessario effettuare la rotazione e che possiamo
prendere come autovettori i vettori della base canonica (1,0) e (0,1).

La matrice di rotazione cercata ¢ quindi la matrice identica

s )

¢) La matrice A ha due autovalori discordi (ovvero det(A) < 0), quindi si tratta di un’iperbole.
d) Determiniamo il centro della conica risolvendo il sistema

25 0 | 0 z=0 (24
B o)

Infine

=0+t 24
aj : o4 = Y= —=

Yy== 7
=0

ag t o4 = =0
y=7+t

(5) Consideriamo 'equazione z? + 4zy + 4y* — 6x + 1 = 0.
a) La matrice della forma quadratica associata alla conica é:

i

h:m, F=1

Inoltre

0
b) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

1—A 2]

pA()\):det[ 9 4 =AA—5)

Quindi A ha due autovalori:
A =0
A2 =5
Calcoliamo 'autospazio E(0) risolvendo il sistema omogeneo associato a A:

L2 o L ) ISR
2 4 | 0l 7II-21710 0 | 0O ey

|

|

= {“‘Qt = B(0) = (-2.1)
y=t
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Analogamente calcoliamo 'autospazio E(5) risolvendo il sistema omogeneo associato a A—I:

[—4 2| o} 1/21 {—2 1] 0

2 —1 | ol T2ar+17 0 o | o] = “2wty=0

N {x_t ~ B(5) = ((1,2))

y =2t

La matrice R di cambiamento di base (rotazione) ¢ quindi la matrice ortogonale speciale

2 1
r-| A gﬁ] N
—v vsl VAltL 2
¢) La matrice A ha un autovalore nullo (ovvero det(A4) = 0), quindi si tratta di una parabola.

O

Esercizio 13.4. Siano assegnate le sequenti coniche non degeneri f(x,y) = 0:

(1) 922 + 4oy + 6y* — 10 =0

1
(2) x2+6$y+y2+2x+y+§:0

(3) 52 + 5y? — 6y + 16v2z +38 =0
(4) 252% — Ty* +48y +7=0
(5) 2 +day +4y* —62+1=0

Per ognuna di esse:

a) Determinare la matrice A della forma quadratica asociata alla conica.

b) Stabilire se si tratta di un’iperbole, ellisse o parabola.

c) Se si tratta di una conica a centro (ellisse o iperbole), determinarne il centro e gli assi. Se si
tratta di una parabola, determinarne il vertice e l’asse.

SOLUZIONE:

(1) Consideriamo 'equazione 922 + 4xy + 6y = 10.
a) La matrice associata alla conica sono
9 2 0
A=12 6 0 e A= {
0 0 -10
Notiamo che Is = det(A’) # 0, quindi la conica & non degenere.
b) Possiamo calcolare il determinante di A, oppure determinarne gli autovalori:

I, =det(A) =50 >0 = si tratta di un’ellisse

g 2] associata alla forma quadratica

Oppure:
9— A 2 2
pa(A) = det 9 6 )\ =9 -XN)(6-X)—4=X —15)\+50
Quindi A ha due autovalori concordi( A\; = 10, Ay = 5), I = 10-5 > 0 e si tratta di
un’ellisse.
¢) Per determinare il centro risolviamo il sistema

.{ } " '[ } "
Yy Y
dove

1/2 coeff. della y

ovvero il sistema associato alla matrice

9 2 | 0] _ 1/2II[t 3 | 0
2.6 | 0 I |92 ] 0

b [1/2 coeff. della x}

11—91[0 -25 | 0

= {xzo = C =(0,0)
y=0
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Potevamo notare che il centro della conica ¢ (0,0) osservando che nell’equazione mancano i
termini x e y che indicano la traslazione.

Gli assi sono le rette passanti per il centro e di direzione gli autovettori di A. Dobbiamo
quindi prima determinare gli autovettori: Calcoliamo "autospazio E(10) risolvendo il sistema
omogeneo associato a A — 101:

-1 2 | 0] L2 |0 L L o=
2 4 | 0 TII+2I|0 0 | 0O A= y=t

= FE(10) = ((2,1))

Analogamente calcoliamo 'autospazio F(5) risolvendo il sistema omogeneo associato a A—51:

42 ] 0] 12 [2 1] 0 B r=t
{2 1| o}:zu—l[o 0 | o];‘zg”y_o;‘ {y__zt

1
(2) Consideriamo I'equazione x4+ 6zy +y*> + 2z +y+ - =0

2
a) Le matrici associate alla conica sono:
1 3 1 1 3
A =131 % A= {3 J associata alla forma quadratica
1 L 1
2 2

Notiamo che I3 = det(A’) # 0, quindi si tratta di una conica non degenere.
b) Possiamo calcolare il determinante di A, oppure determinarne gli autovalori:

I, =det(A) = —-80<0 = s¢i tratta di un’iperbole

Oppure:

B I=X 3 ] _ 2 oy
pAO\)det{:), 1_)\])\ 2\ —8

Quindi A ha due autovalori discordi (A =4, Ay = —2), Is < 0 e si tratta di un’iperbole.
¢) Poiche si tratta di una conica a centro ne possiamo determinare il centro risolvendo il sistema

[ or-e -

ovvero il sistema associato alla matrice

13 ] =1 13 ] -1 1 3 | -1
301 | -4 216 2 | -1 IT-6I|0 —-16 | 5

1
T =—7c 1 )
= 6 = C= ( >
__ 5 )
{y =—3% 16" 16
Gli assi sono le rette passanti per il centro e di direzione parallela agli autovettori di A.
Calcoliamo 'autospazio E(4) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 41:

=3 3 o] Br[-1 | o fe=t
3 -3 | 0 "IT+I|0 0 | 0 = y=t

= E(4) = ((1,1))
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Analogamente calcoliamo Pautospazio E(—2) risolvendo il sistema omogeneo associato a

A+2I:
33 | 0] 1/3I[1 1|0 ~ v =
{3 3 | o}én—f{o 0 | o}ixﬂ/_()i {y_t

= B(-2)=((1,-1)

Infine gli assi sono le rette passanti per il centro e di direzione parallela agli autovettori
trovati:

1
=—L ¢
ap : * 6t = 4r—4y—1=0
=—5+t
Y 16

— _ 1
as : {m_ T L g hsy 320
y

(3) Consideriamo 'equazione 5z + 5y? — 6zy + 1612z + 38 = 0
a) Le matrici associate alla conica sono:

5 —3 8V2
A'=1]1-3 5 0 e A:[_53 53} h:Fﬂ, k=38
8/2 0 38

Notiamo che Is = det(A’) # 0, quindi si tratta di una conica non degenere.
b) Calcoliamo gli autovalori di A:
pa(X) = det {5__; 5__3A] =A?— 10\ + 16

Quindi A ha due autovalori concordi (A\; = 8 ¢ Ag = 2), Iy = det(A) > 0 e si tratta di

un’ellisse.
¢) Determiniamo il centro risolvendo il sistema
4. 17 - h = 5 =3 | —-8v2 N II -3 5 | 0
y| -3 5 | 0 5IT+31|0 16 | —24V2
=212 5 3
N = C= <\@, \/§>

Per determinare gli assi calcoliamo gli autospazi.
Calcoliamo 'autospazio E(8) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 81:

-3 =3 | 0] 1pr[-1 -1 |0 _ o fe=-t
—3 -3 | ol "II-1l0 0 | 0 vy= y=t

= B(S) = (-1,1))

Analogamente calcoliamo 'autospazio F(2) risolvendo il sistema omogeneo associato a A—21:

83 =3 | O] It -1 o] L =t
3 3 | 0| TII+Il0 0 | O y= y=t

= E(2) =((1,1)

Infine gli assi sono le rette per il centro di direzione parallela agli autovettori:

5
— 32 ¢
ai : {x 2 = 24y+4v2=0

y=-3vV2+t
=-2V2+t
X
a 2 = z-y+v2=0
? {y=—3\/§+t Y

(4) Consideriamo 'equazione 2522 — Ty? + 48y + 7 = 0.
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a) Le matrici associate alla conica sono:

2% 0 0
A=|0 -7 24| e A[% 0] h[o} k=7
O 0 -7 24

Notiamo che Is = det(A’) # 0, quindi si tratta di una conica non degenere.
b) Determiniamo gli autovalori di A:

pa(A) = det {250_A 7707 A] = (25— A)(=7—X)

Quindi A ha due autovalori discordi (A1 =25 e Ay = —7), I < 0 e si tratta di un’iperbole.
¢) Determiniamo il centro della conica risolvendo il sistema

25 0 | 0 x=0 A
R {y = o=(0.%)

Per determinare gli assi cerchiamo gli autovettori di A.
Calcoliamo 'autospazio E(25) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 251:

0 0 | 0
0 -32 | 0

}: —32y =0 = {m_é = B(25) = ((1,0))

Analogamente calcoliamo lautospazio E(—7) risolvendo il sistema omogeneo associato a
A+ 171

Tr =
[302 8 I 8] = 32w =0= {y :? = BE(=7) = {(0,1))
E’ chiaro che abbiamo eseguito calcoli sostanzialmente inutili. Infatti la ricerca degli auto-
spazi corrisponde alla rotazione della conica. Il fatto che nell’equazione manchi il termine in
xy, ovvero A & diagonale, indica che non & necessario effettuare la rotazione e che possiamo
prendere come autovettori i vettori della base canonica (1,0) e (0,1).

Infine gli assi sono le rette per il centro parallele agli autovettori (in questo caso parallele

agli assi cartesiani):
=041 24
ap : 24 = y=—=

Y= 7

x
as
Y

(5) Consideriamo 'equazione 22 + 4xy + 4y* — 6x + 1 = 0.
a) Le matrici associate alla conica sono:

1 2 -3

A=12 4 0 e A:E i] h:[og], k=1
-3 0 1

Notiamo che I3 = det(A’) # 0, quindi si tratta di una conica non degenere.
b) Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

1—A 2
pA()\):det[ 9 4_/\]2)\()\—5)
Quindi A ha autovalori: Ay = 0 e Ay = 5. Poiché ha un autovalore nullo, Is < 0 e si tratta
di una parabola.
¢) Calcoliamo la direzione dell’asse ricordando che questo & parallelo all’autovettore relativo

all’autovalore nullo.
Calcoliamo quindi 'autospazio F(0) risolvendo il sistema omogeneo associato a A:

Il
S
+
~+

L2 | o] L2 0] Lo Jr=2
2 4 | 0|7 Imr-21"700 0 | 0 v= y=t

= B(0) = {(-2,1))
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Ora che abbiamo la direzione dell’asse dobbiamo determinarne un punto per potere scrivere
I’equazione.
Consideriamo una qualsiasi retta ortogonale all’asse, cioe di direzione (1,2):

{x—xo—i—t = 2x—y=k per qualche k
Yy =1yo+2t

Se una tale retta interseca la parabola in due punti D e FE, allora il punto medio M del
segmento DE sara un punto dell’asse. Senza tenere k variabile assegnamo a k un valore a
caso, la cosa piu semplice e porre kK = 0. Se la retta trovata non interseca la parabola la
cosa formalmente piu corretta sarebbe cambiare valore. In realta, pensando per un attimo
di lavorare in C anziché in R possiamo comunque raggiungere il risultato, come vedremo tra
poco.

20—y =0 y =2
=
22 +dxy+4y? —6x+1=0 2?2+ 822 + 1622 —62+1=0

Yy =2
=

2522 — 62 +1=0

L’equazione di secondo grado ottenuta ha soluzioni in C, ma non in R:
3+v9—-25 3++/-16
T1o = =
2 25 25

A noi pero interessa in realta il punto medio M (x s, yar) del segmento DE e

rp +xE _xl—f—l'g . 1 <3+\/—16+3—\/—16>

M= Ty T Ty 2 25 25
1 3+vV-I6+3-V-16 1 6 3

2 25 T2'25 25
Quindi indipendentemente dal A, il valore di x; viene comunque reale (e corretto).

In alternativa potevamo anche utilizzare le relazioni tra le radici e i coefficienti di una equa-

zione di secondo grado. Infatti data ’equazione ax?+bx+c = 0 sappiamo che z1 +z5 = ——.

Quindi data I’equazione ¢
252> —6x+1=0

otteniamo

1+ 9 = — x _$1+$2_i
127 95 M= "9 7 25

A questo punto possiamo calcolare y,;, ricordando che M appartiene al segmento DE, cioe
alla retta y = 2z.

- 3
wek (L)
Infine D'asse ¢ la retta per M parallela all’autovettore relativo a A = 0, cioe¢ di direzione
(=2,1):

{x 25 > a2y =: = Sr+ly=3

Y=o+t
Il vertice della parabola e dato dall’intersezione dell’asse con la parabola stessa:
3
2y = —
T+ 2y 5 N

22 +dzy+4y2 —6x+1=0

x=-2y+3 =i 17 14
= = V== =
{12;,-56:0 {y:M 757 75
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Esercizio 13.5. Riconoscere che le sequenti coniche f(x,y) = 0 sono degeneri e determinare le
equazioni delle rette che le formano. Se si tratta di una conica a centro determinarne il centro.

(1) 2 +2zy +y* +3z+3y =0
(2) 2* 4+ 9y* —6bay +22 —6y+1=0
(3) 2* +ay—22 +3y—1=0

SOLUZIONE:

(1)

Consideriamo I'equazione x? + 22y + y* + 3z + 3y = 0 e le matrici A’ e A associate

g el e[l e

2

—_
Ol

1
3 3
2

2

Poicheé A’ ha due righe uguali si ha I3 = det(A’) = 0, quindi si tratta di una conica degenere.
Inoltre Iy = det(A) = 0, quindi si tratta conica degenere non a centro. Per determinare esplicita-
mente ’equazione delle due rette si puo considerare ’equazione della conica come una equazione
di secondo grado nell’incognita x e considerare la y come parametro:

2>+ 2y +3)z+ (y2 +3y) =0
Risolvendo tale equazione con la formula per le equazioni di secondo grado otteniamo:

. —2y—3+/(2y+3)2—4(y2+3y) —2y-3+V9
172: =

2 2
—2y—3+3
2
= r=-y oppure rT=-y—3

Si tratta quindi di due rette reali parallele:

rm:x+y=0
ro: x+y+3=0

Consideriamo 'equazione 22 + 9y? — 6zy + 2x — 6y + 1 = 0 e le matrici associate:

1 -3 1
A=|-3 9 -3 A= [13 _93} . h= {13]
1 -3 1
Notiamo che senza eseguire calcoli possiamo dedurre che I3 = det(A’) = 0 in quanto A’ ha
due righe uguali, quindi si tratta di una conica degenere.

Per determinare esplicitamente ’equazione della retta risolviamo I’equazione di secondo grado
nell’incognita = con parametro y (o viceversa):

2?2 =23y — Dz + (9y? -6y +1)=0 =
w1o=0By—1)+£/(By—1)2— (92 —6y+1)=3y—1

Quindi si tratta della retta x — 3y + 1 = 0 (conica doppiamente degenere, infatti rg(A’) = 1).

Consideriamo l'equazione x2 + zy — 2y% + 3y — 1 = 0 e le matrici associate:

1 3 0
2 1 1
5 1 3
0o 5 -1 2 2
Poiche I3 = det(A’) = 0 si tratta di una conica degenere. Inoltre I = det(A) # 0 quindi si
tratta di una conica degenere a centro.
Per determinare esplicitamente ’equazione delle due rette si puo considerare ’equazione della
conica come una equazione di secondo grado nell’incognita x e considerare la y come parametro
(o viceversa):

2 +ay+ (22 +3y—1)=0
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Risolvendo tale equazione con la formula per le equazioni di secondo grado otteniamo:

—yE VY2 —4(—2y2+3y—1) —y+./9y2 12y +4
T12 = =
2 2
_ —y+QBy-2)
2
= x=y—1 oppure r=-2y+1

Si tratta quindi di due rette reali incidenti:
rm:rz—y+1=0
ro: x+2y—1=0

Notiamo che le due rette si intersecano nel punto C (f%, %) che corrisponde al centro della
conica. Il punto C lo possiamo anche ricavare, come nei casi di coniche a centro non degeneri,

risolvendo il sistema A - [z y]T = —h.
|

Esercizio 13.6. Ridurre in forma canonica le sequenti coniche:
a) 5z + 5y? — 6y + 16v2z +38 =0
b) 2522 — Ty? + 48y +7=0
¢) 22 +dzy+ 4y  —6x+1=0

SOLUZIONE:

a) Consideriamo I'equazione 522 + 5y% — 6zy + 164/2z + 38 = 0. La matrice associata &
) -3 8v2
Al=|1-3 5 0 con A= {_53 _53]
8v2 0 38

Di conseguenza:
— I3 = det(A’) = 8v/2(—40v/2) +38(25 —9) = —640 + 608 = —32, e si tratta di una conica non
degenere.
— pa(N) = (5—X)? =9 =22 - 10\ + 16. Quindi gli autovalori sono A\; = 8 e Ay = 2, concordi,
e si tratta di un’ellisse.
— Sappiamo che la forma canonica sara del tipo az?+by?41 = 0, cerchiamo quindi un’equazione
del tipo

M+ X2 +t=0 = 8224+22+t=0

a cul € associata la matrice
8 0 0
B=10 2 0
0 0 ¢

Sappiamo inoltre che Is = det(A’) & un invariante, quindi Is = det(A’) = det(B). Risolviamo
quindi I’equazione:

-32=16t = t=-2
Infine possiamo ricavare la forma canonica:

822 4+2y2 —2=0 = 4e’+4y>—1=0

b) Consideriamo l'equazione 25x2 — 7y? + 48y + 7 = 0. La matrice associata &

25 0 O
A=10 -7 24 con A= [205 _07}
0 24 7

Di conseguenza:
— I3 = det(A’) =25 (—49 — 242) = —25.625 # 0, e si tratta di una conica non degenere.
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— pa(A) = (25 — N)(=7 — A). Quindi gli autovalori sono A\; = 25 e Ao = —7, disconcordi, e si
tratta di un’iperbole.

— Sappiamo che la forma canonica sara del tipo ax
del tipo

2_by?—1 = 0, cerchiamo quindi un’equazione

MaZ 4+ Al +t=0 = 2522 -Ty?4+t=0

a cul ¢ associata la matrice

25 0 O
B=10 -7 0
0 0 ¢

Sappiamo inoltre che Is = det(A’) & un invariante, quindi det(A’) = det(B). Risolviamo
quindi I’equazione:

625
—25-625=-25-Tt = t:7
Infine possiamo ricavare la forma canonica:
625 7 49 7 49
9502 — T2 4 220 _ I B R LA S S
oz — Ty“ + 7 0 = 25ﬂc 6253/ + 0 = 25:r +625y 0

Per ottenere la forma canonica in questo caso dobbiamo effettuare la rotazione che manda x
inyeyin —x:

c¢) Consideriamo I'equazione x? + 4zy + 4y? — 6x + 1 = 0. La matrice associata &
1 2 -3

A=12 4 0 con A:E ﬂ
-3 0 1

Di conseguenza:
— Iy =det(A’) = —3-12 = —-36 # 0, e si tratta di una conica non degenere.
— pa(A) = (1=X)(4—X)—4=)X2—5)\ Quindi gli autovalori sono \; =0 e Ay =5, e si tratta
di una parabola.
— Sappiamo che la forma canonica sara del tipo 22 — 2py = 0, cerchiamo quindi un’equazione
del tipo

Moz +2ty=0 = 5z?4+2y=0

a cul ¢ associata la matrice

B =

O O Ot

0
0
t

S =+ O

Sappiamo inoltre che Is = det(A’) & un invariante, quindi det(A’) = det(B). Risolviamo
quindi I’equazione:

%, 6
5 V5

Infine possiamo ricavare la forma canonica:

6
5$2+2-<—) =0 = 2°——"=y=0
v5)? 5v5"

—36=—-5t2 = {2

Esercizio 13.7. Ridurre in forma canonica le sequenti coniche e determinare il cambiamento di
coordinate mecessario per passare da una forma all’altra:

a) 5x2 + 5y% — 6y + 16v2z +38 =0
b) 2522 — Ty* + 48y +7=0
¢) x® +day+ 4y —62+1=0
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SOLUZIONE:

a) Consideriamo l'equazione 5x2% + 5y% — 6xy + 16v2z + 38 = 0. Le matrici associate alla conica

SOno:
5 -3 82
A=|-3 5 0], A:[_53 _53}, h:[gﬂ, k=38
8v2 0 38

Poiché Is = det(A’) # 0 & una conica non degenere.
Determiniamo gli autovalori di A:

B 5-XA =3 ] |2
pA()\)—det[3 5)\]—/\ — 10N+ 16

Quindi A ha due autovalori concordi Ay =8 e Ay =2, I, > 0 e si tratta di un’ellisse la cui forma
canonica ha associata la matrice

B =

O O
O o O
~+~ O O

—~

Imponendo la condizione sull’'invariante I3 = det(A’) = det(B) otteniamo 1’equazione:
-32=16t = t=-2
Infine la forma canonica cercata é:
8X2+2Y2-2=0 = 4X°+Y?*-1=0
Per determinare le trasformazioni per passare da una forma all’altra dobbiamo determinare
il centro della conica, che indica la traslazione, e la matrice di rotazione R.
Determiniamo il centro risolvendo il sistema

a oy o 3 svel i[85 0
y| -3 5 | 0 5IT+31|0 16 | —242
5
=(-=v2, —SV2
:{32 :0(2\[7 2\[)

Per determinare la matrice di rotazione dobbiamo trovare gli autovettori di A. Calcoliamo
Pautospazio E(8) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 81:

-3 =3 o] 1Bl (-1 1 o], L fJa=—t
-3 -3 | ol "I-1l0 0 | 0 v= y=1t

= E(8) =((-1,1)) = ((1,-1))

Analogamente calcoliamo l'autospazio F/(2) risolvendo il sistema omogeneo associato a A—21I:

3. -3 | 0 ysr L o—1r o o o=t
-3 3 | ol TI+1l0 0 | 0 v= y =t
= E(2)=((1,1))
La matrice di rotazione cercata e la matrice ortogonale di determinante 1 che ha per colonne
gli autovettori determinati normalizzati, quindi
171 1 T 171 -1
neG ) = =gl

Infine le trasformazioni sono

BRI

dove (zg, o) & il centro C della conica. Quindi

Bl TR L - (B0

e la sua inversa




13. CONICHE

Notiamo che utilizzando il primo cambio di variabile, quello da (x,y) a (X,Y), nell’equazio-
ne iniziale si ottiene effettivamente la forma canonica che abbiamo determinato utilizzando gli
invarianti.

b) Consideriamo I'equazione 25x% — 7y? + 48y + 7 = 0.

Le matrici associate alla conica sono

25 0 0
A=|0 -7 24|, A= {205 07}, h= [204], k=7
0 24 7
I3 = det(A’) # 0, quindi & una conica non degenere.
Determiniamo gli autovalori di A:
25—\ 0
pa(A) = det { 0 _7_>\] =(25=N)(=7—=X)

Quindi A ha due autovalori discordi: A =25 e A = —7, Iy < 0 e si tratta di un’iperbole la cui
forma canonica ha associata la matrice

-7 0 0
B={0 25 0
0 0 t
Imponendo la condizione sull’invariante Is = det(A’) = det(B) otteniamo ¢t = — per cui la
forma canonica cercata é:
625 49 7
—TX?425Y°+ =0 = ——X’-__Y’-1=0
* * 7 625 25

Per determinare le trasformazioni per passare da una forma all’altra dobbiamo determinare
il centro della conica, che indica la traslazione, e la matrice di rotazione R.
Determiniamo il centro della conica risolvendo il sistema A| — h:

25 0 | 0 z=0 (24
{0 —7 | —24} - y:274 éc_<0’ 7>

Calcoliamo 'autospazio E(—7) risolvendo il sistema omogeneo associato a A + 71:

32 0 | O z=0 _ —
R {y ~Y s B = (0.) = (01
Analogamente calcoliamo 1’autospazio E(25) risolvendo il sistema omogeneo associato a A —
251:
0o 0 | O r=t _
{0 18 | 0} = {y _ 0 = FE(25) = ((1,0))
La matrice di rotazione cercata ¢ la matrice ortogonale di determinante 1 che ha per colonne
gli autovettori determinati normalizzati, quindi

0 1 T 0 -1

R‘[1 o] = R _[1 0}
Notiamo che in effetti abbiamo solo effettuato la rotazione che scambia x e y in quando la conica
di partenza non presentava il termine xy, quindi era gia ruotata con gli assi paralleli agli assi

cartesiani.
Infine le trasformazioni sono

1T B 18-
-8 ][

Notiamo che utilizzando il primo cambio di variabile, quello da (z,y) a (X,Y") nell’equazio-
ne iniziale si ottiene effettivamente la forma canonica che abbiamo determinato utilizzando gli
invarianti.

e la sua inversa
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c¢) Consideriamo I'equazione 22 + 4zy + 4y? — 62 + 1 = 0. Le matrici associate alla conica sono:

1 2 -3
A=|2 4 0], A[l 2}, h{_?’], k=1
50 1 2 4 0

Calcoliamo il polinomio caratteristico di A:

pa(X) = det FEA 4EA] AA—=5)

Quindi A ha due autovalori Ay =5 e Ay =0, Ir = 0 e si tratta di una parabola.
Calcoliamo lautospazio E(5) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — I:

4 2 |0 12 _[-21 |0 - v =t
[2 1 0}:>2II+Ij[O 0 | 0} = ~wty=0= {yzgt

= E(5)=((1,2))
Analogamente calcoliamo autospazio E(0) risolvendo il sistema omogeneo associato a A:

L2 | 0] L2 0 e Je=
2 4 | 0| TIr-21"10 0 | 0 A= y =t

= E(0) = ((=2,1))

Sappiamo che la forma canonica sard del tipo 22 — 2py = 0, cerchiamo quindi un’equazione del
tipo

Moz +2ty=0 = 5z?+2y=0

a cul ¢ associata la matrice

5 0 0
B=10 0 ¢
0t 0
Sfruttando l'invariante I3 per cui det(A’) = det(B) otteniamo ¢t = —% Infine possiamo la forma
canonica cercata e:
6 12
5$2+2-<—) =0 = 3?2—7 =0
v5)? 5v5"

Dagli autovettori ricaviamo inoltre la matrice ortogonale speciale R di cambiamento di base:

1 11 -2 T 111 2
gl 7] e el
Per determinare la traslazione dobbiamo trovare il vertice, dato dal punto di intersezione tra

I’asse e la parabola. Sappiamo che 'asse e parallelo all’autovettore relativo all’autovalore nullo e
che F(0) = (—2,1). Consideriamo una qualsiasi retta ortogonale all’asse, cio¢ di direzione (1, 2):

{x_xo—’—t = 2x—y=k per qualche k
y=yo+2t

Se una tale retta interseca la parabola in due punti D e FE, allora il punto medio M del segmento
DE sara un punto dell’asse. Senza tenere k variabile assegnamo a k un valore a caso, la cosa piu
semplice & porre k = 0. Se la retta trovata non interseca la parabola la cosa formalmente piu
corretta sarebbe cambiare valore. In ralta, pensando per un attimo di lavorare in C anziché in R
possiamo comunque raggiungere il risultato, come vedremo tra poco.

20 —y =10 Yy =2
=
2?4+ 4y +4y? —6x+1=0 22+ 822 +1622 -6z +1=0

y =2
= 2
25z —6x+1=0
Dalle relazione tra i coefficienti e le soluzioni di una equazione di secondo grado otteniamo
xr1 + 2o 1 —b o 1 6 3

ST T3 . T2 %%
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A questo punto possiamo calcolare gy, ricordando che M appartiene al segmento DE, cioe alla

retta y = 2x.
_ 3
ITM = 325 6 :>M—<3, 6)

Infine l'asse e la retta per M parallela all’autovettore relativo a A = 0, cioe di direzione
(—2,1):

=3 -2t 3

TTn - 242 =2 = br+10y=3

Il vertice della parabola ¢ dato dall’intersezione dell’asse con la parabola stessa:
3

2y = —
T+ 2y 5 N

22 +dxy+4y? —6x+1=0
:72y+7

3 9 3 =
2y+ +4y —2y—|—5 + 4y -6 —2y+g +1=0

R - v-(5 %)
12y — 38 =0 y=1 757 75

Infine le trasformazioni cercate sono

-6 6] [

X] 11 2] VAR A )
Y|~ 5|2 1] I (2w +y+ 5)

In realta con la parabola ci puo essere un problema: effettuando il cambio di variabile indi-
cato non otteniamo ’equazione canonica determinata. Questo ¢ dovuto al fatto che in realta la
rotazione corretta é:

e

data dalla composizione della rotazione R precedentemente trovata con la rotazione

o

che manda X in —X e Y in =Y. Infatti la scelta della matrice di rotazione (ortogonale speciale)
¢ sempre a meno del segno.
La trasformazione corretta che permette di passare dall’equazione iniziale alla forma canonica

(-5 BT ] [0t

e la sua inversa

[\
| pu——|
@ 8

|
\I’—'\I‘)—'
[SAL BN ]
| I

Il
| — |

Esercizio 13.8. Sia C la conica di equazione
C:2zy—x—-3y=k

(1) Stabilire per quali valori di k la conica C & degenere.
(2) Posto k =0, stabilire di quale tipo di conica si tratti.
(3) Trovare gli assi (o l'asse) di simmetria di C.

SOLUZIONE:
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La matrice A’ associata alla conica &

1 -1
. 3
2

0
Al=11

-1 _3
2

2
(1) Per stabilire se la conica ¢ degenere calcoliamo il determinante di A’:

Cdet(A = — (3L (3 B

3
Quindi C e degenere se k = ——.

(2) Posto k = 0 calcoliamo il determinante della sottomatrice A

Ir = det(A) = det [2 (1)] —_1<0
Si tratta quindi di un’iperbole.

(3) Per determinare il centro di C risolviamo

0 1 1 T = 31
Dol ;‘{yz = = (53)
Per determinare gli assi dobbiamo inoltre individuare la rotazione da effettuare per passare
alla forma canonica. Calcoliamo quindi gli autospazi di A.
pa(N) =X —1
Quindi A ha due autovalori distinti: A = £1. Inoltre
B(1)=((1,1))
E(-1)=((-1,1))
I due autovettori indicano le direzioni degli assi della conica, quindi gli assi sono le due rette
passanti per il centro C' della conica e parallele a tali vettori:

3

— 34y

a: "2 vier
y=35+t

[T

2
3
— 3y
az: {772 VieR
y=§+t

Ricavando le equazioni in forma cartesiana otteniamo:

a1 r—y=1

asy: x+y=2
O
Esercizio 13.9. Sia k un parametro reale. Si consideri la famiglia di coniche Cy di equazione
Cr : 2kx® +2(k — 2)ay — 4y* + 22 = 1.
a) Esistono coniche degeneri nella famiglia?
b) Si classifichi la conica Cy, al variare di k.
c) Si determinino le coordinate dei centri delle coniche Cy, (quando esistono).
SOLUZIONE:
Consideriamo le matrici associate a C:
2k k-2 1
A=lk-2 -4 0 A:[k%2 k‘ﬂ
1 0 -1
a) I3 = det(A’) = k? + 4k + 8 # 0 per ogni valore di k, quindi non esistono coniche degeneri nella

famiglia.
b) Iy = det(A) = —(k + 2)?, quindi
— Se k=—2, I = det(A) =0 e C_2 & una parabola.
— Se k #£ -2, I, = det(A) < 0 e Cy, & una iperbole.
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¢) Calcoliamo il centro Cy, delle coniche Cy nel caso k # —2:

2k k-2 | -1
k—2 -4 | 0
Scambiando prima e seconda riga e prima e seconda colonna otteniamo:
—4 k—2|0:> -4 k-2 |0:>
k-2 2k | -1 AIT+ (k=210 (k+2)? | —4
_ 4
Syt (k-2e=0 _ |TT Grap
2 = k—2

(k+2)°x=-4 y=—-——"
(k+2)2

Esercizio 13.10. Sia Ci la conica di equazione
Cr : 22+ (k—2wy+y?>—4=0 (k parametro reale)

a) Al variare di k € R, riconoscere di quale tipo di conica si tratti.
b) Trovare le coniche degeneri della famiglia.
c) Mostrare che ci sono due rette che sono assi di simmetria di ogni conica della famiglia.

SOLUZIONE:
Consideriamo le matrici A’ e A associate alla conica:
k=2
, k}2 = 0
0 0 -4

a) Cominciamo a distinguere il caso degenere:

det(A4’) = —4 <1 - (k;Q)j

o k—2)? .
quindi det(A’) = 0 se ) = 1, cioe

k—2
k—2
—5— =—1 = k—-2=-2 = k=0

Infine la conica € non degenere se k # 4 e k # 0. Inoltre:

E—2\? —k214k
et(A) < 5 > 1

Quindi
— Se 0 < k < 4, si ha det(A) > 0 e C & un’ellisse.
— Sek <0o0k>4,sihadet(A) <0eC & un’iperbole.
— Se k=0 o0 k =4 si tratta di una parabola degenere.
b) Abbiamo gia visto che la conica e degenere se k = 0 o k = 4, inoltre:
— Se k =0, C diventa 22 — 2zy + 3* — 4 = 0. Anche senza risolvere I'equazione con 1'uso della
formula otteniamo:

(r—y)?=4=2—y==2
Quindi in questo caso la conica corrisponde alla coppia di rette parallele:
rox—y =2, ro: x—y=—2
— Se k = 4, C diventa 22 4 2xy + y?> — 4 = 0 e in maniera del tutto analoga otteniamo:
(x+y)?=4 = o+y==2
e la conica corrisponde alla coppia di rette parallele:

r:TH+y=2, ror rHyYy=-—2
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¢) Calcoliamo il centro delle coniche limitandoci a considerare k # 0,4, in quanto in questi casi
abbiamo gia visto che si tratta di una coppia di rette parallele (e quindi prive di centro). Notiamo
inoltre che nell’equazione non compaiono i termini lineari, quindi il centro si trova gia nell’origine:
C = (0,0).

Per trovare gli assi delle coniche calcoliamo gli autovalori di A:
k—1\?

Quindi pa(A\) =0sel =A==+

e gli autovalori sono

Calcoliamo 'autospazio F (g)
2—k —2 | 0 2—k k=2 | 0
2 2 2 2
[%2 2>k | o}éujtl[o 0 | 0}

Quindi se k # 2 si ha E (&) = ((1
Analogamente calcoliamo E (

2

B2 0 B2 0
2 2
{ = o};‘ﬂ—f{o 0 | o}

Quindi, sempre supponendo k # 2, si ha F (7 2+4) ={((1,1)).
Infine per k # 0,4, 2 gli assi delle coniche sono le rette

r=t
a : { =x+y=0

y=-t
r=1t

a2:{ =z—y=0
y=t

Notiamo che tali rette sono assi di simmetria anche per le coppie di rette che costituiscono la
conica nei casi degeneri.

Infine se k = 2 la conica @ la circonferenza z2 + y? = 4 centrata nell’origine che ha come assi
di simmetria qualsiasi retta per 1’origine. In particolare quindi anche a; e as sono suoi assi di
simmetria.

O
Esercizio 13.11. Sia Ci la conica di equazione
Cp : 2+ kry+y*—4=0 (k parametro reale)

a) Al variare di k € R, riconoscere di quale tipo di conica si tratti.
b) Trovare le coniche degeneri della famiglia.
c) Mostrare che tutte le ellissi appartenenti alla famiglia sono reali.

SOLUZIONE:

Consideriamo le matrici A’ e A associate alla conica:

1 £ 0
A=t 1 0
0 0 —4

a) Cominciamo a distinguere il caso degenere:

I3 = det(A') = —4 (1 - (§>2>
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1\ 2
quindi det(A’) =0 se (2> =1, cioe

=1 = k=2

| N

=-1= k=-2

Infine la conica € non degenere se k # £2. Inoltre:
k\?  —k® 44
Ir=det(A)=1-(=-]|] =——
2 = det(4) (2) 1

Quindi
— Se —2 < k < 2,si ha Iy =det(A) > 0 e C & un’ellisse.
— Sek < —20k>2, sihaly=det(A) <0eC eéun’iperbole.
— Se k = £2 si tratta di una parabola degenere.
b) Abbiamo gia visto che la conica ¢ degenere se k = £2, inoltre:
— Se k = —2, C diventa x? — 22y + y?> — 4 = 0. Anche senza utilizzare la formula per risolvere
I’equazione otteniamo:

(x—y)2:4 = r—y=242
Quindi in questo caso la conica corrisponde alla coppia di rette parallele:
rox—y =2, ro: x—y=—2
— Se k =2, C diventa 22 + 2xy + y?> — 4 = 0 e in maniera del tutto analoga otteniamo:
(x4+y)?=4 = s+y=42
e la conica corrisponde alla coppia di rette parallele:
r:THy=2, ror rTHYy=-—2

¢) Abbiamo visto che C & un’ellisse se —2 < k < 2. Inoltre se per esempio z = 0 dall’equazione di C
otteniamo y = +2, quindi i punti A(0,2) e B(0, —2) appartengono ad ogni conica. Se una conica
(non degenere) contiene un punto reale & necessariamente tutta reale. Quindi in particolare tutte
le ellissi sono reali.

|
Esercizio 13.12. Fissato il parametro reale t, sia Cy la conica di equazione
Cr ¢ (2t —1)2® + 6tay + ty*> + 22 =0

a) Stabilire se esistono valori di t per cui la conica é degenere.
b) Determinare il tipo di conica al variare del parametro t.

1
c) Scrivere la forma canonica di C; pert = —.

SOLUZIONE:

La matrice A’ associata alla conica &

2t—1 3t 1
A = 3t t 0
1 0 0

a) det(A’) = —t, quindi la conica & degenere per t = 0
b) det(A) = —7t? —t, quindi:

1
- Set< —= 0 t >0, det(A) < 0 e si tratta di un’iperbole.
1
— Se —= <t <0, det(A) > 0 e si tratta di un’ellisse.

1
— Set= — det(A) = 0 e si tratta di una parabola.

— Se t = 0 otteniamo 'equazione —z? + 2z = 0, quindi si tratta di una coppia di rette parallele
(infatti det(A) =0): z=0exz = 2.
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wl

c¢) Calcoliamo gli autovalori di A per ¢ =

W=

N U , 10
pA(/\)—det[ 1 é)‘} AF— —

V10
Quindi gli autovalori di A sono A = £—— discordi infatti si tratta di un’iperbole. La conica ha

quindi equazione del tipo

vIoo o 0
1 1 3
\/T>0$2—Qy2+k=0:>32 0 —YI g
0 0 k
N 1 . 1 1 3
Imponendo la condizione I3 = det(B) = det(A4) = 3 otteniamo _jk = —3, cio k= 10" Quindi
I’equazione di C% e
1 1 10v1 1010
\/j:ﬁ—@yz—ki 0 = — 0\9/>0m2+T\/>y2—1:0

3 3 10
Effettuando infine la rotazione che manda x in y e y in —x otteniamo la forma canonica
1010 10+/10
1 9 x? — 9 > —1=0
|

C

Esercizio 13.13. Fissato il parametro reale t, sia C; la conica di equazione
Co st +2zy+(t+2)° -2y =0

a) Stabilire se esistono valori di t per cui la conica é degenere.
b) Determinare il tipo di conica al variare del parametro t.

¢) Scrivere la forma canonica di Cy per t = —1.
SOLUZIONE:
La matrice A’ associata alla conica ¢
t 1 0
A=11 t+2 -1
0o -1 0
a) (A’) = —t, quindi la conica & degenere per t = 0

det
b) det(A) =2 + 2t — 1, quindi:
—Set<—1-+v20t>—-14+/2, det(A) > 0 e si tratta di un’ellisse.

—Se —1—-v2<t<—1++2cont#0,det(A) <0 e sitratta di un’iperbole.

— Set=—14+/2, det(A) =0 e si tratta di una parabola.
— Se t = 0 otteniamo ’equazione 2zy + 2y? — 2y = 0, quindi si tratta di una coppia di rette

incidenti (infatti det(A) #0): y=0exz+y—1=0.

¢) Calcoliamo gli autovalori di A per t = —1:
N S D U B

pA()\)—det[ 1 1_/\]—)\—2

Quindi gli autovalori di A sono A\ = ++/2, discordi infatti si tratta di un’iperbole. La conica ha

quindi equazione del tipo
V2. 0 0

V22 = V2P +k=0 = B=|0 —v2 0
0 0 k

Imponendo la condizione Is = det(B) = det(A) = 1 otteniamo —2k = 1, quindi ’equazione di

C_qe
1
ﬁ$2_\/§y2_§:0 = C.1: 2V2:2 —2v2*—1=0
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Esercizio 13.14. Si consideri la matrice
1 0 0
A=1(0 1 2
0 2 1

a) Calcolare autovalori e autovettori di A.

b) Calcolare una matrice diagonalizzante di A, che sia ortogonale e rappresenti una rotazione dello
spazio attorno all’origine.

c) Scrivere la forma canonica della conica C con matrice associata A

SOLUZIONE:
a) Il polinomio caratteristico di A &

pa(N) = (1= N[ =) 4] = (1 - N\’ -2 = 3)

quindi gli autovalori di A sono A = —1,1, 3. Calcoliamo gli autospazi:
0 0 O r=t
E()=NM-I): |0 0 2| =<y=0 = E(1)={((1,0,0))
0 2 0 2 =0
-2 0 0 z=0
E@B)=NM-3I): |0 -2 2| =qy=t = FE3)=/{0,1,1))
0 2 -2 J—
2 0 0 r=0
E(-)=NWM+1I1): [0 2 2| =>cy=—-t = E(-1)=((0,-1,1))
0 2 2 s —t

b) Gli autovettori trovati, essendo relativi a autovalori distinti, sono gia ortogonali tra loro. E’ quindi
sufficiente renderli di norma 1 per ottenere la matrice diagonalizzante ortogonale di rotazione:

1 0 0
0% 7
c) det(A) = —3, quindi si tratta di una conica non degenere. Inoltre I'autovalore della matrice

{0 ﬂ associata alla forma quadratica ¢ A = 1 doppio. Si tratta quindi di un’ellisse e cerchiamo

un’equazione del tipo 22 4+ y? 4+t = 0 a cui & associata la matrice

1 0 0
B=1]0 1 0
0 0 ¢
Imponendo la condizione det(A) = det(B) otteniamo ¢ = —3. Infine la forma canonica della

conica (ellisse reale) &

1 1
2?2 4+9>-3=0 = §x2+§y2—1:0

Notiamo che si tratta in realtd di una circonferenza centrata nell’origine e di raggio /3.

Esercizio 13.15. Si consideri la conica di equazione
202 +dry +5y° +22 -2y +1=0

a) Si determini il tipo di conica.
b) Si trovi l’eventuale centro della conica.
c) Si trovino gli assi di simmetria e la forma canonica della conica.

SOLUZIONE:
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a) La matrice associata alla conica &

2 2 1
A=12 5 -1 = det(A) = —5#0
1 -1 1

e si tratta di una conica non degenere. Inoltre

det(A) = det B g] — 640

quindi si tratta di una conica a centro. Per stabilire se si tratta di un’ellisse o un’iperbole
calcoliamo gli autovalori di A:

pa) = (2-NE-X) —4=X1-TA+6

quindi gli autovalori di A sono A = 1,6. Poiché gli autovalori sono concordi si tratta di un’ellisse.
b) Per trovare il centro risolviamo il sistema A| — h:

2 2 | 1) 2 2 | 1) Jry=-1 r=-1 oo T2
2 5 | 1 Ir-1j0 3 | 2 3y =2 y:% 6’3
c¢) Calcoliamo gli autospazi di A:

EQ)=NA-1): B ﬂ:‘{;:[% = B(1) = ((-2,1))

E(6) = N(A — 6I) : {24 _21]@{;:; = E(6) = ((1,2))

Gli assi sono le rette passanti per il centro, di direzione parallela agli autovettori trovati:

7
— T g 1
D 5 0 =z+2y=—

7

:77+t

ay: 3" 5 0 =2r—y=-3
y:§+2t

Inoltre si tratta di un’ellisse con autovalori A = 1,6. La forma canonica cercata ¢ quindi del tipo
22 + 6y +t =0, a cui & associata la matrice

1 00
B=|0 6 0
0 0 ¢
Imponendo la condizione det(A) = det(B) otteniamo ¢ = —2. Infine la forma canonica della
conica (ellisse reale) &
5 6 36
2 2 2 2
62— 2 =0 224 22 1=
x” + 6y 6 = 5T + 5Y

Esercizio 13.16. Sia C la conica di equazione
C: 322+ 14zy — 5y*> — 10z + 14y =0
a) Stabilire il tipo di conica.
b) Nel caso sia una conica a centro, trovare le coordinate del centro.
c) Trovare equazioni degli eventuali asintoti della conica.
SOLUZIONE:
a) Le matrici A’ e A associate alla conica sono:
3 7 =5
A=|1 -5 7 AF’ 7}
-5 7 0

La matrice A’ ha determinante non nullo, quindi si tratta di una conica non degenere; inoltre
det(A) = —64 < 0, quindi si tratta di un’iperbole.
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b) Per trovare il centro risolviamo il sistema Az = —h:

3.7 | 5] 5.7 | 5] Jr= -3 Lo (3T
7T -5 | -7 3IT—-7I|0 —64 | —56 y=1 - ]’'8
c) Gli asintoti sono rette passanti per il centro, di direzione parallela ai punti all’infinito della conica.

L’equazione della conica in coordinate omogenee ¢ 3X2 + 14XY — 5Y? — 10XZ + 14YZ = 0.
Ponendo Z = 0 otteniamo I’equazione 3X2 + 14XY — 5Y2 = 0 le cui soluzioni sono

X  —7+8

Y 3
cioe le due rette = + 5y = 0 e 3z — y = 0. Infine gli asintoti (passanti per il centro) sono le rette

a1: x+5y—4=0 as: 3r—y+2=0

O
Esercizio 13.17. Sia C la conica di equazione
2 +dzy + 4y + 4y = 0.
a) Si determini il tipo di conica.
b) Si trovi la forma canonica della conica.
c) Si trovino gli eventuali assi di simmetria della conica.
SOLUZIONE:
a) Le matrici associate alla conica sono:
1 2 0
PO R I
0 20
Notiamo che I3 = det(A’) = —4 # 0, quindi si tratta di una conica non degenere. Inoltre

I, = det(A) = 0, quindi & una parabola.
b) 11 polinomio caratteristico di A & pa(\) = A% — 5\, quindi A ha autovalori: \; =0 e Ay = 5. La
forma, canonica sara del tipo £2 — 2py = 0, cerchiamo quindi un’equazione del tipo

M2 +2y=0 = 5224+ 2y=0

a cul e associata la matrice

B:

O O Ot

0
0
t

S =+ O

Sappiamo inoltre che I3 = det(A4’) & un invariante, quindi det(A’) = det(B). Risolviamo quindi
I’equazione:

—4 =52 =

I
I

¢

I
\

Infine possiamo ricavare la forma canonica:

2 4
527 +2- (—) =0 = 22— ——y=0
v5) ! 5V
c¢) Calcoliamo la direzione dell’asse ricordando che questo e parallelo all’autovettore relativo all’au-
tovalore nullo.
Calcoliamo quindi 'autospazio F(0) risolvendo il sistema omogeneo associato a A:

1 210 1210 _ r= -2t B
{2 4| O}jll—ﬂ:}{o 0 | 0} = 4+2y=0 = {y:t = FE(0)=((-2,1))
Ora che abbiamo la direzione dell’asse dobbiamo determinarne un punto per potere scrivere
I’equazione.
Consideriamo una qualsiasi retta ortogonale all’asse, cioe di direzione (1,2):

= t
T=rot = 2x—y=k per qualche k
y=1yo+2t
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Se una tale retta interseca la parabola in due punti D e F, allora il punto medio M del segmento
DEFE sara un punto dell’asse. Senza tenere k variabile assegnamo a k un valore a caso, la cosa piu

semplice e porre k = 0.

20 —y =10 =2 8 16
vy , S = D=(0,0), E:(—,—)
¢ +4ry+ 4y +4y =0 252 +8x =0 25" 25

4
Infine il punto medio M del segmento DE & M = <—25, —285>

L’asse ¢ la retta per M parallela all’autovettore relativo a A = 0, cioe¢ di direzione (—2,1):

4
=% -2 4
v 2 = rx+2y=—- = br+10y=—4
y=—o+1 )






CAPITOLO 14

Quadriche

Alcuni esercizi di questo capitolo sono ripetuti in quanto risolti in maniera differente.

Esercizio 14.1. Stabilire il tipo di quadrica corrispondente alle sequenti equazioni. Se si tratta di una
quadrica a centro determinare inoltre le coordinate del centro.

a) 2% + > +22% — 220y +2yz +4r — 2y =0

=3

zy+axz—yz—x =0

42 + 2% + 32 + 4oz —dyz + 6 + 4y + 82 +2 =0
5% —4y? —112% — 24yz — 102 —15=0

224+ 3y° +4dyz — 62 +8y+8=0

C

©) (o8

—h

Y — 22 Aoy — 4wz — 6z +4y+22+8=0
4% + 5% +52° —2yz + 8 + 8y +82+1=0

o

h) 2%+ 2% — 2% — 20244y —42=0

)
)
)
)
)
)
)
)

i) —2?+9y? — 222+ 2yz — 4z +4y =0

1) 222 +3y° 4+ 322 +2yz +2y — 22 —4=0
Esercizio 14.2. Determinare la forma canonica delle sequenti quadriche. Se si tratta di una quadrica
a centro determinarne il centro e gli assi di simmetria.
a) 202 + 9?2+ 22 —2yz —4y+32+1=0
b) 5x2 + 8y + 522 + 622 —8 =0
c) 2 +y?—-2224+42-2=0
d) 522 —y? +8xy + 522 —-52-2=0
Esercizio 14.3. Determinare la forma canonica delle sequenti quadriche, ricavando le relazioni che
permettono di passare dalle coordinate della forma iniziale alle coordinate della forma canonica e viceversa:
a) br? —4y? — 1122 — 24yz — 100 —15=0
b) 222 +3y? + 322+ 2yz +2y — 22— 4 =0

Esercizio 14.4. Determinare la forma canonica della sequente quadrica, ricavando le relazioni che
permettono di passare dalle coordinate della forma iniziale alle coordinate della forma canonica e viceversa:

202 4y + 22— 2z —dy+32+1=0

Esercizio 14.5. Sia Q la quadrica di equazione
Q : 32243y —22—2zy—42=0.

a) Stabilire se Q é degenere o meno, e di quale tipo di quadrica si tratti. Se € una quadrica a centro
determinare le coordinate del centro.

a) Trovare gli assi (o lasse) di simmetria di Q e determinare coordinate omogenee dei punti all’in-
finito degli assi di simmetria.

Esercizio 14.6. Sia Q la quadrica di equazione
Q : zzfy274z2:0

a) Riconoscere la quadrica
b) Se la quadrica é a centro, determinare coordinate del centro di simmetria ed equazioni degli assi
di simmetria.
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¢) L’intersezione di Q con il piano 7 di equazione y = 1 & una conica del piano 7. Stabilire il tipo
di conica.

Esercizio 14.7. Sia Q la quadrica di equazione
Q x2—2y2+yz:0

a) Riconoscere la quadrica

b) Se la quadrica é a centro, determinare coordinate del centro di simmetria ed equazioni degli assi
di simmetria.

c) L’intersezione di Q con il piano w di equazione x =0 é una conica del piano 7. Stabilire il tipo
di conica.

Esercizio 14.8. Sia Q la quadrica di equazione
Q x2+z2+2xz+2\/§x+\/§z+2y+4:0

a) Riconoscere la quadrica.
b) Studiare la conica che si ottiene intersecando la quadrica Q con il piano z = 0 (tipo, forma
canonica,...).

Esercizio 14.9. Sia Q la quadrica di equazione
Q ¢ (1+2k)2+oy*+22 +2kyz —kz=1+k

a) Per quali valori del parametro reale k la quadrica Q é un paraboloide?

b) Per i valori di k determinati al punto a), stabilire il tipo di paraboloide (ellittico o iperbolico).

c) Per i wvalori di k determinati al punto a), stabilire il tipo di coniche che si ottengono intersecando
Q con il piano z = 0.

Esercizio 14.10. Sia Q la quadrica di equazione
Q 2+ (142K +22+2kaz—ke=1+k

a) Per quali valori del parametro reale k la quadrica Q é un paraboloide?

b) Per i valori di k determinati al punto a), stabilire il tipo di paraboloide (ellittico o iperbolico).

c) Per i wvalori di k determinati al punto a), stabilire il tipo di coniche che si ottengono intersecando
Q con il piano z = 0.

1. Suggerimenti

Equazione
A ogni quadrica f(x,y,z) = 0, possiamo associare due matrici quadrate: la matrice A € M35 relativa
alla forma quadratica associata alla quadrica, e la matrice A’ € Myy4:

coeff. di z? 1/2 coeff. di xy 1/2 coeff. di a2z
A= |1/2 coeff. di zy  coeff. di y? 1/2 coeff. di yz| ,
1/2 coeff. di zz 1/2 coeff. di yz coeff. di 22

A 1/2 coeff. della x
A= dove h = |1/2 coeff. della y|, k = termine noto dell’equazione
htk 1/2 coeff. della z

Di conseguenza ’equazione della quadrica e

flz,y,2)=[2,y,2,1]- A" [2,y,2,1]" =0

Invarianti.
1l polinomio caratteristico di A & cosi formato

pa(N) = =N+ N2 — LA+ 13
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con
I :tr(A) = A1 + Ao + Az, I = Mo + A3+ Aa)g
Ig = det(A) = )\1)\2)\3, 14 = det(A’)

I, I, I3, I, sono invarianti. Mentre Iy, I3, I4 possono essere calcolati direttamente da A e A’, I, pud
essere calcolato solo da pa(A).

Classificazione: quadriche non degeneri
Una quadrica ¢ non degenere se det(A’) # 0, ovvero rg(A’) = 4. Inoltre ¢

e Ellissoide: rg(A) = 3, ovvero det(A4) # 0, e autovalori di A concordi (oppure I3 #0, Ix >0 e
I I5 > 0). Inoltre:
— I, = det(A") > 0: ELLISSOIDE IMMAGINARIO: az? + by? + ¢z +1=0
— I, = det(A) < 0: ELLISSOIDE REALE: az? + by? + cz2 — 1 = 0

e Iperboloide: rg(A) = 3, ovvero det(A) # 0, e autovalori di A discordi (oppure Is #0e I < 0o
I 15 < 0). Inoltre:
— I = det(A") > 0: IPERBOLOIDE IPERBOLICO(a 1 falda): ax? + by? — cz2 — 1 = 0.
— I = det(A4’) < 0: IPERBOLOIDE ELLITTICO (a 2 falde): az? — by?> — cz? —1=0.

e Paraboloide: rg(A) < 2, cioe det(A) = 0, cio¢ un autovalore nullo (oppure I3 = 0). Inoltre:
— I = det(A’") > 0: PARABOLOIDE IPERBOLICO: ax? — by? — 2z = 0.
Analogamente & un paraboloide iperbolico se i due autovalori non nulli di A sono discordi.
— I = det(A") < 0: PARABOLODE ELLITTICO: az? + by? — z = 0.
Analogamente ¢ un paraboloide ellittico se i due autovalori non nulli di A sono concordi.

Classificazione: quadriche degeneri
Una quadrica ¢ degenere se det(A’) = 0. Inoltre:

e Serg(A’) = 3, allora & degenere irriducibile.
e Serg(A’) <2, allora ¢ degenere riducibile.

In particolare:

e Cono (quindi irriducibile): rg(A) = rg(A’) = 3 (oppure Iy = 0 e I3 # 0). Inoltre:
— Auotovalori di A concordi (oppure I > 0): cono a un unico punto reale az? 4 by? + cz% = 0,
— Auotovalori di A discordi (oppure Iy < 0): cono reale ax? + by? — c2%2 =0

e Cilindro (quindi irriducibile): Se rg(A) = 2, marg(A’) = 3 (oppure I3 = 0 erg(A’) = 3). Inoltre:
— I, > 0: cilindro ellittico: axz? +by?> £1 =0,
— I < 0: cilindro iperbolico: az? — by? — 1 = 0,
— I = 0: Cilindro parabolico: z2 — 2py = 0.

Se rg(A’) < 2 allora & una quadrica degenere riducibile. Inoltre
o Serg(A’) =2 erg(A) =2: due piani incidenti (reali o complessi),
e Serg(A’) =2erg(A) =1: due piani distinti e paralleli (reali o complessi),
e Se rg(A’) = 1: un piano doppio.

Centro e assi

e Ellissoide e iperboloide sono quadriche a centro. Come per le coniche il centro si trova risolvendo
il sistema A| — h.

e Come per le coniche gli assi di una quadrica non degenere a centro sono le rette passanti per il
centro e di direzione corrispondente agli autovettori della matrice A della quadrica.
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Rotazione.
La matrice A e simmetrica, quindi esiste una matrice R ortogonale speciale detta matrice di rotazione
tale che

A0 0
RTAR=D=1]0 X 0 dove \; sono autovalori di A
0 0 A3

La matrice R si ottiene dagli autovettori di A (normalizzati e con i segni in modo che il determinante
sia 1).

Forme canonica con equazioni della trasformazione delle quadriche non degeneri:
Per ottenere la forma canonica si procede esattamente come per le coniche:

(1) Rotazione: utilizzando una matrice ortonormale R di rotazione,
(2) Traslazioine.

Forma canonica versione semplice.

Per ottenere la forma canonica di una quadrica non degenere senza cercare pero l’equazioni della
trasformazione che permette di passare dall’equazione originale alla forma canonica e viceversa, possiamo
procedere nel seguente modo:

e Calcoliamo det(A’) per verificare che la quadrica non sia degenere.
e Calcoliamo gli autovalori A1, A2, A3 di A e stabiliamo di quale quadrica si tratta.
e Consideriamo i diversi casi:
— Se si tratta di un ellissoide sappiamo che dobbiamo arrivare a una equazione del tipo
ax? 4+ by? + cz? £ 1 = 0, passando attraverso una equazione del tipo

M 0 0 0
Mz2+ Ay + X322 +t=0 < B= 8 )(\)2 )(\) 8 con A1, Mg, A3 autovalori di A
2
0 0 0 t

Poiché det(A’) & un invariante, imponendo la condizione det(A’) = det(B) possiamo ricavare
il valore di t. Dividendo infine per ¢ o —t si ottiene la forma canonica. Solo a questo punto
possiamo stabilire se € reale o immaginaria.

— Se si tratta di un iperboloide sappiamo che dobbiamo arrivare a una equazione del tipo
ar? £ by? — cz? — 1 = 0, passando attraverso una equazione del tipo

A 0 0 O
2 2 2 _ 10 A 0 0 .
MT+HXy"+X32°+t=0 < B= 0 0 X\ O con A1, Mg, A3 autovalori di A
2
0O 0 0 ¢

Poiché det(A’) & un invariante, imponendo la condizione det(A’) = det(B) possiamo ricavare
il valore di t. Dividendo infine per ¢ o —t si ottiene la forma canonica. Solo a questo punto
possiamo stabilire se ¢ un iperboloide a una o a due falde.

— Se si tratta di un paraboloide sappiamo che dobbiamo arrivare a una equazione del tipo
ar? £+ by? — z = 0, passando attraverso una equazione del tipo

A 0 0 O
Ma? + )\2y2 +2tz=0 <« B= 8 )E)z g ¢ con A1, Ag autovalori non nulli di A
0O 0 ¢t O

Poiché det(A’) & un invariante, imponendo la condizione det(A") = det(B) possiamo ricavare
il valore di ¢t (negativo). Dividendo infine per ¢ si ottiene la forma canonica.
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Quadriche degeneri riducibili.

Se rg(A’) < 2 si possono trovare i piani risolvendo una equazione di secondo grado in una incognita (le
altre due incognite vengono considerate parametri), oppure in generale scomponendo il polinomio f(z,y, z)
nel prodotto di due polinomi di primo grado.

2. Soluzioni

Esercizio 14.1. Stabilire il tipo di quadrica corrispondente alle sequenti equazioni. Se si tratta di una
quadrica a centro determinare inoltre le coordinate del centro.

a) 202 + 92 +222 — 2wy + 2yz + 4 — 2y =0
zy+rz—yz—ax =0

4 + 2% +32% + 4wz —dyz + 6z + 4y + 82 +2=0
5% —4y? —112% — 24yz — 102 —15=0

2?4+ 3y +4yz —6x+8y+8=0

)
)
)
)
f) y? — 2% +daoy — 4oz — 62+ 4y +22+8=0
) 4x® 4+ 5y* + 522 —2yz + 8z + 8y +82+1=10
Y a2 +2y? — 22 — 2244y —42=0

) —a? +y? =222+ 2z —4dx +4y =0

)

202 + 32 +322+ 2z 4+ 2y —22—-4=0

SOLUZIONE:

a) Consideriamo ’equazione 222 + y? + 222 — 2zy + 2yz + 42 — 2y = 0 e la matrice A’ associata:

2 -1 0 2
P = T T |
=10 1 2 o0
2 —1.0 0

Cominciamo a stabilire se ¢ degenere calcolando il determinante di A’. Poiché ci interessa
solo stabilire se il determinante si annulla (ovvero se rg(A’) < 4 possiamo in alternativa ridurre
la matrice (parzialmente) a gradini per semplificare i conti. Inoltre la riduzione a gradini & utile
quando successivamente calcoliamo il rango di A. Per tale ragione & conveniente non scambiare
le righe di A’ o almeno non scambiare la IV riga con le precedenti, in modo da tenere la matrice
A, formata dalle prime tre righe, distinta. Inoltre il metodo introdotto nelle prime lezioni, che
consiste nell’utilizzare solo le righe precedenti una riga per modificare quest’ultima, ci garantisce
che la matrice A non sia modificata con I'uso della IV riga.

2 -1 0 2 2 -1 0 2
2IT+7110 1 2 0 N 0o 1 2 0
0 1 2 0 IIr—-I171i0 0 0 O
IV-110 0 0 =2 0 0 0 -2

rg(A’) =3 = det(A’) =0 = quadrica degenere

In particolare rg(A’) = 3 quindi si tratta o di un cono o di un cilindro.
Dalla riduzione si nota che

rg(A) =2 = cilindro (non parabolico).
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Per stabilire il tipo di cilindro dobbiamo calcolare I5:
pa(N) ==X 4502 -6\ = [ =5, I,=6, I3=0

Poiche I3 = 0 si tratta in effetti di un cilindro; inoltre 15 > 0 quindi € un cilindro ellittico.

b) Consideriamo l'equazione zy + xz — yz — x = 0 e la matrice A’ associata:
1 1
2. 2

0
0 0
0 0
In questo caso € immediato calcolare il determinante sviluppando rispetto all’ultima riga:

14
det(A") = <2> # (0 = quadrica non degenere

Inoltre
1
det(A) = ~1 #0=1rg(A4) =3 = ellissoide o iperboloide.

Per stabilire se si tratta di un ellissoide o di un iperboloide dobbiamo determinare se gli
autovalori di A sono concordi o discordi.

= (1) 5 () (o)
“2(3) (2 v (3)
(o3
=5 (2 3) @ aany

Quindi gli autovalori sono

1
A= Ay = 2 A3 =—1 = discordi = iperboloide
Inotre det(A’) > 0, quindi ¢ un iperboloide iperbolico.
In alternativa potevamo usare gli invarianti:

3 1 3 1
N=-XN+A-o = =0, L=-",3=—,.
pA() +4 4 1 s 42 4a 3 47

Poiche I3 # 0 & una quadrica a centro; inoltre Iy < 0, quindi & un iperboloide. Infine I, =
det(A’) > 0, quindi & un iperboloide iperbolico.
Determiniamo le coordinate del centro risolvendo il sistema associato a:

o 1+ L 7 errft -1 0 | O 1 -1 0 | O
% 0 -2 ofl=21|1 0 -1 | Of=II-I|0 1 -1 | 0
3 -3 0 0 2 |10 1 1 | 1 0o 1 1 |1
-1
1 -1 0 | 0O 3 11 1
Ir—irjo o 2 | 1 z=1

Anche se non e richiesto dall’esercizio notiamo che gli assi della quadrica sono le rette per C
di direzione parallela agli autovettori di A.
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¢) Consideriamo l'equazione 42% + 2y* + 32% + 4oz — 4yz + 62 + 4y + 82 +2 =0 e la matrice A’
associata:

4 0 2 3

, o2 -2 2
A=y 9 3 4
3 2 4 2

Calcoliamo il rango di A’ e A riducendo A’ a gradini:

4 0 2 3 4 0 2 3

/211 |10 1 -1 1 N 01 -1 1
2[Ir-110 -4 4 ) IIT+4I110 0 O 9
41V -3 |0 8 10 -1 1V =8I |0 0 18 -9

rg(A’) =4 = quadrica non degenere
rg(A) =2 = paraboloide

Inoltre

pa(A) =@ =N)[2-M)B =) -4 -4(2-1})
=X 4902 — 18X = —A(\2 — 9\ + 18)

Quindi gli autovalori (oltre a A; = 0) sono

A=3, A3=6 = concordi = paraboloide ellittico

d) Consideriamo l’equazione 5% — 4y® — 1122 — 24yz — 10z — 15 = 0 e la matrice A’ associata:

5 0 0 -5
, o -4 —12 0
A=10 12 —11 o

-5 0 0 -15

Calcoliamo il rango di A’ riducendo la matrice a gradini:

5 0 0 =5
1/4II [0 -1 -3 0
IIT-3II[0 0 25 0
IV+I [0 0 0 -20

= rg(A’) =4 = quadrica non degenere
Inoltre
rg(A) =3 = ellissoide o iperboloide.

Per stabilire se si tratta di un ellissoide o di un iperboloide dobbiamo determinare se gli
autovalori di A sono concordi o discordi.

paN) = (5= N [(—4 = N(=11 =) = 144
= (5—\) [A\* = 15X — 100]
Quindi gli autovalori sono
AM=MX=5, A3=-20 = discordi = iperboloide
In alternativa potevamo usare gli invarianti:
pa(A) = =A% 4202 + 25\ — 500 = I; =20, I, = —25, I3 = —500.

Poiche I3 # 0 & una quadrica a centro; inoltre Iy < 0, quindi & un iperboloide. Infine I, =
det(A’) > 0, quindi & un iperboloide iperbolico.
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Determiniamo le coordinate del centro risolvendo il sistema associato a:

5 0 0 | 5 5 0 0 | 5
0 -4 -12 | 0| = 1/4IT [0 -1 -3 | O
0 —-12 —-11 | 0 II1-31710 0 25 | 0
r=1
=qy=0 =0C(1,0,0)
z=0

Notiamo che potevamo considerare direttamente la matrice ridotta a gradini, pur di cambiare il
segno ai termini della colonna dei termini noti.

Anche se non e richiesto dall’esercizio notiamo che gli assi della quadrica sono le rette per C
di direzione parallela agli autovettori di A.

e) Consideriamo 'equazione z2 + 3y* + 4yz — 62 + 8y + 8 = 0 e la matrice A’ associata:

[1 0 0 -3

;|0 3 2 4

A= 0 2 0 O

-3 4 0 8

Calcoliamo il rango di A’ riducendo la matrice a gradini:
1 0 0 -3 1 0 0 -3
1/2][[0100:> 0100:>

171 |0 3 2 4 II1-31110 0 2 4
IV+3r|0 4 0 -1 IV —4I1 10 0 0 -1

rg(A’) =4 = quadrica non degenere
rg(A) =3 = ellissoide o iperboloide.

Per stabilire se si tratta di un ellissoide o di un iperboloide dobbiamo determinare se gli
autovalori di A sono concordi o discordi.

pa(A) = (1= X) [\ = 3X —4]
Quindi gli autovalori sono
A =1, A =—1, A3=4 = discordi = iperboloide

Inoltre Iy = det(A’) > 0, quindi & un iperboloide iperbolico.
In alternativa potevamo usare gli invarianti:

pAN) ==X+ AN+ A4 = [ =4, L =-1, [3=—4.

Poiche I3 # 0 & una quadrica a centro; inoltre Iy < 0, quindi & un iperboloide. Infine I, =
det(A’) > 0, quindi & un iperboloide iperbolico.

Determiniamo le coordinate del centro risolvendo il sistema Ax = —h e considerando diret-
tamente la matrice ridotta a gradini:

1 00| 3 r=3
01 0] 0|=<y=0 =C(3, 0, —2)
00 2 | —4 s = —9

Anche se non ¢ richiesto dall’esercizio notiamo che gli assi della quadrica sono le rette per C
di direzione parallela agli autovettori di A.

f) Consideriamo I'equazione y* — 2% 4 4xy — 4z — 62 + 4y + 22 + 8 = 0 e la matrice A’ associata:

0 2 -2 -3
, 2 1 0 2
A=1909 21 1
-3 2 1 8
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Calcoliamo il rango di A’ e A riducendo A’ a gradini:

11T 2 0 -1 1 2 0 -1 1 20 -1 1
2 1 0 2 I+1 o 1 -1 3 0 1 -1 3

I 0 2 —2 -3/~ 0 2 —2 —3| 7 IIr—21110 0 0 -9
9OV —3IIT| 0 4 5 13| Iv—20II|0o 0 9 19 0 0 9 19

= 1g(A4’) =4 = quadrica non degenere, e rg(A) =2 = paraboloide
Inoltre
PAN) = A1 =A)(=1 =) —2-2(=1=X) —2-2(1 =) = =A(=1+A2) + 8\ = -A(\? - 9)
Quindi gli autovalori (oltre a Ay = 0) sono
A=3, A3=—-3 = discordi =- paraboloide iperbolico
In alternativa potevamo usare gli invarianti:
paN) ==X 4+9\ = I, =0, I, =9, I3=0.

Poiche I3 = 0 & un paraboloide; inoltre I, = det(A’) > 0, quindi & un paraboloide iperbolico.

g) Consideriamo I'equazione 422 + 5y 4 52% — 2yz + 8x + 8y + 82 + 1 = 0 e la matrice A’ associata:

(4 0 0 4
, o 5 -1 4
A= 0 -1 5 4
4 4 4 1
Calcoliamo il rango di A’ e A riducendo A’ a gradini:
141 1 0 0 1 10 0 -1 10 0 -1
0 5 -1 4 N 05 -1 4 N 05 -1 4 N
S5IIT+II|10 0 24 24 00 24 24 1/24I1T [0 0 1 1
Iv—-1 ({0 4 4 -3 5V —4IT [0 0 24 -31 IV—-IIT|10 0 0 =55

rg(A’) =4 = quadrica non degenere, e rg(A) =3 = ellissoide o iperboloide
Inoltre
pa(A) = (4 — N (A% — 10\ + 24)
Quindi gli autovalori sono
AM=X=4, A3=6 = concordi = ellissoide

Inoltre I; = det(A’) < 0, quindi ¢ un ellissoide reale.
In alternativa potevamo usare gli invarianti:

pa(N) = =N+ 14)\% — 64X+ 96 = I, =14, I, = 64, I3 = 96.
Poiche I3 # 0 & una quadrica a centro; inoltre Iy > 0, quindi & un ellissoide. Infine Iy = det(A’) <
0, quindi & un ellissoide reale.

Determiniamo le coordinate del centro risolvendo il sistema Ax = —h e considerando diret-
tamente la matrice ridotta a gradini:

10 0 | -1 r=-1
05 -1 | 4| =qy=-1 =C(-1, -1, —-1)
00 1 | -1 s =1

Anche se non e richiesto dall’esercizio notiamo che gli assi della quadrica sono le rette per C
di direzione parallela agli autovettori di A.

h) Consideriamo l’equazione 22 4+ 2y% — 22 — 222 + 4y — 42 = 0 e la matrice A’ associata:

1 0 -1 0
, o 2 0o 2
A=10 0 21 22

0 2 -2 0
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Calcoliamo il rango di A’ e A riducendo A’ a gradini:

10 -1 O 10 -1 O

1/2IT |0 1 0 1 01 0 1

II1714+110 0 -2 =2 00 -2 -2
vV —-I11{0 0 -2 -2 IV —-1I1110 0 O 0

rg(A’) =3 = quadrica degenere, erg(A) =3 = cono

Anche il cono & una conica a centro, quindi risolviamo il sistema A| — h:

1 0 -1 ] 0 10 -1 | 0 r=-1
0 2 0 | —2|= 02 0 | —2|=<(y=-1 = C(-1,-1,-1)
-1 0 -1 | 2 III+1(0 0 -2 | 2 o

i) Consideriamo 'equazione —2? +y? — 222 4 2yz — 4z + 4y = 0 e la matrice A’ associata:

-1 0 -1 =2
A= 91 1 (1) g
-2 2 0 0
Calcoliamo il rango di A’ e A riducendo A’ a gradini:
-1 0 -1 -2 -1 0 -1 =2
0 1 1 2 0 1 1 2
Hl/lfglln 8 (1) (1) (2) HI=1 8 8 8 8
rg(A’) =2 = quadrica degenere
rg(A) =rg(A’) =2 = due piani incidenti
Infatti:
—2? by — 2w+ 2yz —dx+4y =0
2 —y? + 222 — 2z + 4z — 4y =0
(z—y)(z+y) +2z(z—y) +4(x—y) =0
(x—y)(z+y+22+4)=0
Quindi la quadrica corrisponde alla coppia di piani
x—y=0, r+y+22+4=0

1) Consideriamo I'equazione 222 + 3y* + 322 4+ 2yz + 2y — 22 — 4 = 0 e la matrice A’ associata:

2.0 0 0
, o3 1 1
A=lo 1 3 2
01 -1 —4

Calcoliamo il rango di A’ e A riducendo A’ a gradini:

2.0 0 0 2 00 0
03 1 1 031 1

SITT—II|0 0 8 —4|  1/4111 |0 0 2 —-1| =

IV—II1 [0 0 —4 —3| 2IV+III|[0 0 0 —10

rg(A’) =4 = quadrica non degenere
rg(A) =3 = ellissoide o iperboloide
Inoltre

pa(N) = (2= X (A2 —6)+8)
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Quindi gli autovalori sono

Al=X=2, A3=4 = concordi = ellissoide

Determiniamo le coordinate del centro risolvendo il sistema Ax = —h e considerando diret-
tamente la matrice ridotta a gradini:
2 00 | O T =
1 1 1
00 2 | 1 z=1

Anche se non ¢ richiesto dall’esercizio notiamo che gli assi della quadrica sono le rette per C
di direzione parallela agli autovettori di A.

]

Esercizio 14.2. Determinare la forma canonica delle sequente quadriche. Se si tratta di una quadrica
a centro determinarne il centro e gli assi di simmetria.
a) 202 + 9?2 +22 —2yz —4dy+32+1=0
b) 5x2 + 8y + 522 + 622 — 8 =0
c) 2 +y? —222+42-2=0
d) 522 —y? +8xy + 522 —52-2=0

SOLUZIONE:

a) Consideriamo la quadrica 222 + y? + 22 — 2yz — 4y + 32 + 1 = 0 le cui matrici associate sono:

2 0 0 0
, o1 -1 -2 200
A=l o, 1 s| A=|o 1 -1,
; 2 0 -1 1
0 -2 3 1

1
— Poiché det(A’) = ~5 # 0 si tratta di una quadrica non degenere.

— Calcoliamo gli autovalori di A per stabilire la rotazione:
paA) =A2-MN(A-2)

Quindi gli autovalori di A sono A = 2, doppio, e A = 0. Poiché A ha un autovalore nullo si
tratta di un paraboloide; inoltre gli autovalori non nulli sono concordi, quindi si tratta di un
paraboloide ellittico.

— Sappiamo che la forma canonica sara del tipo az? + by? — z = 0, cerchiamo quindi una
equazione del tipo

/\1x2—|—/\2y2—|—2tz =0 = 2? +2y2 +2tz=0

a cui e associata la matrice

2 000
0 2 00
B= 0 0 0 ¢
0 0 ¢t O
Sappiamo inoltre che det(A’) ¢ un invariante, quindi det(B) = det(A’):
1 1 1
4P =— = == = t=

2 8 2V2

Infine possiamo ricavare la forma canonica:

1
202+ 2° 2. —2=0 = 2222 +2V2%—2=0

2V2

b) Consideriamo la quadrica 522 + 8y% + 522 + 622 — 8 = 0 le cui matrici associate sono:

5 0 3 0
o080 0 A503
“13 05 o}l =10 8 0F,
00 0 -8 300

— Poiché det(A’) = —8- 128 # 0 si tratta di una quadrica non degenere.
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— Calcoliamo gli autovalori di A per stabilire la rotazione:
pa(X) = (8 = A) (A2 — 10\ + 16)

Quindi gli autovalori di A sono A = 8, doppio, e A = 2. Poiché A ha 3 autovalori concordi si
tratta di un ellissoide. Per stabilire se ¢ reale dobbiamo trovare la forma canonica.

— Sappiamo che la forma canonica sard del tipo az? + by? 4+ cz2 £1 = 0, cerchiamo quindi una
equazione del tipo

M2+ X2+ 0322 +t=0 = 822+82+2:2+t=0

a cul € associata la matrice

O O O
O O O

N OO
+ O O O

0
Sappiamo inoltre che det(A’) ¢ un invariante, quindi det(B) = det(A’):
64-2t=-8-128 = t=-8
Infine possiamo ricavare la forma canonica:
1
822+ 82 +2:2—8=0 = m2+y2+122—1:0

Si tratta quindi di un ellissoide reale.
Poiche & una conica a centro possiamo determinare centro e assi.
11 centro ¢ dato dalla soluzione del sistema A| — h:

52 +32=0
8y=0 = ((0,0,0)
3y+52=0

Per trovare gli assi dobbiamo prima determinare gli autospazi:

30 3 | 0 =t
E®)=NA-8): |0 0 0 | 0 = —a+2=0 = {y=s

13 0 -3 |0 .
= E(8)=((1,0,1), (0,1,0))

rx=t
{3x+3z=0
= = =

30
E@2)=N(A-2I): |0 6

= E(2)=((1,0,-1))

Infine gli assi sono le rette per il centro di direzione parallela agli autovettori:

r=t r=0 r=t
ap: Sy=0 az: Sy=t az: sy=0
z=1 z=0 z=—t

c¢) Consideriamo la quadrica 22 + y? — 222 + 4z — 2 = 0 le cui matrici associate sono:

10 0 2
|01 0 0 100
oo -2 of A=|01 01,
2 0 0 -2 0.0 -2

— Poiché det(A’) = 12 # 0 si tratta di una quadrica non degenere.

— Calcoliamo gli autovalori di A per stabilire la rotazione. Notiamo che A ¢ diagonale, quindi
non & necessario effettuare la rotazione. Inoltre gli autovalori di A sono gli elementi della
diagonale: A = 1, doppio, e A = —2. Poiché A ha autovalori disconcordi si tratta di un
iperboloide. Per stabilire se & a una o a due falde dobbiamo ricavare la forma canonica.
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— Sappiamo che la forma canonica sard del tipo az? 4+ by? 4 cz? — 1 = 0, cerchiamo quindi una
equazione del tipo

A1x2+)\2y2+)\322+t:0 = x2+y2—222+t:0

a cui e associata la matrice

10 0 O
01 0 O
B= 00 -2 0
00 0 ¢

Sappiamo inoltre che det(A’) ¢ un invariante, quindi det(B) = det(A’):
—2t=12 = t=-6
Infine possiamo ricavare la forma canonica:

1 1 1
2 2 2 2 2 2
+ 2 = = + 1=
54y z2°—6=0 Gx 6y 32 0

Si tratta quindi di un iperboloide iperbolico, o a una falda.
Poiche ¢ una conica a centro possiamo determinare centro e assi.
Il centro & dato dalla soluzione del sistema A| — h:

=2
y=0 = (C(2,0,0)
—22=0

Per trovare gli assi dobbiamo prima determinare gli autospazi:

00 0 |0 r=t
EQ)=NA-I): [0 0 0 | 0] = —32=0= {y=s
00 =3 |0 N

= E(1)=((1,0,0), (0,1,0)

)
300 ] 0 ar— 0 =0
E(-2)=N(A+2l): [0 3 0 | 0 ;x{ = {y=0
00010 3y=0
= BE(-2)=((0,0,1))

In realta, non avendo effettuato alcuna rotazione, sapevamo gia che gli autovettori sono i vettori
della base canonica.
Infine gli assi sono le rette per il centro di direzione parallela agli autovettori:

a;: Sy=0 az: sy=t as: Sy=0
z=0 z=0 z =

d) Consideriamo la quadrica 522 — y? + 8xy + 522 — 5z — 2 = 0 le cui matrici associate sono:

4 0 0

5
5 4 0
A N
5 % 0 0 5
0 0 -3 -
21-
— Poiché det(A’) = TGE) # 0 si tratta di una quadrica non degenere.

— Calcoliamo gli autovalori di A per stabilire la rotazione:

pa(N) = (5= AN (A2 —4) —21)

Quindi gli autovalori di A sono A = 5A =7 e A = —3. Poiché A ha autovalori disconcordi
si tratta di un iperboloide. Per stabilire se & a una o a due falde dobbiamo trovare la forma
canonica.

— Sappiamo che la forma canonica sard del tipo az? % by? & cz? — 1 = 0, cerchiamo quindi una
equazione del tipo

M2+ Xy + X322 +t=0 = 524+ Ty? =322 4+t=0
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a cui e associata la matrice

5 0 0 0
07 0 O
B = 00 -3 0
00 0 ¢

Sappiamo inoltre che det(A’) & un invariante, quindi det(B) = det(A’):

21-65 13
105t =—— = t= =
4 4
Infine possiamo ricavare la forma canonica:
13 20 28
2 2 _ 9,2, 19 _ U 9, 20 o 12y _
5”4+ Ty* — 3z +4 0 13:10 +13y 132: +1 =

20 , 28, 12,
_ - _ R —1=0
13° Y Tt

Effettuando infine la rotazione che lascia fisso y, manda x in z e z in —z otteniamo:

12 , 28, 20

13° T 13Y T 13

Si tratta quindi di un iperboloide ellittico, o a due falde.
Poiche ¢ una conica a centro possiamo determinare centro e assi.
Il centro & dato dalla soluzione del sistema A| — h:

Z2—1=0

Sr+4y =0
43:—1/5:0 = c<o,o,;>
5z = —
T3
Per trovare gli assi dobbiamo prima determinare gli autospazi:
[0 4 0 | 0 Ay =0 z=0
E(5)=N(A-5I): 4 -6 0 | 0| = {y = {y=0
= E(5) =((0,0,1))
[—2 4 0 | O =2t
-2 4y =0
E(T)=N(A-17I): 4 -8 0 | O :>{ Ty = qy=t
(0 0 -2 ] 0 —22=0 =0
= B(7) =((2,1,0))
8 4 0 | O x=t
4 2y=10
E(-3)=N(A+3): |4 2 0 | 0 {“F 4 y=—21
008 |0 82=0 I

= E(=3) = ((1,-2,0))

Infine gli assi sono le rette per il centro di direzione parallela agli autovettori:

x=0 T =2t r=t

ai : y=20 as : y=t a =2t
! L, 2 1 ’ 1
zZ = — z = — z = —
2 2 2

O

Esercizio 14.3. Determinare la forma canonica delle sequenti quadriche, ricavando le relazioni che
permettono di passare dalle coordinate della forma iniziale alle coordinate della forma canonica e viceversa:

a) 5r? —4y? — 1122 — 24yz — 10z — 15 =0
b) 222+ 3y? +322 +2yz+2y —22—4=0

SOLUZIONE:
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a) Consideriamo la conica 522 — 4y? — 1122 — 24yz — 10z — 15 = 0 e le matrici associate:
A AT
A= A=|0 -4 -12
0 —-12 —-11 0 0 —12 —11
-5 0 0 -15
Calcoliamo il determinante di A’ (che ci servira per trovare la forma canonica):
det(A") = 5(—15)(44 — 144) + 5(—5)(44 — 144) = 10000
Quindi si tratta di una conica non degenere. Inoltre
det(A) =5(44 — 144) #0 = ellissoide o iperboloide.

Per stabilire se si tratta di un ellissoide o di un iperboloide dobbiamo determinare se gli
autovalori di A sono concordi o discordi.

pa(A) = (5—A)[(—4—A)(—=11— ) — 144] = (5 — A) [\* — 15X — 100]
Quindi gli autovalori sono
AM=X=5, A3=-20 = discordi = iperboloide

Sappiamo che la forma canonica della quadrica & del tipo ax? & by? & cz? — 1 = 0, cerchiamo
quindi una equazione del tipo

M2+ Xy + X322+t =0 = b2 4+5y2—20224+t=0

a cul e associata la matrice

5 0 0 0
05 0 0
B= 0 0 =20 O
00 0 ¢

Sappiamo inoltre che det(A’) ¢ un invariante, quindi det(B) = det(A’):
—500t = 10000 = t=-20
Infine possiamo ricavare la forma canonica:
1 1
5X?45Y?-202°-20=0 = 1X2+1Y2—22—1:0

Si tratta quindi di un iperboloide iperbolico, o a una falda.
Determiniamo le coordinate del centro risolvendo il sistema associato a A| —

5 0 0 | 5 5 0 0 | 5 r=1
0 -4 —-12 | 0| = 1/4IT |0 -1 -3 | 0| =<y=0
0 —-12 -11 | 0 II7-3171710 0 25 | 0O 2 =0
= C(1, 0, 0)
Per determinare la matrice di rotazione dobbiamo trovare gli autospazi:
0 O 0 0 0 0 =1
E(B)=NA-5I): |0 -9 -12| = —1/3IT |0 3 4| =><y=4s
0 —-12 -16 —1/4IIT {0 4 3 s — _3s
4 3
= B(5) = ((1,0,0), (0,5, )>
25 0 0 =0
E(—20) = N(A +201) : 2 = 1/41T 0 4 -3 =><y=3t
—12 1/3IIT+1/4IT {0 0 O 5 — At

p-20) = (0. 5)

La matrice di rotazione ortonormale speciale ¢

=

I
o O

S
gl O
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Le rototraslazioni per passare dalla forma iniziale a quella canonica e viceversa sono

x X xro X+1

y| =R-|Y |+ |yc| =] £(4Y +32)
E Z zo +(—3Y +42)
P T — xc rz—1

Y =R'|y-yc|= %(43/—32)

| Z z—zc =(3y — 4z)

b) Consideriamo la quadrica 222 + 3y? + 322 4+ 2yz + 2y — 2z — 4 = 0 e le matrici associate

2.0 0 0

,_ o3 1o 200

A=107 3 4 A=1]0 3 1
01 -1 —4 013

Calcoliamo il determinante di A’ (che ci servira per trovare la forma canonica):
det(A") =2-[3(-13) — (—3) + (—4)] = —80
quindi Iy # 0 e si tratta di una quadrica non degenere. Inoltre
det(A) =2-8=—-16 = ellissoide o iperboloide
Calcoliamo gli autovalori di A
pa(d) = (2= X)X = 6A+8)
Quindi gli autovalori sono
AM=X=2 A3=4 = concordi = ellissoide (reale)

Possiamo ora ricavare la forma canonica. Sappiamo infatti che la forma canonica della
quadrica & del tipo az? + by? + cz%2 £ 1 = 0, cerchiamo quindi una equazione del tipo

M2+ X2+ X322 +t=0 = 222 4+2°4+422+t=0

a cul e associata la matrice

2 000
0 2 00
B_OO4O
0 0 0 ¢

Sappiamo inoltre che det(A’) & un invariante, quindi det(B) = det(A’):
—16t =80 = t=-5

Infine la forma canonica é:

2X249Y2 4422 -5=0 = §X2+§Y2+§22—1:0

Si tratta in effetti di ellissoide reale.

Determiniamo le coordinate del centro risolvendo il sistema Ax = —h:
2 00 | 0 200 | 0 z=0 11
031 ]| —-1|= 031 ]| -1|= y:_% :>O<07_2’2)
013 | 1 3IIT—II[0 0 8 | 4 i=1
Per determinare la matrice di rotazione dobbiamo trovare gli autospazi:
0 0 O r=t 1 1
E2)=NA-2I): |0 1 1| =< y=s = FE(2) =((1,0,0), (O,,—))
2 2
0o 11 z=—38
—2 0 0 T = 1 1
E(4) =N(A —41) : o -1 1| = =t = FE{4) = (O,,)
(4) = N( ) ot Z:t (4) = oA )
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La matrice di rotazione ortonormale speciale ¢

1 0 0
1 1
B=10 7 7
0 -5
Le rototraslazioni per passare dalla forma iniziale a quella canonica e viceversa sono

[« X To ) X .
Y =R-|Y | + Yo | = E(Y+Z)7§
E Z zo %(—Y +Z)+1
[ X T —xc ) T
Y|=R" |y—yo|=|zmW—2+1)
| Z z—zc % (y+ 2)

O

Esercizio 14.4. Determinare la forma canonica della sequente quadrica, ricavando le relazioni che
permettono di passare dalle coordinate della forma iniziale alle coordinate della forma canonica e viceversa:

202 4y + 22— 2z —4dy+32+1=0

SOLUZIONE:
Consideriamo I'equazione 222 4+ 3% + 22 — 2yz — 4y 4+ 32 4+ 1 = 0 e la matrice A’ associata:

2 0 0 0
o 1 -1 -2
3
0 -1 1 32
0 -2 3 1
E’ immediato verificare che det(A’) # 0 e rg(A) = 2, quindi si tratta di un paraboloide.
Per determinare la forma canonica dobbiamo effettuare le due operazioni di ROTAZIONE e TRASLA-

ZIONE.
o ROTAZIONE.
Dobbiamo determinare una base ortonormale di R® formata da autovettori di A.
2— A\ 0 0
paAN)=det| 0 1-X —1 |=02-20\-2)
0 -1 1-X

A=

Quindi gli autovalori sono
AM=X=2, A3=0
Calcoliamo ora P'autospazio E(2) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 21I:
0 0 0 | O r=t

0 -1 -1 | 0| ={y=s
0 -1 -1 | 0 f— s

E(Q) - < (17070)v (071771) >

Analogamente calcoliamo Iautospazio E(0) risolvendo il sistema omogeneo associato a A:

2 0 0 | 0 =0
0 1 -1 | 0|={y=t
0 -1 1 | 0 Y=t

E0) = ((0,1,1))

Notiamo che i vettori presi come generatori degli autospazi sono gia tra loro ortogonali, quindi
per ottenere una base ortonormale ¢ sufficienti renderli di norma 1:

E(Q) = < (13();0)’ (0,\2’\}§> >
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La matrice R di cambiamento di base, di determinante 1, ovvero la matrice di rotazione, ¢ la
matrice che ha tali vettori come colonne:

1 0 0 1 0 0
S B
Introducendo delle nuove coordinate X,Y e Z si ha che
X x x X
Y| =RT|y e yl =R |Y
Z z z Z
Da quest’ultimo cambio di coordinate otteniamo:
r=X X=x
y=HY+2) e Y=dy-2)
z:%(—Y+Z) Z:%(y—i-z)

Sostituendo tali valori nell’equazione della quadrica e semplificando otteniamo ’equazione:

1
2X2+2Y2—LY——Z+1:O

V2 V2

e TRASLAZIONE. Dobbiamo ora effettuare la traslazione. Completiamo i quadrati:

7 1
2X2+2(Y2—Y> - —7Z4+1=0
22 V2

7 7 \? 1 49
2X2 12 Y2—Y—(> L Z41-2=0
( 2v/2 42 V2 16

7\% 1 33
2X?242(Y - — ) ——Z-2=0
*( m) VRS

) 7\ 1 33v2)
2X +2<Y—M> —ﬂ<2—16>_0

Infine il cambiamento di coordinate ¢

L’equazione della quadrica (parabolide ellittico) diventa quindi:

1
2w+ - —2 =0 = 2V + 2V -2 =0

V2

Notiamo che il cambio inverso di coordinate e

=1

1T
z—i(—/—l—z’)—i-g
-~ Y 16

Esercizio 14.5. Sia Q la quadrica di equazione
Q : 32?432 —22—2zy—4z=0.
a) Stabilire se Q € degenere o meno, e di quale tipo di quadrica si tratti. Se é una quadrica a centro

determinare le coordinate del centro.
a) Trovare gli assi (o lasse) di simmetria di Q e determinare coordinate omogenee dei punti all’in-

finito degli assi di simmetria.

SOLUZIONE:
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a) Consideriamo le matrici associate alla quadrica:

3 -1 0 0
a= 0 00 a3 o

0 0 -2 0

Riducendo A’ a gradini otteniamo:

3
3IT+1 |0 8 0 0
0 0 -1 -2
IV —-2II1r|1o0 0 0 4
Quindi rg(A’) =4 e rg(A) = 3, e si tratta di una quadrica non degenere a centro.

Per stabilire se si tratta di un ellissoide o di un iperboloide dobbiamo determinare gli auto-
valori di A.

pa(A) = (=1=XNA-4)(A-2)
Quindi gli autovalori sono
AM=-1, X=4, A3=2 = discordi = iperboloide

Notiamo inoltre che det(A’) = —8 < 0, quindi si tratta di iperboloide a 2 falde o ellittico.
Determiniamo le coordinate del centro risolvendo il sistema associato a A|— h e considerando
la matrice gia ridotta

3 -1 0 | 0 r=0
0 8 0 | 0]=<y=0 = C=(0,0,-2)
0 0 -1 | 2 2= -9

b) Gli assi della quadrica sono le rette per il centro con direzione data dagli autovettori della matrice

A.
Calcoliamo I'autospazio F(—1) risolvendo il sistema omogeneo associato a A + I:
(4 -1 0 | © z=0
-1 4 0 | 0|=¢y=0 = E(-1)=((0,0,1))
0 0 0| O o

Calcoliamo lautospazio E(2) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 21:

(1 -1 0 | O r=t
-1 1 0 | 0|=<y=t = E2)=((1,1,0))
|0 0 =3 |0 5 =0
Calcoliamo I'autospazio E(4) risolvendo il sistema omogeneo associato a A — 41:
-1 -1 0 | O r=t
-1 -1 0 | 0|=qy=—t = E4)=((1,-1,0))
0 0 -5 1|0 5=
Gli assi sono quindi:
=0 =1 =1
a1 = y:O ag = y:t az = y:—t
z=—2+1 z=—2 z=-2

Inoltre i punti all’infinito degli assi sono:

P, =(0,0,1,0), P, =(1,1,0,0), P;=(1,-1,0,0)

Esercizio 14.6. Sia Q la quadrica di equazione
Q :zz—y?—422=0
a) Riconoscere la quadrica

b) Se la quadrica é a centro, determinare coordinate del centro di simmetria ed equazioni degli assi
di simmetria.
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¢) L’intersezione di Q con il piano 7 di equazione y = 1 & una conica del piano 7. Stabilire il tipo
di conica.

SOLUZIONE:

La matrice A’ associata alla quadrica ¢

o o L o0
;0o =1 0 o0
A‘%0—40

00 0 0

a) Poiché det(A’) = 0 la quadrica ¢ degenere. Inoltre det(A) = § # 0, quindi rg(A4) = 3 e si tratta
di un cono.
b) Risolviamo il sistema A| — h per determinare il centro della quadrica

0 0 L |0 32=0
0 -1 0 | 0]={—y=0 = €(0,0,0)
% 0 —4 |0 lr—42=0

2

Y 0 i 1
paA)=det | 0 —1—-X 0 = AL =)A= N = (1=
3 I
1
:(_1—)\)(4)\+)\2—4>
Quindi gli autovalori di A sono
—4+V1 —4-1
A1, Ao TEEVIT o4V
2 2
Inoltre
1 0 3 2 2 0 1 =0
E(-1)=NA+I): |0 0 0| = 00 0 > y=t =
£ 0 3] 20I-1|0 0 % 2 =0
E(-1)=( (0,1,0) )
4 — /17 0 1
2 2
g TAEVATY _ (L TAEVITY . 2 - V17 . N
2 2 9
1 0 —4— /17
2 2
2 [4—V17 0 1 4 — /17 0 1
211 0 2 — /17 0 = 0 217 0
2111 1 0 —4— 17 (4 — AT~ 1 0 0 0
r=t
—4+ /17
=<{y=0 :>E<+\ﬁ>:<(1,0,ﬁ—4)>
2
2= (V17— 4)t
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4417 0 1
2 2
E<_4_2\/ﬁ>:N<A—_4_2\/ﬁ>: 0 2+ V17 0 =
1 0 —4 417
2 2
2 [4+4 V17 0 1 4417 0 1
21T 0 2+ 17 0 = 0 2417 0
2111 1 0 —4 417 4+~ 1 0 0 0
rx =1t
—4 — 17
={y=0 E<\/>>:<(1,0, —VIT—4))
2
z = (=17 — 4)t

Infine gli assi sono le rette per il centro di direzione parallela agli autovettori:

ap: qy=t azy: Sy=0 az: sy=0

z=0 2= (V17— 4)t z = (=17 —4)t

c¢) Intersechiamo Q con il piano 7 di equazione y = 1, ottenendo la conica —4z% + 2z —1 = 0. La
matrice B’ associata a tale conica &:

1

5 0

-4 0

0 -1

o= O

Poiché det(B’) # 0 ¢ una conica non degenere. Inoltre

)\ 1

1 1
— 2 — )2 _Z
pB(A)—det{ _4_A}_A A S

1
2

Quindi B ha autovalori

)\_—4+ﬁ 4= V1T

2 2

discordi e si tratta di un’iperbole.

Esercizio 14.7. Sia Q la quadrica di equazione
Q : x272y2+yz:0

a) Riconoscere la quadrica

b) Se la quadrica é a centro, determinare coordinate del centro di simmetria ed equazioni degli assi
di simmetria.

c) L’intersezione di Q con il piano w di equazione x = 0 é una conica del piano 7. Stabilire il tipo
di conica.

SOLUZIONE:

La matrice A’ associata alla quadrica ¢

A=

oSO O
|
ON\H[\DO
O ONE O
o O OO

a) Poiché det(A4’) = 0 la quadrica ¢ degenere. Inoltre det(4) = —1 # 0, quindi rg(A) = 3 e si tratta
di un cono.
b) Risolviamo il sistema A| — h per determinare il centro della quadrica

1 0 0 | 0 r=0
0 -2 3 | 0| =< -2y+iz=0 = C(0,0,0)
0 3 0 [0 ly=0
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Per determinare gli assi dobbiamo prima trovare gli autospazi di A:

1—A 0 0
—de o Ll leaao oo 2,9y _ 1L
pa(\) = det 8 2% A 3 (1 )\)[ A(=2— A) 4] (1-)) (A +2) 4)

Quindi gli autovalori di A sono

P T 4 R i e )
2 2
Inoltre
0 0 0 r=t
EQ)=NA-I): |0 =3 3| =qy=0 = E(1)=( (1,0,0) )
0 % 0 z=0
4_
2\/5 0 0
B2V _y(a 225V5) o 2=V L
2 2 9 2
[ S
2
2I [4—+/5 0 0 0
2IT 0 —2-4/5 1 = —2—\/5 1
2IIT | 0 1 2-5 (24 VB)IIT+1I 0
r=0
-2 5
= y=t :>E<—;\f>:< 0, 1, 2+ V5) )
z=(24+VbH)t
4
+2\/5 0 0
-2 -2 _
E< ﬁ) N(A— \/51> 2+v5 1|
2 2 2 2
0 1 2+5
2 2
2 [4+5 0 0 445 0 0
2IT 0 —24+5 1 = 0 245 1
2IIT | 0 1 245 @—VBIII+II| 0o 0 0
x=0
25
z=(2—/5)t

Infine gli assi sono le rette per il centro di direzione parallela agli autovettori:

r=1t r=0 =0
aj : y=20 as : y=t as : y=1=t
z=0 z= (24 5)t z=(2—5)t

¢) Intersechiamo Q con il piano 7 di equazione x = 0, ottenendo la conica —2y? + yz = 0. Anche
senza determinare la matrice associata a tale conica ¢ immediato verificare che € una conica
degenere che si spezza nelle due rette y = 0 e —2y + z = 0, ovvero nelle rette di R?

{x—O {m—O
1 =4qy=0 ro =qy=t

=0 —2y+2z=0
Y z=1 Y z =2t

Notiamo che le due rette si intersecano nel centro C' della quadrica.

Esercizio 14.8. Sia Q la quadrica di equazione
Q : 2?2+ 224 224+2V20 4+ V2242 +4=0

a) Riconoscere la quadrica.



b)
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Studiare la conica che si ottiene intersecando la quadrica Q con il piano z = 0 (tipo, forma
canonica,...).

SOLUZIONE:

La matrice A’ associata alla quadrica ¢

a)

1
0
[
A= 1
V2 1 V2
Notiamo che A’ ha due righe uguali, quindi det(A’) = 0 e si tratta di una quadrica degenere.
Calcoliamo il rango di A’

IV—+v2I|0 1 0 2

quindi rg(A’) = 3 e si tratta di una quadrica degenere irriducibile. Inoltre det(A) = 0, quindi si
tratta di un cilindro.
Per stabilire il tipo di cilindro dobbiamo calcolare gli autovalori di A:

1-X 0 1
paN)=det | 0 =X 0| =-)N(1-)
0 0 —A

Quindi A ha autovalori \{ = Ay =0eX3=1¢
Io=XMAa+ XM A3+ X A3=0

Si tratta infine di un cilindro parabolico.
Intersecando la quadrica con il piano z = 0 otteniamo la conica

C: a2 +2V2x+2y+4=0

Notiamo che ’equazione puo essere riscritta nella forma (nota dalle superiori)
1
Y= —§x2 — V2 -2

Si tratta quindi di una parabola con asse verticale di vertice V(—\/ﬁ, —1) e asse x = —V2.
In alternativa per calcolare asse e vertice possiamo studiare (complicando un po’ le cose) le
matrici associate alla conica.

1 0 V2
A=]10 0 1
V2 1 4

Poiché det(A’) = —1 # 0 si tratta di una conica non degenere. Inoltre det(A) = 0 quindi si tratta
di una parabola. Per calcolare asse e vertice dobbiamo calcolare gli autovalori di A:

pa(A) = det F o A _O)\] =—A1-2))

Quindi gli autovalori sono A = 0,1. L’asse ha direzione parallela all’autovalore relativo a A = 0.
Calcoliamo quindi E(0):

1 0 z=0
e {y ~V = B0)=(0.1)
La direzione ortogonale all’asse ¢ quindi (1,0) e una retta ortogonale all’asse &
=t
{a: = y=0
y=0

Calcoliamo i punti D e FE di intersezione di tale retta con la parabola e quindi il loro punto
medio M:

2 42V2r+4=0 = 119=—V2+V=2
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Quindi 2p; = —v/2 e ypr = 0. L’asse ¢ quindi la retta di direzione (0,1) passante per M:
=2
{x V2 = r=-V2
y=t

Infine il vertice & dato dall’intersezione tra asse e parabola: V(—v/2, —1).

Sappiamo che la forma canonica di una parabola & del tipo 2% — 2py = 0, cerchiamo quindi
una, equazione del tipo Ajz2 + 2ty = 0. Sapendo che A; = 1 la matrice associata a tale equazione
e

1 00
B=10 0 ¢
0 ¢t O
Poiche I3 = det(A’) = det(B) otteniamo ¢ = +1. Infine la forma canonica & 2% — 2y = 0.

Esercizio 14.9. Sia Q la quadrica di equazione
Q : (142k)z? +y* + 22+ 2kyz —kz=1+k

a) Per quali valori del parametro reale k la quadrica Q é un paraboloide?

b) Per i valori di k determinati al punto a), stabilire il tipo di paraboloide (ellittico o iperbolico).

c) Per i wvalori di k determinati al punto a), stabilire il tipo di coniche che si ottengono intersecando
Q con il piano z = 0.

SOLUZIONE:

La matrice A’ associata alla quadrica ¢

142k 0 0 0
. 0 1k 0
A= 0 E o1 —k

0 0 —-%2 —1-%

a,b) Q ¢ un paraboliode se ¢ non degenere e det(A) = 0. Cominciamo a calcolare il determinante di

A:
1
det(A) = (1+2k)-(1-k*) =0 = k=-5, 1, -1
Consideriamo i tre casi
— Se k= —; una riga di A’ si annulla, quindi det(A’) = 0 e si tratta di una conica degenere.

— Se k =1, la matrice A’ diventa

30 0 0
01 1 0 1
A= = det(4) = —=
01 1 -3 2
00 —% -2

In questo caso si tratta di una conica non degenere. Inoltre
pald) = B=N (1= X7 —1] = (3= N\ —2))

quindi gli autovalori non nulli di A sono A = 3, 2. Poiché sono concordi si tratta di un
paraboloide ellittico.

— Se k = —1, la matrice A’ diventa
-1 0 0 O
, o 1 -1 0 L1
0 0 i

2

In questo caso si tratta di una conica non degenere. Inoltre
pal) = (1= X) [(1 =N — 1] = (=1 - N(\* - 2)

quindi gli autovalori non nulli di A sono A\ = —1, 2. Poiché sono discordi si tratta di un
paraboloide iperbolico.
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c¢) Intersecando Q con il piano z = 0 otteniamo la conica
C: (1+2k)22 +4y°>=1+k

Consideriamo ora i due valori di k trovati ai punti precedenti.
— Se k =1 otteniamo la conica

3 1
C: 322 +y*>=2 = §z2+§y271:0

In questo caso otteniamo quindi un’ellisse.
— Se k = —1 otteniamo la conica

C: -2 +y*=0 = (—z+y)(z+y)=0

Si tratta quindi di una conica degenere data dalle due rette
z—y=20 z+y=0
Ty ro
! z=0 ’ ? z=0

Esercizio 14.10. Sia Q la quadrica di equazione
Q 2+ (142K +22+2kaz—ke=1+k

a) Per quali valori del parametro reale k la quadrica Q é un paraboloide?

b) Per i valori di k determinati al punto a), stabilire il tipo di paraboloide (ellittico o iperbolico).

c¢) Per i valori di k determinati al punto a), stabilire il tipo di coniche che si ottengono intersecando
Q con il piano z = 0.

SOLUZIONE:

La matrice A’ associata alla quadrica ¢

1 0 k 0
0 1+2k O 0
[
=1k o 1 -k
o o0 -2 1%
a,b) Q & un paraboliode se & non degenere e det(A) = 0. Cominciamo a calcolare il determinante di
A:
1
det(A) = (1+2k)- [1—k*] =0 = k=—7 -1 1
Consideriamo i tre casi
— Sek= —5 una riga di A’ si annulla, quindi det(A’) = 0 e si tratta di una conica degenere.
— Se k =1, la matrice A’ diventa
1 0 1 0
, 1003 0 0 N_ 3
00 —3 -2

2
In questo caso si tratta di una conica non degenere. Inoltre

paN) =B =N [1=X1)?=1] = (3-N(\* -2}

quindi gli autovalori non nulli di A sono A = 3, 2. Poiché sono concordi si tratta di un
paraboloide ellittico.

— Se k = —1, la matrice A’ diventa
1 0O -1 0
;10 =1 0 0 n_ 1

0 0 -3 0
In questo caso si tratta di una conica non degenere. Inoltre
Pa(N) = (~1 =N [(L=A)? = 1] = (-1 = )W - 2))

quindi gli autovalori non nulli di A sono A\ = —1, 2. Poiché sono discordi si tratta di un
paraboloide iperbolico.
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c¢) Intersecando Q con il piano z = 0 otteniamo la conica
C: 2+ (1 +2k)y>=1+k
Consideriamo ora i due valori di k trovati ai punti precedenti.
— Se k = —1 otteniamo la conica
C:2°—y*=0 = (z—y)(z+y) =0

Si tratta quindi di una conica degenere data dalle due rette

Jxz—y=0 Jxz+y=0
Tt 5 To

— Se k = 1 otteniamo la conica
1 3
C: 2?2 +3y*>=2 = §z2+§y271:0

In questo caso otteniamo quindi un’ellisse.



CAPITOLO 15

Coordiante omogenee e proiezioni

Esercizio 15.1. Utilizzando le coordinate omogenee, determinare l'equazione della retta r passante
per i punti A(2,3) e B(—1,0) e della retta s passante per A e di direzione v (1,2). Determinare inoltre il
punto improprio di v e s.

Esercizio 15.2. Utilizzando le coordinate omogenee, determinare l’equazione del piano m, passante
per i punti A(2,3,0), B(3,1,—1) e C(0,0,1) e del piano mo passante per A e B e parallelo alla retta
r+y=x—2=0.

Esercizio 15.3. Stabilire se il piano di coordinate omogenee N = (1,—2,0,—3) passa per il punto
P(1,-1,2).

Esercizio 15.4. Determinare un’equazione parametrica della retta r passante per i punti A(1,2,—5)
e B(—1,0,3), e trovarne il punto all’infinito.

Esercizio 15.5. Si consideri la proiezione centrale T sul piano x+y = 1 dal centro C(1,2,—1). Dopo
avere determinato la matrice di T, stabilire in cosa vengono trasformati i punti A(1,5,0) e B(1,0,0).

Esercizio 15.6. Determinare la matrice della proiezione parallela T sul piano x —y + 2z = 0 di
direzione ¥ = (1,0, —1). Dopo avere determinato la matrice di T, stabilire in cosa viene trasformata la
rettar: r+y=2=0.

Esercizio 15.7. Sia 7 il piano di equazione x + 2y —z =0 e C il punto di coordinate (0,1, —1).
a) Si determini la matrice della proiezione dal centro C' sul piano di vista 7.
b) Si trovino equazioni delle proiezioni delle rette

r: rz4+y=x+z—1=0 s: rz=y=z+1

Esercizio 15.8. Sia 7 il piano di equazione 3z —y +z =1 ¢ U il vettore (1,1,1).

a) Si determini la matrice della proiezione parallela nella direzione di v sul piano di vista .
b) Stabilire se si tratta di una proiezione ortogonale o obliqua.

Esercizio 15.9. Siano M = (1,1,1), N = (3,2,1), L = (1,2,2) punti dello spazio R®. Sia C' =
(-1,0,1).
a) Si calcoli larea del triangolo MNL.
b) Si determini linsieme M'N'L’ che si ottiene proiettando il triangolo MN L dal centro C' sul piano
z+y=0.
c) Si caleoli Uarea del triangolo M'N'L’.
Esercizio 15.10. Sia r la retta dello spazio di equazioni cartesianer : 2z —y+1=x—2z=0.

(a) Si trovino equazioni cartesiane ed equazioni parametriche della retta v’ ottenuta proiettando r sul
piano x +y + z = 0 dal centro C = (2,1,1).
(b) Trovare coordinate omogenee del punto all’infinito della retta r’ e stabilire se v e r’ sono parallele.

Esercizio 15.11. Sia 7 il piano dello spazio di equazione cartesiana
m™:x—y+z+1=0.

a) Si calcoli la matrice della proiezione sul piano 7 dal centro di proiezione C = (1,1,1).
b) Si caleoli il punto improprio Py della rettar : © —y =2z =0 e la proiezione di Py sul piano
(dal centro C). Cosa si puo dire della posizione reciproca di v e 7 ¥

399
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1. Suggerimenti

e Proiezioni. Un piano az+by+cz+d = 0 ha coordinate omogenee N(a, b, ¢, d). Un punto P(a, b, c)
ha coordinate omogenee P(a,b,c,1). Un direzione ¥'(a,b,c) corrisponde al punto improprio
Py (a,b,c,0).

La matrice della proiezione 7" su un piano 7 da un punto P o di direzione @ si ottiene nel
seguente modo. Indicate con NN le coordinate omogenee del piano e con C'le coordinate omogenee
del centro o della direzione della proiezione si ha

M =N'C—(NC)I, = T(A) =AM

2. Soluzioni

Esercizio 15.1. Utilizzando le coordinate omogenee, determinare l'equazione della retta r passante
per i punti A(2,3) e B(—1,0) e della retta s passante per A e di direzione v (1,2). Determinare inoltre il
punto improprio di v e s.

SOLUZIONE:

Consideriamo la retta r. I punti A e B hanno coordinate omogenee A(2,3,1) e B(—1,0,1), quindi r ha
equazione

XY
r: det| 2 3
-1 0

Z
1]=0 = 3X-3Y+3Z7=0 = r: X-Y+2Z=0

1

Un’equazione cartesiana di r € quindi x —y + 1 = 0. Per trovare il punto improrio di r la cosa piu semplice

¢ porre Z = 0 nell’equazione omogenea ottenendo X =Y. Di conseguenza il punto improprio ¢ P (1,1,0).
Notiamo che il punto improprio corrisponde alla direzione ©'(1,1) della retta.

Consideriamo la retta s. La direzione v corrisponde al punto improrpio P.,(1,2,0). Utilizzando la
stessa formula precedente otteniamo

XY Z
s: det|2 3 1| =0 = s: 2X+Y+2=0
1 2 0

Un’equazione cartesiana di s € quindi —2x + y + 1 = 0. In questo caso abbiamo gia determinato il punto
improrpio Py (1,2,0). In ogni caso per determinarlo, come nel caso precedente era sufficiente porre Z = 0
nell’equazione omogenea ottenendo Y = 2X. Di conseguenza il punto improprio ¢ Py (1,2,0).

O

Esercizio 15.2. Utilizzando le coordinate omogenee, determinare l’equazione del piano m, passante
per i punti A(2,3,0), B(3,1,—1) e C(0,0,1) e del piano wa passante per A e B e parallelo alla retta
r+y=x—2=0.

SOLUZIONE:
I punti A, B e C hanno coordinate omogenee A(2,3,0,1), B(3,1,—1,1) e C(0,0,1, 1), quindi 7 ha equazione

XY Z W
3 0 1

mp:  det 3 1 -1 1 =0 = m@mm: BX+Y-TZ2+7TW =0
0O 0 1 1

Un’equazione cartesiana di 71 ¢ quindi b —y 4+ 72 — 7 =0.
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La retta © + y = x — z = 0 ha equazione parametrica

r=1t
y=—t VteR
z=1t

quindi ha direzione ©'(1, —1,1) a cui corrisponde il punto improprio Ps (1, —1,1,0). Utilizzando la formula
precedente si ottiene:

XY Z W
2 3 0 1

my :  det 3 1 -1 1 =0 = m: 3X-2Y+Z4+12W =0
1 -1 1 0

Un’equazione cartesiana di w5 ¢ quindi 3z + 2y — 2z = 12.

Notiamo che per semplificare i conti nel calcolo del determinante & possibile effettuare alcune operazioni
di riduzione sulla matrice in modo da ottenere alcuni termini nulli. Le operazioni di riduzione non alterano
infatti il rango della matrice, quindi se A’ & la matrice ridotta, si ha det(A4) = 0 se e solo se det(A’) = 0.
Ad esempio:

XY Z W XY Z W XY Z W

A 2 3 0 1 N 2 3 0 1 N 2 3 0 1 Y
3 1 -1 1 Ir—-I1i|1 -2 -1 0 1 -2 -1 0
1 -1 1 0 1 -1 1 0 IV+IIT |2 1 0 0

Ora, imponendo det(A’) = 0 si ottiene la medesima equazione w9 : —3X —2Y + Z + 12IW = 0.
O

Esercizio 15.3. Stabilire se il piano di coordinate omogenee N = (1,—2,0,—3) passa per il punto
P(1,-1,2).

SOLUZIONE:
1l piano di coordinate omogenee N = (1,—2,0,—3) ¢ il piano X —2Y —3W =0, cioe x — 2y —3 = 0. 1l
punto P appartiene al piano se le sue coordinate soddisfano I’equazione. Poiche 1 —2(—1) —3 = 0 il punto
appartiene al piano.
In alternativa si potevano calcolare le coordinate omogenee di P(1,—1,2,1) e P appartiene al piano se
N-P=0.Infatti N-P=1-1+4(-2)-(-1)+0-2+(=3)-1=0.
|

Esercizio 15.4. Determinare un’equazione parametrica della retta r passante per i punti A(1,2,—5)
e B(—1,0,3), e trovarne il punto all’infinito.

SOLUZIONE:

La retta 7 ha direzione AB = (—2,—2,8) cio¢ ¥ = (1,1, —4). Un’equazione parametrica di r &

r=—-14+1
T sy=t Vte R
z=3—4t

1l punto improprio di r corrisponde alla sua direzione ed ¢ Py (1,1, —4,0).
In alternativa si potevano utilizzare la coordinate omogenee A(1,2,—5,1) e B(—1,0,3,1) dei suoi due
punti. r & data dall'insieme dei punti A + BB al variare di o e 8 in R:

r:(a—p0, 2a, =ba+ 38, a+ )

11 suo punto improrio si ottiene quando e+ 3 = 0 ed ¢ (2a, 2a, —8a,0) = (2,2, —-8,0) = (1,1, —4,0) = Pw..
Per ottenere un’equazione parametrica cartesiana basta dividere per a + :

a—p
xr =
2 5 3 a2+ﬁ
r:(a_ﬂ, 0[7—0[4- 5>:> riQy= a Vo, € R
a+p a+p a+p a+p
Z*i5a+3ﬂ

a+ 0
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Notiamo che benche ’equazione ottenuta appaia notevolmente differente ¢ abbastanza facile ricondurci da
«@
=t.
B

questa equazione a quella precedente ponendo

O

Una proiezione centrale 7' da un punto C' su un piano 7 di coordinate omogeneee N, o una proie-
zione parallela T da un punto improprio C' (corrispondente alla direzione della proiezione) su un piano
7 di coordinate omogeneee N ha matrice

M=N'C—(N-C)I,

Inoltre la proiezione T trasforma il generico punto P nel punto P’ = T'(P), appartenente a m, nel seguente
modo:

P =T(P)=P M

Il piano 7 e detto piano di vista.
Una proiezione parallela & detta ortogonale se ha direzione ortogonale al piano di vista, mentre & detta
obliqua in caso contrario.

Esercizio 15.5. Si consideri la proiezione centrale T sul piano x+y =1 dal centro C(1,2,—1). Dopo
avere determinato la matrice di T, stabilire in cosa vengono trasformati i punti A(1,5,0) e B(1,0,0).

SOLUZIONE:
11 piano di vista ha coordinate omogenee N(1,1,0,—1) e C ha coordinate omogenee C(1,2, —1,1), quindi

1 1 2 -1 1
NiC = (1) -[1 2 -1 1]: (1) g _01 (1) e N-C=1-141-240+(-1)-1=2
-1 -1 -2 1 -1
Quindi
-1 2 -1 1]
ot |1 0o -1 1
M =N'C-2I,= 0 0 -2 0

-1 -2 1 -3

Passando alle coordinate omogenee, il punto A(1,5,0,1) viene trasformato nel punto

-1 2 -1 1
1 0 -1 1
0 0 -2 0

-1 -2 1 =3

A=TA)=A-M=[1 5 0 1]- =3 0 -5 3

5
= A =(3,0,-5,3) = (170,—3,1>

5
Infine, tornando alle coordinate cartesiane, A & trasformato nel punto A’ (1, 0, —3).

Analogamente il punto B di coordinate omogenee B(1,0,0, 1) viene trasformato nel punto

-1 2 -1 1
1 0 -1 1
0 0 -2 0
-1 -2 1 =3

B' =T(B)=B-M=[1 0 0 1]- =[-2 0 0 -2

= B/ = (_270707 _2) = (170703 1)

Infine, tornando alle coordinate cartesiane, B ¢ trasformato nel punto B’(1,0,0) = B. Potevamo osservare
dall’inizio che, poiché B appartiene al piano di vista, viene trasformato in se stesso dalla proiezione.

O

Esercizio 15.6. Determinare la matrice della proiezione parallela T sul piano x —y + 2z = 0 di
direzione U = (1,0,—1). Dopo avere determinato la matrice di T, stabilire in cosa viene trasformata la
rettar: r+y=2z=0.
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SOLUZIONE:
Il piano di vista ha coordinate omogenee N(1,—1,2,0) e la direzione ¥ = (1,0, —1) corrisponde al punto
improrio C = C (1,0, —1,0), quindi

1 1 0 -1 0
e~ |1 _ B /-1 0 1 O o~
N'C = 9 1 0 -1 0]= 9 0 -2 0 e N-C=-1
0 0 0 0 O
Quindi
2 0 -1 0
o =111 0
M=N'C+1,= 9 0 -1 0
0 0 0 1

La retta r viene proiettata in una retta r’. Per trovare un’equazione di 7’ la cosa pit semplice ¢ forse
trovarne due suoi punti. Prendiamo quindi due qualsiasi punti A e B di r e deteminiamo i punti A’ e B’
in cui questi vengono proiettati. La retta r’ & la retta passante per A’ e B’'.

Prendiamo ad esempio i punti A(0,0,0) e B(1,—1,0) appartenenti a r. Passando alle coordinate
omogenee, il punto A(0,0,0, 1) viene proiettato nel punto

A=TA)=A-M=[0 0 0 1] = A =(0,0,0,1)
Infine, tornando alle coordinate cartesiane, A & proiettatoo nel punto A’ (0,0, 0). Notiamo che, osservando

che A ¢ un punto del piano di vista, potevamo scrivere direttamente A’ = A.
Analogamente il punto B di coordinate omogenee B(1,—1,0,1) viene proiettato nel punto

B'=T(B)=B-M=[3 -1 -2 1] = B =(3,-1,-2,1)

Infine, tornando alle coordinate cartesiane, B ¢ trasformato nel punto B’(3, -1, —2).
Infine la retta r’ in cui & trasformata r ¢ la retta passante per A’(0,0,0) e B'(3,—1,—2):

=3t
iy =—t VteR
z=—2t

Esercizio 15.7. Sia 7 il piano di equazione x + 2y —z =0 e C il punto di coordinate (0,1, —1).
a) Si determini la matrice della proiezione dal centro C sul piano di vista .
b) Si trovino equazioni delle proiezioni delle rette

r: z4+y=x+z—1=0 st r=y=z+1

SOLUZIONE:

a) Il centro C e il piano 7 hanno rispettivamente coordinate omogenee C'(0,1,—1,1) e N(1,2,—1,0),
quindi la matrice della proiezione &

0 1 -1 1 -3 1 -1 1

- . 02 =2 2| . |0 -1 -2 2
M =N"'"C - (N C)I4 “lo -1 1 ~1 31y = 0 -1 =2 -1
o0 0 0 O o 0 0 -3

b) Consideriamo la retta r e siano A(1,—1,0) e B(0,0,1) due suoi punti. Passando alle coordinate
omogenee A(1,—1,0,1) e B(0,0,1,1) vengono proiettati nei punti

3 1 1 3 1 1
A=A M=(-321-4=(2,-2 -1 = A==
( 7 9 3 ) <4’ 27 47 ) <47 27 4>
11 11
B'=B-M=(0,-1,-2,-4)=(0,-,-,1 = B'=10,-,=
(7 ) ) ) (74727 ) <74’2>
Quindi la retta r € proiettata nella retta r’ passante per A’ e B’:
= —t
rqy=1+t VieR
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Analogamente consideriami i punti P(1,1,0) e @Q(2,2,1) di s. Passando alle coordinate
omogenee P(1,1,0,1) e Q(2,2,1,1) vengono proiettati nei punti

P'=P-M=(-3,0,-3,0)

Notiamo che P’ & un punto improrio e corrisponde alla direzione v = (1,0, 1). Inoltre

Q/:QM:(_67_17_8?2): (_3a_;7_47 1) = Q,: (_37_;a_4>

Quindi la retta s & proiettata nella retta s’ passante per @’ e di direzione (1,0, 1):

r=-3+1
s y:—% VteR
z=—44+1

Esercizio 15.8. Sia 7 il piano di equazione 3x —y +z =1 e v il vettore (1,1,1).

a) Si determini la matrice della proiezione parallela nella direzione di T sul piano di vista .
b) Stabilire se si tratta di una proiezione ortogonale o obliqua.

SOLUZIONE:

a) 7 ha coordinate omogenee N(3,—1,1,—1) e la direzione ¥ corrisponde al punto improprio
C(1,1,1,0). Di conseguenza la matrice della proiezione &

3 3 3 0 0 3 3 0

- . -1 -1 -1 0] L, _|-1 -4 -1 0
M=NC-(N-Oli=1 1 | | =3La=|1 | 5 g
-1 -1 -1 0 -1 -1 -1 -3

b) La direzione ortogonale a m & (3,—1,1) (Notiamo che & il vettore corrispondente alle prime tre
componenti delle coordinate omogenee N di ); la proiezione & parallela a @ = (1,1,1). Poiche
i vettori (3,—1,1) e (1,1,1) non sono proporzionali rappresentano direzioni differenti e si tratta
quindi di una proiezione obliqua. (Ricordiamo che una proiezione ortogonale ¢ una proiezione
parallela di direzione ortogonale al piano di vista).

O

Esercizio 15.9. Siano M = (1,1,1), N = (3,2,1), L = (1,2,2) punti dello spazio R*. Sia C =
(—1,0,1).
a) Si calcoli l’area del triangolo MNL.
b) Si determini linsieme M'N'L’ che si ottiene proiettando il triangolo MN L dal centro C' sul piano
z+y=0.
c) Si caleoli larea del triangolo M'N'L’.

SOLUZIONE:

a) L’area del triangolo di vertici M NL ¢ la meta dell’area del parallelogramma di lati M N e LN ,
dove

— —
w=MN =(2,1,0), wv=LN=(20,-1)

Ricordando la formula per 'area di un parallelogrammo cominciamo a calcolare il vettore
prodotto vettoriale:

i gk
uxv=det |2 1 0|=—-i+2j—2k=(-1,2,-2)
2 0 -1

Infine

1 1
Area(triangolo MNL) = §|u x| = §|(—1,2, -2)| = %
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In alternativa si poteva calcolare 'altezza del triangolo di base LN sfruttando la proiezione
— —
del vettore wu = M N suv = LN:

(u,0) 4
) = = = 27 07 _1
prafu) = (v = £(2.0,-1)
2 . : : :
Il vettore u — pry(u) = (5, 1, 5) ¢ ortogonale a v e corrisponde all’altezza del triangolo di base

v. Quindi

2 4 1 3 3

— ]_’ — = — . 5 —_— = =

5’ 5) =55 /5 2

b) Il vettore delle coordinate omogenee del piano ¢ P = (1,1,0,0) e il punto C' ha coordinate
omogenee C' = (—1,0,1,1). La matrice di proiezione ¢ quindi

1
Area(triangolo MNL) = 5 [(2,0,-1)| - | (

0 01 1
_pTr_ (p. (-1 1 11
A=PTC—(P-OLi=1, 4 1 o
0 00 1

Quindi
11 11
M=M-A=(-1,1,33)=(-=,-,1,1)] = M=[(-=,-,1
( ?’7) (3’3’7) (3737)
11 11
N =N-A=(-2,2,6,6)=(—-=,=,1,1 = N=(-2.21
( aa?) <373a7> (3a37>

115 115
I'=L A=(-2254)=(-=-21) = L'=(-22"2
( ) 757 ) ( 272747 > < 2’274>
Infine il triangolo viene proiettato nel segmento M'L’.

In alternativa si potevano calcolare le proiezioni senza utilizzare le coordinate omogenee e la
matrice di proiezione A. Per esempio per calcolare M’ si poteva calcolare la retta

r=1+4+2t
CM: Sy=1+t
z=1

Il punto M’ & dato dall’intersezione tra la retta CM e il piano = +y = 0:

r=1+2t r=1+2t t=-2
M Y + . Y + N iy 13 = M =(-,-1
r+y=0 1+2t+1+t=0 z=1

Analogamente si potevano ottenere gli altri punti. Questo procedimento & naturalmente pit lungo.
c¢) 1l triangolo M’ N'L’ & degenere, quindi ha area nulla.

]

Esercizio 15.10. Sia r la retta dello spazio di equazioni cartesiane r : 2z —y+1=x—2z=0.

(a) Si trovino equazioni cartesiane ed equazioni parametriche della retta r' ottenuta proiettando r sul
piano x +y + z =0 dal centro C = (2,1,1).
(b) Trovare coordinate omogenee del punto all’infinito della retta r’ e stabilire se v e r’ sono parallele.

SOLUZIONE:

La retta r ha equazione parametrica

r=1t
r: Qy=1+2t vte R
z=1
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a) Il piano di vista ha coordinate omogenee N(1,1,1,0) e C ha coordinate omogenee C(2,1,1,1),
quindi la matrice della proiezione &

-2 1 1

1
2 -3 1 1

— t — . e t — =
M = N'C — (N -C)I, = N*C — 4I, 5 1 3 1

o o0 0 -4

Consideriamo due qualsiasi punti di 7, in coordinate omogenee, per esempio A = (0,1,0,1) e
Py =(1,2,1,0), e calcoliamone la proiezione:

-2 1 1 1
;L _ 2 =3 1 1| _r 3
A=A-M=[0 10 1]-15 7 5 |=[2 -31 -3
0 0 0 —4
2 1 2 1
A'=(2,-3,1,-3)=->,1,—3,1 T
= (7 377 3) (377 37> = ( 3?) 3)
-2 1 1 1
; _ -3 1 1] _
P=Po-M=[11 1 0]: 1 —3 1 [4 —4 0 4]

2
2
0 0 0 -4
) = Péo =(1,-1,0)

Infine la retta v’ & la retta passante per A’ e P/_:

:>Pc/>o = (4’747074) :(17717031

r=1+5¢
r: Qy=-1-6t Vie R = z—5z—1=y+62+1=0
z=1

b) La retta ' ha direzione (5,—6,1), quindi punto all’infinito Py, = (5,—6,1,0). e r’ non sono

parallele perche le rispettive direzioni non sono proporzionali, ovvero non hanno lo stesso punto
all’infinito.

O

Esercizio 15.11. Sia 7 il piano dello spazio di equazione cartesiana
™ rx—y+z+1=0.

a) Si calcoli la matrice della proiezione sul piano 7 dal centro di proiezione C = (1,1,1).
b) Si calcoli il punto improprio Py, della rettar : x —y =2z =0 e la proiezione di Py, sul piano
(dal centro C). Cosa si puo dire della posizione reciproca dir e 7?¢

SOLUZIONE:

a) Il piano di vista ha coordinate omogenee N(1,—1,1,1) e C ha coordinate omogenee C(1,1,1,1),

quindi
1 11 11
-1 -1 -1 -1 -1
toy . — O=1-— =
NC=| |11 1] {1 1 1 e N-C=1-1+1+1=2
1 11 1 1

Quindi la matrice della proiezione &

-1 1 1 1

U B e |
M=N'C-2L,= | [ |

1 1 1 -1

b) La retta r ha equazione cartesiana
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quindi il suo punto improprio ¢ P, = (1,1,0,0) che viene proiettato nel punto

-1 1 1 1
-1 -3 -1 -1
P'=Po-M=[1 10 0| [~ | [=[2-20 0

1 1 1 -1
= P/ =(-2,-2,0,0) = (1,1,0,0)

Notiamo che P, & trasformato in se stesso, infatti » e 7 sono tra loro ortogonali.



