Capitolo 5

Quinta Lezione

5.1 Esercizi svolti

Esercizio 5.1. [BBB13] Portiamo 2 — 3i € C in forma trigonometrica. Abbiamo p = /44+9 = V13 ed
abbiamo
a = +13cosf b 3 3 3
i = -—=—-=tanf =0 =atan | —- | = —atan | -
b=+/13sinf a 2 2 2

E dato che 6 ¢ un angolo con coseno positivo e seno negativo, controllando sul piano di Argand-Gauss 6
appartiene al quarto quadrante. La forma cartesiana di 2 — 3i € quindi

V13 <cos atan (—‘Z) +isin (— atan (Z)))
V13 (Cos atan <‘;’> — isinatan (3))

Proposto: Fattorizzare il polinomio in R, C.

Esercizio 5.2. [BBB47] Calcolare le radici seste di i + 1. Mettiamo 1 + i in forma esponenziale e usiamo la
formula. Usiamo il piano di Argand-Gauss.

1+i=+2e7/4

% +2km

\6/1+i:\6/\/§ei”/4:1\2@ei 6 k:0...5

e quindi
V14+i= Y2 el k=0
V1+i= V2 eﬁtzwzlxz/i-eig%w_% €% k=1
VTFi= ¥32.do5 = ¥2. % k=2
STri— 52 e — ¥a. % k=3
/1+i= Y2 eﬁzsw = W2l E=4
61+i:1\2f2'ei%+6107(: /2. eied k=5

o1
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Notiamo che per k =6 avremmo 42%“ = 93 + 27 e quindi per k > n — 1 ritroviamo le radici che avevamo gia.

12 j 497 12 s
\/561 24 — \/56124

Esercizio 5.3. [EE01] Trovare le soluzioni in C dell’equazione (z* +1) =0

Soluzione.
4 _ 4 _
Z4+1=0&2"=-1
quindi cerchiamo le radici quarte di —1 = 1e'". Le radici si calcolano con la formula applicata come segue

4 2k
wy=v1-e" 7

con k= 0,1,2,3 e otteniamo le quattro radici complesse:

Zozei% k=0
zlzei% =1
3226735% k=2
23261% k=3

Esercizio 5.4. [BBB56] Risolvere in C l'equazione 4 |z|3 =25

Soluzione. Mettiamo z in forma esponenziale: z = pe?; I'equazione diviene

4‘pei9‘3 —(pei®)>

49 = 4p3ei® =pBeid0

Da cui, per la definizione di uguaglianza per i complessi in forma esponenziale abbiamo, ricordando che
p > 0 dato che si tratta di un modulo, che:

4p3 = p® con p >0
0=50+2kmconkeZ

p° —4p® = p?(p? —4) =0con p >0
ezfngCOHkEZ

p=0,2
9:—§k7rconk€Z

Dato che per ogni k& € Z ho una soluzione, ho infinite soluzioni,
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k=-2 0= éw
5
2
k=0 0=0
2
4
k=2 0= ——
£T
6
k=4 0= —§7r
5
10
12
k=6 g =——=
=7
Ma queste soluzioni non sono tutte distinte, infatti notiamo che
e perk=5 0= 71—5? = 27 che ci da gli stessi seno e coseno di £k =0, # = 0, e quindi lo stesso complesso.
e Analogamente, k =1 e k = 6 ci danno lo stesso complesso.
e Analogamente, k = —1, 0 = % ci da lo stesso complesso di k =4, 0 = —% = % — 2.

e Eccetera. ..

Se ci limitiamo ai valori di k per cui fgkw € (—2m,0], dato che poi i complessi si ripetono abbiamo che i 6

delle soluzioni sono

k=0 9=0
2
kzl 9:—571'
k=2 ozféﬂ
)
k=3 Hz—gw
8

Se preferiamo i nostri angoli in [0, 27), prenderemo altri valori di k, oppure pili banalmente, aggiungiamo

27 a questi 6 trovando

2 4 6 8
=0 9—57'(' 9—57{' 9—377' 9—37'('
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5

. . . 3 . .
Le soluzioni dell’equazione 4 |z|” = 2° sono quindi

. S .
20=2-€0=2 2 =2.€5", zp=2-¢

Esercizio 5.5. [LL73] Fattorizzare in irriducibili il polinomio z° + 2 € R[z] in Q[2], R[z], C[2].
Soluzione. 11 polinomio 2% + 2 ¢ irriducibile in Q[z] per Eisenstein, p = 2.

Troviamo prima la fattorizzazione su C che in R[z], percheé questa fattorizzazione & particolarmente semplice
e vogliamo sfruttare la caratterizzazione dei fattori reali di un polinomio reale vista sopra nella Proposizione 4.38.
Le cinque radici complesse sono

\E”/ﬁeiﬂgmr con k=0,1,---,4

zZ3 = \5/561% k =
2 = /2% k=4

e quindi, per Ruffini, abbiamo i cinque fattori lineari in C[z]
2D 42=(2—V2F)(z - \‘ﬁei%ﬂ)(z - %ei%)(z - 26”?”)(2 - \5/§ei9?w)

Cerchiamo ora la fattorizzazione in R[z]. Il polinomio & riducibile, dato che ha grado > 2. Sappiamo che
una delle cinque radici e forzatamente reale, e le altre si dividono in due coppie di complessi coniugati non reali
(sono i vertici di un pentagono regolare con un vertice reale). La radice reale ¢ ovviamente 2o = —+v/2 ed il
fattore lineare associato z + /2.

Notiamo che le coppie di complessi coniugati sono

20 = V2’5, Z4 = V26 = 2%
che mi da il fattore reale

(2 — V2e'3) (2 — V/2e7%) = 22 — 2Re(V/2e°5 )z +

2

=22 - 2¢/2cos g>z+\5/41
1
222—2\5@( +4\/5>z+\5/41

= \5/56’%”, z3 = V2ei5™ = /2e7i3T

che mi da il fattore reale

. . . . 2
(2 — V26'37) (2 — ¥/2e737) = 22 — 2Re(V26'37)z + |V2¢'37

=22 - 2¢/2cos (?w)z—i—ﬁ

222—2{3/5(1_\/5)2—1—{’/1

4
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\5/561%‘ = ’\5/5‘ ‘cos%—i—isin%‘ = \5/5,/(?052%4—81112% =2

o piu’ semplicemente, dato che V § € R |ew| =1 abbiamo |\5@e’%| = |\5/§| . }el% = /. O

Ricordiamo che

Esempio 5.6. [BBB45] Trovare le soluzioni in C dell’equazione
27+ 2025 +02° +22% +4i2 +2i =0
Soluzione. Per il Teorema fondamentale dell’algebra abbiamo 7 soluzioni in C, contate con la loro molteplicita,

dato che abbiamo un equazione polinomiale di grado 7. Troviamo le soluzioni. Raccogliamo a fattor comune
come segue:

2742025 4i2% 4222 +4iz +2i =0
25(2% 4 2iz +14) +2(22 + 2iz +14) =0
(2% 4+2)(2* +2iz+i) =0

Quindi le soluzioni dell’equazione sono date dell’unione delle soluzioni dei due fattori:
P+2=0e2"+2iz4+i=0
Risolviamo separatamente le due equazioni.

Risolviamo prima l’equazione z® + 2 = 0 che equivale a calcolare le radici quinte complesse di —2.
Innanzitutto scriviamo —2 = 2 - '™ e applichiamo la formula delle radici
G/ﬂeiet# conk=0,---,n—1
Pertanto visto che p = 2,0 = 7w e n = 5 abbiamo che le radici quinte di —2 sono:

\E’fZBiWJrfS%r conk=0,---,4

Da questa formula otteniamo le cinque radici complesse:
z0= V2 €% E=0
z2 = V2 €57 k=1
2o = V287 =

@
e

g
o
3
|
=
[N}
)
.
3
I
|
5
[\
=
Il
[\

23 = V25T k=3
2= V2 €57 k=4

L’equazione 22 + 2iz +i = 0 & un’equazione di secondo grado in C. Adesso risolviamo la seconda equazione
che osserviamo trattarsi di un equazione di secondo grado in C. Pertanto usiamo la formula risolutiva delle
equazioni di secondo grado ed otteniamo

—2i +/(2i)% — 4i
Z4,5 =
2

—2i + V-4 — 4i¢

2
—2i4+2v/—-1—1¢

2

=—i+vV-1—1c
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Adesso dobbiamo trovare le radici quadrate di —1 — 4. Innanzitutto calcoliamone il modulo e 'argomento.

Poich¢ a = —1eb=—1sihache p=+v2ef =
formula applicata come segue

Wi

ed otteniamo le due radici complesse:

da cui si ottengono le soluzioni:

. . 4 j5m
25 = —i4+wy = —i+ V2'E

5 . . . . . .
3m. Per cui le radici quadrate di —1 — i si calcolano con la

:\2/5'67; 2

5w

2 +2kw

k=0,1

Abbiamo cosi trovato le sette radici complesse cercate

20 =
7 = V2637

29 =—V2

23 = \5/561%7r

24 = V2’87

Z5 = —1 + V2eis™
26 = —1 -+ V2ei ¥

Esercizio 5.7. [BBB93] Trovare le soluzioni dell’equazione

222 = 23

e disegnarle sul piano di Argand-Gauss.

Soluzione. Abbiamo

2 _ L2 _

2(z22 - 2%) =0 = 2 =0 oppure Z 0

Quindi abbiamo la soluzione banale z = 0 ovvero p = 0.
Adesso possiamo supporre z # 0 e dividere ambedue i menbri dell’equazione per z, ottenendo z? = 22,

Mettiamo il complesso in forma esponenziale z = pe®

L’equazione diviene:

, € dato che z # 0 possiamo supporre p > 0.

22 = 22
(pe™)? = (pe'’)?
pRe2i0 — 2,20
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Da cui, per la definizione di uguaglianza per i complessi in forma esponenziale

p? = p? vera Vp € R
—20=20+2kn conk €Z

Dalla seconda equazione otteniamo che

9:—gﬂ'conkeZ.

Da cui si deducono gli angoli
T

00:0 91:—5 92:—71' 93:—2’7{'

o volendo gli angoli in [0, 27) (mantenendo gli stessi seni e coseni)

s 3
90:0 9127 92271' 0327
2 2
Quindi le soluzioni sono
. o 37 ..
20 = pe’o z1 = pe'2  zp =pe” 23 =pe2 z4 =0 che avevamo trovato all’inizio

con p qualunque, visto che non abbiamo condizioni su p.

Nel piano di Argand-Gauss le soluzioni di questa equazione sono quattro semi rette dall’origine con angoli
rispettivamente 0 = 0,7/2, 7, 3/2m, origine compresa.

[Qui il disegno, a breve]

Esempio 5.8. [BBB51] Risolvere in C la sequente equazione
(z-1)P=22-2
Soluzione. Sostituiamo w =Z — 1 da cui si ricava che
Z=w+l=z=w+1

L’equazione diventa quindi

Ww=2@+1)-2=2w.
Adesso scriviamo w in forma esponenziale w = pe?® ed otteniamo
i30 i0

pe? = 2pe~

che per il principio di identita dei complessi in forma esponenziale diviene

{p3=2p {P(P2—2)=0 i{pZO, 2
30=—-0+2knconkecZ 40 = 2km con k € Z ngﬂ'conkEZ
Le soluzioni distinte di questa equazione sono:
wo = V2 =12 dap=+2, k=
wlzﬁei%:\/ﬁi dap:\/i,k:
wgzﬁei%”:—\/i da p=+2, k=

W3:\/§€i%:*\/§’l‘ dap=+72, k=3
wg =0 dap=0
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Ricordandoci che z = @ + 1 ricaviamo le soluzioni dell’equazione originaria (z —1)3 = 2z — 2
= V2+1=1+V2
o =V2i+1=1-2i
Bn=—V2+1=1-V2

23 =—V2i4+1=1+V2
2=0+1=1

Esercizio 5.9. [BBB57] Trovare il numero di soluzioni in C — R del sistema

210 _1=0

Im(z) >0
L’equazione ci dice che le soluzioni devono essere le radici di 1. Ce ne sono due reali, con parte immaginaria
nulla, £1. Le altre corrispondono a 98 punti simmetricamente disposti sulla circonferenza unitaria. La
disuguaglianza ci dice che le soluzioni devono avere parte immaginaria positiva, ovvero giacere nel primo e

terzo quadrante. Per simmetria, meta delle 98 soluzioni non reali rimaste avrd parte immaginaria positiva e
meta parte immaginaria negativa. Quindi il sistema ha 49 soluzioni.

Esercizio 5.10. [BBB97] Futtorizzare in Q[z], R[z], C[z] il polinomio
25 — 525 + 8zt — 2% — 1522 + 242 — 12

Soluzione. Ricordando ’esercizio 3.8 ed il Criterio di Eisenstein, vediamo che una fattorizzazione in irriducibili

in Q[z] &

(x —1)(z —2)*(2® + 3)
Vediamo le fattorizzazioni in R[z], C[x] II polinomio 23 + 3 si scompone calcolando le radici cubiche complesse
di —3 usando la formula delle radici n-esime di w = pe®?:

O0+2km

wk:{L/ﬁei = conk=0,1...,n—1

Si scrive
T+2km

—3=3¢"" = wy, = V3 3 k=0,1,2.
Quindi si ottengono le tre radici
20=V3¢5 k=0 2 =V3" =B k=1 2=135" k=2
Notiamo che zy = Zj e quindi
(@ — 20)(x — %) = (z — V3e'5 ) (w — V/3e'T) = (= V3e'5 ) (w — VBe ')
= 2% — 2Re(V3e'%) + ’\3/561%)
:x2—2(\3/§cosg)m+ V9
1
:a:2—2<\3/§2)a:+\3/§
=22 —VBz+ V9

2
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A questo punto abbiamo che la fattorizzazione in irriducibili del polinomio
2% — 525 + 82* — 2% — 1527 + 242 — 12
e su Q &, come visto, (z — 1)(x — 2)%(2® + 3)
e suRe (z—1)(z—2)2%(x+ V/3) (2% — V3z + V9)
e suCe (z—1)(z—2)>%(x+ V/3)(x— V35 ) (z — /e 7).
Osserviamo che se non fosse stata richiesta la fattorizzazione in C ma solo in R avremmo potuto procedere
fattorizzando il polinomio z3 + 3 usando Ruffini: una radice di 2® + 3 ¢ —+/3, quindi dividendo 2% 4 3 per

z + /3 otteniamo il polinomio 22 — 223 + /9 irriducibile su R in quanto ha discriminante negativo.
O

Esercizio 5.11. [BBB17] Fattorizzare in Q[x],R[x], C[z] il polinomio

12_1

Soluzione. Si pué applicare (ripetutamente) le formule della somma e differenza dei cubi e dei quadrati:
21 = @4+ 1)1

= @4+ 1)@+ 1)(2® 1)

= @+ D' -22+ D)@+ D)@ -2+ 1) (z -1 +z+1)

Si osserva che:
o i polinomi x + 1,z — 1 sono lineari e quindi irriducibili sia su Q che su R;

o i polinomi 2 + x + 1,22 — z + 1 hanno discriminante negativo quindi sono irriducibili su R percié sono
irriducibili anche su Q;

o per quanto riguarda il polinomio % — 2 + 1 si devono fare alcune considerazioni: il polinomio ha grado
4 pertanto su R si fattorizza. Si cerca la fattorizzazione in C e si risale alla fattorizzazione in R. Quindi
si sostituisce 2 =t e si trovano le radici complesse del polinomio

-2 +1=¢*—t+1

— |+ 1+iV3 ¢ 1-iv3
U 2 2
([, 1+4V3 , 1-iV3

, 1+iV3 s 1-iV3
x—T e x—T

1+iV3 J1—iv3
T1,2 = T € €34 = T
C C

Per scomporre ulteriormente

si devono calcolare
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quindi si scrivono tali numeri complessi in forma esponenziale:

T ;T -5
T12 = Ve'sc e T34 =Ve 'sc=Ve'sTc

Da cui si ottiene, uasndo la formula delle radici di un complesso, che:

. 7 11 .5
T = et g™ T3 = ete ™ Ty = els™

ol

Io =€

A questo punto si osserva che le radici sono a due a due coniugate, in particolare

Adesso

|

= (22— VBx+1)(z?+ 3z +1).

I fattori 22 — v3xz + 1 e 22 + /32 + 1 sono irriducibili su R in quanto hanno il discriminante negativo; la
fattorizzazione su R del polinomio assegnato ¢ quindi:

et — 2t —1= (2> —V3z+1) (2> +V3z +1).

Per quanto riguarda la fattorizzazione su QQ si devono fare ulteriori osservazioni. Innanzitutto i due polinomi
22 — /32 + 1 e 22 + /32 + 1 non appartengono a Q[z] perché hanno coefficienti irrazionali.

Quindi se il polinomio z* — z2 + 1 si potesse fattorizzare su Q avrebbe due diverse fattorizzazioni su R che
non & possibile per I'unicita della fattorizzazione.

Pertanto il polinomio 2* — 2% 4 1 & irriducibile su Q.

Riassumendo abbiamo che una fattorizzazione in irriducibili del polinomio z'2 — 1 &:

o (x+1)(z—1(?+z+ D)2 —2z+1)(2* —22+1)suQ.
o (z—D(z+D)(x?+x+1)(2? -2+ 1)(2? -3z +1)(2? + 32+ 1) su R,
In C, il polinomio 2'2 — 1 fattorizza in dodici fattori lineari distinti, ciascuno associato mediante il teorema

di Ruffini ad una radice dodicesima distinta di 1.
Le radici sono ottenute dalla formula delle radici

042k -
155 ik

e =e'"s ke0...11.

Quindi una fattorizzazione in irriducibili su C & data da

212 1= (1‘ _ eio)(x _ e’%)-“(m _ ei%w) _ H (eik%)

Volendo partire dalla fattorizzazione in Clx] per ricavare quelle in Q[z], R[z] dovremmo procedere come
segue: osserviamo che le due radici €% = 1 e €™ = —1 sono le uniche due radici razionali che fattorizzano
2
= — 1.
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Le due radici e’2™ = { e €’2™ = —{ sono le uniche due radici immaginarie pure, che fattorizzano =2 + 1.

.. s . iS5 . .. . . .
Le due radici '3 = % + z@ ee's™T = % — z@ sono le radici complesse coniugate del polinomio 22 — z + 1.

Le due radici '3 = —% —H’? eeld™ = —% —i? sono le radici complesse coniugate del polinomio z2+x +1
Le 4 radici complesse
el%:£+zl ei%ﬂ':_ﬁ_'_il
2 2 2 2
gin— V3 _ 1w V31
2 2 2 2

sono quattro radici complesse a due a due coniugate che fattorizzano il polinomio

et =2’ 4 1=(z—eb)(z—e ') (zx— ei%”)(:c - eﬂ%”)

= (22 —V3z +1) (2> +V3z +1)

Esercizio 5.12. [M106] Risolvere per z € C
ef=e
|z] <10
Risolviamo prima l'equazione, usando la forma cartesiana di z = a + ib.

N.B. e & l'esponenziale di esponente z, non un complesso in forma esponenziale. Quindi y € R NON
y € 10,2m)

€

F=esdfTW=cs eV =cs © & .
y=0+42km conk € Z y=2kmw conk €Z

Le soluzioni sono quindi gli infiniti complessi z = 1 + 2kw, con k € Z ed in particolare

k=-2 1—dr V1 -+ 1672
k=-1 1-—42r V1 4+ 472
k=0 1 di modulo 1

k=1 142w V1 + 4x?
k=2 1+ddrm V1+ 1672

e dato che dobbiamo avere |z| < 10

V1+4r2 < 1+ V4rn? =14 27 ~ 7.28 Soluzione
V141672 > 14+V16n2 =14+41r~ 14 12.56 = 13.57 > 10 Non soluzione

e per k > 2 il modulo ¢ maggiore che per k = 2, e che la situazione per k < 0 & speculare a quella per k > 0 Le
soluzioni sono solo tre, per k = 0,=£1, rispettivamente z = 1,1 + 27
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5.2 Esercizi Proposti
Esercizio 5.13. [BBB77] Calcolare (—1 — )%, 2135789 (1 — 5¢)®
Esercizio 5.14. [BBB83] Calcolare v/1 —1i, N/—i, /2 — 5i e disegnarle sul piano di Argand-Gauss

Esercizio 5.15. [BBB62] Risolvere in C le sequenti equazioni:

1. 22 -1=0
2 2142711 _ 0

3. 2ix? -3z —i+1=0.

Esercizio 5.16. [BBR83] Risolvere le sequenti equazioni e disegnare le soluzioni sul piano di Argand-Gauss

1. % = 632—3
2 €2z—1 — ez—E
3. % =3

Esercizio 5.18. [BBB48] (V/1¢,-) & un gruppo moltiplicativo con la moltiplicazione di (C,-)?
Esercizio 5.19. [BBX48] Dato n > 1, (V/1¢,-) & un gruppo moltiplicativo con la moltiplicazione di (C,-)?

Esercizio 5.20. [EX79] Futtorizzare f(x) = 27 — 22° + 25 — 322 4+ 62 — 3 su Q,R,C.

Soluzione.

In Qfz] : f(2) = (2° = 3)(z — 1)*
In R[z] : f(z) = (z — V/3) <x2 —2v/3cos %mc—k \°/§>

<x2 —2v/3cos gwx + \5/§) (x—1)2

In Cle] : f(2) = (= ¥3) (w — ¥Be™) (& — ¥3edim)
(o ¥t (2= 95 ) o1

Esercizio 5.21. [EX43] Fattorizzare su Q,R,C il polinomio f(x) = 28 — 2* — 6.
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Soluzione.

In Qla] :f(2) = (a* - 3)(a* +2)
In Rla] :/(x) = (@ + 3) (= - ¥3) <x _z\/?:mb(2 >x+f)

3)
<x —2v/2cos (}) x + xﬁ) <$2 —2v/2cos <i7r) T+ {*/1)
In Clz] :f(z) = (x+f) ( V3 ) (x—fezm) (x_yge%w).
z— V2t ) <:z: - \%ezm) (:17 - %e%m) (x - \4/56%”)

Esercizio 5.22. [EX55] Futtorizzare su Q, R, C il polinomio f(z) = x* +2
Soluzione.
In Qz] :f(z) = z* + 2
1 3
In R[z] :f(z) = <x2 — 2V/2cos 1 + \4/41) (:E2 —2v/2cos R + \4/1>

In Cle] f (2) = (z — V2e4™) (= V2el ™) (& = V2ehim) (2 = V2eiim)

Esercizio 5.23. [EX99] Futtorizzare f(x) = 627 — 725 4+ 22° + 1222 — 142 + 4 su Q,R,C

Soluzione.
In Q[z] :f (2) = (22 — 1)(3z — 2)(2” + 2)
In R[z] :f(z) = (22 — 1)(3z — 2)(z + V/2)(z® — 2V/2 cos (g)x—l— V4)

(22 —2\/5005( )x—&-\[

In Clz] :f(x) = (22 — 1)(3z — 2)(x + \[)(sz651”)(sz65”)
(x — \[65”)@— \[65”)

Esercizio 5.24. [EX11] Futtorizzare f(x) =2 +2° +2* + 23 + 22 + 2 + 1 su Q,R,C

Soluzione. Notiamo che
(C+ 2+t 428+ 2 e+ D —-1)=2" -1

In Q[z] : f(x) & irriducibile

In Rlz] :f(x) = (w2 — 2cos (iw) T+ 1) <x2 — 2cos (37r) T+ 1)

6
(m2 — 2cos ?mc + 1)
i) (1) (2 8) (s-87) o= 87) (o 97) (=)
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