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2 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE
Geometria ed Algebra 1, I esonero, 22 ottobre 2001.

Esercizio 1. Stabilire se il sottoinsieme X := {(x,y) : xy > 0} di R? ¢ oppure no un sottospazio.

Svolgimento. X non & un sottospazio in quanto non & stabile rispetto alla somma. Infatti i vettori (2,3) e (—1,—4)
appartengono ad X, ma la loro somma (2,3) + (—1,—4) = (1, —1) no (per inciso, si osservi che X possiede il vettore
nullo, ed ¢ stabile rispetto alla moltiplicazione esterna: infatti se (z,y) € X e ¢ & uno scalare qualunque, allora
¢ (z,y) = (cz,cy), e (cx)(cy) = 2y > 0 perché ¢ non altera il segno di zy). W

Esercizio 2. Si considerino i sottospazi U = Span((1,2,3,4),(—~1,1,1,2)) e V := Span((1,8,11,16)) di R*.
Calcolare dimU, dimV, dim (U 4+ V) e dim (UNV).

Svolgimento. Cominciamo con 'osservare che dim U = 2 perché i due generatori di U non sono uno multiplo dell’altro,
e che dimV =1 in quanto il generatore di V non e il vettore nullo.

Sappiamo che U +V = Span((1,2,3,4),(-1,1,1,2),(1,8,11, 16)). Per calcolarne la dimensione andiamo a vedere
se 1 tre generatori sono legati oppure no, cioe se essi ammettono, oppure no, una relazione non banale. A tale proposito,
sia (z,y, z) una qualunque relazione tra i generatori di U4+ V. Allorasi ha: x(1,2,3,4)+y(—1,1,1,2)+2(1,8,11,16) =
0, cioe si ha il seguente sistema di equazioni lineari:

r—y+z=0
20+y+82=0
3r+y+112=0
4z + 2y + 162 = 0.

Tale sistema ammette come soluzione non banale la terna (z,y,z) = (3,2,—1). Cid significa che 3(1,2,3,4) +
2(-1,1,1,2) — 1(1,8,11,16) = 0, cioe i tre generatori sono legati. In particolare vediamo che (1,8,11,16) & sovrab-
bondante. Dunque:

U+V = Span((1,2,3,4),(-1,1,1,2),(1,8,11,16)) = Span((1,2,3,4), (-1,1,1,2)) = U.

Quindi dim (U + V) = dimU = 2. Inoltre, poichd V. C U+ V,eU+V =U, alloraV C U, quindiV=UNV, e
dim(UNV)=dimV =11

Esercizio 3. Per quali valori di k i vettori (1,1,1), (1,k,2), (1,1,k — 1) sono linearmente dipendenti?

Svolgimento. Se (z,y, z) ¢ una relazione per i tre vettori assegnati, allora abbiamo: x(1,1,1)+y(1,k,2)+2(1,1,k—1) =
0. Cio equivale a dire che:

rT+y+z=0
(* r+ky+2=0
z4+2y+(k—1)z2=0.

Sottraendo dalla seconda equazione la prima, deduciamo che: (k — 1)y = 0. Quindi, se k # 1, allora y = 0. In tal
caso, sostituendo y = 0, il sistema lineare diventa:

r4+2=0
r+2=0
z+(k—1)z=0.
Sottraendo dalla terza equazione la prima, otteniamo: (k —2)z = 0. Quindi se k # 2, allora anche z = 0, a fortiori

x =0, e i vettori assegnati sono liberi. Rimangono da studiare i due casi k =1e k = 2.
Quando k = 1, il sistema (*) diventa:

z+y+2=0
z+y+2=0
z+2y =0,

ed un calcolo diretto mostra che (—2,1,1) & una relazione non banale. In modo analogo si prova che, quando k = 2,
(1,0,—1) & una relazione non banale.
In conclusione: i vettori assegnati sono linearmente dipendenti se e solo se k = 1, oppure k£ =2. B

Esercizio 4. Calcolare le coordinate del vettore (1,1,1) rispetto alla base B := {(1,-1,2),(1,1,0),(0,0,2)} di R3.
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Svolgimento. Le coordinate (x,y,z)T si calcolano imponendo che (1,1,1) = (1, —1,2) + y(1,1,0) + 2(0,0,2), cioe
che:

r+y=1
—rx+y=1
2+ 2z = 1.

Risolvendo, si ottiene che le coordinate di (1,1,1) rispetto alla base B sono: (z,y, 2)T = (0,1, Q)T. |

Esercizio 5. Calcolare la dimensione di U := Span((1,2,3),(1,1,1),(1,—1,2)).
Svolgimento. Sia (x,y, z) una relazione per i tre vettori assegnati. Abbiamo: z(1,2,3) 4+ y(1,1,1) + 2(1,-1,2) = 0,
cioe:

z+y+z2=0

2r+y—2=0

3z +y+22=0.

Si deduce che x

=y = z = 0, dunque i tre generatori sono liberi, e percio la dimensione di U ¢ 3 (in particolare
Span((1,2,3),(1,1,1

),(1,-1,2)) =R?). &

Esercizio 6. Provare che due sottospazi di R aventi dimensione 4, hanno in comune qualche vettore non nullo.

Svolgimento. Siano U e V tali sottospazi. Dalla formula di Grassmann sappiamo che:
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V)=8—-dim(U +V).

Poich¢ U + V C R, allora dim (U + V) < 7, e dunque —dim (U + V) > —7. Per cui, dalla formula precedente
otteniamo:
dim{UNV)>8—7=1,

cioe dim (U NV) > 0. Cio significa proprio che U e V hanno in comune qualche vettore non nullo. B
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Geometria ed Algebra 1, II esonero, 5 novembre 2001.

1 1 1
Esercizio 1. Calcolare l'inversa della matrice A:= |2 —1 1| . Svolgere la verifica.
2 0 1

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari:
e2,1(—2), e3.1(—2), e2(—3), €3.2(2), e3(—3), e2,3(—%), e1,3(—1), e1,2(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

1 00 -1 -1 2

010 0 -1 1
o001 2 2 =3

-1 -1 2
Dunque l'inversa di A & la matrice: 0 —1 1 |. Per verificare che il risultato & esatto, basta osservare che:
2 2 -3
1 1 1 -1 -1 2 1 00
2 -1 1 0 -1 1 (=01 0.1
2 0 1 2 2 =3 0 0 1
1 2 -1 1
- . ) . -1 -1 2 1
Esercizio 2. Calcolare il determinante della matrice A := 1 1 4

3
2 4 -2 -1
Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: e 1(1), es1(—1), es1(—2), e3.2(—1), si perviene alla
seguente matrice a scala:
-1

1
2
S = 1

oo o
SO~ N

1
1
0 -3
Non avendo eseguito scambi, deduciamo: det(A) = det(S) = —3. B

Esercizio 3. Calcolare una base per il sottospazio U di R* definito dal sistema lineare omogeneo:

S._{zfy+2272t:0
o 3r—y+22=0.

Svolgimento. Ricordiamo che U & 'insieme delle soluzioni del sistema lineare S. Quindi innanzitutto andiamo a
1 -1 2 =2
0 2 -4 6
rango 2, dunque gid sappiamo che la dimensione di U ¢ 2 (= 4 — rk(M))). Possiamo assumere z e ¢t come variabili
libere, ed il sistema assegnato € equivalente al sistema:

r—y=—2z+2t
y =2z — 3,

risolvere S. Riducendo a scala la matrice di S, si ottiene la matrice: M := (tale matrice ha

da cui deduciamo una rappresentazione parametrica per U:
p:(z,t) €ER? = (—t,22 — 3t,2,t) € U.
Una base per U si ottiene in corrispondenza della base canonica di R?, cioé una base per U & costituita dai vettori:
p(1,0) = (0,2,1,0) e p(0,1) = (—1,-3,0,1) (in particolare U = Span((0,2,1,0),(—1,-3,0,1))). A
Esercizio 4. Trovare una rappresentazione cartesiana per il sottospazio U di R generato da ey +es+es ed ex+ez—ey.

Svolgimento. Ricordiamo che una rappresentazione cartesiana per U & un sistema lineare omogeneo S, il cui insieme
delle soluzioni coincide con U. In altre parole, occorre trovare le equazioni lineari che definiscono U. A tale proposito,
ricordiamo che un vettore u = (z,y, z) appartiene ad U se e solo se il rango della matrice:
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¢ uguale alla dimensione di U (che nel nostro caso ¢ 2), dove A ¢ la matrice ottenuta mettendo in colonna i vettori
che generano U, ed il vettore u. Riducendo a scala A si ottiene la matrice:

1 -1 T
0 2 y—=x
0 0 =z—y

Quindi il rango di A & 2 se e solo se y — z = 0. In conclusione, una rappresentazione cartesiana per U & data
dall’equazione: y —z =0. W

Esercizio 5. Al variare del parametro p € R, stabilire quando il sequente sistema lineare ¢ compatibile, ed in tal
caso determinarne le soluzioni:
{ r+y=1

z+py=p+1

Svolgimento. La matrice incompleta di S ha determinante p— 1. Per il Teorema di Cramer, se p # 1, allora il sistema
¢ compatibile, ed ammette un’unica soluzione. Tale soluzione puo essere calcolata con la Regola di Cramer, ed &

(p;—ll’ p%). Quando p =1 & evidente che il sistema non ammette soluzioni.

Per cui, in conclusione: S & compatibile se e solo se p # 1, ed in tal caso ammette un’unica soluzione data da:
=1 _p_
(p,1 » p—1 ) u

Esercizio 6. Estendere a base di R® il sistema di vettori A := {(0,0,1,2,0),(0,1,1,1,0),(0,2,0,1,0)}.

Svolgimento. Sia A la matrice ottenuta mettendo in riga i vettori di A. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni
elementari: p1 2, €3,1(—2), e3.2(2), si perviene alla seguente matrice a scala:

01 110
S=1(0 01 2 0
00 0 30

Se aggiungiamo ad S le righe e; ed es, otteniamo la matrice a scala:

OO OO
OO OO
SO R~ O
SO W~ O
— O O OO

che ha rango 5. Per cui {(1,0,0,0,0), (0,0,1,2,0),(0,1,1,1,0),(0,2,0,1,0), (0,0,0,0,1)} & una base di R? che estende
A R
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Geometria ed Algebra 1, III esonero, 23 novembre 2001.

Esercizio 1. Si considerino le basi di R?> B := {(2,1),(5,3)} e C := {(~1,3),(=1,2)}. Calcolare la matrice del
cambiamento delle coordinate da B a C, e da C a B.

Svolgimento. Sia € la base canonica di R?. Allora abbiamo:
ME(idg2) = ME (idg2) - ME (idg2) = M§ (idg2) " - ME (idge)
-1 -1 25 _[2 1] f25]_[5 13
132 1 3| |-3 -1 1 3| |-7 —18]°

—18 —13} -

Infine, M§(idg2) = Mg (idg2) ! = [ - 5

Esercizio 2. Sia V il sottospazio di R? generato da (1,2,0) e (0,2,1). Sia U il sottospazio di R® rappresentato
dall’equazione x +y + z = 0. Determinare una base per UNV.

ha rango

[SISIE

10

Svolgimento. Sia (x,y, z) un generico vettore di R3. Allora (x,y,z) € V se e solo se la matrice | 2 2
0 1

1

< 2, cioe se e solo se 2z — y + 2z = 0. Quindi una rappresentazione cartesiana per U NV & data dal sistema lineare

0mogeneo:
{ 20 —y+22=0

r+y+z=0.
Tale sistema lineare ammette ool soluzioni, generate da (1,0, —1). Quindi una base per UNV & costituita dal vettore

(1,0,—1). ®

Esercizio 3. Sia f : R® — R? Uapplicazione lineare definita ponendo f(z,y, z) = (x+y+2z,2x+y+z,4z+3y+52).
Calcolare una base per Ker(f) ed una per Im(f).

Svolgimento. La matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica £ é: , la cui riduzione a scala

IS NG
[ R
(ST )

1 1 2

e [0 =1 —=3|. Quindi Im(f) ha dimensione 2, e come base (1,2,4), (1,1,3). Mentre Ker(f) ha dimensione 1,
0 0 0

ed una sua base, ottenuta risolvendo il sistema lineare:

{x+y=f2z
71/:323

¢ data dal vettore (1,-3,1). B

Esercizio 4. Stabilire se Iapplicazione lineare f : R? — R? definita ponendo f(x,y) = (3z +y,3y), & diagonalizz-
abile oppure no.

3 1
0 3
caratteristico &: pa(t) = (t — 3)2. Dunque abbiamo solo 1’ autovalore A = 3, con molteplicita algebrica m,(3) = 2.
D’altra parte:

Svolgimento. La matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica £ ¢ A := { } Il suo polinomio

mg(3):2—rk(A—3I):2—rk{8 (1)} — 1

Poiché mq(3) # mg(3), allora f non ¢ diagonalizzabile. B

1

Esercizio 5. Posto A := [4 1

} , determinare una matrice invertibile P tale che P~' AP sia una matrice diagonale.
Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A & pa(t) = t?> — 2t — 15. Quindi lo spettro di A & costituito dagli
autovalori —3 e 5. L’autospazio V_z ammette come base (1, —1), mentre 'autospazio V5 ammette come base (1,1).

Allora la matrice cercata ¢ P = {_11 ” (una verifica diretta mostra che P~1AP = {_03 g} ). &
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Esercizio 6. Sia U il sottospazio di R® generato da e; —2es, e1 +e3. Sia f: U — U Uapplicazione lineare definita
ponendo f(e; —2es) = 3e; —2ea +2e3, f(e; +e3) = 6e; —4es +4ez. Posto B = {e; —2es, e1 +e3}, calcolare Mg(f).
Rappresentare f in termini delle coordinate x,y rispetto alla base B. Calcolare una base per il nucleo di f.

Svolgimento. Poiché f(e;—2e2) = 1(e1—2e3)+2(e1+e3) e fler+es) = 2(e1—2es)+4(e1+es), allora ME(f) = B ﬂ

In termini di coordinate la funzione agisce nel seguente modo:

T T+ 2y
M - bxﬂy} '
I vettori del nucleo sono quei vettori le cui coordinate rispetto alla base B soddisfano ’equazione: x + 2y = 0. Per
cui una base per il nucleo di f ¢ formata dal vettore di coordinate (2, —1)T, cioe dal vettore e; — 4es — 3. B
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Geometria ed Algebra 1, II appello, 28 novembre 2001.

1 01 0

. . . . . 1 1 1 1
Esercizio 1. Calcolare il determinante della matrice A := 9 1 4 9
1 01 -2

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: ep 1(—1), e31(—2), e4,1(—1), e32(—1), si perviene alla
seguente matrice a scala:

= = O

-2
Non avendo eseguito scambi, deduciamo: det(A) = det(S) = —4. B

Esercizio 2. Determinare una rappresentazione parametrica per le soluzioni del sistema lineare:

r+y+z+w=-1
S=< 2+2y+z+2w=-1
20 + 3y + 22 + 3w = 2.

1111 -1

Svolgimento. Riducendo a scala la matrice completa di S si perviene alla matrice: |0 1 0 1 0 |. Quindi S &
00 00 O

compatibile, ed ammette co? soluzioni. Per descrivere tali soluzioni, possiamo assumere z e w come variabili libere,

ed S ¢ equivalente al sistema:
r+y=—1—2z—-w
y=—w.

In conclusione, una rappresentazione parametrica per l'insieme Sol(S) delle soluzioni del sistema lineare S ¢&:

(z,w) € R? = (=1 — z,—w, z,w) € Sol(S). A

Esercizio 3. Sia f : R® — R* Uapplicazione lineare definita ponendo f(z,vy,2) = (x +y+ 2z, +2y+ 2,2 +y+
z, & + 2y + z). Determinare una base per Ker(f) ed una base per Im(f). Calcolare f(1,3,—2). Dire se il vettore
(1,4,1,4) appartiene o non ad Im(f).

Svolgimento. Sostituendo si vede che f(1,3,—-2) = (2,5,2,5).

La matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica di R3 e di R* &: , la cui riduzione a scala

—_ =
[N N
—_ =

1 1 1

& 8 (1) 8 . Quindi I'm(f) ha dimensione 2, e come base (1,1,1,1), (1,2,1,2). Mentre Ker(f) ha dimensione 1,
0 0 0

ed una sua base, ottenuta risolvendo il sistema lineare:

rt+y=-—z2
y=0,

¢ data dal vettore (—1,0,1).
Infine, poiché —2(1,1,1,1) + 3(1,2,1,2) = (1,4, 1,4), allora (1,4,1,4) appartiene ad Im(f). ®

Esercizio 4. Il vettore u ha coordinate (1,1)T rispetto alla base B := {(4,1),(3,1)}. Calcolare le coordinate [u]c di
u rispetto alla base C := {(7,1),(6,1)}.

Svolgimento. Sia £ la base canonica di R%. Abbiamo:

[ule = M§ (idrz2)[u]g = M (idrz2) - ME (idg2)[u]s = Mg (idgz) ™" - ME (idr2)[u]s
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! ﬂ , determinare una matrice invertibile P tale che P~ AP sia una matrice diagonale.

Esercizio 5. Posto A := [8

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A & pa(t) = t? — 2t — 63. Quindi lo spettro di A & costituito dagli
autovalori —7 e 9. L’autospazio V_7 ammette come base (1,—1), mentre 'autospazio Vo ammette come base (1,1).

1 -7 0

Allora la matrice cercata ¢ P = {_11 1} (una verifica diretta mostra che P~1AP = { 0 9} ). &

Esercizio 6. Sia U il sottospazio di R* generato da e1 + e3, ex — eyq. Sia f: U — U Uapplicazione lineare definita
ponendo f(e; +e3) =e1+ea+es—ey, fea—eq) = 2e1 + 2e2 + 2e3 — 2e4. Determinare una base per Ker(f) ed una
per Im(f). Determinare una base di autovettori per f.

Svolgimento.
Consideriamo la base B := {e; — 2ea, e; + e3} di U. Allora ME(f) = “ ;] In termini delle coordinate z,y

rispetto alla base B, il nucleo di f & rappresentato dall’equazione: x + 2y = 0. Quindi una base per il nucleo di f &
data dal vettore di coordinate (—2,1)T, cioé dal vettore —2e; + ez — 2e3 — e4. Inoltre la dimensione di Im(f) & 1.
Quindi una base per Im(f) ¢ data dal vettore: e; + ez + e3 — eq4.

Infine, il polinomio caratteristico di M5(f) & p(t) = 2 — 3t. Quindi lo spettro & costituito dagli autovalori 0
e 3. L’autospazio V{ (che altro non & che Ker(f)) ammette come base il vettore di coordinate (—2,1), mentre
I'autospazio V3 ammette come base il vettore di coordinate (1,1)7. Quindi una base di autovettori per f & costituita
dal vettori —2e; +e3 —2e3 —eg ee; +eg+e3—ey. A



10 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE
Geometria ed Algebra 1, III appello, 5 dicembre 2001.

Esercizio 1. Stabilire se I’applicazione lineare f : R® — R3 definita ponendo f(x,y,2) = 2z +1y,2y + z,22), &
diagonalizzabile oppure no.

2 1 0
Svolgimento. La matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica £ ¢ A := [0 2 1. Il suo polinomio
0 0 2
caratteristico &: pa(t) = (t — 2)3. Dunque abbiamo solo I’ autovalore A = 2, con molteplicita algebrica m,(2) = 3.
D’altra parte:

0
mg(2) =3 —rk(A—2I)=3—-7rk |0 =1.
0

o O =
o = O

Poiché mq(2) # mgy(2), allora f non & diagonalizzabile. W

Esercizio 2. Sia g: R? — R* lapplicazione lineare definita ponendo g(1,0) = (1,0,—-1,1) e g(0,1) = (0,1, —1,2).
Sia f : R® — R?2 lapplicazione lineare definita ponendo f(x,y,2) = (x+y,x—2). Calcolare (go f)(1,2,3). Calcolare
la matrice di g o f rispetto alle basi canoniche.

Svolgimento. Indichiamo con &, & ed &, le basi canoniche di R?, R3 ed R*. Allora abbiamo:

1 0 1 1 0
0 1 1 1 0 1 0 -1
ugeen-agwago-| Y LS A]-10 4
1 2 3 1 -2

In particolare le coordinate di (g o f)(1,2, 3) rispetto alla base canonica &4 sono:

1 1 0 3
. 1 0 -1 N -2
(9o N(L.2,3)le,=MEgo f)- |2 =| &, 1 [ |-|2|=1]_1]

3 3 1 -2 3 -1
cio¢ (go f)(1,2,3) =(3,-2,—-1,—1). &
1 0 2

Esercizio 3. Posto A:= |0 1 0/, determinare una matrice invertibile P tale che P~'AP sia una matrice

3 0 6

diagonale.

Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di A &: pa(t) = t(t — 1)(¢t — 7). Quindi lo spettro di A ¢ costituito dagli
autovalori 0, 1 e 7. L’autospazio V ammette come base (2,0, —1), I'autospazio Vi ammette come base (0,1,0), e

2 01
Pautospazio V; ammette come base (1,0,3). Allora la matrice cercata ¢ P = | 0 1 0. Per verificare che il
-1 0 3
risultato ottenuto & corretto, & sufficiente verificare che P ¢ invertibile (il che & ovvio in quanto det(P) =7 # 0), e
0 0O
che AP = PD, dove D ¢ la matrice diagonale: D= |0 1 0|. R
0 0 7

Esercizio 4. Per lapplicazione lineare f : R® — R? definita ponendo f(x,y, z,t,u) = (x +y+ 2z +t 4+ u, 2z + 2y +
2z 42t +2u), determinare una base per Ker(f), una base per Im(f), ed una rappresentazione cartesiana per Im(f).

111 11
2 2 2 2 2
dimensione 1, una base ¢ costituita dal vettore (1,2), ed una sua rappresentazione cartesiana ¢ data dall’equazione
2x —y = 0. Il nucleo ha dimensione 4, ed ¢ rappresentato dall’equazione: = + y + z + t + v = 0. Possiamo scegliere
Y, z, t, u come variabili libere. Quindi z = —y — z —t — u, ed una base per Ker(f) ¢ data dai vettori: (—1,1,0,0,0),
(-1,0,1,0,0), (-1,0,0,1,0), (-1,0,0,0,1). W

Svolgimento. La matrice che rappresenta f rispetto alle basi canoniche é: { } Quindi Im(f) ha

Esercizio 5. Sia V il sottospazio di R* avente come base B := {e; +ea +e3,e1 +ea —eg}. Sia f:V =V
lendomorfismo di V' definito ponendo f(e1 + e2 +e3) = ez +eq e f(er + ea —eq) = 2(e3 + e4). Calcolare una base
di V' costituita da autovettori per f.
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1 2
-1 -2
Ae: pa(t) =t(t+1). Quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori —1 e 0. L’autospazio V_; ammette come
base il vettore di coordinate (1, —1)T, mentre V; ammette come base il vettore di coordinate (2, —1)T. Quindi una
base di V' costituita da autovettori per f &: {es + eq, €1 + €2+ 2e3+¢e4}. B

Svolgimento. La matrice rappresentativa di f rispetto alla base B &: A := . Il polinomio caratteristico di
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Geometria ed Algebra 1, IV appello, 18 settembre 2002.

1

. . -1 ) L . . ,
Esercizio 1. Posto A := { 11 }, determinare una matrice invertibile P tale che P~YAP sia una matrice

diagonale.

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A &: pa(t) = t2 —2t. Quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori 0
e 2. Lautospazio Vj ammette come base (1, 1), mentre Pautospazio Vo ammette come base (1, —1). Allora la matrice

1 0 0

cercata ¢ P = {1 _11} (una verifica diretta mostra che P~'AP = [0 2} ). &

Esercizio 2. Calcolare una base per il sottospazio U di R?® definito dal sistema lineare omogeneo:

r+y+z=0
S=¢ 2r—y+2z=0
z+2z=0.

Svolgimento. Riducendo a scala la matrice del sistema S si perviene alla matrice:

1 1 1
0 -1 0
0 0 0

Quindi U ha dimensione 1, si puod assumere z come variabile libera, e la generica soluzione di S &: (—z,0,z). Una
base per U ¢ data dal vettore: (1,0,—1). W

3 =2 7 8
. . . . . 1 -1 1 -1
Esercizio 3. Calcolare il determinante della matrice A = 1 -1 2 3
1 -1 1 4

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: pj o, e21(—3), e31(—1), es,1(—1), si perviene alla

seguente matrice a scala:

1 -1 1 -1
0 1 4 11
5= 0 0 1 4
0 0 0 5
Tenuto conto che abbiamo eseguito uno scambio, deduciamo: det(A) = —det(S) = —5. B

Esercizio 4. Sia f : R® — R3 l'endomorfismo di R® definito ponendo: f(3,1,0) = (3,5,0), f(2,1,0) = (2,4,0),
£(0,0,1) = (0,—1,1). Stabilire se f ¢, oppure no, diagonalizzabile.

Svolgimento. Denotiamo con B la base di R? costituita dai vettori: (3,1,0), (2,1,0), (0,0,1), e con £ la base canonica.
Allora la matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica e:

32 0 3 2 017" 1
ME(f) = ME(f)- M§(idgs) = |5 4 —1|-|1 1 0| =11
00 1 0 0 1 0
Quindi il polinomio caratteristico di f é:
1—t 0 0
prt)=det | 1 2—t -1 |=—(t—-1>*t-2),
0 0 1-—t

e percio lo spettro di f & costituito dagli autovalori 1 e 2. A priori sappiamo che mq(2) = m4(2) = 1. Poi osserviamo

0 0 O
che mg(1) =2emy(1)=3—-rk |1 1 —1| =2. Dunque f ¢ diagonalizzabile. W
00 O

Esercizio 5. Sia V il sottospazio di R3 generato da (1,0,—1) e (0,1,—1). Sia U il sottospazio di R® rappresentato
dall’equazione x +y — z = 0. Determinare una base per UNV.
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Svolgimento. Una rappresentazione cartesiana di V' si ottiene imponendo che il rango della matrice:
sia 2, cioe: x +y + z = 0. Una rappresentazione cartesiana di U NV & data allora dal sistema lineare:
{ x+y—z=0
r+y+z=0.

Risolvendo tale sistema, si vede che una base per U NV & data dal vettore: (1,—1,0). B

0
-1
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Geometria ed Algebra 1, V appello, 25 settembre 2002.

Esercizio 1. Calcolare linversa della matrice A :=

= w o

0 1
5 1
2 1

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: p; 3,
e2,1(—3), e2(—1), e2,3(—2), e1,3(—1), e1,2(—2), si perviene alla seguente matrice a scala:

10 0 3 2 -5
010 -2 -1 3
001 1 0 0
3 2 -5
Dunque linversa di A & la matrice: | -2 -1 3 |. B
1 0 O

Esercizio 2. Determinare una rappresentazione parametrica per le soluzioni del sistema lineare:

r+y+z+t+u=1
rH+t+u=2

5r 42y 4+ 22+ 5t 4+ 5u =28
—r+2y+2z—t—u=—-4

1 1 1 1 1 1
) . . C o . . 0 -1 -1 0 0 1 o
Svolgimento. Riducendo a scala la matrice completa di S si perviene alla matrice: 0 0 0 00 ol Quindi
0 0 0 0 0O

S & compatibile, ed ammette 0o® soluzioni. Per descrivere tali soluzioni, possiamo assumere z, t ed v come variabili
libere, ed S ¢ equivalente al sistemas

r+y=1—z—-t—u

—y=1+z

In conclusione, una rappresentazione parametrica per l'insieme Sol(S) delle soluzioni del sistema lineare S &:

(z,t,u) ER® = (2—t —u,—1 — 2, 2,t,u) € Sol(S). W

Esercizio 3. Per l'applicazione lineare f : R* — R? definita ponendo f(x,y,z,t) = (x+y+z+t,x+y+2+1),
determinare una base per Ker(f) ed una rappresentazione cartesiana per Im(f).

Svolgimento. 1l nucleo di f & rappresentato dall’equazione: z + y 4+ z +¢ = 0. Possiamo assumere y, z e t come
variabili libere, e dunque il generico vettore di Ker(f) si pud mettere nella forma: (—y — z — ¢, y, z,t). Quindi una
base per Ker(f) ¢ data dai vettori: (—1,1,0,0), (—1,0,1,0), (—1,0,0,1). Poi Im(f) ha dimensione 1, ed una sua
base & data dal vettore f(1,0,0,0) = (1,1). Quindi una rappresentazione cartesiana per Im(f) ¢ data dall’equazione:
r—y=0 1

Esercizio 4. Estendere a base di R® il sistema di vettori A := {(0,1,1,1,1),(0,2,-1,1,3),(0,3,0,1,2)}.

Svolgimento. Sia A la matrice ottenuta mettendo in riga i vettori di A. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni
elementari: eg1(—2), e31(—3), ez 2(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

Se aggiungiamo ad S le righe e; ed es, otteniamo la matrice a scala:

10 0 0 0
01 1 1 1
00 -3 -1 1
00 0 -1 -2
00 0 O 1
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che ha rango 5. Per cui {(1,0,0,0,0),(0,0,1,1,1),(0,2,—-1,1,3),(0,3,0,1,2),(0,0,0,0,1)} & una base di R® che
estende A. B

Esercizio 5. Sia V il sottospazio di R® definito dall’equazione x —y = 0. Sia f : V. — V Uendomorfismo di V
definito ponendo f(x,y,z) = (v + 2z,y + 22,2 + y + 4z). Calcolare una base di V' costituita da autovettori per f.
Svolgimento. Una base per V & B := {(1,1,0),(0,0,1)}. Poiché f(1,1,0) = (1,1,2) = (1,1,0) + 2(0,0,1) e
£(0,0,1) = (2,2,4) = 2(1,1,0)+4(0,0, 1), allora la matrice rappresentativa di f rispetto alla base B &: A := B ﬂ .
11 polinomio caratteristico di A &: pa(t) = ¢(t — 5). Quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori 0 e 5.
L’autospazio Vp ammette come base il vettore di coordinate (2,—1)T, mentre V5 ammette come base il vettore di
coordinate (1,2)7. Quindi una base di V costituita da autovettori per f & {(2,2,-1),(1,1,2)}. &
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Geometria ed Algebra 1, I esonero, 17 ottobre 2002.

Esercizio 1.  Si considerino i sequenti sottospazi di R*: U := Span((1,0,1,0),(—1,0,—-1,0),(1,1,1,1)), V :=
Span((0,1,0,1),(0,0,0,1)). Calcolare una base e la dimensione per U, V, UNV eU + V.

Svolgimento. Poiché U = Span((1,0,1,0),(1,1,1,1)) ed i vettori (1,0,1,0), (1,1,1,1) non sono uno multiplo
dell’altro, allora dim(U) = 2, e {(1,0,1,0),(1,1,1,1)} & una base per U. Per lo stesso motivo, dim(V) = 2, e
{(0,1,0,1),(0,0,0,1)} & una base per V. Poi U +V = Span((1,0,1,0),(1,1,1,1),(0,1,0,1),(0,0,0,1)). Per calco-
lare una base di U +V andiamo a vedere se i generatori indicati sono liberi oppure no. A tale proposito, sia (z, y, z, t)
una relazione tra tali generatori. Allora x(1,0,1,0) +y(1,1,1,1) + 2(0,1,0,1) 4+ ¢(0,0,0,1) = 0, cioe:

z+y=0
y+z2=0
y+z+t=0.

Deduciamo la relazione non banale (1, —1,1,0). Dunque il generatore (1,1,1,1) & sovrabbondante. Lo stesso calcolo
mostra che i restanti generatori sono liberi: infatti, se y = 0, allora z = z = ¢t = 0. Quindi dim(U + V) = 3, ed una
base per U+V & {(1,0,1,0),(0,1,0,1),(0,0,0,1)}. Dalla formula di Grassmann deduciamo anche che &im(UNV') = 1,
e poiché —(1,0,1,0) + (1,1,1,1) = (0,1,0,1) € U NV, una base per U NV & costituita dal vettore (0,1,0,1). W

Esercizio 2. Calcolare le coordinate del vettore (6,—2,6) rispetto alla base B := {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} di R3.

Svolgimento. Le coordinate (z,y,2)” si calcolano imponendo che (6, —2,6) = x(1,1,0) + y(0,1,1) + (1,0, 1), cioe
che:

r+2=06
r+y=-2
y+z=6.

Risolvendo, si ottiene che le coordinate di (6, —2,6) rispetto alla base B sono: (x,y,2)T = (-1,-1,7)7. &

Esercizio 3. Il vettore (3, —1,2) appartiene al sottospazio U := Span((1,1,2),(2,1,3)) di R3?
Svolgimento. Si tratta di vedere se esistono pesi x,y tali che (3,—1,2) = z(1,1,2) + y(2,1,3), cioe tali che:

r+2y=3
z+y=-1
2z 4+ 3y = 2.

Tali pesi esistono e sono z = —5 ed y = 4. Dunque (3,-1,2) e U. R

Esercizio 4. Determinare un sottospazio V di R? tale che Span((1,0,1)) ® V = R?3.

Svolgimento. Aggiungendo ad (1,0,1) i vettori (0,1,0) ed (0,0, 1), si forma un sistema libero in R?, costituito da 3
vettori. Dunque tale sistema ¢ una base per R®. Poniamo V := Span((0,1,0),(0,0,1)). Allora: Span((1,0,1)) +
V = Span((1,0,1),(0,1,0),(0,0,1)) = R3. Per provare che Span((1,0,1)) @ V = R?, resta da dimostrare che
Span((1,0,1)) NV = {0}. Ma cid segue dalla formula di Grassmann, tenuto conto che dim(V) =2. B

Esercizio 5. Sia U il sottospazio di R® costituito dai vettori (x,y, z) tali che x +y + z = 0. Determinare una base
per U.
Svolgimento. Sia (z,y, z) il generico vettore di U. Possiamo scrivere:
(z,y,2) = (—y — z,y,2) =y(—1,1,0) + 2(—1,0,1).
Poiché i vettori (—1,1,0) ed (—1,0,1) appartengono ad U, e sono liberi, dalla precedente espressione deduciamo che
essi formano una base per U. B
Esercizio 6. Per quali valori di k i vettori (2,k), (k,2) sono linearmente indipendenti?
Svolgimento. Sia (z,y) una relazione tra tali vettori. Allora x(2,k) + y(k,2) = 0, cioe:
20+ ky=0

{ kx +2y =0.

Moltiplicando la prima equazione per %k, e sommando alla seconda equazione, deduciamo che: (2— %Z)y = 0. Quindi,

se k ¢ {—2,2}, allora y = 0, anche = 0, ed i vettori assegnati sono liberi. E evidente che se k € {—2,2} i vettori
sono legati. Quindi, in conclusione, i vettori (2, k), (k,2) sono linearmente indipendenti se e solo se k ¢ {—2,2}. W
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Geometria ed Algebra 1, II esonero, 7 novembre 2002.

1

=~

1

w

20

Esercizio 1. Calcolare il determinante della matrice A ==

—_ ==
N =)
Ut o W

6
3
8

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: py o, €2,1(—3), p2.3, €3.2(—2), es2(—1), p3.4, €13(—2),
si perviene alla seguente matrice a scala:

1 6 3 6
0 -2 5 =3
= 0 0 -3 5
0 0 0 =2

Avendo eseguito 3 scambi, deduciamo: det(A) = —det(S) = —(—-12) =12. &

1 1
Esercizio 2. Calcolare l'inversa della matrice A:= |1 1 . Svolgere la verifica.
1 2

DN W

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari:
e21(—1), es,1(—1), pa,3, es(—1), e23(—3), e1,3(—3), e1,2(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

100 2 0 -1

o
—
o
|
B
w
—

001 1 -1 0
2 0 -1
Dunque U'inversa di A & la matrice: | —4 3 1 |. Per verificare che il risultato € esatto, basta osservare che:
1 -1 0
1 1 3 2 0 -1 1 0 0
1 1 2 -4 3 1 1=1({0 10 |
1 2 6 1 -1 0 0 0 1

Esercizio 3. Estendere a base di R® il sistema di vettori A := {(1,1,—1,-1,3),(2,2,1,1,0)}.

Svolgimento. Sia A la matrice ottenuta mettendo in riga i vettori di .A. Eseguendo I'operazione elementare es 1(—2),
si perviene alla seguente matrice a scala:

11 -1 -1 3

S=100 3 3 —6|

Se aggiungiamo ad S le righe eq, e4 ed es, otteniamo la matrice a scala:

11 -1 -1 3
01 0 0 O
00 3 3 -6
00 O 1 0
00 0 O 1

che ha rango 5. Per cui {(1,1,-1,-1,3),(0,1,0,0,0),(2,2,1,1,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)} & una base di R® che
estende A. W

Esercizio 4. Al variare del parametro k € R, stabilire quando il sequente sistema lineare é compatibile, ed in tal
caso determinarne le soluzioni:
S { (k—=5)r—2y=-1

3r+ky=%k—1.
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Svolgimento. Eseguendo sulla matrice completa le operazioni elementari: p; o, 6271(%), e2(—3), si perviene alla

seguente matrice a scala:
3 k k-1
0 (k=2)(k=3) (k—2)(k—4)|"

Quindi, se k ¢ {2,3}, allora S ammette un’unica soluzione data da (%73, f—:g) Se k = 2 ci sono co! soluzioni, date

da (%, y), al variare di y € R. Se invece k = 3 il sistema non ¢ compatibile. B

Esercizio 5. Determinare una rappresentazione parametrica per le soluzioni del sistema lineare:

THy+z+t=2
r—y+z+t=2

5 —y+5z+ 5t =10
r+z+t=2.

S =

Svolgimento. Riducendo a scala la matrice completa di S (e cancellando le righe nulle) si perviene alla matrice:

1111 2 e e _ . . . L .
[ Quindi S & compatibile, ed ammette co? soluzioni. Per descrivere tali soluzioni, possiamo

01 0 0 0}
assumere z e t come variabili libere, ed S ¢ equivalente al sistema:

{x+y=2727t
y=0.

In conclusione, una rappresentazione parametrica per l'insieme Sol(S) delle soluzioni del sistema lineare S &:

(z,t) ER? = (2— 2 —t,0,2,t) € Sol(S). A
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Esercizio 1. Per l'applicazione lineare f : R2 — R? definita ponendo f(x,y) = (x—y, 2x—2y, 3x—3y), determinare
una base per Ker(f), una base per Im(f), ed una rappresentazione cartesiana per Im(f).

Svolgimento. Il nucleo di f & rappresentato dall’equazione  —y = 0. Dunque una base per Ker(f) ¢ data dal
vettore (1,1). Anche Im(f) ha dimensione 1, ed una sua base ¢ costituita dal vettore: f(1,0) = (1,2,3). Quindi una
20 —y =0
rappresentazione cartesiana per Im(f) ¢ data dal sistema: { Y 0
T —z=
Esercizio 2. Dato l'operatore lineare f : R? — R? definito ponendo f(z,y) = (10z — 4y, 24z — 10y), determinare
una base B di R? tale che la matrice rappresentativa di f rispetto a B sia diagonale.

10 —4
24 —10
pa(t) = t2 — 4. Quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori —2 e 2. L’autospazio V_, ammette come base
(1, 3), mentre 'autospazio V, ammette come base (1,2). La base cercata &: {(1,3),(1,2)}. &

Svolgimento. La matrice di f rispetto alla base canonica ¢ A := { } Il polinomio caratteristico di A é:

Esercizio 3. Il vettore u di R? ha coordinate (z,y)T rispetto alla base B := {(1,4),(1,5)}. Quali sono le coordinate
di u rispetto alla base B' :={(2,1),(3,2)}?

Svolgimento. Siano [u]s le coordinate di u rispetto alla base B, ed £ la base canonica di R2. Allora abbiamo:

fuley = ME (idms) - [uls = M5 (idge) - ME (idge) - M — ME (idgs) ™ - ME (idge) - M

S A R R R M s N M vl B

Esercizio 4. Sia U il sottospazio di R* definito dall’equazione x+y-+z-+t = 0. Sia V il sottospazio di R* generato
dai vettori (1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1). Determinare una base di U NV.

Svolgimento. Una rappresentazione cartesiana di V' ¢ data dall’equazione x —y — z — t = 0. Quindi, per determinare
rty+z+t=0

una base di U NV ¢ sufficiente andare a risolvere il sistema lineare: { Y . Riducendo a scala, si
r—y—z—t=

r+y+z+t=0

y+z+t=0

possiamo assumere z e t come variabili libere, ed una rappresentazione parametrica di U NV & p: (2,t) € R? —

(0,—z —t,z,t) € UNV. Deduciamo che una base per U NV & costituita dai vettori: p(1,0), p(0,1), ciot dai vettori:

(0,-1,1,0), (0,—-1,0,1). W

perviene al sistema lineare equivalente: { . Quindi ci sono co? soluzioni (cioe dim(U NV) = 2),

Esercizio 5. Quali sono i valori del parametro k per cui la sequente matrice Ay non é diagonalizzabile?

1 k-3
am ]2 9.

Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di Ay &: pa, (t) = (t—1)2. Quindi lo spettro di A & costituito dall’autovalore
1, che ha sempre molteplicita algebrica 2. Invece, per quanto riguarda la molteplicita geometrica, osserviamo che:

0 kfg] __{2 se k=3

mg(l):2—rk(Ak—I):2—rk|:0 0 | sek#3

In conclusione, la matrice A non ¢ diagonalizzabile se e solo se k # 3.
Esercizio 6. Sia V lo spazio delle matrici 2 x 2. Sia f : V. — V Uapplicazione che ad ogni matrice M € V

associa f(M) := ; i

10 0 1 00 0 0 ) \ . . .
= { {0 0] , {0 O} , {1 0} , {0 1} } Dire se f e, oppure no, diagonalizzabile.

Svolgimento. Il fatto che f sia lineare, segue dalle proprieta di calcolo della moltiplicazione tra matrici.

- M. Provare che f é lineare. Calcolare la matrice rappresentativa di f rispetto alla base
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Per calcolare la matrice rappresentativa, osserviamo che: f L O}) = {1 0}, f ({0 1]) = {O 1},

0 0 2 0 00 0 2
f([? 8]):[i 8}’f({8 ﬂ):{g ﬂ.Deduciamoche:

ME(f) =

o O =
N O = O
OO
= o N O

Infine, il polinomio caratteristico di f & ps(t) = t2(t — 5)2. Poiché m,(0) = my(0) = 2, e mqa(5) = my(5) = 2,
possiamo dire che f ¢ diagonalizzabile. B
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Geometria ed Algebra 1, II appello, 28 novembre 2002.
Esercizio 1. Il vettore u di R? ha coordinate (x,y)T rispetto alla base B := {(1,6),(1,5)}. Calcolare le coordinate
(2',y)T di u rispetto alla base B' := {(—1,6),(—1,5)}.

Svolgimento. Sia £ la base canonica di R2. Allora abbiamo:

[Z] — [uls = MB (idgs) - [u]s = ME (idge) - MB(idgs) - m — ME (idgs) " - MB(idgs) - m

o ) B B A PSR P B R A B R e A

Esercizio 2. Per l’applicazione lineare f : R® — R? definita ponendo f(z,y,2) = (x+y-+z, —x—y—2), determinare
una base per Ker(f), una base per Im(f), ed una rappresentazione cartesiana per Im(f).

Svolgimento. La matrice che rappresenta f rispetto alle basi canoniche é: [_11 _11 _11] Quindi Im(f) ha

dimensione 1, una base ¢ costituita dal vettore (1,—1), ed una sua rappresentazione cartesiana ¢ data dall’equazione
z +y = 0. Il nucleo ha dimensione 2, ed ¢ rappresentato dall’equazione: x +y + z = 0. Possiamo scegliere y, z come
variabili libere. Quindi x = —y — z, ed una base per Ker(f) ¢ data dai vettori: (—1,1,0), (—1,0,1). W

Esercizio 3. Dato 'operatore lineare f : R? — R? definito ponendo f(z,y) = (—=35x — 30y, 362+ 31y), determinare
una base B di R? tale che la matrice rappresentativa di f rispetto alla base B sia diagonale.

-35 —30
36 31

pa(t) = t2 + 4t — 5. Quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori —5 e 1. L’autospazio V_s ammette come
base (1, —1), mentre 'autospazio V; ammette come base (—5,6). La base cercata e: {(1,—-1),(—5,6)}. H

Svolgimento. La matrice di f rispetto alla base canonica ¢ A := { ] 1l polinomio caratteristico di A &:

2 5 8 11

. . . . . 1 2 3 4
Esercizio 4. Calcolare il determinante della matrice A = 9 4 6 13
2 4 8 11

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: py 2, e21(—2), €3,1(—2), e4,1(—2), ps. 4, si perviene alla
seguente matrice a scala:

S =

O N W
T W W

12
01
00
00
det(

Avendo eseguito due scambi, deduciamo: det(A) =

S)=10. &
Esercizio 5. Calcolare una base per il sottospazio U di R* definito dal sequente sistema lineare omogeneo:

z+y+z+t=0
r—y+22+2t=0
3z+y+4z+4t=0
Sr+y+T724+Tt=0.

Svolgimento. Riducendo a scala S, si perviene al seguente sistema lineare equivalente:

{z+y+z+t:0
2y—z—t=0.

Quindi & ammette co? soluzioni (cioé U ha dimensione 2), possiamo assumere come variabili libere z,¢, ed una
rappresentazione parametrica per U & data dalla funzione: p: (z,t) € R? — (—@, %‘H, z,t) € U. Allora una base

per U ¢& data dai vettori: (— ‘;7;7170) (— 3,%,0 1). m
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Esercizio 6. L’operatore f : R® — R? soddisfa le condizioni: f(1,2,2) = (0,10,0), f(1,-1,0) = (—12, -5, —36),
f(1,1,1) = (=6,5,—18). Qual ¢ la matrice ME(f) che rappresenta f rispetto alla base canonica £? Dire se f ¢,
oppure no, diagonalizzabile.

Svolgimento. Sia B la base di R? costituita dai vettori (1,2,2), (1,—1,0),(1,1,1). Sappiamo che:

0 —12 -6 -1 -1 2 ~12 0 6
ME(f) = ME(f) - M§(idgs) = ME(f) - ME(idgs)* = |10 -5 5 |- 0 -1 1 |=]0 5 0
0 —36 —18 2 2 -3 -36 0 18

Infine, poiché il polinomio caratteristico di f &: p¢(t) = —t(t—5)(t—6), allora f ha tutti gli autovalori con molteplicita
algebrica 1. Quindi possiamo dire che f & diagonalizzabile. B
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Geometria ed Algebra 1, III appello, 4 dicembre 2002.

Esercizio 1. Per lapplicazione lineare f : R* — R? definita ponendo f(z,y,2,t) = (v + 2,3z + 3z), determinare
una base per Ker(f), una base per Im(f), ed una rappresentazione cartesiana per Im(f).

1010
3 0 3 0
mensione 1, una base & costituita dal vettore (1,3), ed una sua rappresentazione cartesiana & data dall’equazione
3z —y = 0. Il nucleo ha dimensione 3, ed & rappresentato dall’equazione: x + z = 0. Possiamo scegliere y, z,t come
variabili libere. Quindi z = —z, ed una base per Ker(f) ¢ data dai vettori: (—1,0,1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1). B

Svolgimento. La matrice che rappresenta f rispetto alle basi canoniche e: { } Quindi Im(f) ha di-

Esercizio 2. Fare un esempio di un’applicazione lineare f : R* — R2 il cui nucleo sia generato dai vettori (1,1,1,1)
e (1,0,1,0).

Svolgimento. Sia U := Span((1,1,1,1),(1,0,1,0)). Una rappresentazione cartesiana di U & data dal sistema:
{ r+y—2z—1t=0

y—t=0
definita ponendo: f(x,y,2,t):=(z+y—2z—t,y—t). A

. Allora un’ applicazione lineare che soddisfa le condizioni richieste ¢ la funzione f : R* — R?

Esercizio 3. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori (1,1,1,1) e (1,0,—1,—1). Sia U il sottospazio di R*
r4+y+z+t=0

definito dal sistema lineare { Y im0 Stabilire se il vettore w := (—1,—1,1,1) appartiene o no ad UNV.
T—y—2z =

Svolgimento. Poiché le coordinate di w soddisfano le equazioni di U, allora w € U. Tuttavia il vettore w non si

puos scrivere come combinazione lineare di (1,1,1,1) e (1,0, —1, —1) (infatti 'equazione (—1,-1,1,1) = 2(1,1,1,1) +

y(1,0,—1,—1) non ammette soluzioni). Quindi w ¢ V, e, a maggior ragione, w ¢ UNV. W

Esercizio 4. Dato l'operatore lineare f : R?2 — R2? definito ponendo f(z,y) = (14 — 4y, 48z — 14y), determinare
una base B di R? tale che Mg(f) sia una matrice diagonale.

14 -4
48 —14
pa(t) = t2 — 4. Quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori —2 e 2. L’autospazio V_, ammette come base
(1,4), mentre 'autospazio Vo ammette come base (1,3). La base cercata &: B :={(1,4),(1,3)}. &

Svolgimento. La matrice di f rispetto alla base canonica ¢ A := { } 1l polinomio caratteristico di A é:

cos sen o

Esercizio 5. Posto A :=
sena  —cosa

} , determinare una matrice invertibile P tale che P~ AP sia una matrice
diagonale.

Svolgimento. Cominciamo con 1’osservare che se o € un multiplo intero di 7, allora la matrice A ¢ diagonale, ed in
tal caso si puo porre P = I. Pertanto da ora in poi possiamo assumere che o non sia un multiplo intero di 7.

Cid premesso, osserviamo che il polinomio caratteristico di A &: pa(t) = t2 — 1. Quindi lo spettro di A & costituito
dagli autovalori —1 e 1. L’autospazio V_; ammette come base (—sen a, 1+ cos ) (qui interviene 'ipotesi che o non &
un multiplo intero di 7), mentre 'autospazio V; ammette come base (—sen o, —1 + cos ). Allora la matrice cercata
s p— | —Sena —sen«

T T 1+ cosa —1+cosal

Esercizio 6. Sia f : R® — R3 l'operatore definito ponendo f(x,y,z) = (4o +y — 2z, —4x + 2z, 14z + 2y — 72).
Stabilire se f é oppure no diagonalizzabile.

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di f & pg(t) = —t>(t + 3). Inoltre il rango della matrice rappresentativa
4 1 =2
-4 0 2 | &2, quindi myg(0) =1 % me(0) =2, ed f non ¢ diagonalizzabile. W
14 2 -7



24 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE

Geometria ed Algebra 1, appello straordinario, 7 maggio 2003.

o = O

1 2
Esercizio 1. Sia A la matrice | 0 0 |. Calcolare gli autovalori di A, una base per ciascun autospazio, ed una
2 1

matrice invertibile P tale che P~'AP sia una matrice diagonale.

Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di A & pa(t) = —(¢t + 1)(t — 1)(¢ — 3). Quindi gli autovalori di A son
—1,1,3. L’autospazio V_; ammette come base (1,0, —1), Pautospazio V; ammette come base (0,1,0), e autospazio
1 01
V3 ammette come base (1,0,1). La matrice cercatae: P=| 0 1 0. H
-1 0 1

Esercizio 2. Al variare del parametro k € R, stabilire quando il sequente sistema lineare é compatibile, ed in tal
caso determinarne le soluzioni:
2+k)x+dy=1
S=¢z+B+ky=1
3r+8y=2+k.

Svolgimento. La matrice completa di S ha determinante pari a k?(k + 7). Quindi, se k ¢ {0,—7}, il sistema
assegnato non ¢ compatibile. Se k = 0, S ammette un’unica soluzione data da (—2,1). Se k = —7, S ammette
un’unica soluzione data da (—2,—2). W

Esercizio 3. Provare che il vettore (2,—2,—6) appartiene al sottospazio di R® generato da (1,1,—1) e (1,2,0).
Quali sono le coordinate di (2,—2,—6) rispetto a (1,1,—-1) e (1,2,0)?

Svolgimento. Poiché (2, -2, —6) = 6(1,1,—1)—4(1,2,0), allora possiamo dire che (2, —2, —6) appartiene al sottospazio
di R? generato da (1,1,—1) e (1,2,0), e le coordinate cercate sono (6, —4)7. W

Esercizio 4. Per l'applicazione lineare f : R* — R? definita ponendo f(z,y,z,t) = (v+t,z+y— 2,2 +1), calcolare
una base per il nucleo, una per limmagine, e calcolare una rappresentazione cartesiana per Im(f).

10 0 1
Svolgimento. La matrice che rappresenta f rispetto alle basi canoniche &: [1 1 —1 0. Quindi Im(f) ha
10 0 1
dimensione 2, una base ¢ costituita dai vettori (1,1,1), (0,1,0), ed una sua rappresentazione cartesiana ¢ data
r+1t=0
dall’equazione: x — z = 0. Il nucleo ha dimensione 2, ed ¢ rappresentato dal sistema: { fe0 Possiamo
y—z—t=
scegliere z,t come variabili libere. Quindi y = z+t e x = —t, ed una base per Ker(f) ¢ data dai vettori: (0,1,1,0),

(-1,1,0,1). m

Esercizio 5. L’applicazione lineare f : R? — R? trasforma il vettore (2,1) in (a,b), ed il vettore (5,3) in (c,d).
Qual & la matrice Mf(f) che rappresenta f rispetto alla base canonica?

Svolgimento. Denotiamo con B la base {(2,1), (5,3)}. Allora abbiamo:

ME(f) = ME(f) - Mf(id2) = ME(f) - ME (idgs) ™" = [a C} : { 3 —5} _ [3a—c —ba + 2

b od|l ' |-1 2|7 |3b—-d —-5b+2d|"
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Geometria ed Algebra 1, IV appello, 17 settembre 2003.

Esercizio 1. Il sottospazio U di R* ha la sequente rappresentazione cartesiana:

THy+z+t=0
20 —y—2z+1t=0
3z + 2t =0.
Calcolare una base di U.

Svolgimento. Riducendo a scala, si perviene alla seguente rappresentazione cartesiana di U:

r+y+z+t=0
—3y—3z—1t=0.

Quindi U ha dimensione 2, possiamo assumere z,t¢ come variabili libere, ed una rappresentazione parametrica di U
¢ data dalla funzione: p: (2,t) € R* = (=2t,—2 — £, 2,t) € U. Una base per U ¢ data dai vettori p(1,0), p(0,1),
ciod dai vettori (0,-1,1,0), (—%,—%,0,1). B

Esercizio 2. Il sottospazio U di R* ¢ generato dai vettori (0,1,0,—1) e (1,0,1,0). II sottospazio V ha rappresen-
r+y—z+t=0

. Calcolare una base per U + V.
20 —y—z—t=0

tazione cartesiana data dal sistema: {

Svolgimento. Risolvendo il sistema che rappresenta V', troviamo che V ha base data dai vettori: (2,1, 3,0), (0,—1,0,1).
Quindi U + V' & generato dai vettori (0,1,0,—1), (1,0,1,0), (2,1,3,0) e (0,—1,0,1). Disponendo in riga tali vettori,
e riducendo a scala, si vede che (0,1,0,-1), (1,0,1,0), (2,1,3,0) formano una base per U +V. B

2 1 3
Esercizio 3. Calcolare linversa della matrice A:= | -1 1 1
0 -1 1

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: p; o,
€2,1(2), e1(—1), pas, e2(—1), e32(—3), es(3), €23

—

1), e1,3(1), e1,2(1), si perviene alla seguente matrice a scala:

1 1 1
o104 1~ 3
A B
001 5 4 3
2 -4 =2
Dunque l'inversa di A ¢ la matrice:é 1 2 —-5(.1
1 2 3

Esercizio 4. Sia f: R® — R3 Uapplicazione lineare definita ponendo: f(z,y,2z,t,u) = (x+y+2z+t+u,y+z+
t+u,y+z+t+u). Determinare una base per Im(f) ed una base per Ker(f).

1 1 1 11

Svolgimento. La matrice che rappresenta f rispetto alle basi canoniche ¢: [0 1 1 1 1. Quindi Im(f) ha
01 1 11

dimensione 2, ed una sua base & costituita dai vettori (1,0,0) e (1,1,1). Il nucleo & rappresentato dal sistema:

rT+y+z+t+u=0
{ Y . Possiamo scegliere z, t,u come variabili libere. Quindi z =0e y = —z —t — u, ed una base

y+z+t+u=0
per Ker(f) ¢ data dai vettori: (0,-1,1,0,0), (0,-1,0,1,0), (0,—1,0,0,1). W

Esercizio 5.  Determinare una base che diagonalizzi Uoperatore: f : R® — R? definito ponendo: f(x,y,z) =
(—z,—dx — 4y + z,—16x — 12y + 3z).

-1 0 0
Svolgimento. La matrice che rappresenta f rispetto alla base canonica ¢: | —4 —4 1 |. Il polinomio caratter-
-16 -12 3

istico di f & ps(t) = —t(t + 1)%. Quindi gli autovalori di f sono —1 e 0. L’autospazio V_; ha per base (—3,4,0),
(0,1,3). L’autospazio Vp ha base data dal vettore (0,1,4). Quindi una base che diagonalizza f & data dai vettori:
(—3,4,0), (0,1,3), (0,1,4). m
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Geometria ed Algebra 1, V appello, 24 settembre 2003.

Esercizio 1. Il sottospazio V di R® ¢ generato dai vettori (1,1,1,1,1) e (2,2,2,5,—1). Il sottospazio U di R® ha
r+y+z+t+u=0

rappresentazione cartesiana data dal sistema: < y+z+t+u=0 . Calcolare una base per UNV.
z+t4+u=0
z—y=20
Svolgimento. Una rappresentazione cartesiana di V' ¢ data dal sistema: y—2=0 . Per cui una rappresen-
20 —t—u=0

tazione cartesiana di U NV & data dal sistema che si ottiene considerando sia le equazioni che definiscono U che
quelle che definiscono V. Riducendo a scala tale sistema, si ottiene la seguente rappresentazione cartesiana di UNV:

r+y+z+t+u=0
y+z+t+u=0
z+t4+u=0
t+u=0.
Quindi U NV ha dimensione 1, ed una sua base ¢ data dal vettore: (0,0,0,1,—1). W

Esercizio 2. Al variare del parametro k € R, stabilire quando il sequente sistema lineare é compatibile, ed in tal
caso determinarne le soluzioni:
S { kr+2y =k
k=

2c + ky =4 — k.

Svolgimento. 11 determinante della matrice incompleta di Sy ¢ k? — 4. Quindi, se k ¢ {—2,2}, allora S}, ammette

un’unica soluzione, che ¢ data da: (Z—f%, ,%ﬁ) Se k = —2, il sistema S_5 non ¢ compatibile. Se k = 2, il sistema

S, ammette oo! soluzioni, date da: (1 —¢,¢),t ¢ R. B

Esercizio 3. Calcolare una base per il sottospazio U di R® generato dai vettori (1,2,3,4,5), (2,1,1,1,3), (3,3,4,5,8),
(17 _17 _27 _37 _2)7 (47 57 77 97 13)
Svolgimento. Mettendo in riga i vettori assegnati, e riducendo a scala per righe, si perviene alla seguente matrice:

1 2 3 4 5

0 -3 -5 -7 -7
0o 0 0o 0 o0
0o 0 0 0 O
0o 0 0 0 O

Quindi una base per U &: {(1,2,3,4,5),(0,-3,-5,—-7,-7)}. &

Esercizio 4. Sia V lo spazio vettoriale dei polinomi di grado < 3. Sia f : V — V Voperatore lineare che al polinomio
p(t) = ag + art + ast? + ast® associa il polinomio q(t) = a1 + 2ast + 3ast®. Sia B la base di V' costituita dai polinomi
1, 14t, t2, t3. Calcolare la matrice che rappresenta f rispetto alla base B.

Svolgimento. Abbiamo: f(1) =0, f(1+¢t) =1, f(t?) =2t (= -2+ 2(1 + 1)), f(t*) = 3¢%. Quindi:

01 -2 0
By |0 0 2 0
00 0 O
111
Esercizio 5. Posto A:= |1 1 1|, determinare una matrice invertibile P tale che P~'AP sia una matrice
1 1 1

diagonale.

Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di A &: pa(t) = —t2(t—3). Quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori
0 e 3. L’autospazio Vp ammette come base (1,—1,0), (1,0, —1), mentre 'autospazio V3 ammette come base (1,1,1).
1 1 1
Allora la matrice cercatae P= [ -1 0 1|. R
0 -1 1
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Geometria ed Algebra 1, I esonero, 27 ottobre 2003.

2 4 -2 6 5
1 2 -1 4 8
Esercizio 1. Calcolare il determinante della sequente matrice A:= |1 2 -2 2 —1
13 0 1 1
1 2 -1 3 4

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: pq 2, e2,1(—2), e31(—1), es1(—1), e5,1(—1), p2,4, Pa5,
e5,4(—2), si perviene alla seguente matrice a scala:

1 2 -1 4 8
01 1 -3 -7
S=1(0 0 -1 -2 -9
00 0 -1 —4
o0 0 0 =3

Avendo eseguito 3 scambi, deduciamo: det(A4) = —det(S) =3. B

Esercizio 2. Estendere a base di R® il sistema di vettori {(1,1,1,3,4),(1,1,0,2,3),(1,0,0,0,0),(-1,1,0,1,3)}.

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, sulla matrice ottenuta mettendo in riga i vettori assegnati, le operazioni ele-
mentari: py 3, ea1(—1), e31(—1), es1(1), e3.2(—1), es2(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

10 0 0 O
010 2 3
= 001 1 1
0 00 -1 0
Se aggiungiamo ad S la riga es, otteniamo la matrice a scala:
100 0 O
010 2 3
001 1 1
0 00 -1 0
000 0 1

che ha rango 5. Per cui {(1,1,1,3,4),(1,1,0,2,3),(1,0,0,0,0),(=1,1,0,1,3),(0,0,0,0,1)} & una base di R® che
estende il sistema di vettori assegnato. l

Esercizio 3. Dati i sottospazi U := Span((1,2,0,1),(0,1,—1,0)) e W := Span((1,3,0,-1),(2,4,1,0),(3,7,1,-1))
di R*, calcolare una base e la dimensione per U, W, U+ W e UNW.

Svolgimento. Cominciamo con 'osservare che, poiché i due generatori di U non sono uno multiplo dell’altro, essi
formano una base di U, ed U ha percio dimensione 2.

Poi, tenuto conto che (3,7,1,—1) = (1,3,0,—1) + (2,4,1,0), segue che W = Span((1,3,0,-1),(2,4,1,0)), e, per
lo stesso motivo di prima, (1,3,0,—1),(2,4,1,0) formano una base per W, e dim(W) = 2.

Sappiamo che U+W = Span((1,2,0,1),(0,1,-1,0),(1,3,0,—1),(2,4,1,0)). Per calcolarne la dimensione andiamo
a vedere se 1 quattro generatori sono legati oppure no, cioé se essi ammettono, oppure no, una relazione non banale.
A tale proposito, sia (z,y,z,t) una qualunque relazione tra i generatori di U + W. Allora si ha: x(1,2,0,1) +
y(0,1,—1,0) + 2(1,3,0,—1) 4+ t(2,4,1,0) = 0, cioe si ha il seguente sistema di equazioni lineari:

r+2+2t=0
2r4+y+32+4t =0
—y+t=0
z—2z=0.

Tale sistema ammette come soluzione non banale (z,v, z,t) = (1,—1,1, —1). Cid significa che:
(*) (17 2> 07 1) - (07 17 _17 0) + (17 37 07 _1) - (27 47 17 0) = 07
cioe i quattro generatori sono legati. In particolare vediamo che (2,4, 1,0) ¢ sovrabbondante. Dunque:

U+ W = Span((1,2,0,1),(0,1,—1,0), (1,3,0,—1)).
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Lo stesso calcolo precedente mostra che i tre generatori restanti sono liberi (infatti se ¢ = 0 allora z =y = z = 0).
Essi dunque formano una base per U + W, e dim(U + W) = 3.

Per la formula di Grassmann sappiamo che dim(U N W) = 1, e da (*) deduciamo che una base per U N W &
formata dal vettore (1,1,1,1). W

Esercizio 4. Dare la definizione di rango di una matrice. Inoltre, al variare del parametro k, calcolare il rango della
3 6 k+7

matrice Ay == | 1 2 2
1 k+2 1

Svolgimento. Data una matrice A, si definisce rango per righe di A, la dimensione dello spazio generato dalle righe
di A. Analogamente, si definisce rango per colonne di A, la dimensione dello spazio generato dalle colonne A. Il
Teorema del rango afferma che il rango per righe coincide con il rango per colonne. Tale numero si chiama il rango
di A.

Veniamo ora al nostro esempio. Poiché il determinante di Ay &: det(Ag) = k(k + 1), allora, se k ¢ {—1,0}, il
rango di Ay = 3. Invece il rango di Agedi A_; ¢2. A

Esercizio 5. Provare che se i vettori u, v e w sono linearmente indipendenti, allora anche u+v +w, v+ w, w
sono linearmente indipendenti.

Svolgimento. Sia (x,y, z) una relazione per i vettori u+v+w, v+w, w. Allora abbiamo: x(u+v+w)+y(v+w)+zw =
0. Cio¢: zu+ (x +y)v+ (z+y+2)w = 0. Ma i vettori u, v e w sono linearmente indipendenti per ipotesi. Dunque
deve essere:

=0
r+y=0
r+y+z=0.

Ma cio implica = y = z = 0. Quindi abbiamo provato che una qualunque relazione tra i vettori u+v +w, v+ w,
w deve essere banale. Cio significa proprio che u+ v + w, v + w, w sono linearmente indipendenti. H

a b

Esercizio 5. Sia X := {{
c d

} ra=b=c= d}. Provare che X é un sottospazio di M(2,2), e calcolarne una

base.

Svolgimento. Osserviamo che X = {a ﬁ ” D a€ R}. Quindi X = Span (H ”) Cio prova che X ¢ un

sottospazio di M(2,2), e che “ i ne costituisce una base. W
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Geometria ed Algebra 1, II esonero, 21 novembre 2003.
1 10
Esercizio 1. Calcolare 'inversa della matrice A:= |0 1 1|, e verificare l'esattezza del risultato.
1 00

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari:
es.1(—1), es2(1), ea 3(—1), e1,2(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

100 0 0 1
010 1 0 -1
001 -1 1 1
0 0 1
Dunque l'inversa di A & la matrice: 1 0 —1]. Per verificare che il risultato & esatto, basta osservare che:
-1 1 1
110 0 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 -1|=1]0 1 0 |
1 00 -1 1 1 0 0 1

Esercizio 2. Sia f : R* — R3 l'applicazione lineare definita ponendo f(x,y,z,t) = (x —y + 2z +t,x + 3y + 52 +
9¢, 2z +y+52+8t). Calcolare una base per Ker(f) ed una per Im(f), ed una rappresentazione cartesiana per Im(f).
Dire se il vettore (0,4,3) appartiene o no ad Im(f).
1 -1 1 1
Svolgimento. La matrice rappresentativa di f rispetto alla basi canoniche ¢: |1 3 5 9|, la cui riduzione a
2 1 5 8
1 -1 1 1
scalae: [0 1 1 2
0 0 0 0
cartesiana di Im(f) ¢ d
possiamo dire che (0,4, 3) appartiene ad Im(f).
Anche Ker(f) ha dimensione 2, ed una sua base, ottenuta risolvendo il sistema lineare:

r—y=-—-z—1
y=—z—2t,

¢ data dai vettori (-2,-1,1,0), (-3,-2,0,1). &

. Quindi Im(f) ha dimensione 2, e come base (1,1,2), (—1,3,1). Una rappresentazione

ata dall’equazione: 5z + 3y — 4z = 0. Poiché il vettore (0,4,3) soddisfa tale equazione,

Esercizio 3. Sia £ := {e1,ea,e3} la base canonica di R®. L’applicazione lineare f : R3 — R? soddisfa le sequenti
condizioni: f(e1 + e3) = 2(e1 + €2 + e3), fler +e2) = fler +e3), e fle2) = e1 + e2 + e3. Qual & la matrice
rappresentativa Mg (f) di f?

Svolgimento. Tenuto conto che f & lineare, dai dati deduciamo che:

fle1) + f(es) = 2(e; + ex + e3)
fler) + f(e2) = 2(e1 + €2 + e3)
fle2) = e1 +ea +es.

Interpretando f(e1), f(e2) ed f(ez) come delle incognite, possiamo calcolarne il valore eseguendo operazioni ele-
mentari sulle formule precedenti. Si ottiene che f(e1) = f(e2) = f(esz) = e1 + e2 + e3. Quindi la matrice cercata
e&:

111
ME(f)=]1 1 1|.m
111

Esercizio 4. Determinare una matrice diagonale D ed una matrice invertibile P tale che D = P~1AP, dove

11 16
A"[—s —13}
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Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A &: pa(t) = (t + 5)(t — 3). Quindi lo spettro di A ¢ costituito dagli
autovalori —5 e 3. L’autospazio V_5 ammette come base (1, —1), mentre 'autospazio V3 ammette come base (—2,1).

Allora le matrici cercate sono: D = {_05 g} ,e P= { 11 _12} |

Esercizio 5. Per quali valori del parametro k la sequente matrice Ay, ¢ diagonalizzabile?

Ay = {—k—4 k:+5]

—k—-5 k+6

Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di Ay ¢: pa, (t) = (t—1)2. Quindi lo spettro di A & costituito dall’autovalore
1, che ha sempre molteplicita algebrica 2. Invece, per quanto riguarda la molteplicita geometrica, osserviamo che:

_ . —k-5 k+5| _ k-5 k+5] [2 sek=-5
mg(l)—Q—rk:(Ak—I)—Z—rk:{_k_5 k+5]—2—rk{ 0 0 }_{1 s k%5

In conclusione, la matrice Ay ¢ diagonalizzabile se e solo se k = —5. B
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Geometria ed Algebra 1, II appello, 27 novembre 2003.

Esercizio 1. Si consideri il sequente sottospazio di R, U := Span((1,1,1,1),(2,1,1,1),(5,1,1,1)). Determinare
un sottospazio V. di R* tale che R* =U @ V.

Svolgimento. Cominciamo con l'osservare che una base di U @ costituita dai vettori (1,1,1,1),(0,1,1,1). Aggiungendo
a tali vettori i vettori canonici es, e4 si ottiene una base di R*. Allora il sottospazio cercato & V := Span(es, es). B

Esercizio 2. Sia W il sottospazio di R* definito dall’equazione: 2x —y — z +w = 0. Sia U il sottospazio di R*
generato dai vettori: (1,—1,0,0),(2,—1,-1,0),(2,—2,1,—1). Calcolare una base per U NW.

Svolgimento. Una rappresentazione cartesiana di U & data dall’equazione: x +y+ z+ w = 0. Per cui una rappresen-
tazione cartesiana di U NW e data dal sistema che si ottiene considerando sia 1’ equazione che definisce U che quella
che definisce W. Riducendo a scala tale sistema, si ottiene la seguente rappresentazione cartesiana di U N W:

{x+y+z+w=0
3y+3z+w=0.

Per ottenere una base di U N W andiamo a risolvere tale sistema. Possiamo assumere z e w come variabili libere,
ed una rappresentazione parametrica di U N W & data dalla funzione: (z,w) € R? — (—%"7 —z—g,z,w)eUNW.
Una base di U N'W si ottiene in corrispondenza della base canonica di R2, cioé una base di U N W & costituita dai
vettori: (0,—1,1,0), (—%,—%,0,1). |

Esercizio 3. Determinare una matrice diagonale D ed una matrice invertibile P tale che D = P~YAP, dove

-2 -2 3
A=|-2 -2 3
-2 -2 3

Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di A &: pa(t) = —t2(t+1). Quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori
—1 ¢ 0. Lautospazio V_; ammette come base (1,1, 1), mentre Pautospazio V ammette come base (1, —1,0), (0, 3, 2).

-1 0 0 1 1 0
Allora le matrici cercate sono: D= | 0 0 0|,eP=1|1 -1 3|. 1
0 0 O 1 0 2

Esercizio 4. Per lapplicazione lineare f : R* — R2? definita ponendo f(x,y,2,t) = (x —y+2—t,62 — 6y + 62 —6t),
calcolare una base per Ker(f), una base per Im(f), ed una rappresentazione cartesiana per Im(f).

Svolgimento. La matrice rappresentativa di f rispetto alla basi canoniche e: Ll; :(13 (13 :é}, la cui riduzione a
scala e: (1) _01 (1) (1)} Quindi I'm(f) ha dimensione 1, e come base (1,6). Una rappresentazione cartesiana di

Im(f) & data dall’equazione: 6z —y = 0. Per il Teorema della dimensione, possiamo dire che Ker(f) ha dimensione
3, ed una sua base, ottenuta risolvendo l'equazione = —y + z — ¢t = 0, ¢ data dai vettori (1,1,0,0), (-1,0,1,0),
(1,0,0,1). m

Esercizio 5. Il vettore u di R? ha coordinate (5,—4)T rispetto alla base B := {(2,2),(2,3)}. Quali sono le
coordinate di u rispetto alla base B’ := {(1,1),(5,6)}?

Svolgimento. Sia & la base canonica di R, e denotiamo con (z’,4')T le coordinate di u rispetto alla base B’. Allora
abbiamo:

|0 =l = M8 ) s = M )  ME i) - | | = M8 (i) 218 ) | 5, |

o O IR TR B R e B A Y S e R A R B A
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Geometria ed Algebra 1, III appello, 4 dicembre 2003.

Esercizio 1. Calcolare il determinante della sequente matrice A :=

— =N =N
oW NN
—

—

2 3
4 5
6 4
2 4
1 1

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: py 5, €21(—1), e31(—2), es1(—1), e51(—2), ez 2(—1),
si perviene alla seguente matrice a scala:

1111 1
01 2 3 4
S=10 0 7 1 =2
0001 3
0000 1

Avendo eseguito uno scambio, deduciamo: det(A) = —det(S) =—-7. A

Esercizio 2. Determinare una matrice diagonale D ed una matrice invertibile P tale che D = P~YAP, dove
A= -1 4

=1_3 _gl-
Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di A & pa(t) = (¢ +5)(t +4). Quindi lo spettro di A & costituito dagli
autovalori —5 e —4. L’autospazio V_5 ammette come base (—1,1), mentre 'autospazio V_, ammette come base

(4,-3). Allora le matrici cercate sono: D = {705 _04} ,e P= {711 _43} .

Esercizio 3. Per l’applicazione lineare f : R? — R? definita ponendo f(x,y) = (2x+3y, 2x+3y, —4x—6y), calcolare
una base per Ker(f), una base per Im(f), ed una rappresentazione cartesiana per Im(f).

2 3
Svolgimento. La matrice rappresentativa di f rispetto alla basi canoniche é: 2 3 |, la cui riduzione a scala e:
-4 —6

2 3
0 O[. Quindi Im(f) ha dimensione 1, e come base (2,2, —4). Una rappresentazione cartesiana di Im(f) ¢ data
00
dal sistema lineare: { ) 7:/ - 0 Infine Ker(f) ha dimensione 1, ed una sua base, ottenuta risolvendo ’equazione
Yyrz=

2z + 3y = 0, & data dal vettore (—3,2). B

Esercizio 4. L’operatore lineare f : R?® — R3 ha il nucleo definito dall’equazione x + y + z = 0. Inoltre si ha che
£(0,1,0) = (0,-9,0). Determinare una matrice diagonale D ed una base B di R® tali che ME(f) = D.

Svolgimento. Cominciamo con Posservare che il nucleo di f ha base data dai vettori (1, —1,0), (1,0, —1). Denotiamo
con B la base di R? costituita da (1,—1,0), (1,0, —1) e (0,1,0). Allora B & la base cercata. Infatti:

00 0
ME(f)y=10 0 0 |.m
00 -9

Esercizio 5. Si consideri la base B := {1,z,2% 23} per lo spazio dei polinomi V := Rlz|<3. Sia f : V = V
loperatore lineare che al polinomio p(z) associa il polinomio p(z) + p'(x) + p"(z) + p"'(x). Calcolare ME(f), la
dimensione di Ker(f) e la dimensione di Im(f).

Svolgimento. Osserviamo che f(1) =1, f(z) = 1+, f(2?) =2+ 2z + 22, f(23) = 6 + 62 + 322 + 23, Quindi:

1126
01 2 6
000 1

In particolare dim(Im(f)) =4, e dim(Ker(f))=0. B
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Geometria ed Algebra 1, IV appello, 23 settembre 2004.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (1,1,1,1), (1,0,1,—1), (3,2,3,1), e sia V il sottospazio
generato da (1,—1,—-1,1), (3,—1,—1,3). Calcolare dim(U + V), dim(U NV), e calcolare una base per UNV.
Svolgimento. Disponendo in riga i generatori di U, e riducendo a scala, si vede che U ammette come base i vettori:
(1,1,1,1), (0,1,0,2). Osserviamo anche che (1,—1,—1,1), (3, —1,—1, 3) formano una base per V. Mettendo insieme
questi 4 vettori, otteniamo un sistema di generatori per U + V. E disponendoli in riga, e riducendo a scala, vediamo
che una base per U+ V & data dai vettori: (1,1,1,1), (0,1,0,2), (0,1,1,0). Per cui dim(U +V) = 3, e per la formula
di Grassmann, dim(U NV) = 1.
Per calcolare una base di U NV, andiamo alla ricerca di pesi z,y, z, w tali che:

* z(1,1,1,1) + y(0,1,0,2) = 2(1,-1,—-1,1) + w(3, -1, -1, 3),
cioe tali che:
z—2z—-3w=0
z+y+z4+w=0
r+z4+w=0
r+2y—2—-3w=0
(si osservi che il vettore rappresentato dall’uguaglianza (*) rappresenta il generico vettore di U N'V'). Una soluzione

non banale di tale sistema ¢ (z,y, z,w) = (1,0, —2,1). In corrispondenza di tali pesi, otteniamo da (*) che un vettore
non nullo appartenente ad U NV ¢ (1,1,1,1), che pertanto forma una base per UNV. A

8 10 11 12

. . . . . 2 3 3 3
Esercizio 2. Calcolare il determinante della matrice A == 3 4 5 5
1 1 1 1

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: py 4, e2,1(—2), €3.1(—3), e4,1(—8), e32(—1), es2(—2),
es,3(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

11
11
11
0 1

o O O
SO ==

Avendo eseguito uno scambio, deduciamo: det(A) = —det(S) =—-1. &
Esercizio 3. Determinare una rappresentazione parametrica per le soluzioni del sistema lineare:

r—y—z—t=1
S:=¢ 2z+y+z+t=0
de—y—z—t=2.

1 -1 -1 -1 1
Svolgimento. Riducendo a scala la matrice completa di S si perviene alla matrice: |0 3 3 3  —2|. Quindi
0 0 O 0 0
S & compatibile, ed ammette co? soluzioni. Per descrivere tali soluzioni, possiamo assumere z e t come variabili libere,
ed S & equivalente al sistema:
r—y=z+1t+1
{ 3y=—-3z—3t—2.

In conclusione, una rappresentazione parametrica per U'insieme Sol(S) delle soluzioni del sistema lineare S ¢ data
dall’applicazione:

1 2
(2,t) e R? — (g,—z —t— §’Z’t) € Sol(S). m

Esercizio 4. Determinare una matrice diagonale D ed una matrice invertibile P tale che D = P~'AP, dove
0 1 1

A:=10 1 1. Verificare l’esattezza del risultato.
0 1 1
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Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di A & pa(t) = —t2(t — 2). Quindi lo spettro di A ¢ costituito dagli

autovalori 0 e 2. L’autospazio V ammette come base {(1,0,0), (0,1, —1)}, mentre 'autospazio V, ammette come
0 0 0 1 0 1

base {(1,1,1)}. Allora le matrici cercate sono: D= [0 0 0|,eP = [0 1 1|. Come verifica, & sufficiente
0 0 2 0 -1 1

osservare che P ¢ invertibile (infatti det(P) =2 # 0), e che PD = AP, cio¢ che:

0 0
1 1

==

1
1
1

S O =
— =

-1

Esercizio 4. Si consideri la base B := {1 + x,1 + 2z} per lo spazio dei polinomi V := Rlz]<;. Sia f :V =V
loperatore lineare che al polinomio p(x) associa la sua derivata. Determinare la matrice rappresentativa J\/[g(f) di
f rispetto alla base B.

Svolgimento. Osserviamo che f(1+ z) = 1, e che f(1 4+ 2x) = 2. D’altra parte 1 = 2(1 + z) — (1 + 2z), e

2=4(1+x) — 2(1 + 22). Per cui ME(f) = {_21 _42} u
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Geometria ed Algebra 1, V appello, 30 settembre 2004.
Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R? generato dai vettori (1,—1,0), (0,1,—1). Stabilire se il vettore (2,2, —4)

appartiene o non ad U.

Svolgimento. Si tratta di vedere se esistono pesi z,y tali che (2,2,—4) = z(1,—1,0) + y(0,1,—1). Cid accade per
z =2 ed y =4. Quindi il vettore (2,2, —4) appartiene ad U. B

1 1 1
Esercizio 2. Calcolare l'inversa della matrice A:= |2 3 3|, e verificare l’esattezza del risultato.
3 45

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari:
e2.1(—2), e3,1(—3), ez.2(—1), e2 3(—1), e1 3(—1), e1,2(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

100 3 -1 0
010 -1 2 -1
001 -1 -1 1
3 -1 0
Dunque U'inversa di A & la matrice: | —1 2 —1|. Per verificare che il risultato ¢ esatto, basta osservare che:
-1 -1 1
1 1 1 3 -1 0 1 0 0
2 3 3(-|-1 2 —-1|=1]0 1 0. N
3 4 5 -1 -1 1 0 0 1

Esercizio 3. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (0,—1,1,0) e (0,—1,0,1). Determinare una rappre-
sentazione cartesiana per U.

Svolgimento. Mettiamo in colonna i vettori assegnati, e affianchiamo la colonna (z,y, z, 1)
vettore di R*:

che rappresenta il generico

0 0 =z
-1 -1 y
1 0 =z
0 1t
Riducendo a scala, otteniamo la matrice:
1 0 z
0 -1 y+z
0 0 T

0 0 y+z+t

1l vettore (z,y,2,t)” appartiene ad U se e solo se tale matrice ha rango pari alla dimensione di U, che & 2. Ma tale

matrice ha rango 2 se e solo se:
{ =0
y+z+t=0.
Questa ¢ la rappresentazione cartesiana cercata di U. B

Esercizio 4. Determinare una matrice diagonale D ed una matrice invertibile P tale che D = P~1AP, dove

1 0 2
A:= 1|1 0 2|. Verificare l’esattezza del risultato.
1 0 2
Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A & pa(t) = —t2(t — 3). Quindi lo spettro di A & costituito dagli
autovalori 0 e 3. L’autospazio Vj ammette come base {(0,1,0),(2,0,—1)}, mentre 'autospazio V3 ammette come
0 0 O 0 2 1
base {(1,1,1)}. Allora le matrici cercate sono: D= [0 0 0|,eP = |1 0 1|. Come verifica, & sufficiente
0 0 3 0 -1 1
osservare che P ¢ invertibile (infatti det(P) = —3 # 0), e che PD = AP, cioe che:
0 2 1 0 0 0 1 0 2 0 2 1
1 0 1 00 O0f=1(1 0 2 1 0 1(.M
0o -1 1 0 0 3 1 0 2 0o -1 1
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Esercizio 5. Sia U := Rlz]<2 lo spazio dei polinomi di grado al pid 2, e V := Rlz]<1 lo spazio dei polinomi di
grado al pii 1. Fissiamo la base B = {1,x,x + 2%} per U, e la base € = {1,x} per V. Sia f : U — V lapplicazione
lineare definita ponendo:

1 1 1
wEn= |24 44
Calcolare una base per Ker(f) ed una base per Im(f).

Svolgimento. Denotiamo con (bg, b1, b2)T le coordinate rispetto alla base B. Allora, in termini di coordinate, la
funzione f agisce nel seguente modo:

b
b(1) . bo + b1 + by .

—bg — by — ba
b2
Quindi il nucleo di f & descritto dall’equazione: by + by + by = 0. Tale equazione ammette co? soluzioni, generate da
(1,-1,0) e (1,0, —1). Tali coordinate corrispondono ai vettori 1 —x, e 1 —z — 22, che formano una base per Ker(f).
Per il Teorema della dimensione sappiamo che dim(Im(f)) = 1. Dunque una base per I'm(f) & costituita dal vettore
di coordinate (1,—1)7, cioé una base per Im(f) & costituita dal vettore 1 — z. W



ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE 37

Geometria ed Algebra 1, I esonero, 4 novembre 2004.

2 3 3 —-15

. . . . . 1 1 1 -10
Esercizio 1. Calcolare il determinante della matrice A == 111 -5
1 2 1 -5

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: p; 2, €21(—2), es1(—1), es1(—1), es2(—1), p3a, si
perviene alla seguente matrice a scala:

11 1 -10
01 1 5
Si= 00 -1 O
00 O 5
Avendo eseguito due scambi, deduciamo: det(A) = det(S) = —5. B

Esercizio 2. In quanti modi si puo esprimere (1,3,—2) come combinazione lineare dei vettori (1,1,0), (1,0,1)? E
il vettore (1,3,2)7

Svolgimento. Dire che il vettore (1,3,—2) si puod esprimere come combinazione lineare dei vettori (1,1,0), (1,0,1),
significa dire che esistono pesi z,y tali che (1,3,—-2) = z(1,1,0) +y(1,0,1). Cid equivale a dire che esistono pesi z,y
tali che:

rz+y=1
r=3
y=—2.

Deduciamo che esistono pesi z,y per esprimere (1,3, —2) come combinazione lineare dei vettori (1,1,0), (1,0,1),
e tali pesi sono univocamente determinati: deve essere + = 3 ed y = —2. Questo significa proprio che il vettore
(1,3,—2) si pud esprimere come combinazione lineare dei vettori (1,1,0), (1,0,1) in un sol modo.

Studiando il vettore (1, 3,2) invece si perviene alle condizioni:

rz+y=1
r=3
y = 2.

In questo caso il sistema non ammette soluzioni, e dunque il vettore (1,3,2) non si pud esprimere come combinazione
lineare dei vettori (1,1,0), (1,0,1) in nessun modo. W

Esercizio 3. Sia U il sottospazio di R generato dai vettori (1,0,—1), (3,—1,-2), (0,1, —1). Sia V il sottospazio
di R? generato dai vettori (1,—1,0), (1,0,1), (2,2,4). Calcolare dimensione e base per U, V, U+ V,UNV.

Svolgimento. Per calcolare una base e la dimensione di U, andiamo a vedere se i generatori assegnati sono liberi oppure
no. A tale proposito, sia (z,y, z) una relazione tra di essi. Deve essere: z(1,0,—-1) +y(3,—1,-2) 4+ 2(0,1,—1) = 0.
Cioe:

r+3y=0
-y+z2=0
—x—2y—2z=0.

Una soluzione non banale & data da (3,—1,—1). Quindi il generatore (0,1,—1) & sovrabbondante, e si ha: U =
Span((1,0,-1),(3,—1,—2)). Poiché (1,0,—1) e (3,—1,—2) sono linearmente indipendenti, allora dim(U) = 2, ed
una base per U ¢ costituita dai vettori (1,0, —1), (3,—1,—2).

Un’analisi analoga prova che dim(V) = 2, ed una base per V & costituita dai vettori (1,—1,0), (1,0, 1).

Poiché U = Span((1,0,-1),(3,—-1,-2)) e V = Span((1,-1,0),(1,0,1)), allora U + V & generato dai vettori
(1,0,-1),(3,-1,-2),(1,-1,0),(1,0,1). Come prima, per calcolare una base e la dimensione di U + V, andiamo a
vedere se tali generatori sono liberi oppure no. Con un calcolo analogo a quello precedente, si vede che (3, —1,—2) ¢
sovrabbondante, che U +V = Span((1,0,-1), (1,—1,0), (1,0,1)), e che tali generatori sono liberi. Dunque dim(U +
V) =3 (e percid U + V = R3), ed una base per U + V & {(1,0,-1),(1,-1,0),(1,0,1)}.

Infine, dalla formula di Grassmann sappiamo che dim(U N'V) = 1. Quindi per trovare una base di U NV, &
sufficiente trovare un vettore non nullo di U N'V. A tale proposito, sia w un vettore appartenente sia ad U che a V.
Allora esistono pesi (z,y, z,t) tali che:

w = 2(1,0,—1) + y(3,—1,-2) = 2(1, =1,0) + (1,0, 1).



38 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE

L’equazione precedente conduce al sistema lineare:

rT+3y=2+1t
—y=—z
—r—2y=1t.

Una soluzione non banale &: (—2,1,1,0). Quindi una base per U NV & data dal vettore w := (1,—1,0). ®

Esercizio 4. Provare che: Span((1,2,3),(1,—1,2)) = Span((0,-3,-1),(3,3,8)).

Svolgimento. Denotiamo con S = {(1,2,3),(1,-1,2)}, e con T" = {(0,-3,-1),(3,3,8)}. Vogliamo provare che
Span(S) = Span(T).

Cominciamo con il provare che S C Span(T'). Cio si prova trovando pesi z, y, z, ¢ per cui: (1,2, 3)
¥(3,3,8) e (1,-1,2) = 2(0, =3, —1)+¢(3, 3,8). Tali pesi esistono: basta porre (z,y,2,t) = (-3, 3, 3,
che S C Span(T'), da cui segue che Span(S) C Span(Span(T)) = Span(T).

In maniera analoga si vede che Span(T) C Span(S).

Ma se Span(S) C Span(T) e Span(T) C Span(S), allora Span(S) = Span(T). B

2(0, =3, —1)+
) Clo dlmostra

Wl

Esercizio 5. Sia X il sottoinsieme di R? costituito dalle coppie del tipo (a2, a), al variare di a in R. Stabilire se X
¢, oppure no, un sottospazio di R?.

Svolgimento. Consideriamo il vettore (4, 2), che appartiene ad X. Il vettore (—1) - (4,2) = (—4, —2) non appartiene
ad X, in quanto non esiste a € R tale che (-4, —2) = (a2,a). Dunque X non & stabile rispetto alla moltiplicazione
esterna, e quindi X non ¢ un sottospazio di R?. W

1 1
Esercizio 6. Al variare dell’istante di tempo t in R, calcolare il rango della matrice: A(t)= |3 t 3
4 t -t

Svolgimento. Eseguendo le operazioni elementari es 1 (—3) ed es 1(—4) si perviene alla seguente matrice:

1 1 1
0 t-3 0
0 t—4 —t—4

Si osservi che tale matrice non & (in generale) a scala. Per renderla tale, assumiamo ¢ # 3, ed eseguiamo ’operazione
es.2(—1=3). Otteniamo la matrice a scala:

1 1 1

0 t—-3 0

0 0 —-t—4

Poiché & a scala, possiamo leggerne il rango, e dedurne che: se t ¢ {3, —4}, allora il rango di A(t) & 3, e se t = —4 il
rango di A(—4) & 2.

Rimane da esaminare il caso t = 3. In tal caso, eseguendo su A(3) le operazioni elementari e ;(—3), e31(—4) e
D2,3, si perviene alla matrice:

1 1 1
0o -1 -7
0 0 0

Quindi il rango di A(3) & 2
In conclusione:

rk(A(t))

3 set¢ {3 -4}
{2 sete{3,—4}.
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Geometria ed Algebra 1, II esonero, 26 novembre 2004.
2 0 5
Esercizio 1. Calcolare inversa della matrice A:= |0 1 0|, e verificare l'esattezza del risultato.
1 0 3

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: p; 3,
e31(—2), es(—1), e1,3(—3), si perviene alla seguente matrice a scala:

100 3 0 -5
010 0 1 O
001 -1 0 2
3 0 -5
Dunque l'inversa di A & la matrice: 0 1 0 |[. Per verificare che il risultato ¢ esatto, basta osservare che:
-1 0 2
2 05 3 0 =5 1 0 0
01 0 0 1 0|=(0 1 0].m
1 0 3 -1 0 2 0 0 1

Esercizio 2. Determinare una rappresentazione parametrica per insieme Sol(S) delle soluzioni del sistema lineare:

2e+y+z+t=-1
Si=<0 x4+2y+22+2t=4
r+y+z+t=1.

Dire se Sol(S) ¢, oppure no, un sottospazio di R*.

11 1 1 1

Svolgimento. Riducendo a scala la matrice completa di S si perviene alla matrice: [0 1 1 1 3]|. Quindi S &
0 0 0 0 O

z e t come variabili libere,

compatibile, ed ammette 0o? soluzioni. Per descrivere tali soluzioni, possiamo assumere z e

ed S ¢ equivalente al sistema:
z+y=1—2—-1
y=3—z—1t.

Per cui una rappresentazione parametrica per Sol(S), ¢ data dall’applicazione:
(z,t) € R? = (2,3 — 2 — t,2,t) € Sol(S).
Infine, Sol(S) non & un sottospazio di R* in quanto 0 ¢ Sol(S) (infatti il sistema S non & omogeneo). W

Esercizio 3. Sia f : R® — R? l'applicazione lineare definita ponendo f(z,y,2) = (v +y+ 2,2z +y — 2). Calcolare
una base per Ker(f) ed una base per Im(f). Quali sono i vettori di R® che sono trasformati, tramite f, in (1,2)?

11

1 - .
9 1 _1}, la cui riduzione a scala

Svolgimento. La matrice rappresentativa di f rispetto alla basi canoniche e: {

& Ll) 1 ;}} Quindi I'm(f) ha dimensione 2, ciot Im(f) = R2, ed una sua base & la base canonica di R%. Ker(f)

r+y+z=0
y+3z2=0
I vettori di R? che sono trasformati, tramite £, in (1,2), sono quei vettori (z,y,z) € R? tali che:

ha dimensione 1, ed una sua base, ottenuta risolvendo il sistema { , & data dal vettore (2,—3,1).

r+y+z=1
20 +y—z=2.

1

Risolvendo tale sistema, si vede che ce ne sono co', e precisamente sono i vettori (1 4 2z, —3z, z), al variare di z in

R N

Esercizio 4. Sia U il sottospazio di R® generato da (1,—1,2). Determinare una rappresentazione cartesiana per U.
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1 =z
Svolgimento. Sia (z,v, 2) il generico vettore di R3. Allora (z,y, z) € U se e solo se il rango della matrice: | —1 y
2 z
N - . . I B R z+y=0
¢ 1. Riducendo a scala, cio equivale a dire che il rango della matrice: |0 x+y e 1. Cioe che: 5 0
0 —2rx+z2 rT—E2=

Quest’ultimo sistema ¢ la rappresentazione cartesiana cercata di U. B

Esercizio 5. Posto A := [7 1

! 7} , determinare una matrice invertibile P tale che P~Y AP sia una matrice diagonale.
Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A & pa(t) = t?> — 2t — 48. Quindi lo spettro di A & costituito dagli
autovalori —6 e 8. L’autospazio V_g ammette come base (1,—1), mentre 'autospazio Vg ammette come base (1,1).

Allora la matrice cercata ¢ P = {_11 ” . i

Esercizio 6. L’applicazione lineare f : R3 — R? ha il nucleo definito dall’equazione x + z = 0. Sapendo che
f(1,0,0) = (=5,3,5), calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di f rispetto alla base canonica £. Dire se f ¢,
oppure no, diagonalizzabile.

Svolgimento. Nel nucleo di f ci sono i vettori (1,0,—1) e (0,1,0). Poiché f(1,0,—1) = (0,0,0), ed f ¢ lineare, allora
£(1,0,0) = f(0,0,1). Deduciamo che:

-5 0 -5
ME(f)=13 0 3
5 0 5

1l polinomio caratteristico di f & py(t) = —t>. Quindi m,(0) = 3. Ma m,(0) = 2, e dunque f non & diagonalizzabile.
|
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Geometria ed Algebra 1, IT appello, 1° dicembre 2004.
Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (1,1,1,1), (1,1,1,2), (0,0,0,1,), (3,3,3,4). Posto

):
B:={(1,1,1,1),(1,1,1,2)}, provare che B é una base per U. Provare che il vettore u:= (5,5,5,7) appartiene ad U,
e calcolarne le coordinate rispetto alla base B.

Svolgimento. Disponendo i quattro vettori assegnati in riga nell’ordine dato, si forma la matrice:

1
2
1
4

W o = =
W o ==
W O ==

Riducendo a scala per righe A, senza effettuare scambi, si perviene alla matrice a scala: . Cio prova

o O =

1
0
0

OO ==

1
0
0
0

o

0
che le prime due righe di A formano una base per lo spazio delle sue righe, cioé che B ¢ una base per U.

Infine osserviamo che (5,5,5,7) = 3(1,1,1,1) +2(1, 1, 1,2), il che prova che u € U, e che le sue coordinate rispetto
alla base B sono: (3,2)T. B

Esercizio 2. Aggiungere ai vettori (1,1,1,0,0), (1,1,1,1,0), (1,1,1,0,1) opportuni vettori della base canonica in
modo da formare una base per R>.

Svolgimento. Sia A la matrice ottenuta mettendo in riga i vettori assegnati. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni
elementari: es1(—1), e3,1(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

11100
S=1]0 00 1 0
00 0 01

Se aggiungiamo ad S le righe e5 ed e3, otteniamo la matrice a scala:

O O O O
SO OO ==
SO = O
o= O OO
— o O oo

che ha rango 5. Per cui {(1,1,1,0,0),(1,1,1,1,0),(1,1,1,0,1),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0)} & una base di R®. Quindi,
per formare una base di R® a partire dai vettori assegnati, ¢ sufficiente aggiungere i vettori canonici es ed e;. W

0
1 e diagonalizzabile oppure no.

_= o o

2
Esercizio 3. Stabilire se la sequente matrice A := |0
0 -3

Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di A & pa(t) = —(t — 1)2(t — 2). Per I’ autovalore 1 abbiamo m,(1) = 2,

1 0 O
mamy(l)=3—-rk(A—I)=3—-rk|0 0 0| =1% mg(l). Dunque A non ¢ diagonalizzabile. B
0 -3 0

Esercizio 4. L’operatore lineare f : R? — R? soddisfa le sequenti condizioni: f(1,1) = (1,4), f(1,2) = (2,2).
Calcolare la matrice rappresentativa Afg(f) di f rispetto alla base canonica €. Dire se f ¢ iniettiva oppure no. Dire
se f é suriettiva oppure no.

Svolgimento. Denotiamo con B la base di R? costituita dai vettori (1,1), (1,2). Allora abbiamo:
—1
. . _ 1 2 1 1 1 2 2 -1 0 1

Poiché il rango di ME(f) & 2, allora dim(Im(f)) = 2 e quindi Im(f) = R2. Per cui f ¢ suriettiva. Per il Teorema
della dimensione dim(Ker(f)) =0, e quindi f ¢ anche iniettiva. W
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Esercizio 5. Sia f : R* — R* loperatore lineare che trasforma il generico vettore (x,y,z,t) in f(z,y,2,t) =
(z+y+z+t,e+y+z+2tt3x+ 3y + 3z +4t). Caleolare una base per Ker(f), una base per Im(f), ed una
rappresentazione cartesiana per Im(f).

1 1 1 1
) . . N 11 1 2 . .
Svolgimento. La matrice che rappresenta f rispetto alla base canonica é: 000 1| Quindi Im(f) ha di-
3 3 3 4
mensione 2, ed una base per Im(f) & costituita dai vettori (1,1,0,3), (1,2,1,4). Per ottenere una rappresentazione
cartesiana di I'm(f), disponiamo in colonna i due vettori precedenti (1, 1,0, 3), (1,2,1,4), vi aggiungiamo il vettore

generico (x,¥, z,t), riduciamo a scala, ed infine imponiamo che il rango della matrice ottenuta sia 2. Si ottiene che

z—y+2=0
una rappresentazione cartesiana per Im(f) ¢ data dal sistema lineare Y .
204+y—t=0
. . R . . z+y+z+t=0 . .
Il nucleo ha dimensione 2, ed e rappresentato dal sistema lineare £ 0 . Possiamo scegliere y

e z come variabili libere. Una rappresentazione parametrica di Ker(f) ¢ data dalla funzione: (y,z) € R? —
(—y — 2,9,2,0) € Ker(f). In corrispondenza della base canonica di R? otteniamo una base per Ker(f). Cio¢, una
base per Ker(f) ¢ data dai vettori: (—1,1,0,0), (—-1,0,1,0). B
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Geometria ed Algebra 1, III appello, 9 dicembre 2004.

01 1 0 0
2 3 2 2 -8
Esercizio 1. Calcolare il determinante della sequente matrice A:== |1 2 2 1 0
1 2 2 2 1
1 2 2 2 -8
Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: py 5, €21(—2), e31(—1), es1(—1), e5.2(1), ps,5, Pa,5, si

perviene alla seguente matrice a scala:

1 2 2 2 -8
0O -1 -2 -2 8
S=1]0 0 -1 -2 8
0 0 0 -1 8
0 0 0 0 9

Avendo eseguito 3 scambi, deduciamo: det(A) = —det(S) =9. B

1 1 1 1

. . . . 01 1 1
Esercizio 2. Calcolare linversa della matrice A := 00 1 1
00 0 1

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari:
esa(—1), e2.4(—1), e1,.4(—1), e23(—1), e1,3(—1), e1,2(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

10 00 1 -1 0 0

01000 1 -1 0

001 00 O 1 -1

00 010 O 0 1
1 -1 0 0
. N . 101 -1 0

Dunque l'inversa di A & la matrice: 0 0 1 1 . i

0 O 0 1

Esercizio 3. Si consideri il seqguente operatore lineare: f: (z,y,2) € R® = (v + 2,2+ 2,2 +2) € R3. Calcolare una
base A di R? tale che ]ij‘(f) sia diagonale.

Svolgimento. La matrice di f rispetto alla base canonica & é: ]V[gg(f) =

—_ =

0 1
0 1 |. Quindiil polinomio caratteristico
0 1

di f & ps(t) = —t2(t—2). Gli autovalori di f sono 0 e 2. Una base per I'autospazio Vj ¢ data dai vettori e; — e3, es.
Una base per Pautospazio Va ¢ data dal vettore e; + e3. In conclusione, la base cercata &: A := {e; — e3,e2,e1 +€3}.
|

Esercizio 4. Sia f : R* — R? l'operatore lineare definito ponendo: f(z,y,z,t) = (v —y — 2z —t,220 — 2y — 2z — 2t).
Calcolare la dimensione ed una base per Ker(f) ed Im(f). Determinare una rappresentazione cartesiana per Im(f).

1 -1 -1
2 =2 =2
dimensione 1, una base ¢ costituita dal vettore (1,2), ed una sua rappresentazione cartesiana ¢ data dall’equazione
2z —y = 0. Il nucleo ha dimensione 3, ed e rappresentato dall’equazione: * —y — 2z —t = 0. Possiamo scegliere
y, 2, t come variabili libere. Quindi x =y + z + ¢, ed una base per Ker(f) ¢ data dai vettori: (1,1,0,0), (1,0,1,0),
(1,0,0,1). W

Svolgimento. La matrice che rappresenta f rispetto alle basi canoniche é: :ﬂ Quindi I'm(f) ha

Esercizio 5. Per quali valori del parametro k il sequente sistema lineare ammette infinite soluzioni?

.7{x+ky:1
T kx4 9y = —3.
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Svolgimento. La matrice incompleta di S ha determinante 9 — k2. Per il Teorema di Cramer, se k ¢ {—3,3}, allora
il sistema ¢ compatibile, ed ammette un’unica soluzione. Quando k = 3 ¢ evidente che il sistema non ammette
soluzioni. Quando k = —3, ci sono co! soluzioni.

Per cui, in conclusione: S ammette infinite soluzioni se e solo se k = -3 . B

Esercizio 6. Si consideri la base B := {3+ x,2 + xz} per lo spazio dei polinomi V := Rlz|<i. Sia f:V =V
loperatore lineare che al polinomio p(x) associa la sua derivata. Determinare la matrice rappresentativa Mg(f) di
f rispetto alla base B.

Svolgimento. Osserviamo che f(3+z)=1=B+2z)— (2+2x), f2+z)=1=(3+z)— (2+z). Quindi:

ME(f) = {_11 _11} N
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Geometria ed Algebra 1, IV appello, 22 settembre 2005.

Esercizio 1. Si considerino il sottospazio U di R* generato dai vettori (1,1,1,1) e (2,0,1,3), ed il sottospazio V

. o 2u+t=0
definito dalle equazioni: 0 . Calcolare una base per UNV.
z =

Svolgimento. Innanzitutto calcoliamo una rappresentazione cartesiana di U. Essa ¢ data dal sistema lineare omoge-
20 —z—-1t=0
neo: { 3 9% =0 Quindi una rappresentazione cartesiana per U NV & data dal sistema lineare che si ottiene
r—y—2t=
considerando sia le equazioni di U che quelle V:

2u+t=0
z=0

2t —z—t=0
3r—y—2t=0.

Riducendo a scala, si ottiene il sistema lineare equivalente:

20 —z—t=0
20—3z+t=0
z=0.

Quindi U N'V ha dimensione 1, possiamo assumere come variabile libera ¢, ed il generico vettore di U NV si puo
mettere nella forma (£, —%,0,¢), t € R. In conclusione, una base per U NV & data dal vettore (1,—1,0,2). B

1 -1 2 3 2
1 0 6 8 6
Esercizio 2. Calcolare il determinante della sequente matrice A:== |1 -1 3 —4 2
1 -1 3 -3 3
3 -2 12 0 7
Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: es1(—1), ez1(—1), es1(—1), e51(—3), e52(—1),

es,3(—1), e5,3(—2), si perviene alla seguente matrice a scala:

1 -1 2 3 2
0 1 4 5 4
S=10 0 1 -7 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 =3

Non avendo eseguito scambi, deduciamo: det(A) = det(S) = —3. A

Esercizio 3. Determinare una rappresentazione parametrica per linsieme Sol(S) delle soluzioni del sistema lineare:

r+y—z+t=1
20 +y+z—t=1
r+22-2t=0
3z 42y = 2.

Dire se Sol(S) ¢, oppure no, un sottospazio di RA.

1 1 -1 1 1
) . . C o . . 0o -1 3 -3 -1 s
Svolgimento. Riducendo a scala la matrice completa di S si perviene alla matrice: 0 0 0 0 L Quindi
0 0 O 0 0

S & compatibile, ed ammette co® soluzioni. Per descrivere tali soluzioni, possiamo assumere z e ¢ come variabili libere,
ed S ¢ equivalente al sistema:

r+y=z—-1t+1

y=3z—3t+ 1.

Per cui una rappresentazione parametrica per Sol(S), ¢ data dall’applicazione:

(z,t) € R? — (=22 4+ 2t,32 — 3t + 1, 2,t) € Sol(S).
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Infine, Sol(S) non ¢ un sottospazio di R* in quanto 0 ¢ Sol(S) (infatti il sistema S non ¢ omogeneo). W

Esercizio 4. Sia U il sottospazio di R® avente come base B := {(1,0,0),(2,4,6)}. Sia f : U — U l’applicazione
lineare che al generico vettore (z,y,z) di U associa il vettore f(z,y,z) = (—x+2y —z, —2x+4y — 2z, =3z + 6y — 3z2).
Calcolare ME(f).

Svolgimento. Osserviamo che f(1,0,0) = (-1,-2,-3) =0-(1,0,0) — % -(2,4,6), e f(2,4,6) = (0,0,0) =0-(1,0,0) +
0-(2,4,6). Dunque:
0 0
ME(f) = Ll 0] |
2

Esercizio 5. Si consideri la matrice:

k 2 —k-—1
Ay = k 4 —k-3
k—1 2 —k
Sapendo che il polinomio caratteristico di Ay, & p(t) = —(t — 1)2(t — 2), determinare per quali valori del parametro k

la matrice Ay, ¢ diagonalizzabile.

Svolgimento. La matrice Ay, ¢ diagonalizzabile se e solo se my(1) = 2. Ma:

k-1 2 —k-1
1 sek#3
mg(1) =3 —rk(Ay —1)=3—rk| k 3 —k—3 ={2 Ziki3

k—1 2 —-k-1

Quindi la matrice Ay, ¢ diagonalizzabile se e solo se k = 3. B
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Geometria ed Algebra 1, V appello, 29 settembre 2005.

Esercizio 1. Sia V il sottoinsieme di M(2,2) costituito dalle matrici del tipo [CCL b} verificanti la proprieta

d
a+b+c+d=0. Verificare che V & un sottospazio di M(2,2), e calcolarne una base.

Svolgimento. Osserviamo che poiché a + b+ ¢+ d = 0, allora possiamo scrivere:

* a b| |-b—c—d b| _ ,|-11 -1 0 -1 0
® [c d}_{ c d] =% 0 ofT 1 o/T 0 1]
o101 -1 0 -1 0 , . -
Tenuto conto che le matrici [ 0 0] , { 1 0} , { 0 1} appartengono a V', 'uguaglianza precedente (*) dimostra
-1 1 -1 0 -1 0 N N Lo ..
che V = Span ([ 0 0] , { 1 O} , [ 0 1]) Cid prova che V' & un sottospazio di M(2,2), e che le matrici

0 0 1 0 0 1
generatori sono liberi, quindi formano una base per V. B

[71 1], {71 0}, {71 0} ne costituiscono un sistema di generatori. La stessa uguaglianza (*) prova che tali

Esercizio 2. Calcolare lVinversa della matrice A := , e verificare l’esattezza del risultato.

_ =
N W N
= Ot W

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari:
e2,1(—1), es,1(—1), e2.3(—2), e1,3(—3), e1,2(—2), si perviene alla seguente matrice a scala:

100 2 -2 1
01 0 1 1 -2
001 -1 0 1
2 =2 1
Dunque l'inversa di A € la matrice: | 1 1 —2|. Per verificare che il risultato & esatto, basta osservare che:
—1 1
1 2 3 2 -2 1 1 0 0
1 3 5 1 1 -2|=1[(0 10 |
1 2 4 -1 0 1 0 0 1

Esercizio 3. Al variare del parametro a € R, stabilire quando il sequente sistema lineare ¢ compatibile, ed in tal
caso determinarne le soluzioni:
{ ar +4y =a

r+ay=3—a.

Svolgimento. La matrice incompleta di S ha determinante a? — 4. Per il Teorema di Cramer, se a ¢ {—2,2}, allora il

sistema & compatibile, ed ammette un’unica soluzione. Tale soluzione puo essere calcolata con la Regola di Cramer,

ed & (&5, —45).

Quando a = —2 ¢ evidente che il sistema non ammette soluzioni.
Quando a = 2, il sistema ammette co® soluzioni, date da (1 — 2t,¢), t € R.

In conclusione: S ¢ compatibile se e solo se a # —2. In tal caso, se a # 2, ammette un’unica soluzione data da:

(Zj:g, f%ﬁ) Se invece a = 2, il sistema ammette co® soluzioni, date da (1 —2t,¢),t € R. B

Esercizio 4. L’applicazione lineare f : R® — R2 trasforma il vettore (1,1,1) in (3,0), ed ha come nucleo il
sottospazio di R3 definito dall’equazione x + 1y + z = 0. Calcolare la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi
canoniche.

Svolgimento. 1 vettori (1,—1,0), (1,0,—1) formano una base per il nucleo di f, e l'insieme B formato dai vettori
(1,—1,0),(1,0,—1),(1,1,1) forma una base per R®. Ora denotiamo con &; ed & le basi canoniche di R2? e di R?3.
La matrice cercata é:
ME(f) = MB (f) - M (idgs) = ME (f) - ME (idgs)~*
e (f) = Mg, 5’ (idrs) = Mg, (f) - Mg, (idrs)
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_{003} 1151_{003}1}1212_{111}.

0 0 0 0 -1 1 0003111 0 0 0
1 0 7

Esercizio 5. Sia A:= |0 0 0. Dire se A ¢, oppure no, diagonalizzabile. In caso affermativo, determinare una
7 0 1

matrice invertibile P tale che P~YAP sia diagonale.

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A & pa(t) = —(t + 6)¢(t — 8). Quindi la matrice A & 3 x 3 e possiede 3
autovalori distinti. Cio implica che la matrice A & diagonalizzabile.

Allo scopo di determinare la matrice P, osserviamo che Pautospazio V_g ammette come base il vettore (1,0, —1),
Pautospazio Vp ammette come base il vettore (0,1, 0), e autospazio Vs ammette come base il vettore (1,0, 1). Quindi
la matrice invertibile cercata e la matrice:

o
I
o~
o~ o
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Esercizio 1. Sia X il sottoinsieme di R? costituito dalle coppie (x1,x2) tali che 1 < 9. Dire se X ¢, oppure non
¢, un sottospazio di R?.

Svolgimento. La coppia (1,2) € X. Ma (-1)-(1,2) = (-1,—-2) ¢ X. Quindi X non & stabile rispetto alla
moltiplicazione esterna, e percid non & un sottospazio di R2. W

Esercizio 2. Al variare del parametro k € R, calcolare il rango della sequente matrice:

k 3 6
Ay=11 1 k-1
1 2 5
. L . . 11 . . .
Svolgimento. Poiché Ay possiede la sottomatrice 1 9 che ha rango 2, possiamo dire a priori che Ay ha rango > 2,

per ogni k. D’altra parte, il determinante di Ay ¢ —2(k — 2)(k — 3). Quindi il rango di A & 3 se e solo se k ¢ {2,3}.
In conclusione:

3 sek¢ {23}

rh(dr) = { 2 se ke {2,3).

Esercizio 3. Sia U il sottospazio di R® generato dai vettori (5,—2,10), (2,1,1) e (1,—1,3). Sia V il sottospazio
generato dai vettori (0,1,2), (2,0,1) e (2,4,9). Calcolare una base e la dimensione per U, V, U+V eUNV.

1 -1 3
Svolgimento. Disponendo in riga i generatori di U, e riducendo a scala, si perviene alla matrice: [0 3 —5
0 0 0

Cid implica che dim(U) = 2, ed una sua base ¢ data dai vettori: (1,—1,3), (0,3, —5).

Un’analisi analoga prova che dim (V) = 2, ed una base per V ¢ costituita dai vettori (0, 1,2), (2,0,1).

Poiché U = Span((1,-1,3), (0,3,-5)) e V = Span((0,1,2),(2,0,1)), allora U 4+ V & generato dai vettori (1,—1,3),
(0,3,-5), (0,1,2), (2,0,1). Come prima, per calcolare una base e la dimensione di U + V, disponiamo in riga i
generatori di U + V e riduciamo a scala. Si ottiene che dim(U + V) = 3, percio U +V = R?, ed una sua base & data
dalla base canonica.

Infine, dalla formula di Grassmann sappiamo che dim(U N'V) = 1. Quindi per trovare una base di U NV, &
sufficiente trovare un vettore non nullo di U N'V. A tale proposito, sia w un vettore appartenente sia ad U che a V.
Allora esistono pesi (x,y, z,t) tali che:

w=2(1,-1,3) + (0,3, —5) = 2(0,1,2) + £(2,0,1).
L’equazione precedente conduce al sistema lineare:

=2t
—xr+3y ==z
3z — 5y =2z+1t.

Una soluzione non banale &: (22,9,5,11). Quindi una base per U NV ¢ data dal vettore w := (22,5,21). B

Esercizio 4. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (0,1,2,1), (0,1,2,3) e (0,0,0,1). Calcolare una base di
U, ed estenderla a base di R*. Infine determinare un sottospazio V di R* tale che R* =U @ V.

Svolgimento. Disponendo i generatori assegnati in riga e riducendo a scala, si perviene alla seguente matrice a scala:

S =

o O O
O O =
o O N
O ==

Quindi una base per U & B := {(0,1,2,1),(0,0,0,1)}. Inoltre, disponendo i vettori di B in riga, ed aggiungendo
i vettori canonici e; ed ez, si ottiene una matrice 4 x 4 di rango 4. Quindi una base di R* che estende B é:
{(0,1,2,1),(0,0,0,1),(1,0,0,0), (0,0,1,0)}. II sottospazio cercato & quello generato dai vettori aggiunti, cioe & V :=
Span(ey,ez). A
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Esercizio 5. Calcolare il determinante della sequente matrice:

21 4 11
2 2 3 13
A= 111 5
1 01 2

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: p1 3, e21(—2), e31(—2), es,1(—1), p2.4, €3 2(—1), p34,
e4,3(—2), si perviene alla seguente matrice a scala:

1 1 1 5
0 -1 0 =3
5= 0o 0 1 3
0 0 0 =2
Avendo eseguito un numero dispari di scambi, deduciamo: det(A) = —det(S) = —2. B

Esercizio 6. Fare un esempio di due matrici A e B equivalenti per righe, per le quali i rispettivi spazi generati dalle
colonne non coincidono.

1 1 1 1 1 1
11 1% =000
Quindi A e B sono equivalenti per righe (e Span((1,1,1)) ¢ lo spazio generato dalle righe di A, che coincide con lo
spazio generato dalle righe di B). Ma lo spazio generato dalle colonne di A, cio¢ Span((1,1)), & diverso dallo spazio
generato dalle colonne di B, che ¢ Span((1,0)). ®

Svolgimento. Poniamo A := { . La matrice B ¢ la riduzione a scala per righe di A.
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Esercizio 1. Utilizzando il Teorema degli Orlati, discutere il rango della sequente matrice Ay in funzione del
parametro t, ed individuarne una base per lo spazio generato dalle righe, ed una per lo spazio generato dalle colonne.

1 -t 0 0
0 t -t 1

Svolgimento. Partiamo dal minore [—t] di posto 1,2. Se ¢t # 0, tale minore & nonsingolare. Per cui, se ¢ # 0 allora

rk(A;) > 1. Orliamolo con la seconda riga e la terza colonna. Otteniamo il minore {7 0 ], il cui determinante

0 -t
& 2, che & non nullo se ¢ # 0. Per cui, se t # 0 allora 7k(A;) > 2. Orliamo tale minore con la terza riga e la quarta
-t 0 O
colonna. Otteniamo il minore | 0 —¢ ¢ |, il cui determinante & —t2(¢ — 1). Quindi, se t ¢ {0,1}, rk(4;) > 3.
t -t 1

Poiché non e possibile orlare ulteriormente quest’ultimo minore, deduciamo, in base al Teorema degli Orlati, che esso
¢ un minore fondamentale per A;. Perciod, se t ¢ {0, 1}, allora rk(A;) = 3, e una base per lo spazio delle righe ¢ data
dalle righe di A;, mentre una base per lo spazio delle colonne & data dalla seconda, terza e quarta colonna.

Per completare I'analisi del rango di Ay, occorre esaminare i casi restanti t =0, e t = 1.

1 0 0 O

Se t = 0, la matrice A; diviene: A4g = |1 0 0 0]. In questo caso partiamo dal minore nonsingolare [1], di

0 0 01
. . . . g . 10

posto 1,1. Orliamo tale minore con la terza riga e la quarta colonna. Otteniamo il minore nonsingolare { 0 1}.

Poiché tutti gli orlati di questo minore sono singolari (cioé hanno determinante nullo), allora { 0 (1)} € un minore

fondamentale, e quindi rk(Ag) = 2, e una base per lo spazio delle righe ¢ data dalla prima e dalla terza riga, mentre
una base per lo spazio delle colonne ¢ data dalla prima e dalla quarta colonna.

1 -1 0 0

Infine supponiamo ¢ = 1. La matrice A; diviene: A1 = |1 0 —1 1]|. Un ragionamento analogo mostra che
0 1 -11

i _01 ¢ un minore fondamentale. Quindi rk(A;) = 2, e una base per lo spazio delle righe ¢ data dalla prima e

dalla seconda riga, mentre una base per lo spazio delle colonne ¢ data dalla prima e dalla seconda colonna. B

Esercizio 2. Calcolare l'inversa della seqguente matrice A, e verificare che il risultato é corretto.

2 1 1 -3
0 0 0 1
A= 4 3 2 =2
1 01 0

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: p 4,
P24, €21(—2), e31(—4), e3.4(—7), €2.4(3), e2,3(1), e1,3(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

10 0 0 3 7 -1 -1
0100 —2 —4 1 0
001 0 -3 -7 1 2
0001 0 1 0 0
3 7T -1 -1
. RN . -2 -4 1 0 . R R
Dunque l'inversa di A & la matrice: 3 7 1 9 . Per verificare che il risultato & esatto, basta osservare
0 1 0 0
che:
2 1 1 -3 3 7T -1 -1 10 00
000 1] |-2 -4 1 0O _|0 1 00 -
4 3 2 =2 -3 -7 1 2 0 01 0"
101 O 0 1 0 0 0 0 01
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Esercizio 3. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (—1,2,0,0), (1,0,2,0) e (3,2,2,2). Sia V il sottospazio
definito dall’equazione 4z + y + z + 2t = 0. Calcolare una rappresentazione cartesiana di U, una base per UNV, e
dire se ¢ vero oppure no che R* =U + V.

Svolgimento. 1 generatori assegnati formano una base per U. Per cui, detto (z,v, 2, 1) il generico vettore di R?, allora
(z,y,2,t) € U se e solo se:

113 2
2 0 2 yl|

det |5 9 o | =0
0 0 2 ¢

cioeé se e solo se 2z +y — z — 3t = 0. Questa equazione ¢ la rappresentazione cartesiana di U. Quindi U NV &
rappresentato dal sistema lineare omogeneo:

20 +y—2—3t=0

de+y+z+2t=0.
Risolvendo tale sistema, si ottiene la seguente rappresentazione parametrica di U NV: (z,t) € R? = (—z — gt 3z +

8t,z,t) € UNV. Deduciamo che una base per U NV & data dai vettori: (—1,3,1,0), (=5,16,0,2). In particolare
dim(U NV) = 2, e dalla formula di Grassmann deduciamo che dim(U + V) =4, per cui ¢ veroche R* =U +V. B

Esercizio 4. Calcolare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D tali che D = P™YAP, dove A ¢ la
sequente matrice:

8§ -3 —4
A= |18 -7 -8
6 -2 —4

Verificare che il risultato ottenuto é corretto.

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A & pa(t) = —t(¢t + 1)(t + 2). L’autospazio V_s & generato da (1,2,1),
Pautospazio V_; & generato da (1,3,0), e Pautospazio Vp & generato da (2,4,1). Quindi le matrici cercate sono:

1 1 2 -2 0 0
P=12 3 4|{eD:=|0 -1 0
1 01 0 0 O
Per verificare che il risultato & corretto, & sufficiente osservare che P & invertibile (infatti det(P) = —1 # 0), e che
PD=AP. 1

Esercizio 5. Sia X il sottoinsieme di R? costituito da tutte le coppie del tipo (t2,t?), t € R. Sia inoltre Y il
sottoinsieme di R? costituito da tutte le coppie del tipo (t3,t%), t € R. Dire se X ed Y sono sottospazi di R? oppure
no.

Svolgimento. Cominciamo con losservare che (1,1) € X, ma (—1)-(1,1) = (—1,—1) ¢ X, in quanto non esiste un
t € R tale che t2 = —1 (in altre parole, in R non esiste la radice quadrata di un numero negativo). Per cui X non &
stabile rispetto alla moltiplicazione esterna, e quindi X non & un sottospazio di R?.

Invece ogni numero reale ammette una (unica) radice cubica reale. Cid comporta che Y & un sottospazio di R2.
Infatti 0 € Y. Poi, se (t3,%) € Y e (s%,5%) € YV, allora (t2,#3) + (s3,8%) = (3 + 53,43 + %) = (u3,u®) € Y, dove u
¢ la radice reale cubica di 3 4+ s (che esiste, ed & unica, per ogni numero reale). Cid prova che Y ¢& stabile rispetto
all’addizione. Infine, se (t3,3) € Y e a € R, allora a - (t3,1%) = (at?,at?) = (v3,0®) € Y, dove v & la radice reale
cubica di at3. Cio prova che Y & anche stabile rispetto alla moltiplicazione esterna, e dunque che Y & un sottospazio
diR2 H

Esercizio 6. Calcolare il determinante della sequente matrice:

A=

NN DN
— = N
=N DN
W o W w

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: py 4, e21(—2), €3,1(—2), e4,1(—2), p2.4, si perviene alla
seguente matrice a scala:

1 1 1 3
0O -1 0 =3
5= 0 0 -1 =3
0 0 0 =3
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Avendo eseguito un numero pari di scambi, deduciamo: det(A) = det(S) = —3. B

Esercizio 7. Sia U il sottospazio di R* definito dal sistema lineare omogeneo:

z+y+z+t=0
z+z+t=0.

Determinare un sottospazio V di R* tale che R* =U @ V.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta U, si perviene alla seguente rappresentazione para-
metrica di U: (z,t) € R? = (—z —t,0,2,t) € U. Quindi una base per U ¢ data dai vettori: (—1,0,1,0),
-1 0 1 0 A
0 0 -1 1] ¥
giungendo alle righe di tale matrice i vettori canonici ey ed ey, si forma una matrice a scala di rango 4. Quindi
{(-1,0,1,0),(-1,0,0,1),(0,1,0,0),(0,0,0,1)} & una base di R* che estende la base di U. Allora il sottospazio
cercato ¢ il sottospazio generato dai vettori che abbiamo aggiunto, cio¢ V := Span((0,1,0,0),(0,0,0,1)). B

(—1,0,0,1). Disponendo in riga tali vettori, e riducendo a scala, si perviene alla matrice: {



54 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE

Geometria, IIT appello, 11 maggio 2007.
Esercizio 1. Calcolare il determinante della sequente matrice:
A=

1
1
3
0

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: py 3, e2,1(—3), e3.1(—4), es1(—5), ez 2(—1), es2(—1),
6473(7%), si perviene alla seguente matrice a scala:

1 -1 3 1
0 4 -8 -2
= 0 0 -3 0
0 0 0 -2

Avendo eseguito un numero dispari di scambi, deduciamo: det(A) = —det(S) = —24. B

Esercizio 2. Calcolare l'inversa della sequente matrice A, e verificare che il risultato & corretto.

2 0 5 -1
01 0 -2
A= 0 0 0 1
1 0 3 =3

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: p 4,
€2.1(—2), p3.4, e3(—1), e3.4(5), e2.4(2), e1.4(3), e1,3(—3), si perviene alla seguente matrice a scala:

1000 3 0 —-12 =5
0100 0 1 2 0
001 0 -1 0 5 2
0001 0 0 1 0
3 0 —-12 =5
Dunque l'inversa di A & la matrice: 1 (1) ; g . Per verificare che il risultato & esatto, basta osservare
0 0 1 0
che:
2 0 5 -1 3 0 —-12 -5 1000
010 -2 |0 1 2 0 _ |01 00 -
0 00 1 -1 0 5 2110 0 1 0]
10 3 -3 0 0 1 0 0 0 01

Esercizio 3. Al variare del parametro k € R, calcolare il rango della sequente matrice:

—k 3—k 3k
Av=| 1 2k
1 k+5 -3

Svolgimento. Eseguendo le operazioni elementari p; 2, €2.1(—k), e3,1(—1), e3.2(—1), si perviene alla seguente matrice:

1 2 k
Sp=10 k+3 k(k+3)
0 0 —(k+1)(k+3)

Se k ¢ {—1,—3}, allora Sj, & a scala, ed ha 3 righe non nulle: quindi in tal caso il rango di Ay & 3. Se k = —1, allora
S_1 € ascala, ed ha 2 righe non nulle: in tal caso il rango di A_; € 2. Se k = —3, allora S_3 e a scala, ed ha soltanto
una riga non nulla: in tal caso il rango di A_3 ¢ 1. In conclusione:
1 sek=-3
rk(Ag) =4 2 sek=-1
3 sek¢{-3,-1}. 1
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Esercizio 4. Calcolare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D tali che D = P~1AP, dove A ¢ la
sequente matrice:

—49 0 90
A= 0 0 O
=27 0 50

Verificare che il risultato ottenuto é corretto.

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A & pa(t) = —t(¢t + 4)(t — 5). L’autospazio V_4 & generato da (2,0,1),
Pautospazio Vy ¢ generato da (0,1,0), e Pautospazio Vs ¢ generato da (5,0,3). Quindi le matrici cercate sono:

2 0 5 -4 0 0
P=1{0 1 0feD:=]0 0 0
1 0 3 0 0 5

Per verificare che il risultato ¢ corretto, ¢ sufficiente osservare che P ¢ invertibile (infatti det(P) = 1 # 0), e che
PD=AP. 1

Esercizio 5. Per quali valori del parametro k € R la sequente matrice é diagonalizzabile?

3—2k 4k—4
Ak_[l—k 2]@—1]

Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di Ay ¢ pa, (t) = (t — 1)2. Quindi, indipendentemente da k, la matrice Ay
ha solo I'autovalore 1, con molteplicita algebrica 2. D’altra parte:

2% k-4 -2 4 2 sek=1
mg(l)—Q_’“k(A’“_I)_Z_rk{1fk %72]_2_7«/4((1@_1)[*1 2])_{1 se k # 1.

Quindi la matrice Ay & diagonalizzabile se e solo se k =1. B

Esercizio 6. Sia U il sottospazio di R* generato di vettori (1,2,—1,1) e (2,1,1,1), e sia V il sottospazio rappre-
sentato dal sistema lineare omogeneo:

r4+2y+2+5t=0

20 +3y+2+9t =0

r+y+z+4t=0.
Determinare una rappresentazione cartesiana per U + V. Dire se & vero oppure no che R* =U @ V.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta V' si ottiene la seguente rappresentazione parametrica
diV:t e R — (—=3t,—t,0,t) € V. Quindi una base per V & costituita dal vettore (—3,—1,0,1). Ne consegue che
U+V = Span((1,2,-1,1),(2,1,1,1),(—3,—1,0,1)). Disponendo in riga i tre generatori di U + V, e riducendo a
scala, si ottiene una matrice di rango 3. Dunque {(1,2,-1,1),(2,1,1,1),(—3,—1,0,1)} & una base per U + V, che
allora ha dimensione 3, e percido R* # U @ V. Una rappresentazione cartesiana di U + V si ottiene imponendo che
il generico vettore (z,y, 2,t) di R* dipenda linearmente da (1,2,—-1,1),(2,1,1,1), (=3, 1,0, 1), cio¢ imponendo che
per la matrice:

1 2 -3 x

12 1 -1y
A= -1 1 0 =z
1 1 1 ¢

si abbia: det(A) = 0. Poiché det(A) = 5z + 3y — z — 12¢, cid equivale a dire che:
5+ 3y — 2 — 12t = 0.
Questa ¢ la rappresentazione cartesiana cercata di U + V. B

Esercizio 7. Si consideri il sequente sistema lineare S:

20 4+3y—z2+4t=1
r+2y+z+t=3
3z + 5y +5t =4
r+y—2z+3t=-2
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Determinare una rappresentazione parametrica per linsieme delle soluzioni Sol(S) di S. Dedurne una rappresen-
tazione parametrica per l'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo associato. Dire infine se Sol(S) é oppure no
un sottospazio di R*.

Svolgimento. Riducendo a scala la matrice completa di S, si ottiene il seguente sistema lineare equivalente ad S:

{x+2y+z+t:3
y+3z—2t=05.

La matrice completa ed incompleta di tale sistema lineare hanno lo stesso rango 2. Quindi S ¢ compatibile, ammette
002 soluzioni, e, per descriverle parametricamente, possiamo scegliere z,t come variabili libere. La rappresentazione
parametrica cercata & p: (z,t) € R? — (=74 52 — 5t,5 — 32 + 2t, 2,t) € Sol(S).

Per ottenere una rappresentazione parametrica per I’insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo &*, associ-
ato ad S, ricordiamo che essa si ottiene da p “togliendo i termini costanti”. Cioe una rappresentazione parametrica per
linsieme delle soluzioni del sistema omogeneo associato ¢ la funzione: (z,t) € R? — (52—5t, —32+2¢,2,t) € Sol(S*).

Infine, Sol(S) non & un sottospazio di R* in quanto non & un sistema omogeneo (e quindi 0 ¢ Sol(S)). B
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Geometria, appello straordinario, 18 luglio 2007.

Esercizio 1. Sia V il sottospazio di R* generato di vettori (1,—1,0,0), (6,3, —2,—1) e (4, -2, —1,-1), e sia U il
sottospazio rappresentato dal sistema lineare omogeneo:

20+ 3y +22=0
r4+2y+z2—-t=0.

Provare che U ¢ contenuto in V.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta U, otteniamo la seguente rappresentazione parametrica
di U: (2,t) € R? = (—2z — 3t,2t,2,t) € U. Una base per U & costituita dai vettori corrispondenti alla base canonica
di R?, ciog dai vettori (—1,0,1,0), (=3,2,0,1).

Per provare che U & contenuto in V & sufficiente provare che i vettori (—1,0,1,0) e (—3,2,0,1) appartengono a
V. Per fare cio, disponiamo in riga, ordinatamente, i generatori di V', e poi la base di U. Formiamo in tal modo la

matrice:
1 -1 0 0

6 -3 -2 -1

A=|4 -2 -1 -1
-1 0 1 0
-3 2 0 1

Riducendo a scala, e senza effettuare scambi di riga, si ottiene la matrice:

1 -1 0 O
0o 3 -2 -1
0 0 1 -1
0O 0 0 O
0 0 0 0

Quindi, nella riduzione a scala, i vettori (—1,0,1,0) e (—3,2,0,1) si sono trasformati in 0. Poiché non abbiamo
effettuato scambi di riga, cio implica che essi dipendono linearmente dalle prime tre righe di A, cioe che appartengono
aV.

Un metodo alternativo per provare che i vettori (—1,0,1,0) e (—3,2,0, 1) appartengono a V' ¢ il seguente: possiamo
innanzitutto calcolare una rappresentazione cartesiana di V. Poiché i generatori di V' sono indipendenti, allora tale
rappresentazione ¢ data dall’equazione:

1 6 4 x

-1 -3 -2 y| _
det 0 9 1 Py - Oa

0O -1 -1t

cio¢ dall’equazione: x +y+ z+t = 0. Poiché i vettori (—1,0,1,0) e (—3,2,0,1) soddisfano tale equazione, allora essi
appartengono a V. B

Esercizio 2. Al variare del parametro t € R, calcolare il rango della sequente matrice:
2+1 2t +1) —2 2

A= 1 -6 0 -2
1 1 -1 0

Svolgimento. Effettuando le operazioni elementari p; 3, e21(—1), e31(—t> — 1), si perviene alla seguente matrice
equivalente per righe ad Ay:

1 1 -1 0
0 -7 1 -2
0 42t—-1 1 2
1 -1 0
Tale matrice possiede il minore di ordine3 [0 1  —2 |, che & nonsingolare. Quindi A; ha rango almeno 3. D’altra
0 1 2

parte, poiché A; ha 3 righe, allora deve anche essere rk(A;) < 3. In conclusione, possiamo dire che, per ogni ¢t € R,
la matrice A; ha rango 3. B
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Esercizio 3. Sia U il sottospazio di R* generato di vettori (1,2,2,2), (2,3,3,3) e (0,1,1,1), e sia V il sottospazio
rappresentato dal sistema lineare omogeneo:

r—2y+2=0
r—2y+t=0

20 —4y+2+t=0
z—1t=0.

Calcolare una base per U, V, UNV e U + V. Infine determinare una rappresentazione cartesiana per U + V.

1 2 2 2
Svolgimento. Disponendo in riga i generatori di U, e riducendo a scala, si ottiene la matrice: [0 1 1 1. Quindi

00 00O
una base per U & formata dai vettori (1,2,2,2) e (0,1,1,1).

Riducendo a scala la matrice del sistema che rappresenta V', otteniamo il seguente sistema lineare equivalente e
ridotto a scala:
*) r—2y+2=0

z—1t=0.

Possiamo assumere y e t come variabili libere, ed una rappresentazione parametrica per V & data dalla funzione:
(y,t) € R? — (2y — t,y,t,t) € V. Una base per V & formata dai vettori (2,1,0,0), (—1,0,1,1).

Per calcolare una base di U NV, andiamo innanzitutto a calcolare una rappresentazione cartesiana di U. Essa si
ottiene imponendo che:

Yy—z=

y—t=
(*) di V, si ottiene la seguente rappresentazione cartesiana di U N V:

Quindi una rappresentazione cartesiana di U é: { . Considerando sia le equazioni di U che le equazioni

z—2y+2=0
z—1=0
y—z=0
y—t=0.

Risolvendo tale sistema, si ottiene la seguente rappresentazione parametrica i UNV: t € R — (¢, t,t,t) e UNV.
Percid una base di U NV ¢ data dal vettore: (1,1,1,1).

Sappiamo che U + V' & generato dai vettori (1,2,2,2), (0,1,1,1), (2,1,0,0), (=1,0,1,1). Disponendo in riga tali
vettori, e riducendo a scala, si ottiene la seguente matrice:

1 2 2 2
01 1 1
0 0 1 1

Quindi una base per U 4+ V' & data dai vettori: (1,2,2,2), (0,1,1,1), (0,0,1,1).
Infine, una rappresentazione cartesiana per U + V & data dall’equazione:

det

DN DN DN =
=)
-0 O

cioe dall’equazione: z —t =0. B

Esercizio 4. Calcolare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D tali che D = P™YAP, dove A ¢ la
sequente matrice:
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Calcolare P~1, e verificare che i risultati ottenuti sono corretti.

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A &: pa(t) = —¢(t + 3)(¢ + 1). Quindi lo spettro di A & costituito dagli

autovalori —3, —1 e 0. L’autospazio V_3 ammette come base (0, 1, 0), Pautospazio V_; ammette come base (1,0,1), e

-3 0 0 01 1
Pautospazio V ammette come base (1,0,2). Allora le matrici cercate sono: D= | 0 -1 0|,eP=|1 0 0
0 0 0 01 2
0 1 0
L’inversa della matrice Pe: P~1=| 2 0 -1
-1 0 1
Come verifica conclusiva, osserviamo che:
-3 0 O 0 1 0 -2 0 1 01 1
0 -1 0}j=1]2 0 -1 0 -3 0 1 00 |
0 0 0 -1 0 1 -2 0 1 0 1 2
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Geometria, IV appello, 12 settembre 2007.

Esercizio 1. Calcolare il determinante della sequente matrice:

2111
6 5 2 5
A_2112
4 4 3 3

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: e 1(—3), e31(—1), e4,1(—2), €s,2(—1), ps.4, si perviene
alla seguente matrice a scala:

21 1 1
02 -1 2
5= 00 2 -1
00 O 1
Avendo eseguito uno scambio, deduciamo: det(A) = —det(S) = —8. W

Esercizio 2. Calcolare linversa della sequente matrice A, e verificare che il risultato é corretto.

0 0 1 0
2 0 0 -1
A= -1 0 0 1
0 1.0 O

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: p; 3,
e1(—1), e2,1(—2), p2.4, e1,4(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

100 00110
0100 00 O01
001 01 00O
00010120
01 10
ye N . 0 0 01 . - N
Dunque l'inversa di A & la matrice: 100 0 . Per verificare che il risultato & esatto, basta osservare che:
01 20
0 01 0 01 1 0 1 0 00
2 0 0 -1 000 1f (0100 -
-1 0 0 1 10 0 0| [0 0 1 0f°
0 1 0 O 01 2 0 00 01

Esercizio 3. Calcolare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D tali che D = P~YAP, dove A ¢ la
sequente matrice:

0 0 0
A=|0 =17 =20
0 10 13
Verificare che il risultato ottenuto é corretto.
Svolgimento. 1l polinomio caratteristico di A & pa(t) = —t(t + 7)(¢ — 3). Quindi lo spettro di A & costituito
dagli autovalori —7, 0 e 3. L’autospazio V_; ammette come base (0,—2,1), 'autospazio V) ammette come base
-7 0 0
(1,0,0), e 'autospazio V3 ammette come base (0,1,—1). Allora le matrici cercate sono: D = | 0 0 0|, e
0 0 3
0 1 0
P=1]-2 0 1 [|. Come verifica, osserviamo che:
1 0 -1
0 -1 -1 0 0 0 0 1 0 -7 0 0
PlAP=1|1 0 o|-{0 =17 -20|-|1-2 0 1 (=10 0 O0|=D.1
0 -1 -2 0 10 13 1 0 -1 0 0 3
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Esercizio 4. Siano U e V i sottospazi di R* rappresentati rispettivamente dai sequenti sistemi lineari:

z+y+z+t=0 z4+3y—2+t=0
U= z+y+2z—-t=0 e Vi=< o+4y—2242t=0
z+y+z=0 y—z+t=0.

Determinare una rappresentazione cartesiana per U + V.
Svolgimento. Riducendo a scala la matrice del sistema che rappresenta U, si ottiene il seguente sistema ridotto a
scala:

{x+y+z+t:0
t=0.

Quindi U ha dimensione 2, e possiamo rappresentare parametricamente U con le variabili libere y e 2: (y,2) € R? —
(—y — 2,y,2,0) € U. Una base per U ¢ costituita dai vettori: (—1,1,0,0), (—1,0,1,0).
Con un ragionamento analogo si vede che una base per V & costituita dai vettori: (—2,1,1,0), (2,-1,0,1).
Deduciamo che U + V' & generato dai vettori (—1,1,0,0), (-1,0,1,0), (-2,1,1,0), (2,—1,0,1). Disponendo in
riga tali vettori, e riducendo a scala, vediamo che una base per U +V ¢& formata dai vettori: (—1,1,0,0), (0,—1,1,0),
(0,1,0,1). Quindi un vettore (z,y, z,t) di R* appartiene ad U + V se e solo se la seguente matrice:

-1 0 0 =z
1 -1 1y
A= 0 1 0 =z
0 0 1 ¢t

ha determinante nullo, cioe se e solo se x +y + z —t = 0. Questa equazione ¢ la rappresentazione cartesiana cercata
diU+V. 1
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Geometria, V appello, 26 settembre 2007.

Esercizio 1. Calcolare l'inversa della sequente matrice A, e verificare che il risultato & corretto.

O~ o
—_ = O
SO = O
= OO

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari:
es.1(—1), p2a, P3.a, €2.4(—2), e1,2(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

1 000 -1 0 2 -1
0100 2 0 -2 1
0010 0 1 0 0
0001 -1 0 1 0
-1 0 2 -1
. RN . 2 0 =2 1 . - R
Dunque l'inversa di A ¢ la matrice: 0 1 0 L Per verificare che il risultato e esatto, basta osservare che:
-1 0 1 0
1 1 0 0 -1 0 2 -1 1 0 0 0
0 0 1 0 2 0 -2 1{( |01 00 -
1 1 0 1 0 1 0 o [0 0 1 0"
01 0 2 -1 0 1 0 00 0 1

Esercizio 2. Calcolare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D tali che D = P~YAP, dove A ¢ la
sequente matrice:

-5 0 0
A=|0 3 4
0 -2 -3

Verificare che il risultato ottenuto é corretto.

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A &: pa(t) = —(t +5)(¢ + 1)(¢ — 1). Quindi lo spettro di A & costituito
dagli autovalori —5, —1 e 1. L’autospazio V_5 ammette come base (1,0,0), Pautospazio V_; ammette come base

-5 0 0
(0,1,—1), e lautospazio V; ammette come base (0,—2,1). Allora le matrici cercate sono: D = | 0 -1 0], e
0 0 1
1 0 0
P=10 1 —2|. Come verifica, osserviamo che:
0 -1 1
1 0 0 -5 0 0 1 0 0 -5 0 0
P'AP=10 -1 -2|-/0 3 4]-|0 1 —-2{=|0 -1 0{=D. 1
0 -1 -1 0 -2 -3 0 -1 1 0 0 1

Esercizio 3. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori (1,1,—1,1), (1,2,0,1) e (0,1,1,0), e sia U il sottospazio
generato da (2,3,—1,2) e (2,4,0,2). Provare che V' ¢ contenuto in U. Vale il viceversa?

Svolgimento. Una rappresentazione cartesiana per U ¢ data dal sistema lineare:
r—t=0
20 —y+2=0.

Poiché i generatori di V' soddisfano tali equazioni, possiamo dire che V' & contenuto in U.

Infine, poiché dim(U) = dim(V) =2 e V C U, allora U = V. Quindi vale anche il viceversa, cio¢ anche U &
contenuto in V. W
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Esercizio 4. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (2,1,—-2,-1), (3,2,-3,-2) e (5,3,—5,-3), e V il
sottospazio rappresentato dal sistema lineare:

3 2t=0
V::{ SR
z—y=0.

a) Calcolare una base per U ed una per V.
b) Calcolare una rappresentazione cartesiana per U ed una per V.

(

(b)

(¢) Calcolare una rappresentazione cartesiana ed una base per UNV.
(d) Calcolare una rappresentazione cartesiana ed una base per U + V.
(

e) Determinare un sottospazio W di U +V tale che U+V =U @ W.

2 1 -2 -1
Svolgimento. (a) Disponendo i generatori di U in riga, e riducendo a scala, si ottiene la matrice: [0 1 0 —1],
0 0 O 0
da cui deduciamo che una base per U & costituita dai vettori (2,1,—2,—1), (0,1,0,—1). Per ottenere una base di
V, andiamo a risolvere il sistema che lo rappresenta: risulta che una base per V & data dai vettori (1,1,—3,0),
(0,0,—2,1).
(b) Una rappresentazione cartesiana per V' & data dal testo dell’esercizio. Per ottenerne una per U, andiamo ad

2 0 =z
imporre che la matrice 9 0 Z abbia rango 2. Ne risulta che una rappresentazione cartesiana per V e data
-1 -1 t
. . r+2=0
dal sistema lineare: .
y+t=0

(¢) Una rappresentazione cartesiana per U NV si ottiene considerando sia le equazioni che definiscono V' che quelle
che definiscono U, cioe é:

3x+2+4+2t=0
z—y=0
r+2=0
y+t=0.

Risolvendo tale sistema, si ottiene la seguente rappresentazione parametricadi UNV: z € R — (z,z, —z, —z) € UNV.
Quindi una base per U NV ¢ data dal vettore (1,1,—1,—1).

(d) Riunendo i generatori di U e quelli di V otteniamo un sistema di generatori per U + V: (2,1,—-2,—1),
(0,1,0,-1), (1,1,-3,0), (0,0,—2,1). Disponendo in riga tali generatori, e riducendo a scala, si vede che una base
per U + V ¢ data dai vettori: (2,1,-2,-1), (0,1,0,—1), (1,1,-3,0). Allora una rappresentazione cartesiana per
U + V si ottiene imponendo che:

2 0 1 =z
11 1 oy

det 9 0 -3 - =0.
-1 -1 0 t

Deduciamo che una rappresentazione cartesiana per U 4+ V' e l'equazione: x + 2y + z + 2t = 0.
(e) Poiché (2,1,-2,-1), (0,1,0,—1), (1,1, —3,0) formano una base per U+V, e (2,1, -2, -1), (0,1,0, —1) formano
una base per U, possiamo porre W := Span((1,1,—3,0)). &
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Geometria ed Algebra 1, I esonero, 9 novembre 2007.

Esercizio 1. Sia X il sottoinsieme di R? costituito dalle coppie (z1,22) tali che 1 >0 e x9 >0 . Dire quali delle
condizioni richieste ad un sottospazio sono soddisfatte da X. Dedurne che X &, oppure non ¢, un sottospazio di R?.

Svolgimento. B evidente che il vettore nullo (0,0) appartiene ad X. Inoltre, se (z1,22), (y1,Yy2) sono due vettori
in X, poiché 1 > 0, z2 > 0, y1 > 0 e yo > 0, allora deve anche essere 1 +y1 > 0, e x5 + yo > 0. Per cui
(z1,22) + (y1,y2) = (21 + y1, T2 + y2) appartiene ancora ad X, ciod X ¢ stabile rispetto all’addizione. Invece X non
& stabile rispetto alla moltiplicazione esterna. Infatti (1,0) € X, ma (—1)-(1,0) = (—1,0) ¢ X. In particolare, X
non ¢ un sottospazio di R>. W

Esercizio 2. Al variare del parametro t € R, calcolare il rango della sequente matrice A, e calcolarne una base per
lo spazio delle Tighe, ed una per lo spazio delle colonne.

1 t+1 1
A=12 5 t+4
t ot t

Svolgimento. Eseguendo sulle righe di A, le operazioni elementari es 1(—2), e31(—t) e p2 3, si perviene alla seguente
matrice:

1 t+1 1
BtZ: 0 —t2 0
0 3-2t t+2

Se t # 0, allora possiamo assumere I’entrata, —t? come pivot della seconda riga, e con 'ulteriore operazione elementare

es 2 3;22’5) si ottiene la seguente matrice a scala:

1 t+1 1
Ct?: 0 *tQ 0
0 0 t+2

Deduciamo che, se t ¢ {—2,0}, allora il rango di A; ¢ 3, ed una base per lo spazio delle righe e delle colonne ¢ la
base canonica di R3.

Se t = —2, allora il rango di A_» ¢ 2, una base per lo spazio delle sue righe ¢ data da (1, —1,1), (0, —4,0), ed una
base per lo spazio delle sue colonne & data dalle prime due colonne di A_s, cioe da (1,2, —2)T, (1,5, —2)T (le prime
due colonne di B_s, o di C'_s, non vanno bene, perché le operazioni sulle righe di A;, mentre lasciano invariato lo
spazio delle righe di A, ne alterano lo spazio delle colonne).

Se t = 0, allora il rango di A_5 € 2, una base per lo spazio delle sue righe ¢ data dalle prime due righe di Ay,

Esercizio 3. Sia U il sottospazio di R® generato dai vettori (1,0,—2), (0,1,—1) e (1,1,-3). Sia V il sottospazio
generato dai vettori (1,1,0), (0,2,1) e (1,3,1). Calcolare una base e la dimensione per U, V, U +V e UNV. Dire
se ¢ vero oppure no che: R*=U@V, R3=U+V,R3£AU+V.

Svolgimento. Disponendo in riga i generatori di U, e riducendo a scala per righe, si perviene alla seguente matrice:
1 0 -2
0 1 —1|. Quindi U ha dimensione 2, ed una sua base ¢ data dai vettori: (1,0,—2), (0,1,—1). Con un
0 0 O

ragionamento analogo, si vede che V ha dimensione 2, ed una sua base ¢ data dai vettori: (1,1,0), (0,2,1). Un

sistema di generatori di U + V si ottiene unendo la base di U con quella di V, cioe U + V & generato dai vettori

1 0 -2
(1,0,-2), (0,1,-1), (1,1,0), (0,2,1). Disponendo in riga e riducendo a scala si perviene alla matrice: 8 (1) _31
0 0 O

Quindi U + V ha dimensione 3, U +V = R?, ed una sua base & la base canonica. Dalla formula di Grassmann
sappiamo che U NV ha dimensione 1. Per ottenerne una base & sufficiente calcolarne un vettore non nullo w. Per
una tale vettore devono esistere pesi z, ¥, z,t non tutti nulli tali che:

w = 2(1,0,-2) + y(0,1,—1) = 2(1,1,0) + £(0,2, 1),
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cioe tali che:
r=z

y=z+2
—2r—y=t.
Una soluzione non nulla di tale sistema ¢ (z,vy, z,t) = (1,—1,1,—1). Quindi una base per U NV ¢ data dal vettore
w:=(1,—-1,-1).
Abbiamo gia visto che R? = U 4+ V, che & quindi vero. Allora & falso che R3 # U + V, ed & anche falso che
R}®*=U®V in quanto UNV # {0}. &

Esercizio 4. Calcolare l'inversa della sequente matrice, e verificare che il risultato ottenuto & corretto:

11 11
01 1 2
A_0013
00 01

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari:
e3,4(—3), e2.4(—2), e1,.4(—1), ea 3(—1), e1,3(—1), e1,2(—1), si perviene alla seguente matrice a scala:

10 00 1 -1 0 1
01 000 1 -1 1
001 00 O 1 -3
00 010 O 0 1
1 -1 0 1
Dunque l'inversa di A ¢ la matrice: 8 (1) _11 _3 . Per verificare che il risultato ¢ esatto, basta osservare che:
0 O 0 1
11 11 1 -1 0 1 1 0 00
01 1 2 0o 1 -1 1| _ |0 100 -
00 1 3 0 0 1 =31 |0 0 1 0"
0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1

Esercizio 5. Siano u, v e w wvettori di uno spazio vettoriale. Si considerino i vettorir = u+v, s = v+ W
et = w +u. Provare che Span({u,v,w}) = Span({r,s,t}), e che il sistema di vettori {u,v,w} ¢é linearmente
indipendente se e solo se lo & il sistema {r,s,t}.

Svolgimento. Poiché i vettori r, s e t dipendono linearmente da u, v e w, allora Span({r,s,t}) C Span({u,v,w}).
D’altra parte le formule assegnate si possono invertire, e si ottiene:

r—s+t r+s—t —-r+s+t

2 VT T2 o VT T
Quindi, per lo stesso motivo di prima, deve anche essere Span({r,s,t}) 2 Span({u,v,w}). In virtl della doppia
inclusione, possiamo dire di aver provato che Span({r,s,t}) = Span({u,v,w}).

Infine, se il sistema di vettori {u,v,w} & linearmente indipendente, allora Span({u,v,w}) ha dimensione 3.
Quindi anche Span({r,s,t}) ha dimensione 3. Ma noi sappiamo che se uno spazio vettoriale ha dimensione 3, e tre
dati vettori lo generano, allora tali vettori sono linearmante indipendenti. Cio prova che anche {r,s, t} & linearmente
indipendente, e viceversa. B
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Geometria ed Algebra 1, IT esonero e II appello, 29 novembre 2007.

Esercizio 1. Sia X il sottoinsieme dello spazio delle matrici quadrate M(n,n) formato dalle matrici A con det(A) =
0. Dire quali delle condizioni richieste ad un sottospazio sono soddisfatte da X. Dedurne che X &, oppure non €, un
sottospazio di M(n,n).

Svolgimento. Poiché il determinante della matrice nulla & 0, allora il vettore nullo appartiene ad X. Inoltre, poiché
det(k - A) = k™det(A), allora X ¢ anche stabile rispetto alla moltiplicazione esterna. Ma X non ¢ stabile rispetto

alla somma (quando n > 1). Infatti (per semplicitd assumiamo n = 2) le matrici A := {(1) 8} e B := {8 (1)]
appartengono ad X, ma A+ B =1 ¢ X (un esempio analogo si puo fare per ogni n > 1).

Osserviamo infine che quando n = 1, allora X = {0}, e percid in tal caso X & un sottospazio di M(1,1) ~R. B

Esercizio 2. Estendere a base di R* il sistema (0,1,2,3), (0,1,2,4) e, posto U = Span((0,1,2,3),(0,1,2,4)),
determinare un sottospazio V. di R* tale che R* = U®V. Infine determinare un sottospazio W tale che R* = U+ W
maR*#AUQW.

Svolgimento. Disponendo in riga i generatori di U, e riducendo a scala per righe, si ottiene la matrice: {0 L2 3} .

0 0 01
Aggiungendo a tale matrice le righe e; ed es, si ottiene una matrice di rango 4. Per cui una base di R* che estende
la base di U ¢ data dai vettori: (0,1,2,3), (0,1,2,4), (1,0,0,0), (0,0,1,0). Come sottospazio V possiamo porre
V := Span(ey, e3). Invece come sottospazio W possiamo porre W := Span((0,1,2,4),(1,0,0,0),(0,0,1,0)). ®

Esercizio 3. Calcolare il determinante della sequente matrice:

2 1 2 2 2
111 11
A=1|11 2 2 2
111 2 2
2 2 2 2 3

Svolgimento. Eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari: p; 2, e21(—2), €3,1(—1), es1(—1), e5,1(—2), si perviene
alla seguente matrice a scala:

1 1 1 11

0 -1 0 0 O

S=10 0 1 1 1

0 0 011

0 0 0 01

Avendo eseguito uno scambio, deduciamo: det(A) = —det(S)=1. B

Esercizio 4. L’applicazione lineare f : R3 — R? soddisfa le condizioni f(1,2,0) = (4,4,2), f(2,5,0) = (8,8,4),
£(0,0,1) = (—4, —4, —2).

a) Calcolare la matrice rappresentativa ME (f) di f rispetto alla base canonica E.

b) Calcolare una base per Ker(f), ed una per Im(f).

¢) Calcolare la dimensione di Ker(f) N Im(f) e la dimensione di Ker(f)+ Im(f).

d) Dire quali dei sequenti vettori appartiene a Ker(f) oppure ad Im(f): (1,1,1), (1,1,-1), (2,2,1).

e) Trovare una base B tale che ME(f) sia diagonale.

Svolgimento. a) Denotiamo con C la base di R?® formata dai vettori (1,2,0), (2,5,0), (0,0,1). Allora abbiamo:

48 —47 [1 2 0]" [4 8 —4 5 -2 0 40 -
ME(f) = ME(f) - ME(idgs) = |4 8 —4|-]2 5 0| =1[4 8 —4|-|-2 1 0|=1[4 0 —4].
2 4 =2 0 0 1 2 4 =2 0 0 1 2 0 —
b) Im(f) & generato dalle colonne della matrice Mg (f), quindi una base per Im(f) & costituita dal vettore (4,4, 2).
Il nucleo di f & rappresentato dall’equazione x — z = 0. Quindi una base per Ker(f) ¢ costituita dai vettori: (1,0,1),
(0,1,0).

¢) Ker(f) + Im(f) & generato dai vettori (4,4,2),(1,0,1),(0,1,0), che sono linearmente indipendenti. Quindi
dim(Ker(f)+Im(f)) =3 (e Ker(f)+Im(f) = R3). Per la formula di Grassmann si ha anche dim(Ker(f)NIm(f)) =
0.

d) Dei vettori assegnati, solo (1, 1,1) appartiene a Ker(f), e solo (2,2, 1) appartiene ad Im(f).



ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE 67

e) 1l polinomio caratteristico di f & ps(t) = —t2(t — 2). Quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori 0 e
2. L’autospazio Vp (che coincide con Ker(f)) ammette come base (1,0, 1), (0,1,0), mentre 'autospazio Vo ammette
come base (2,2,1). Allora la base cercata ¢ B := {(1,0,1),(0,1,0),(2,2,1)}. &

Esercizio 5. Al variare del parametro k € R, si consideri il sequente sistema lineare:

krx+ky=1
Sk : 9
dkx + (k* = 5)y =k +5.

a) Dire per quali valori di k il sistema Sy & compatibile, e per quali non lo é.

b) Nel caso in cui S sia compatibile, determinare una rappresentazione parametrica per linsieme delle soluzioni
di Sk.

¢) Dire per quali valori di k il sistema Sy, é omogeneo.

d) Nel caso in cui Sy ammetta infinite soluzioni, rappresentare la generica soluzione di S come la somma di una
soluzione particolare con la generica soluzione del sistema omogeneo associato.

e) Infine dimostrare che un sistema lineare omogeneo quadrato Ax = 0 ammette qualche soluzione non nulla se e
solo se det(A) = 0.

Svolgimento. a) La matrice incompleta del sistema ha determinante k(k + 1)(k — 5). Quindi se k ¢ {-1,0,5} il
sistema & compatibile per il Teorema di Cramer (ed ammette un’unica soluzione). Se k = 0 oppure se k = 5, il
sistema ¢ incompatibile perché la matrice completa ha rango 2, mentre quella incompleta ha rango 1. Se k = —1,
invece, la matrice completa e quella incompleta hanno lo stesso rango 1. Quindi in tal caso il sistema & compatibile
(ed ammette co® soluzioni). In conclusione, il sistema Sy & compatibile se e solo se k ¢ {0,5}.

b) Quando k ¢ {—1,0,5}, allora S; ammette I'unica soluzione: (k(;ifsy %75) Quando k = —1, una rappresen-
tazione parametrica per I'insieme delle soluzioni Sol(S_1) di S_; &: y € R — (-1 —y,y) € Sol(S_1).

¢) Il sistema Sy non & mai omogeneo, perché, indipendentemente da k, il termine noto 1 & non nullo.

d) (-1-y,y) =(-1,0) +y(-1,1).

e) Assumiamo che A sia n x n. L’insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo Ax = 0 & un sottosapzio di
R™ di dimensione n — p, dove p ¢ il rango di A. Allora il sistema ammette qualche soluzione non banale se e solo se
n —p > 0, cioe se e solo se A non ha rango massimo, il che equivale a dire che det(A) =0. B

Esercizio 6. Sia U il sottospazio di R® generato da (1,1,5), e sia V il sottospazio avente come rappresentazione
cartesiana il sequente sistema lineare:

Tr—y—2z=0

13z -2y —2=0.

Determinare una rappresentazione cartesiana per U + V.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta V', si vede che V ammette come base il vettore (1,6,1).
Quindi U + V ammette come base (1,1,5), (1,6,1). Per cui il generico vettore (x,y, z) di R® appartiene ad U + V
se e solo se:

1 1
det |1 6 =0.
5 1

ISEINS O

Cioe se e solo se 29z — 4y — 5z = 0. Questa ¢ la rappresentazione cartesiana cercata di U + V. B
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Geometria ed Algebra 1, III appello, 7 dicembre 2007.

Esercizio 1. Sia V linsieme di tutte le coppie di numeri reali. Si definisca la somma “+ 7 in V come in R2, e la
moltiplicazione esterna -7 al sequente modo: a-(x1,x2) := (ax2,ax1). Dire se V., con le operazioni appena definite,
e uno spazio vettoriale, oppure no.

Svolgimento. No, perché non ¢ soddisfatta la proprieta secondo cui deve essere, per ogni u € V, 1-u = u.
Infatti, consideriamo la coppia u := (1,2). Allora, stante la definizione della nuova moltiplicazione esterna, si ha:
1l-u=1-(1,2)=(2,1) #u. N

Esercizio 2. Al variare del parametro t € R, calcolare il rango della sequente matrice Ay:

1 2 -1
A=t t+2 5 —t—2
t 1 t-2 t-5

Svolgimento. Eseguendo le operazioni elementari ez 1(—1), e 1(—1), si perviene alla seguente matrice:

t 1 2 -1
By= |0 t+1 3 —t-1
0 0 t—4 t—4

Set ¢ {—1,0,4}, allora B, & a scala, con 3 righe non nulle. Quindi il rango di A; & 3. Per i casi rimanenti, un calcolo
a parte prova che il rango di A; & ancora 3 se ¢t € {—1,0}, mentre il rango di A4 & 2. In conclusione:

3 set#4
2 set=4.

rk(Ay) = { n

Esercizio 3. Calcolare l'inversa della sequente matrice, e verificare che il risultato ottenuto & corretto:

Svolgimento. Affiancando alla matrice A la matrice unitaria, ed eseguendo, nell’ordine, le operazioni elementari:
e11(—2), €1,2(2), e3,4(—3), €2,4(2), e1,4(2), e1,2(—1) si perviene alla seguente matrice a scala:

1000 1 -1 0 O
0100 -4 5 0 2
0010 6 -6 1 -3
0001 -2 2 0 1
1 -1 0 0
Dunque l'inversa di A & la matrice: |i_64 —56 ? _3 . Per verificare che il risultato ¢ esatto, basta osservare che:
-2 2 0 1
1 1 0 -2 1 -1 0 O 1 0 0 O
01 0 -2 -4 5 0 2| |01 00 -
001 3 6 -6 1 =3| |0 0 1 0"
2 0 0 1 -2 2 0 1 00 01

Esercizio 4. Sia U il sottospazio di R® generato dai vettori (1,3,0), (0,1,-1) e (2,7,—1). Sia V il sottospazio
generato dai vettori (1,—3,0), (0,2,1) e (1,3,3). Calcolare una base e la dimensione per U, V, U+V eUNV, e
calcolare una rappresentazione cartesiana per U.

1 3 0
Svolgimento. Disponendo i generatori di U in riga, e riducendo a scala per righe, si ottiene la matrice: |0 1 —1

0 0 O
Quindi una base per U ¢ formata dai vettori (1,3,0), (0,1, —1), e la dimensione di U ¢ 2. Con un calcolo analogo
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si vede che una base per V & formata dai vettori (1,—3,0), (0,2,1), e la dimensione di V' & 2. 1l sottospazio U + V
¢ generato dai vettori (1,3,0), (0,1,-1), (1,—3,0), (0,2,1). Come prima, si vede che dim(U + V) = 3, quindi
U+V =R?, ed una base per U + V ¢ la base canonica. Per la formula di Grassmann dim(UNV) = 1. Per ottenere
una base di U NV, & sufficiente calcolarne un vettore non nullo w. Per un tale vettore devono esistere pesi x,vy, z,t
non tutti nulli tali che:

w=12(1,3,0) +y(0,1,-1) = 2(1,-3,0) + ¢(0,2,1),

cioe tali che:
=2z
3r+y=-3z+2t
-y =t
Una soluzione non nulla di tale sistema ¢ (z,y, z,t) = (1,—2,1,2). Quindi una base per U NV & data dal vettore

w := (1,1,2). Una rappresentazione cartesiana per U si ottiene imponendo che il generico vettore (z,y, z) di R? sia
linearmente dipendente da (1,—3,0), (0,2,1). Cioe che:

1 0 =«
det | -3 2 y| =0.
0 1 =z

Il che equivale a dire che: 3z + y — 2z = 0. Questa & la rappresentazione cartesiana cercata di U. B

Esercizio 5. Determinare una rappresentazione parametrica per le soluzioni del sequente sistema lineare:

204+ 2y+32+4t—u=-1
204+ 3y+32+3t+4u=3
S:Q x+2y+22+2t+3u=2
rT+y+224+3t—2u=-2
r+y+z+t+u=1

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema, si perviene al seguente sistema equivalente

ad S:
r+y+z+t+u=1

y+z+t+2u=1
z+ 2t —3u = —3.

Quindi S & compatibile, ed ammette 0o? soluzioni. Per descrivere parametricamente I'insieme Sol(S) di tali soluzioni,
possiamo assumere ¢ ed v come variabili libere, e la rappresentazione parametrica cercata e:

(t,u) € R? = (u,4 4+t — bu, —3 — 2t + 3u, t,u) € Sol(S). W

Esercizio 6. L applicazione lineare f : R® — R3 soddisfa le condizioni f(1,0,0) = (0,0, —2), £(0,1,-2) = (2,2, -2),
£(0,-1,3) = (—2,-2,4).

a) Calcolare la matrice rappresentativa ME (f) di f rispetto alla base canonica E.

b) Calcolare una base per Ker(f), ed una per Im(f).

¢) Dire quali dei sequenti vettori appartiene a Ker(f) oppure ad Im(f): (1,1,1), (1,0,1), (2,2,4).

d) Trovare una base B tale che ME(f) sia diagonale.

e) Provare che se un’applicazione lineare f : U — V ¢ iniettiva e i vettori uy, ug e ug di U sono liberi, allora
anche i vettori f(uy), f(u2) e f(us) sono liberi.

Svolgimento. a) Denotiamo con C la base di R® formata dai vettori (1,0,0), (0,1, —2), (0,—1,3). Allora abbiamo:

—1

0 2 -2 1 0 0 0 20
ME(f) = ME(f) - ME(idgs) =] 0 2 —2]|-]0 1 -1 =10 20
-2 -2 4 0 -2 3 -2 2 2

b) Im(f) & generato dalle colonne della matrice M£ (f), quindi una base per Im(f) & costituita dai vettori (0,0, 1),
y=0

(1,1,1). 1l nucleo di f & rappresentato dal sistema {
r—y—z=

0 Quindi una base per Ker(f) & costituita dal
vettore (1,0,1).
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¢) Dei vettori assegnati, solo (1,1,1) e (2,2,4) appartengono a I'm(f), e solo (1,0, 1) appartiene ad Ker(f).

d) 1l polinomio caratteristico di f & pg(t) = —t(t —2)2. Quindi lo spettro di A4 & costituito dagli autovalori 0 e 2.
L’autospazio V; (che coincide con Ker(f)) ammette come base (1,0, 1), mentre I'autospazio Vo ammette come base
(1,1,0), (0,0,1). Allora la base cercata & B := {(1,0,1),(1,1,0),(0,0,1)}.

e) Sia (z,y, z) una relazione per f(uy), f(uz) e f(us). Allora, tenuto conto che f & lineare, abbiamo:

0 =z f(ur) +yf(uz) + zf(us) = f(aus + yuz + zu3).

Quindi il vettore zu; + yus + zus appartiene al nucleo di f. Per ipotesi sappiamo che f & iniettiva, quindi Ker(f) =
{0}, e percido zu; + yus + zug = 0. Ancora per ipotesi, sappiamo che i vettori u;, us e ug sono liberi. Ne consegue
che © = y = z = 0. Pertanto abbiamo provato che una qualunque relazione (x,y, z) per f(u1), f(uz) e f(us) deve
essere banale. Cio significa proprio che i vettori f(uy), f(uz) e f(usz) sono liberi. B
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Geometria ed Algebra 1, appello straordinario, 10 luglio 2008.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (1,0,7,0), (=2,-7,0,7), (=1,-7,7,7), e sia V il
Sr—y—z=0

sottospazio di R* rappresentato dal sistema lineare: { f =0
r—z—t=

a) Calcolare una base e la dimensione per U, V, e U + V.

b) Calcolare una rappresentazione cartesiana per U, V, e U + V.

¢) Calcolare una base e la dimensione per UNV.

d) Determinare sottospazi X,Y e Z di R* tali che: U+V =U O X, R*=U@Y,eR*=(U+V)® Z. Dire se
il sottospazio X puo essere determinato in modo tale che dim(X) = 2.

e) Siano by, ba, by tre vettori di R* linearmente indipendenti. Provare che se b ¢ un vettore di R* non apparte-
nente a Span(b1, by, bs), allora i vettori by, by, bz, b formano una base per RY.

Svolgimento. a) Disponendo in riga i generatori di U, e riducendo a scala, si vede che (=1, —7,7,7) & sovrabbondante.
Quindi i due vettori (1,0, 7,0), (—2,—7,0,7) formano una base per U, e la dimensione di U & 2. Invece per ottenere
una base di V, andiamo a risolvere il sistema che rappresenta V. Si deduce che una rappresentazione parametrica di
V & data dalla funzione: (z,t) € R? — (z+t,42+5t,2,t) € V. Quindi V ha dimensione 2, ed una base per V & data
dai vettori (1,4, 1,0), (1,5,0,1). Riunendo la base per U con la base per V, otteniamo un sistema di generatori per
U+V:(1,0,7,0), (-2,-7,0,7), (1,4,1,0), (1,5,0,1). Disponendo in riga tali generatori, e riducendo a scala senza
effettuare scambi di riga, si perviene alla seguente matrice a scala:

0

[y

1 70
0 2 1
0 0 1 2
0 0 00
Quindi U 4 V ha dimensione 3, ed una sua base ¢ data dai vettori (1,0,7,0), (—2,—7,0,7), (1,4,1,0).
b) Una rappresentazione cartesiana per U si ottiene mettendo in colonna i due vettori che formano una base di
U, aggiungendo la colonna (z,y,z,t)T del generico vettore di R*, riducendo a scala, ed imponendo che il rango
Tr—2y—2=0
della matrice sia 2. Si ottiene la seguente rappresentazione cartesiana di U: { it yO . Una rappresen-
y =
tazione cartesiana per V' & data dal testo dell’esercizio. Infine, in modo analogo a quanto fatto per U, si ottiene la
rappresentazione cartesiana per U + V', che &: 14z — 3y — 2z +¢t = 0.
¢) Una rappresentazione cartesiana per U NV si ottiene considerando simultaneamente le equazioni di U e le
equazioni di V. Cioe una rappresentazione cartesiana per U NV é:

Tr—2y—2=0

y+t=0
S5r —y—z=0
r—z—1t=0.

Risolvendo tale sistema, si ottiene la seguente rappresentazione parametrica di UNV: t € R — (%t, —t, *T‘%,t) S
UNV. Quindi U NV ha dimensione 1, ed una sua base ¢ costituita dal vettore (1,2, 3, —2).

d) Poiché {(1,0,7,0),(-2,-7,0,7),(1,4,1,0)} & una base per U+V, e (1,0,7,0), (=2,—7,0,7) formano una base
di U, il sottospazio X cercato & X := Span((1,4,1,0)). Inoltre dalla rappresentazione cartesiana di U + V' vediamo
che (1,0,0,0) ¢ U + V. Quindi possiamo assumere Y := Span((1,4,1,0),(1,0,0,0)) e Z := Span((1,0,0,0)). La
risposta all’ultima domanda & no, perché altrimenti si avrebbe dim(U + V') = 4.

e) E sufficiente provare che i quattro vettori sono linearmente indipendenti. Sia allora (z,y, 2, t) una loro relazione.
Abbiamo xb; + ybs + zbs +tb = 0. Se il peso ¢ fosse non nullo, potremmo scrivere: b = —%(a:bl + yba + zbs). Ma
¢io ¢ in contrasto con il fatto che b ¢ Span(by,ba, bs). Quindi deve essere ¢ = 0, e dunque anche z =y = 2z =0, in
quanto i tre vettori by, bo, bs sono linearmente indipendenti. l

Esercizio 2. L’applicazione lineare f : R® — R3 soddisfa le condizioni f(1,4,0) = (—1,—48,48), f(1,3,0) =
(715 736336% f(0507 1) = (05 7145 14)

a) Posto B :={(1,4,0),(1,3,0),(0,0,1)}, provare che B ¢ una base di R3.

b) Denotata con € la base canonica di R®, calcolare le sequenti matrici: ME(idrs), M§(idrs), ME(idgrs),
ME (idns), ME(), ME(f), ME().

¢) Rappresentare f in termini delle coordinate canoniche. Calcolare una base per Ker(f), una per Im(f), ed
una rappresentazione cartesiana per Im(f). Dire quali dei sequenti vettori appartiene a Ker(f) oppure ad Im(f):
(0,0,1), (8,—1,1), (0,7, —6).
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d) Calcolare il polinomio caratteristico di ME(f), e le sue radici. Inoltre determinare una base A di R® tale che
Mﬁ(f) sia una matrice diagonale, e verificare che il risultato ottenuto é esatto.

e) Utilizzando il Teorema della dimensione, provare che se f : R™ — R™ ¢& un’applicazione lineare, allora f ¢
ingettiva se e solo se € suriettiva.

Svolgimento. a) Disponendo in colonna i vettori assegnati, si forma una matrice 3 x 3 con determinante non nullo.
Cio ¢ sufficiente per dire che B ¢ una base di R3.
b) Ovviamente si ha ME(idgs) = M§ (idgs) = I. Poi abbiamo:

110 -3 1 0 [-1 -1 0 ]

MEB(idps)= |4 3 0|, Mg§(idgs) = ME(idgs) ™ =| 4 -1 0|, ME(f)=|-48 —36 -—14]|,
0 0 1 0 0 1 | 48 36 14

-1 0 0 [—45 —33 —14

ME(f) = ME(f)- M§(idgs) = | 0 —12 —14|, ME(f) = ME(idgs)-ME(f)=| 44 32 14 |.
0 12 14 | 48 36 14 |

¢) Avendo calcolato ME(f), possiamo dire che per ogni vettore (z,y,2) € R® si ha f(z,y,2) = (—z,—12y —
142,12y + 142). Questa & la rappresentazione di f in termini delle coordinate canoniche. Una base per Ker(f) &
data da (0,7, —6), mentre una base per Im(f) ¢ data dai vettori (1,0,0), (0, —1,1). Una rappresentazione cartesiana
per Im(f) ¢ data dall’equazione: y+ z = 0. Il vettore (0,7, —6) appartiene al nucleo ma non all’immagine, il vettore
(8,—1,1) appartiene all'immagine ma non al nucleo, ed il vettore (0,0, 1) non appartiene né al nucleo né all’immagine.

d) Tl polinomio caratteristico di Mg (f) & p(t) = —t(t + 1)(¢t — 2). Quindi gli autovalori di f sono —1,0,2.
L’autospazio V_; & generato da (1,0,0), 'autospazio Vj & generato da (0,7,—6), e 'autospazio V5 & generato da
(0,1,—1). La base cercata ¢ A := {(1,0,0),(0,7,—6),(0,1,—1)}. Per verificare che il risultato ¢ esatto, denotiamo
con P la matrice che si ottiene mettendo in colonna i vettori di A, e andiamo a vedere che P~ ME (f)P coincide con
la matrice diagonale le cui entrate sulla diagonale principale sono gli autovaolri di f:

1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0
PIME(H)P=]0 1 1 |-|0 —12 —14|-{0 7 1 |=]|0 00
0 -6 -7 0 12 14 0 -6 -1 0 0 2
e) Supponiamo che f sia iniettiva. Allora Ker(f) = {0}. Poiché per il Teorema della dimensione si ha

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n, allora dim(Im(f)) = n, cioe Im(f) = R", ed f & suriettiva. Viceversa, sup-
poniamo f suriettiva. Allora Im(f) = R"™, quindi dim(Im(f)) = n. Sempre per il Teorema della dimensione segue
che dim(Ker(f)) =0, il che implica che f & iniettiva. B

Esercizio 3. Al variare del parametro k € R, si consideri il sequente sistema lineare:

2kx+ (k+2)y+ (k+4)z=k+5
Sk kz+(k+1)y+22=3
kr+y+z=1.

a) Dire per quali valori di k il sistema Sy & compatibile, e per quali non lo é.

b) Nel caso in cui S sia compatibile, determinare una rappresentazione parametrica per linsieme delle soluzioni
di Sk.

¢) Nel caso in cui S, ammetta infinite soluzioni, rappresentare la generica soluzione di S, come la somma di una
soluzione particolare con la generica soluzione del sistema omogeneo associato.

d) Al variare del parametro k, stabilire la dimensione dello spazio delle soluzioni del sistema lineare associato.

e) Dire se é vero oppure no che se un sistema lineare é incompatibile, lo ¢ anche il sistema omogeneo associato.

Svolgimento. a) Eseguendo sulla matrice completa di S le operazioni elementari p; 3, e21(—1), e3.1(—2), ez 2(—1),
si perviene alla matrice:

k1 1 1
(*) 0k 1 2
0 0 kE+1 k41
Quindi il sistema Sy ¢ compatibile se e solo se k # 0.
b) Se k ¢ {—1,0}, allora S;, ammette una sola soluzione data da (=%, ¢,1). Se k = —1, allora S_; ammette oo’
soluzioni date da: (=3 +2z,z — 2,2), z € R.
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¢) (—3+2z,2—2,2z) =(—3,-2,0) + 2(2,1,1).
d) Sia U lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato. Da (*) deduciamo che:

0 sek¢{-1,0}

dim(U) = { 1 seke{—1,0}.

e) E falso, perché un sistema lineare omogeneo ¢ sempre compatibile. l

73
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Geometria ed Algebra 1, IV appello, 3 settembre 2008.
Esercizio 1. Siano U e V i sottospazi di R* rappresentati rispettivamente dai sistemi lineari:

20 +3y+22+t=0
y+z=0

{1’+2y+z:0
20 +4y+32+t=0

z+3y+2z=0.

a) Calcolare una base e la dimensione per U, V, e U+ V.

b) Calcolare una rappresentazione cartesiana per U + V.

¢) Calcolare una base e la dimensione per UNV.

d) Determinare un sottospazio W di R* tale che: R* = (U + V) @ W. Dire se il sottospazio W puo essere
determinato in modo tale che dim(W) = 2.

e) Determinare i valori del parametro h per i quali il sottospazio Wy di R* generato dai vettori (h,—1,1,1),
(-1,-1,1,3), (—1,-2,2,4), coincide con U.

Svolgimento. a) Risolvendo il sistema lineare che rappresenta U, si ottiene la seguente rappresentazione parametrica
di U: (2,t) € R? — (Z;t,fz,z,t) € U. Quindi dim(U) = 2, ed una base per U ¢ data dai vettori: (1,—2,2,0),
(—1,0,0,2). Analogamente, si vede che la funzione (z,t) € R? — (2, —z, z,t) € V & una rappresentazione parametrica
di V. Dunque anche dim(V) = 2, ed una base per V ¢ data dai vettori: (1,—1,1,0), (0,0,0,1). Riunendo la base
trovata di U con quella di V, si ottiene un sistema di generatori per U 4+ V. Disponendo in riga tali generatori, e

riducendo a scala per righe, si perviene alla matrice:

1 -2 2 0
0 1 -1 0
0 0 o0 1
0 0 0 0

Per cui dim(U + V) = 3, ed una base per U + V & data dai vettori: (1,-2,2,0), (0,1,—1,0), (0,0,0,1).
b) Sia (x,y, z,t) il generico vettore di R*. Allora tale vettore appartiene ad U + V se e solo se la matrice:

1 0 0 =z
-2 1 0y
A= 2 -1 0 =z
0 0 1 ¢

ha rango = 3. Cid equivale a dire che det(A) = 0, cioé che y+z = 0. Questa ¢ la rappresentazione cartesiana cercata
diU+V.

¢) Una rappresentazione cartesiana per U NV si ottiene considerando simultaneamente le equazioni di U e le
equazioni di V. Cioe¢ una rappresentazione cartesiana per U NV e&:

20 +3y+22+t=0

y+2=0
2c+4y+32+t=0
z+2y+2=0

z+3y+2z=0.

Risolvendo tale sistema, si ottiene la seguente rappresentazione parametrica di UNV: t € R — (—t,t,—t,t) e UNV.
Quindi U NV ha dimensione 1, ed una sua base & costituita dal vettore (—1,1,—1,1).

d) Basta porre W := Span((0,1,0,0)). La risposta all’'ultima domanda & no, perché altrimenti si avrebbe dim(U +
V)@ W =5 # dim(R*).

e) Disponendo in riga i generatori di W, e riducendo a scala, si perviene alla seguente matrice:

-1 -1 1 3
0 -1 1 1
0 0 0 2h

Se h # 0 tale matrice ha rango 3, quindi W}, ha dimensione 3, e allora non puo essere W}, = U perché U ha dimensione
2. Se invece h = 0, allora dim(Wy) = 2, ed i suoi generatori soddisfano le equazioni di U. Quindi Wy C U, e poiché
Wo e U hanno la stessa dimensione, allora sono uguali. Quindi, in conclusione, Wj, = U se e solose h=0. B
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Esercizio 2. Al variare del parametro h in R, si consideri il sequente sistema lineare Sp:

hx+y=0
x+hy=0
2z + (1+ h)y = h.

a) Calcolare il rango della matrice incompleta Ay e della matrice completa By, di Sp,.

b) Dire per quali valori di h il sistema lineare Sy, € compatibile.

¢) Nei casi in cui Sy, € compatibile, calcolarne le soluzioni.

d) Dire per quali valori di h il sistema S, é omogeneo.

e) Dire per quali valori di h linsieme Sol(Sy) delle soluzioni di Sy, é: vuoto, finito, infinito, un sottospazio.

Svolgimento. a) Eseguendo sulla matrice completa del sistema lineare le operazioni elementari: py 2, p2 3, €2,1(—2),
es.1(—h), e3 2(—(1 + h)), si perviene alla matrice:

1k 0
0 1—h h
0 0 —h(l+h)

Si deduce che:
2 seh#1

1 seh=1

3 seh¢{-1,0,1}

rk(Ap) = { 2 sehe{-1,0,1}.

e rk(Bp) = {
b) Tenuto conto che Sy, & compatibile se e solo se Ay, e By, hanno lo stesso rango, dall’analisi precedente segue che
S, € compatibile se e solo se h € {—1,0}.
c) Il sistema S_; ammette un’unica soluzione data da (—%, —1), ed anche il sistema Sy ammette un’unica soluzione,
data da (0,0).
d) 1l sistema S}, ¢ omogeneo se e solo se tutti i suoi termini noti sono nulli. Questo avviene solo nel caso h = 0.
e) Sol(Sy,) ¢ vuoto per h ¢ {—1,0}, & sempre finito, non & mai infinito, ed & un sottospazio solo quando ¢ omogeneo,
cioe quando h =0. B

Esercizio 3. Sia B la base di R? formata dai vettori by = (3,0,1), by = (0,1,0), by = (2,0,1). Si consideri
Uapplicazione lineare f : R® — R? definita dalle condizioni f(1,0,0) = —2(6b; — 4by — 10b3), £(0,1,0) = 0,
f(0707 1) = 7f(17070)

a) Denotata con & la base canonica di R3, calcolare le sequenti matrici: ME(idrs), M§(idrs), ME(idgrs),

b) Calcolare una base per Ker(f), una per Im(f), ed una rappresentazione cartesiana per Im(f).

¢) Dire quali dei sequenti vettori appartiene a Ker(f) oppure ad Im(f): (1,1,1), (-1,-2,-2), (—1,-2,2).

d) Calcolare il polinomio caratteristico di ME(f), e le sue radici. Inoltre determinare una base A di R® tale che
Mf(f) sia una matrice diagonale, e verificare che il risultato ottenuto é esatto.

e) Siano u e v due vettori di R® linearmente indipendenti. Dire se la funzione f definita in precedenza trasforma
u e v in due vettori anch’essi linearmente indipendents.

Svolgimento. a) B evidente che ME (idgs) = ME(idrs) = I. Poi abbiamo:

3.0 2 1 0 -2
MB(idgs)= [0 1 0|, e ME(idgs) = ME(idgs)™ =] 0 1 0
10 1 -1 0 3

Inoltre dal testo sappiamo che f(1,0,0) = —2(6b; — 4by — 10b3) = (4,8,8), f(0,1,0) = (0,0,0) e f(0,0,1) =
(—4,—8,—8). Quindi sappiamo che:

4 0 -4
ME(f)=|8 0 -8,
8 0 -8
da cui:
—-24 0 -12
ME(f) = M§(idps) - ME(f) - ME(idgs) = | 16 0 8
40 0 20

b) Per rispondere a tale domanda, utilizziamo le coordinate rispetto alla base canonica, cioé utilizziamo la matrice
ME(f). Quindi il nucleo consiste dei vettori tali che 2 — z = 0. Per cui una base per Ker(f) ¢ data dai vettori
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(1,0,1) e (0,1,0). Invece Im(f) & generata dal vettore (1,2,2), che ne & una base. Una rappresentazione cartesiana
2 —y=0
20 —2=0"

¢) Il vettore (1,1,1) appartiene al nucleo, ma non all'immagine. Il vettore (—1,—2, —2) appartiene all’immagine
ma non al nucleo. Il vettore (—1,—2,2) non appartiene né all'immagine, né al nucleo.

d) 1 polinomio caratteristico di ME(f) & p(t) = —t2(t +4). Quindi gli autovalori di f sono —4 e 0. L’autospazio
V_4 & generato da (1,2,2), mentre 'autospazio V; altro non & che il nucleo di f, che sappiamo essere generato
da (1,0,1) e (0,1,0). La base cercata &¢ A := {(1,0,1),(0,1,0),(1,2,2)}. Per verificare che il risultato & esatto,
denotiamo con P la matrice che si ottiene mettendo in colonna i vettori di A, e andiamo a vedere che P~ ME (f)P
coincide con la matrice diagonale le cui entrate sulla diagonale principale sono gli autovaolri di f:

di Im(f) ¢ data dal sistema lineare omogeneo: {

2 0 -1 4 0 —4 10 1 00 0
PIME(H)P=|2 1 —2|-|8 0 =8[-|0 1 2|=[0 0 o0
-1 0 1 8 0 -8 10 2 00 —4

e) In generale non & vero. Infatti i vettori u := (1,0,0) e v := (0,1,0) sono linearmente indipendenti, ma f(u) e
f(v) no, in quanto f(v)=0.
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Geometria ed Algebra 1, V appello, 18 settembre 2008.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (1,1,1,1), (1,2,1,—1), (3,4,3,1), e sia V il sottospazio
di R* generato dai vettori (1,1,0,1), (3,4,2,1), (5,6,2,3).

a) Calcolare una base e la dimensione per U, V, e U + V.

b) Calcolare una rappresentazione cartesiana per U, V, e U +V.
¢) Calcolare una base e la dimensione per UNV.

d) Sia W il sottospazio di R* rappresentato dal sistema lineare:

e —2y—2z—1t=0
Tr—4y—2z—2t=0
11z — 6y — 2z — 3t = 0.

Provare che W = U.
e) Siano u, v, w, t vettori di uno spazio vettoriale, tali che u = 3w+t, e v.=2w+t. Provare che Span({u,v}) =

Span({w,t}).

Svolgimento. a) Poiché 2(1,1,1,1) + (1,2,1,-1) = (3,4,3,1), allora (3,4,3,1) & un generatore sovrabbondante per
U. Quindi U ha dimensione 2, ed una base per U & costituita dai vettori (1,1,1,1) e (1,2,1,—1). In modo analogo
si vede che V' ha dimensione 2, ed una base per V' ¢ costituita dai vettori (1,1,0,1) e (3,4,2,1). Riunendo la base
di U con quella di V si ottiene un sistema di generatori di U + V. Disponendo tali generatori in riga, e riducendo a
scala, si perviene alla seguente matrice:

111 1
01 0 -2
001 0
00 0 O

Quindi U 4 V ha dimensione 3, ed una sua base & costituita dai vettori: (1,1,1,1), (0,1,0,-2), (0,0,1,0).
b) Sia r := (z,v, 2, t) il generico vettore di R*. Allora r appartiene ad U se e solo se la matrice:

= e
— N =
SRS IS

ha rango 2. Riducendo a scala tale matrice, si perviene alla matrice:

11 T
0 1 y—x
0 0 3z—2y—t
0 0 T—z
r—2z=0
Tale matrice ha rango 2 se e solo se le componenti di r soddisfano il sistema lineare: { e -2 t=0" Allora

questo sistema lineare ¢ la rappresentazione cartesiana cercata di U. Analogamente si vede che una rappresentazione
20 —2y+2=0
cartesiana per V ¢ data dal sistema lineare: { 3 2y NS Poiché I'equazione 3x — 2y — t = 0 appartiene ad
T —2y—t=
entrambe le rappresentazioni, e poiché U+V ha dimensione 3, allora tale equazione & una rappresentazione cartesiana
per U+ V.
¢) Una rappresentazione cartesiana per U NV si ottiene considerando simultaneamente le equazioni di U e le

equazioni di V. Cioe¢ una rappresentazione cartesiana per U NV e&:

r—2z=0
3r—2y—1t=0
20 =2y +2=0.

Risolvendo tale sistema, si ottiene la seguente rappresentazione parametrica di UNV: z € R — (z, %Z, 2,00 eUNYV.
Quindi U NV ha dimensione 1, ed una sua base & costituita dal vettore (2,3,2,0).

d) La matrice del sistema che rappresenta W ha rango 2. Poiché W ha dimensione pari al numero delle incognite,
meno il rango del sistema che lo rappresenta, segue che W ha dimensione 2. D’altra parte, i generatori di U soddisfano
tutte le equazioni che definiscono W. Quindi U C W. Poiché tali spazi hanno la stessa dimensione, allora U = W.
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e) Poiché i vettori u e v dipendono linearmente da w e t, allora Span({u,v}) C Span({w,t}). D’altra parte le
formule assegnate si possono invertire, e si ottiene:

w=u-—-v, e t=-2u+3v.

Quindi, per lo stesso motivo di prima, deve anche essere Span({u,v}) 2 Span({w,t}). In virtu della doppia
inclusione, possiamo dire di aver provato che Span({u,v}) = Span({w,t}). B

Esercizio 2. Al variare del parametro A in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy :

T+ AYy+z=2A
A+y—Az=1
z+y—z=1

a) Calcolare il rango della matrice incompleta Ay e della matrice completa By di S .

b) Dire per quali valori di X il sistema lineare Sy ¢ compatibile.

¢) Nei casi in cui Sy € compatibile, calcolarne le soluzioni.

d) Dire per quali valori di X Uinsieme Sol(Sy) delle soluzioni di Sy é: vuoto, finito, infinito, un sottospazio.

e) Nel caso in cui Sx é compatibile, rappresentare la generica soluzione di Sx come la somma di una soluzione
particolare con la generica soluzione del sistema omogeneo associato.

Svolgimento. a) Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema assegnato, si perviene alla matrice:

Si deduce che:
3 seA#1

rk(Ax) = rk(By) = { 2 sel=1.

b) Tenuto conto che Sy & compatibile se e solo se Ay e By hanno lo stesso rango, dall’analisi precedente segue che
Sy & compatibile per ogni valore del parametro .

¢) Quando A # 1, allora il sistema S ammette un’unica soluzione data da (0, 1,0). Invece il sistema S; ammette
ool soluzioni date da: (1 —y,y,0), al variare di ¥ € R.

d) Sol(Sy) non & mai vuoto, & finito per A # 1, ¢ infinito solo per A = 1, e non & mai un sottospazio.

e) Quando A # 1, possiamo scrivere: (0,1,0) = (0,1,0) + (0,0,0). Invece, quando A = 1, possiamo scrivere
(1-v,y,0)=(1,0,0) +y(-1,1,0). W

Esercizio 3. Sia B la base di R® formata dai vettori (1,0,0), (0,2,1), (0,1,1), e si denotino con (x}, x4, 5)T le
coordinate del generico vettore di R> rispetto alla base B. Sia f : R® — R3 Uapplicazione lineare che al generico
vettore di coordinate (x, x%, 5)T associa il vettore di coordinate (—3z' —6xh—dah, —x) —dah — 24, 224 + 625+ 35)T
rispetto alla base B.

a) Denotata con & la base canonica di R®, calcolare le matrici ME(f) ed ME(f).

b) Calcolare la dimensione di Ker(f) e di Im(f). Dire se & vero oppure no che R® = I'm(f).

¢) Calcolare il polinomio caratteristico di Mg (f), e le sue radici. Inoltre determinare una base A di R® tale che
MA(f) sia una matrice diagonale.

d) Verificare che il risultato ottenuto nel punto precedente c) é esatto.

e) Dire se esistono vettori distintiu e v tali che f(u) = f(v), dove f é lapplicazione lineare definita in precedenza.

Svolgimento. a) Dal testo dell’esercizio deduciamo che:

-3 -6 —4
ME(H)= | -1 —4 -2
2 6 3
Per il calcolo di M, 5 (f) procediamo nel seguente modo:
-3 -6 —4 0 0 -3 -2 =2

100 1
ME(f) = MB(idgs) - ME(f) - ME(idgs) =0 2 1| -|-1 -4 —2|-]0 1 —1|=|0 -1 0
01 1 2 6 3 0



ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE 79

b) Poiché il determinante di ME(f) & —2 # 0, allora dim(Ker(f)) = 0 e dim(Im(f)) = 3. In particolare
Im(f) =R3.

¢) 11 polinomio caratteristico di ME(f) & p(t) = —(t + 1)%(¢ + 2). Quindi gli autovalori di f sono —2 e —1.
L’autospazio V_s & generato da (2,0,—1), e 'autospazio V_; & generato dai vettori (1,—1,0), (1,0,—1). La base
cercata & A := {(2,0,-1),(1,-1,0),(1,0,-1)}.

d) Per verificare che il risultato ¢ esatto, denotiamo con P la matrice che si ottiene mettendo in colonna i vettori
di A, e andiamo a vedere che P~1 M g (f)P coincide con la matrice diagonale le cui entrate sulla diagonale principale
sono gli autovaolri di f (disposti in ordine corrispondente all’ordine con cui abbiamo disposto gli autovettori lungo
le colonne di P):

11 1 -3 -2 -2 2 1 1 —2 0 0
PME(H)P=|0 -1 0|-]0 -1 o|-l0 -1 0o|=]0 -1 0
-1 -1 -2 1 1 0 -1 0 -1 0 0 -1

e) Poiché abbiamo visto che Ker(f) = {0}, allora f & iniettiva. Quindi, per definizione, non esistono vettori
distinti u, v tali che f(u) = f(v). B
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Geometria ed Algebra 1, I appello, 18 novembre 2008.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (0,1,—1,0), (1,—1,-1,0), (1,0,-2,0), e sia V il
2r4+y—2z—1t=0

sottospazio di R* avente la sequente rappresentazione cartesiana: z+t=0
20 +y=0

a) Calcolare una base e la dimensione per U, V, e U + V.

b) Calcolare una rappresentazione cartesiana per U, V., e U + V.

¢) Calcolare una base e la dimensione per UNV.

d) Determinare sottospazi X, Y, Z e W di R* tali che: R*=U® X, U+V =UY,R*=U+V)DZ, ¢
Ri=(UnV)oW.

e) Al variare del parametro h € R, si consideri il sottospazio Wy, = Span((1,—-2,—1,h), (h,—2,—1,1)). Calcolare
la dimensione di Wp,, e determinare i valori di h per cui si ha Wy, CV, W, =V, e W, #V.

Svolgimento. a) Disponendo in riga i generatori di U, e riducendo a scala, si vede che (0,1, —1,0) & sovrabbondante.
Quindi i due vettori (1, -1, —1,0), (1,0, —2,0) formano una base per U, e la dimensione di U ¢ 2. Invece per ottenere

una base di V, andiamo a risolvere il sistema lineare omogeneo che rappresenta V. Riducendo a scala tale sistema, si
20 +y—2z—t=0

ottiene il sistema in forma normale: { y 4 ) (cioé V’equazione 2z +y = 0 & sovrabbondante). Si deduce
z =

che una rappresentazione parametrica di V & data dalla funzione: (y,t) € R? — (=%,y,—t,t) € V. Quindi V ha

dimensione 2, ed una base per V' & data dai vettori (—1,2,0,0), (0,0,—1,1). Riunendo la base per U con la base per

V, otteniamo un sistema di generatori per U + V: (1,—-1,-1,0), (1,0,-2,0), (—1,2,0,0), (0,0,—1,1). Disponendo

in riga tali generatori, e riducendo a scala scambiando la terza riga con la quarta, si perviene alla seguente matrice

a scala:

1 -1 -1 0
0 1 -1 0
(1) 0 0 -1 1
0 0 0 0

Quindi U 4 V ha dimensione 3, ed una sua base ¢ data dai vettori (1,—1,—1,0), (1,0,—2,0), (0,0, —1,1).
b) Una rappresentazione cartesiana per U si ottiene mettendo in colonna i due vettori che formano una base di

U, aggiungendo la colonna (z,y,z,t)T del generico vettore di R*, riducendo a scala, ed imponendo che il rango
2c+y+2=0
della matrice sia 2. Si ottiene la seguente rappresentazione cartesiana di U: { ; Oy . Una rappresen-

tazione cartesiana per V' ¢ data dal testo dell’esercizio. Infine, in modo analogo a quanto fatto per U, si ottiene la
rappresentazione cartesiana per U 4V, che &: 20 +y+ 2+t = 0.

¢) Una rappresentazione cartesiana per U NV si ottiene considerando simultaneamente le equazioni di U e le
equazioni di V. Cioe¢ una rappresentazione cartesiana per U NV e:

20 4+y+2=0
t=0
2r4+y—2z—1t=0
z+t=0.

Risolvendo tale sistema, si ottiene la seguente rappresentazione parametrica di UNV: y € R — (F£,%,0,0) € UNV.
Quindi U NV ha dimensione 1, ed una sua base & costituita dal vettore (1,—2,0,0).

d) Aggiungendo alle prime tre righe della matrice (1) il vettore (0,0,0,1), si ottiene una matrice di rango
4. Quindi, se definiamo X = Span((0,0,—1,1),(0,0,0,1)), allora riunendo la base di U formata dai vettori
(1,—-1,-1,0) e (0,1,—1,0), con la base {(0,0,—1,1),(0,0,0,1)} di X, si ottiene una base di R* Cid equiv-
ale a dire che R* = U @ X. Analogamente, possiamo porre Y = Span((0,0,—-1,1)), Z = Span((0,0,0,1)), e
W = Span((0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)).

e) La dimensione di W}, ¢ data dal rango della matrice che si ottiene disponendo in riga i generatori assegnati. Il

minore di tale matrice dato dalla sottomatrice {flz }11] ha rango 2 se e solo se h ¢ {—1,1}. Quindi la dimensione

di Wy, & 2 se h ¢ {—1,1}. Un calcolo a parte prova che anche W_; ha dimensione 2, mentre W; ha dimensione 1.
In definitiva, la dimensione di W, & 2 se e solo se h # 1, ed € 1 per h = 1. Quando h # 1, allora (1, —2,—1,h) non
soddisfa le equazioni che definiscono V. Quindi se h # 1 W} non puo essere contenuto in V', in particolare W), # V.
Quando h = 1 i generatori di W}, soddisfano le equazioni di V', quindi W7 C V, ma ancora W; # V perché W; ha
dimensione 1, mentre V' ha dimensione 2. H
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Esercizio 2. Al variare del parametro A in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z, t:

T—y+z+ (N =2)t=2)
—z+y—2z+ANt=A+2
z—y+A+2)z=1
r—y+z—t=-1

a) Caleolare il rango della matrice incompleta Ay e della matrice completa By di Sy, e dire per quali valori di A
il sistema lineare assegnato e compatibile, ed in tal caso dire qual ¢ il rango del sistema.

b) Nei casi in cui Sy & compatibile, determinarne un sistema equivalente in forma normale, le variabili libere, ed
una rappresentazione parametrica per l'insieme delle soluzioni.

¢) Dire per quali valori di A il sistema Sy é un sistema di Cramer.

d) Nel caso in cui Sy é compatibile, rappresentare la generica soluzione di Sx come la somma di una soluzione
particolare con la generica soluzione del sistema omogeneo associato.

e) Dire per quali valori di X insieme Sol(Sy) delle soluzioni di Sy é: vuoto, finito, infinito, un sottospazio.

Svolgimento. a) Dopo opportune operazioni elementari sulle righe della matrice completa del sistema assegnato, si
perviene alla matrice:

1 -1 1 -1 -1
0 0 X+1 1 2
0 0 0 A2 -1 A+1
0 0 0 0 0
Si deduce che: 5 \ ) 5 \ L1
rk(BA):{ se A # — e rk(A)\):{ se A ¢ {1, }
2 sed=-1 2 sede{-1,1}

Tenuto conto che Sy € compatibile se e solo se Ay e By hanno lo stesso rango, segue che Sy ¢ compatibile se e solo
se A # 1. In tal caso rk(Sy) =3 se A # —1, e rk(S_1) = 2.
b) Se A ¢ {—1,1}, allora un sistema equivalente in forma normale &:

rT—y+z—t=-1
A+Dz+t=2
A2 —-Dt=A+1.

In tal caso il sistema ammette co! soluzioni, la variabile libera & y, ed una rappresentazione parametrica per Sol(S))
\ - 2_ -
e ye R— (y + %73/7 ié,?: ﬁ)T € SOZ(S/\)

Se A = —1, allora un sistema equivalente ad S_; in forma normale é:

r—y+z—t=-1
t=2.

In tal caso il sistema ammette 0o? soluzioni, le variabili libere sono y e z, ed una rappresentazione parametrica per
Sol(S_1) e (y,2)T €eR? = (y— 2+ 1,9,2,2)T € Sol(S_1).

¢) Sx non ¢ mai un sistema di Cramer perche’ ha sempre rango < 4.

d) Quando A ¢ {—1, 1} possiamo scrivere: (y+%,y, ié:‘;’, )7 = (%,07 iéj’, =) +(y,5,0,0,)T.
Invece nel caso A = —1 possiamo scrivere: (y —z + 1,4,2,2)T = (1,0,0,2)T + (y — 2,9, 2,0)7.

e) Sol(Sy) & vuoto e finito solo per A = 1, & infinito per A # 1, e non & mai un sottospazio. B

Esercizio 3. Sia B la base di R® formata dai vettori (1,0,0),(0,1,2),(0,1,3), e sia f : R® — R? Uapplicazione
lineare che trasforma il vettore (1,0,0) in (4,—2,0), il vettore (0,1,2) in (10,—5,—2), ed il vettore (0,1,3) in
(10, -5, —3).

a) Denotata con & la base canonica di R®, calcolare le sequenti matrici: ME (idgs), ME(idgrs), ME(f), ME(f).
b) Rappresentare f in termini delle coordinate canoniche, e calcolare una base per Ker(f) ed una per Im(f).
¢) Determinare una rappresentazione cartesiana per Ker(f), ed una per Im(f). Dire quali dei sequenti vettori
appartiene a Ker(f) oppure ad Im(f): (50,—20,0), (2,—1,10), (50,—20,7).
d) Caleolare gli autovalori di ME(f), e determinare una base A di R® tale che M4 (f) sia una matrice diagonale.
4 10 0
e) Dire se esiste una base C di R? tale che M§(f)=10 0 0
0o 0 -1
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Svolgimento. a) Dai dati forniti dal testo, deduciamo che:

100 4 10 10
MB(idgs)= [0 1 1|, eche ME(f)=|-2 -5 -5
0 2 3 0 -2 -3
Quindi abbiamo:
1 0 0 4 10 0
M§ (idgs) = MB(idgs) =0 3 1|, e ME(f)=ME(f) - Mi(idgs)= | -2 -5 0
0 -2 1 0 0 -1

b) Avendo calcolato Mg (f), possiamo dire che per ogni vettore (z,y, 2) € R? si ha f(z,y,2) = (4o + 10y, -2z —
5y, —z). Questa ¢ la rappresentazione di f in termini delle coordinate canoniche. Una base per Ker(f) ¢ data da
(—5,2,0), mentre una base per Im(f) ¢ data dai vettori (2,—1,0), (0,0, —1).

¢) Una rappresentazione cartesiana per Ker(f) ¢ data dal sistema formato dalle due equazioni 2x + 5y = 0,
z = 0. Invece una rappresentazione cartesiana di Im(f) ¢ data dall’equazione: x 4 2y = 0. Il vettore (50, —20,0)
appartiene al nucleo ma non all’immagine, il vettore (2, —1,10) appartiene all’immagine ma non al nucleo, ed il
vettore (50, —20,7) non appartiene né al nucleo né all'immagine.

d) 1l polinomio caratteristico di Mg (f) &: p(t) = —t(t + 1)2. Quindi gli autovalori di f sono —1,0. L’autospazio
V_1 & generato da (2,—1,0) e da (0,0, 1). L’autospazio V; ¢ il nucleo, quindi ¢ generato da (—5,2,0). La base cercata
e A:={(2,-1,0),(0,0,1),(-5,2,0)}.

e) Una tale base non esiste, perché la matrice MS(f) dovrebbe avere lo stesso polinomio caratteristico di Mg (f),
quindi gli stessi autovalori. Il che & impossibile, perché tra gli autovalori di MCC( /) appare 4, che non & un autovalore
per ME(f).
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Geometria ed Algebra 1, IT appello, 12 febbraio 2009.

Esercizio 1. Siano U e V i sottospazi di R® che ammettono le sequenti rappresentazioni cartesiane:

{31’—y—2z:0 V._{3;L'+2y+2z:0
Clz—-z=0 o

r+y+z=0.

a) Calcolare una base e la dimensione per U, V, UNV,eU+ V.

b) Calcolare una rappresentazione cartesiana per U + V.

¢) Determinare un sottospazio W di R® di dimensione 2, contenente U ma non V.

d) Determinare sottospazi X,Y, Z diR> tali che: U X = U+ V)Y =V & Z.

e) Al variare del parametro h € R, si consideri il sottospazio Wi, = Span((1,1 + h,0),(1,h,1)). Determinare i
valori di h per cui si ha Wy, =U + V.

Svolgimento. a) I vettori di U sono le soluzioni del sistema lineare fornito dalla rappresentazione cartesiana di U.
Risolvendo tale sistema, si vede che U ha dimensione 1, ed una sua base & costituita dal vettore (1,1,1). Analogamente
si vede che V ha dimensione 1, ed una sua base ¢ costituita dal vettore (0,1,—1). Quindi una base per U + V &
formata dai vettori (1,1,1) e (0,1, —1), ed U +V ha dimensione 2. Dalla formula di Grassmann deduciamo che UNV
ha dimensione 0, ed una sua base e I'insieme vuoto.

b) Una rappresentazione cartesiana di U + V si ottiene imponendo che il determinante della matrice:

1 0 =
A=1|1 1 y
1 -1 =z

sia nullo. Quindi la rappresentazione cartesiana di U 4+ V' ¢ l'equazione 2z —y — z = 0.

¢) 1l sottospazio W definito dall’equazione z — z = 0 ha dimensione 2, contiene U, ma non contiene V in quanto
il vettore (0,1, —1) non soddisfa 'equazione di W.

d) Possiamo porre X =V, Y ={0},e Z =U.

e) Poiché W}, ha dimensione 2 per ogni h, allora Wj, = U + V se e solo se la seguente matrice:

1 1 1
0 1 -1
1 1+h O
1 h 1

ha rango 2. Cio avviene esattamente quando h =1. B
Esercizio 2. Al variare del parametro \ in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

zH+y+ (A —4A+1)z=A+1
T+2y+2z=2
z+y+z=1

a) Calcolare il rango della matrice incompleta Ay e della matrice completa By di Sy, e dire per quali valori di
il sistema lineare assegnato e compatibile, ed in tal caso dire qual é il rango del sistema.

b) Nei casi in cui Sy & compatibile, determinarne un sistema equivalente in forma normale, le variabili libere, ed
una rappresentazione parametrica per linsieme delle soluzioni.

¢) Dire per quali valori di X il sistema Sy ¢é un sistema di Cramer.

d) Nel caso in cui Sy & compatibile, rappresentare la generica soluzione di Sx come la somma di una soluzione
particolare con la generica soluzione del sistema omogeneo associato.

e) Dire per quali valori di X linsieme Sol(Sy) delle soluzioni di Sy é: vuoto, finito, infinito, un sottospazio.

Svolgimento. a) Dopo opportune operazioni elementari sulle righe della matrice completa del sistema assegnato, si
perviene alla matrice:
11 1 1
0 1 1 1
0 0 AX2—4)x )
Si deduce che:
3 seA#0

2 seA=0"

3 se ¢ {0,4}

e rh(dy) = { 2 se)e{0,4}°

rk(By) = {
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Tenuto conto che Sy & compatibile se e solo se Ay e By hanno lo stesso rango, segue che Sy ¢ compatibile se e solo
se A # 4. In tal caso rk(Sy) =3 se A # 0, e rk(Sp) = 2.
b) Se A ¢ {0,4}, allora un sistema equivalente in forma normale é:

r+y+z=1
y+z=1
(A2 —4X\)z = A

In tal caso il sistema ammette 0o® soluzioni, non ci sono variabili libere, ed una rappresentazione parametrica per
5. _ A5 _1 \T
Sol(Sy) & Sol(Sy) = { (0,355, x5)7}-

Se A = 0, allora un sistema equivalente ad Sy in forma normale é:

r+y+z=1
y+z=1.

In tal caso il sistema ammette oco! soluzioni, una sola variabile libera, cio¢ z, ed una rappresentazione parametrica
per Sol(Sp) & z € R — (0,1 — 2,2)T € Sol(S).

¢) Sx ¢ un sistema di Cramer se e solo se A ¢ {0,4}.

d) Quando A ¢ {0,4} possiamo scrivere: (0,3=2,25)7 = (0,3=2, )7 + (0,0,0)”. Invece nel caso A = 0
possiamo scrivere: (0,1 — z,2)7 = (0,1,0)7 + (0, —z, 2)7.

e) Sol(Sy) & vuoto per A = 4, ¢ finito per A ¢ {0,4}, infinito per A = 0, e non & mai un sottospazio. W

Esercizio 3. Sia B la base di R® formata dai vettori (1,0,1),(0,1,3),(0,1,4), e sia f : R3 — R3 lapplicazione lin-
eare che trasforma il vettore (1,0,1) in (5,0,5), il vettore (0,1, 3) in (—1,—32,15), ed il vettore (0,1,4) in (0, —40,20).

a) Denotata con & la base canonica di R®, calcolare le sequenti matrici: ME(idgs), ME(idgrs), ME(f), ME(f).

b) Rappresentare f in termini delle coordinate canoniche, e calcolare f(1,1,1). Inoltre calcolare una base per
Ker(f) ed una per Im(f).

¢) Determinare una rappresentazione cartesiana per Ker(f), ed una per Im(f). Dire quali dei sequenti vettori
appartiene a Ker(f) oppure ad Im(f): (—5,-5,0), (2,2,1), (1,3,0).

d) Caleolare gli autovalori di ME(f), e determinare una base A di R® tale che M4 (f) sia una matrice diagonale,
e calcolare tale matrice.

e) Denotata con g : R® — R3 Uapplicazione lineare definita ponendo g(z,y, z) = (v+y, 2y, 3z), calcolare ME (go f).

Svolgimento. a) Dai dati forniti dal testo, deduciamo che:

1 00 5 —1 0
MB(idgs)= |0 1 1|, eche ME(f)=|0 —32 —40
1 3 4 5 15 20
Quindi abbiamo:
1 0 0 4 —4 1
Mg (idgs) = ME(idgs) ' = | 1 4 —1|, e ME(f) = ME(f) M§(idgs)= |8 —8 -8
-1 -3 1 0 0 5

b) Avendo calcolato M§ (f), possiamo dire che per ogni vettore (z,y, z) € R®siha f(x,y,2) = (4v—4y+z,8z—8y—
8z,52). Questa & la rappresentazione di f in termini delle coordinate canoniche. In particolare f(1,1,1) = (1,-38,5).
Una base per Ker(f) e data da (1,1,0), mentre una base per Im(f) & data dai vettori (1,2,0), (1,0,1).

¢) Una rappresentazione cartesiana per Ker(f) ¢ data dal sistema formato dalle due equazioni 4z — 4y + z = 0,
z = 0. Invece una rappresentazione cartesiana di Im(f) ¢ data dall’equazione: 2z —y — 2z = 0. 1l vettore (=5, —5,0)
appartiene al nucleo ma non all’immagine, il vettore (2,2, 1) appartiene all’immagine ma non al nucleo, ed il vettore
(1,3,0) non appartiene né al nucleo né all’immagine.

d) 1l polinomio caratteristico di Mg (f) & p(t) = —t(t + 4)(t — 5). Quindi gli autovalori di f sono —4,0,5.
L’autospazio V_4 € generato da (1,2,0). L’autospazio Vj ¢ il nucleo, quindi & generato da (1,1,0). L’autospazio Vj
& generato da (1,0,1). La base cercata & A :={(1,2,0),(1,1,0),(1,0,1)}, e si ha:

—4 0 0
MA(f)=]10 0 0
0 05
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e) Abbiamo:
110 4 —4 1 12 —-12 -7
ME(go f)=ME(g)-ME(f)=1[0 2 O 8§ -8 —8|=|16 —-16 —16|. W
00 3 0 0 5 0 0 15
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Geometria ed Algebra 1, III appello, 8 luglio 2009.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R® che ammette la sequente rappresentazione cartesiana:

{x+y+2’:0
z+ 2y =0,

e sia V := Span((1,1,1)).

a) Calcolare una base e la dimensione per U, V, UNV,eU+V.

b) Calcolare una rappresentazione cartesiana per U + V.

¢) Determinare ’equazione cartesiana di un sottospazio W di R®, di dimensione 2, contenente U ma non V.
d) Determinare sottospazi X, Y, Z di R3 tali che: R®=U e X =U+V)oY =V Z.

e) Dimostrare che U +V = Span((4,1,1), (5,—-1,—1)).

Svolgimento. a) 1 vettori di U sono le soluzioni del sistema lineare fornito dalla rappresentazione cartesiana di U.
Risolvendo tale sistema, si vede che U ha dimensione 1, ed una sua base ¢ costituita dal vettore (2, —1,—1). D’altra
parte V' ha dimensione 1, ed una sua base & costituita proprio dal vettore (1,1,1). Poiché i vettori (2,—1,—1) e
(1,1,1) sono indipendenti allora formano una base per U + V, e la dimensione di U + V & 2. Dalla formula di
Grassmann deduciamo che U NV ha dimensione 0, ed una sua base ¢ I'insieme vuoto.

b) Una rappresentazione cartesiana di U + V si ottiene imponendo che il determinante della matrice:

1 2 =z
A=11 -1 y
1 -1 =z

sia nullo. Quindi la rappresentazione cartesiana di U + V ¢ 'equazione y — z = 0.

¢) 11 sottospazio W definito dall’equazione z + y + z = 0 ha dimensione 2, contiene U, ma non contiene V in
quanto il vettore (1, 1,1) non soddisfa 1’equazione di W.

d) Possiamo porre X = Z = Span((0,1,0),(0,0,1)), ed Y = Span((0,0,1)).

e) Poiché Span((4,1,1),(5,—1,—1)) ha dimensione 2, per dimostrarne 1'uguaglianza con U + V ¢ sufficiente
provare che Span((4,1,1),(5,—1,—1)) CU+V. E cid segue dal fatto che i generatori (4,1, 1), (5, —1, —1) soddisfano
lequazione di U + V. B

Esercizio 2. Al variare del parametro \ in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

rH+y+(A2=2)z=2\
T+2y—2z=2
Ty —ANz=2-\

a) Calcolare il rango della matrice incompleta Ay e della matrice completa By di Sx, e dire per quali valori di A
il sistema lineare assegnato e compatibile, ed in tal caso dire qual ¢ il rango del sistema.

b) Nei casi in cui Sy & compatibile, determinarne un sistema equivalente in forma normale, le variabili libere, ed
una rappresentazione parametrica per l'insieme delle soluzioni.

¢) Nel caso in cui Sx é compatibile, rappresentare la generica soluzione di Sx come la somma di una soluzione
particolare con la generica soluzione del sistema omogeneo associato.

d) Denotato con Uy, il sottospazio di R® costituito dalle soluzioni del sistema omogeneo associato ad Sy, calcolare
la dimensione ed una base per Uy.

e) Dire per quali valori di A Uinsieme Sol(Sy) delle soluzioni di Sy é: vuoto, finito, infinito, un sottospazio.

Svolgimento. a) Dopo aver svolto, nell’ordine, le operazioni elementari ez 1(—1), e31(—1), e3(—3) sulle righe della
matrice completa del sistema assegnato, si perviene alla matrice:

I 1 A-2 A
0 1 =X 2-)
00 AM-1 x—-1

Si deduce che:
3 seA#1

2 seA=1"

3 seA¢{-1,1}
2 sele{-1,1}"

Tenuto conto che Sy ¢ compatibile se e solo se Ay e By hanno lo stesso rango, segue che Sy ¢ compatibile se e solo
se A # —1. In tal caso 7k(Sy) =3 se A # 1, e rk(S1) = 2.

rk(By) = { e rh(Ay) = {
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b) Se A ¢ {—1,1} allora un sistema equivalente ad Sy in forma normale &:

rH+y+(A2=2)z=2\
y—A2z=2-)
A2 —Dz=x-1.

In tal caso il sistema ammette 0o® soluzioni, non ci sono variabili libere, ed una rappresentazione parametrica per

Sol(Sy) & Sol(Sy) = {(o A2 1 )T}.

) T‘H’ m
Se A =1 allora un sistema equivalente ad &7 in forma normale é:
r+y—z=1
y—z=1

In tal caso il sistema ammette oo! soluzioni, una sola variabile libera, cio¢ z, ed una rappresentazione parametrica
per Sol(S;) & z € R — (0,1 + 2,2)T € Sol(S)).

¢) Quando A\ ¢ {—1,1} possiamo scrivere: (0, i—ﬁ,%ﬂ)T = (0, i—ﬁ, %H)T +(0,0,0)T. Invece nel caso A\ = 1
possiamo scrivere: (0,1 + z,2)T = (0,1,0)7 + (0, z,2)7.

d) Per quanto visto nel punto precedente, quando A\ ¢ {—1,1} allora dim U, = 0 ed una sua base & I'insieme
vuoto. Quando A = 1 allora dimU; = 1, ed una base per U; ¢ fornita dal vettore (0,1,1). Infine, quando A = —1
allora il sistema omogeneo associato ad S_; € equivalente al sistema omogeneo:

{x+yfz:0
y—z=0.

Cioe U_; = Uy, per cui dimU_; = 1, ed una base per U_; & fornita dal vettore (0,1,1).
e) Sol(Sy) & vuoto per A = —1, & finito per A ¢ {—1,1}, infinito per A = 1, e non & mai un sottospazio. B

Esercizio 3. Sia f: R® — R? Uapplicazione lineare definita ponendo:

f(zyy,2) = (—dx+4y+2,—92 + 9y + 2z, —4dx + 4y + 2).

a) Denotata con € la base canonica di R3, e con B la base formata dai vettori (1,1,0), (1,2,0), (0,0,1), calcolare
le sequenti matrici: ME(idrs), M§(idrs), ME(f), ME(f), M5(f).

b) Calcolare una base per Ker(f) ed una per Im(f).

¢) Determinare una rappresentazione cartesiana per Ker(f), ed una per Im(f). Dire quali dei sequenti vettori
appartiene a Ker(f): (5,-5,0), (2,2,1), (3,3,0). Dire quali dei sequenti vettori appartiene a Im(f): (—5,-5,0),
(2,2,2), (0,3,0).

d) Calcolare gli autovalori di ME(f), e determinare una base A di R® tale che Mj‘(f) sia una matrice diagonale,
e calcolare tale matrice.

e) Sia g : R® — R? un’applicazione lineare tale che Im(g) C Ker(f). Come deve essere fatta la matrice
rappresentativa N[g (fog) ? Inoltre dire se g puo essere suriettiva oppure no.

Svolgimento. a) Dai dati forniti dal testo deduciamo che:

110 —4 4 1
MB(idgs)= |1 2 0|, eche ME(f)=|-9 9 1
001 —4 4 1
2 -1 0
Quindi abbiamo: M§(idgs) = ME(idgs) ' = | =1 1 0|, ed inoltre:
0 0 1
-4 4 1 1 1 0] [0 4 1
MB(f) = ME(f) - MB(idgs) = | -9 9 1]-|1 2 o] =0 9 1],
—4 4 1] |00 1] |0 41
2 -1 0 -4 411 [1 -1 1
ME(f) = ME(idgs) - ME(f) = | -1 1 0|-|=9 9 1|=|=5 5 0
0 0 1| |—4 4 1] |-4 4 1
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b) Una base per Ker(f) ¢ data da (1,1,0), mentre una base per Im(f) ¢ data dai vettori (4,9,4), (1,1,1).

¢) Una rappresentazione cartesiana per Ker(f) ¢ data dal sistema formato dalle due equazioni —4z + 4y + z = 0,
—9z 4+ 9y + z = 0. Invece una rappresentazione cartesiana di Im(f) ¢ data dall’equazione: z —z = 0. Tra i
vettori (5, —5,0), (2,2,1), (3,3,0) solo (3,3,0) appartiene al nucleo, mentre tra i vettori (=5, —5,0), (2,2,2), (0,3,0)
appartengono all’immagine solo (2,2,2) e (0, 3,0).

d) Il polinomio caratteristico di ME (f) & p(t) = —t(t—1)(¢t—5). Quindi gli autovalori di f sono 0,1, 5. L’autospazio
Vo ¢ il nucleo di f, quindi & generato da (1,1,0). L’autospazio V; & generato da (1,1, 1), e Vautospazio Vs & generato
da (1,2,1). La base cercata ¢ A :={(1,1,0),(1,1,1),(1,2,1)}, e si ha:

MZ(f) =

o o o

0 0
10
0 5

e) Deve essere la matrice nulla. Inoltre g non pud essere suriettiva, altrimenti Im(g) = R® = Ker(f), e cio ¢
impossibile in quanto Ker(f) ha dimensione 1. B
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Geometria ed Algebra 1, IV appello, 2 settembre 2009.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* che ammette la sequente rappresentazione cartesiana:

2 +y+22—3t=0
z—y+z=0
r+z—1t=0.

a) Determinare una base ed una rappresentazione cartesiana per un sottospazio V.C R* tale che R* =U o V.
b) Posto W := Span((2,0,0,1),(-1,1,0,0),(0,1,—1,0)), dimostrare che U C W. Dire se é vero oppure no che
UDW.

Svolgimento. a) Risolvendo il sistema lineare omogeneo assegnato che rappresenta U si ottiene che una base per U &
formata dai vettori (—1,0,1,0),(1,1,0,1). Disponendo in riga tali vettori e riducendo a scala si ottiene la matrice:

-1 0 1 0
0 1 1 1]°

Aggiungendo i vettori canonici e, e4 si forma una matrice 4 x 4 di rango massimo. Quindi si pud assumere V :=
Span(es,eq). Inoltre {es,es} & una base per V, ed una rappresentazione cartesiana di V' & fornita dal sistema:

{I:O
y=0.

b) I vettori che generano W sono linearmente indipendenti. Per cui la dimensione di W ¢ 3, ed una sua rappre-
sentazione cartesiana si ottiene imponendo che il determinante della seguente matrice

2 -1 0 =
0 1 1 y
0o 0 -1 =z
1 0 0 t

sia nullo. Cioé una rappresentazione cartesiana per W ¢ data dall’equazione = + y + z — 2t = 0. Poiché i generatori
(-1,0,1,0),(1,1,0,1) di U soddisfano tale equazione, allora U C W. Infine non puo essere U 2 W in quanto U ha
dimensione 2 e W ha dimensione 3. B

Esercizio 2. Al variare del parametro A\ in R, si consideri il sequente sistema lineare Sx nelle variabili x e y:

20 —y = —1
2x+y=2\24+TA+4
T+ Ay = A

a) Dire per quali valori di X il sistema lineare assegnato é compatibile e, nei casi in cui Sy € compatibile, deter-
minarne una rappresentazione parametrica per l'insieme delle soluzions.
b) Dire per quali valori di X il sistema Sx ammette la soluzione (—3,0)T, e per quali valori la soluzione (0,1)T.

Svolgimento. a) Eseguendo le operazioni elementari e; 3(—2), e 3(2) sulla matrice completa By del sistema Sy si
perviene alla matrice:

0 —22—-1 —-2x-1
0 2241 2X24+9x+4|,
1 A A

da cui si deduce che il determinante di B), &:
det(By) = —(2A + 1)(2\2 + T\ + 3).
Quindi per A ¢ {3, —%} il rango di B) ¢ 3, e allora il sistema Sy non ¢ compatibile. Rimangono da esaminare i casi

A=-3eA=-1.
Se A = —3 il sistema ¢ equivalente al sistema

{2x—y:—1
T — 3y = —3.

Tale sistema ha un’unica soluzione data da (0,1)7.



90 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE

Se A = f% il sistema ¢ equivalente all’equazione 2z —y = —1. Tale sistema ammette oo! soluzioni, date da
(507, teR.

b) Sx ammette la soluzione (—%,0)7 solo quando A = —1. Mentre ammette la soluzione (0,1)” solo per A €
{33} =

Esercizio 3. Sia f: R3 — R3 Uapplicazione lineare definita ponendo:

f(-1,1,1) =(0,-1,3), f(1,-1,0)=(1,2,0), f(0,1,-1)=(0,-3,-3).

a) Rappresentare lapplicazione f in termini delle coordinate canoniche, e calcolare una base per il nucleo e
limmagine di f.

b) Determinare una base A di R® tale che M4 (f) sia una matrice diagonale, e calcolare tale matrice.
Svolgimento. a) Cominciamo con 'osservare che i vettori (—1,1,1), (1, —1,0) e (0,1, —1) formano una base per R3.
Denotiamo tale base con B, e con £ la base canonica. Allora il testo ci dice che

0 1 0
ME(fy=|-1 2 -3
3 0 -3
Quindi deduciamo:
0 1 0 -1 1 o]°"
ME(f) = ME(f)- M§(idgs) = | -1 2 -3 1 -1 1
3 0 -3 1 0 -1
0 1 0 111 2 1 1
=|-1 2 -3 21 1|=1]0 —2 1],
3 0 -3 110 0 0 3

e la rappresentazione richiesta e:
f,y,2) = Qe +y+2-2y+232).

Poiché il rango di ME(f) ¢ 3, allora il nucleo di f ¢ {0} (ed una sua base & I'insieme vuoto), mentre Im(f) = R3,
ed una base di Im(f) ¢ €.

b) Tl polinomio caratteristico di Mg (f) & p(t) = —(t + 2)(t — 2)(t — 3). Quindi gli autovalori di f sono —2,2, 3.
L’autospazio V_s & generato da (1,—4,0), Pautospazio V3 ¢ generato da (1,0,0), e 'autospazio V3 ¢ generato da
(6,1,5). La base cercata & A := {(1,—4,0),(1,0,0),(6,1,5)}, e si ha:

-2 0 0
MA(f)=]0 2 0. m
0 0 3
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Geometria ed Algebra 1, V appello, 16 settembre 2009.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (—1,-3,2,5),(1,0,1,1),(1,1,0,—1), e sia V il sot-
tospazio di R* rappresentato dall’equazione x +y — z — 2t = 0.

a) Calcolare una base per UNV.
b) Al variare del parametro h € R, si consideri il sottospazio

Wy, := Span((1,1,0,h — 1), (2h,0,0,h),(1,—1,2,3 — 2h)).

Determinare tutti i valori del parametro h per cui Wy = U. Determinare tutti i valori del parametro h per cui
Wy =V.

Svolgimento. a) Si osservi che una base per U & costituita dai vettori (1,0,1,1),(1,1,0,—1). Quindi una rappresen-
tazione cartesiana per U si ottiene imponendo che la matrice

abbia rango 2. Si deduce che U & rappresentato dalle equazioni  —y — 2z = 0, x — 2y — ¢t = 0, e quindi una
rappresentazione cartesiana per U NV ¢ fornita dal seguente sistema lineare

r—y—2z=0
UNnV:i=q z—-2y—t=0
r+y—z—2t=0.

Risolvendo tale sistema si ottiene che una base per U NV ¢ data dal vettore (3,1,2,1).

b) I generatori di W}, soddisfano le equazioni di U solo quando h = 0. Poiché la dimensione di Wy = 2 ne consegue
che Wy, = U se e solo se h = 0. Analogamente, i generatori di W}, soddisfano 1’equazione di V' solo quando h = 2.
Poiché la dimensione di W5 = 3, ne consegue che W;, =V se e solose h =2.

Esercizio 2. Al variare del parametro X in R, si consideri il seqguente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

r—y+z=-1
x4+ 3y + (3A2 —2)\)z = 3\
T —y+ (322 -8\ —2)z =3)2 — 8\ — 4.

a) Dire per quali valori di \ il sistema lineare assegnato é compatibile e, nei casi in cui Sy é compatibile, deter-
minarne una rappresentazione parametrica per l’insieme delle soluzioni.

b) Dire per quali valori di ) il sistema omogeneo associato ad Sy ammette la soluzione (0,0,0)T, e per quali valori
la soluzione (6,4, —2)T.

Svolgimento. a) Eseguendo le operazioni elementari es1(—1), es1(—1) sulla matrice completa del sistema Sy si
perviene alla matrice:

1 -1 1 -1

0 3x+1 33—-2x-1 3A+1

0 0 302 -8\—3 3X2-81-3

Quindi se A ¢ {—%,3} allora il sistema ammette un’unica soluzione data da (—,2— A, 1)”. Rimangono da esaminare
icasi/\:f%e/\:&

Se A= f% il sistema & equivalente all’unica equazione x —y+ 2z = —1. In tal caso il sistema ammette co? soluzioni
date da (h — k — 1,h, k)T, al variare di h e k in R.

Se A = 3 il sistema e equivalente al sistemas:

r—y+z=-1
y+2z=1.

Tale sistema ammette oo’ soluzioni, date da (—3t, -2t + 1,#)T, ¢t € R.
b) Sia S7 il sistema omogeneo associato ad Sy, e sia Uy := Sol(S5) lo spazio delle sue soluzioni, che & un sottospazio
di R3. Osserviamo che Uy = {0} se A ¢ {—%,3}, Ui = Span((1,1,0)7,(=1,0,1)T) e Uz = Span((-3,-2,1)T).
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Quindi (0,0, 0)T & soluzione del sistema omogeneo associato ad Sy per ogni A € R, e (6,4, —2)T appartiene soltanto
ad U_ 1e ad Us.

Esercizio 3. Sia f: R3? — R? Uapplicazione tale che:

2 -4 -3
ME(f)=|-3 0 -3],
-6 4 -1

dove B ¢ la base di R? costituita dai vettori (—1,1,—1), (1,—1,0) e (0,1,—1).

a) Rappresentare lapplicazione f in termini delle coordinate canoniche, e calcolare una base per il nucleo e
l’immagine di f.
b) Determinare una base A di R® tale che Mj\‘(f) sia una matrice diagonale, e calcolare tale matrice.

Svolgimento. a) Sia £ la base canonica di R3. Allora abbiamo:

-1 1 0 2 -4 -3 -1 1 0
ME(f) = MB(idgs) - MB(f) - ME(idgs)=| 1 -1 1 |-[-3 0 =3|-|1 -1 1
-1 0 -1 -6 4 -1 -1 0 -1
-1 1 0 2 -4 -3 -1 -1 -1 5 1 1
=1 -1 1|-|-3 0 =3[-]0 -1 —-1|=|00 1],
-1 0 -1 -6 4 -1 1 1 0 00 —4

e la rappresentazione richiesta é:
flz,y,2) = bz +y + z, 2, —4z).

11 nucleo ammette come base {(1,—5,0)}, mentre Im(f) = Span((1,0,0), (0,1, —4)).

b) 1l polinomio caratteristico di ME(f) & p(t) = —t(t +4)(t — 5). Quindi gli autovalori di f sono —4,0,5.
L’autospazio V_4 & generato da (1,3, —12), I'autospazio Vj & generato da (1,—5,0), e 'autospazio V5 & generato da
(1,0,0). La base cercata ¢ A := {(1,3,—12),(1,—-5,0),(1,0,0)}, e si ha:

-4 0 0
MA(f)=10 0 0 [
0 05
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Geometria ed Algebra 1, I appello, 25 novembre 2009.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R® generato dai vettori (—4,1,1), (—2,2,0), (2,1, 1), e sia V il sottospazio di
R3 avente la sequente rappresentazione cartesiana: x — 2y + 3z = 0. Calcolare una base e la dimensione per U, V,
U+VedUNV.

Svolgimento. Disponendo in riga i generatori di U, e riducendo a scala, si vede che (2,1,—1) & sovrabbondante.
Quindi i due vettori (—4,1,1), (—2,2,0) formano una base per U in quanto sono indipendenti, e la dimensione di U
¢ 2. Invece, per ottenere una base di V', andiamo a risolvere 1’equazione = — 2y + 3z = 0, e vediamo che il generico
vettore di V' & del tipo (2y — 3z,y,2), con y e z variabili libere. Ne consegue che una base per V & formata dai
vettori (2,1,0),(—3,0,1). Ora l'insieme dei vettori (—4,1,1), (-2,2,0), (2,1,0),(—3,0,1) rappresenta un sistema di
generatori per U + V. Come prima, disponendo in riga tali generatori e riducendo a scala, si vede che i primi tre
vettori sono indipendenti. Quindi U +V = R3, e come base di U + V possiamo considerare la base canonica. Dalla
formula di Grassmann deduciamo che U NV ha dimensione 1. Per calcolarne una base, prima determiniamo una

rappresentazione cartesiana di U, imponendo che il rango della matrice

-4 -2 =z
A= 1 2y
1 0 =z

sia 2. In questo caso ci si riduce ad imporre che det(A) = 0. Quindi una rappresentazione cartesiana per U NV &
data dall’equazione x + y + 3z = 0. A questo punto una rappresentazione cartesiana per U NV ¢ data dal sistema

lineare
{ r+y+32=0

z—2y+32=0.

Risolvendo tale sistema si ottiene che il vettore (—3,0,1) forma una base per UNV. B
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il seqguente sistema lineare S(k) nelle variabili z,y, z:

r—y+(k+Dz=k-1
Sk):=< z—y+22=0
20+ (k—1y+ (k+6)z=k—1.
Dire per quali valori di k il sistema ¢ compatibile, ed in tal caso determinare una rappresentazione parametrica per

Uinsieme delle soluziont di S(k).

Svolgimento. Dopo aver eseguito le operazioni elementari ey 1(—1), e31(—2), p2 3 sulle righe della matrice completa
del sistema assegnato, si perviene alla matrice:

1 -1 k+1 k-1
(*) 0 k+1 4—-k 1—k
0 0 1-k 1-k

Quindi se k ¢ {—1,1} il sistema S(k) & un sistema di Cramer e pertanto ammette un’unica soluzione, data da

2k+5 3 )
k+1" k+17)°

Restano da esaminare i casi k = —1e k= 1.
Nel caso k = —1, dopo l'ulteriore operazione elementare 632(7%), si perviene alla matrice:
1 -1 0 -2
0 0 5 2
0o 0o o ¢

In tal caso allora il rango della matrice incompleta & 2, mentre quello della matrice completa ¢ 3, ed il sistema S(—1)
¢ incompatibile.
Nel caso k = 1 la matrice (*) diventa:

1 -1 2 0
0 2 3 0
0 0 0 O
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Il sistema S(1) & compatibile, di rango 2. Ammette pertanto oo! soluzioni, corrispondenti alla variabile libera z, ed
una rappresentazione parametrica per I'insieme delle soluzioni Sol(S(1)) di S(1) ¢ data dalla funzione:

zeR — (fgz, fgz,z) € Sol(S(1)). W

Esercizio 3. Sia U il sottoinsieme di M(2,2) costituito dalle matrici Z b tali chea = —c eb = —2a. Dimostrare

d
che U ¢é un sottospazio di M(2,2), e determinare un sottospazio W di M(2,2) tale che M(2,2) =U @ W.

Svolgimento. Per la definizione stessa di U, sappiamo che una matrice A appartiene ad U se e solo se esistono

a,d € R tali che A = { a —2a

a  d } . In particolare

1 -2 0 0
A—a{i1 0}+d{0 1].

Ne consegue che U = Span ({ 1 _2} , [0 0} ) Cio prova che U & un sottospazio di M(2,2), ed una base per

-1 0 01
. o o1 =2 00
U ¢ formata dalle matrici {_1 0 } , [0 1}.

d

sottospazio U corrisponde al sottospazio U di R4 generato da (1,—2,—1,0),(0,0,0,1). Aggiungendo a tali vettori i
vettori canonici e, ed es si forma una base per tutto R* in quanto la matrice

Ora, tramite ’applicazione delle coordinate, identifichiamo la matrice [Z b} con il vettore (a,b,c,d) di R*. 11

1 -2 -1 0
0 0 0
0 0 10
0 0 1

ha rango 4. Per cui, posto W= Span(es,es), si ha R* = U@ W. Allora il sottospazio W di M(2,2) cercato &:

Wi Span({g (1)] , {(1) 8}) n

Esercizio 3bis. Sia U il sottospazio di R[t]<3 generato dai polinomi p(t) = 2+6t+1>+13, q(t) = 4+ 12t +2t2 +13,
r(t) = 6+18t+3t2+2t3. Calcolare una base di U, e determinare un sottospazio W di Rl[t]<3 tale che Rlt]<3 = U®W.

Svolgimento. Tramite Uapplicazione delle coordinate, identifichiamo il generico polinomio ag +ait+ast? +ast? con il
vettore (ag, a1, as,a3) di R:. 1l sottospazio U corrisponde al sottospazio U di R* generato da (2,6,1,1), (4,12,2,1),
(6,18, 3,2). Disponendo in riga tali vettori e riducendo a scala (senza scambi) si ottiene la matrice

2 6 11
0 001
00 0 O

Dunque il vettore (6,18, 3,2) ¢ sovrabbondante, ed una base per U ¢ formata dai vettori (2,6,1,1), (4,12,2,1). Cido
equivale a dire che p(t) e ¢(t) formano una base per U.

Poi, aggiungendo a (2,6, 1,1),(4,12,2,1) i vettori canonici es ed ez si forma una base per tutto R* in quanto la
matrice
2 6 1 1
01 0 0
00 1 0
0 0 0 1
ha rango 4. Per cui, posto W = Span(eq, e3), si ha R* = U @ W. Allora il sottospazio W di R[t]<3 cercato &:

W := Span(t,t*). B
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Esercizio 4. Determinare la matrice rappresentativa rispetto alla base canonica dell’applicazione lineare f : R3 —
R3, sapendo che f(0,1,3) = (4,2,3), £(0,0,1) = (1,1,1), e che il nucleo di f ammette la sequente rappresentazione
cartesiana

Ker(f) ::{z—l—y-i-z:o

x—y=0.

Svolgimento. Dalla rappresentazione cartesiana del nucleo di f deduciamo che Ker(f) ¢ generato dal vettore
(1,1,—2). Tale vettore, insieme a (0,1,3) e (0,0,1), forma una base B di R?®. E dai dati del problema deduci-
amo che

ME(f) =

o O O

4 1

2 11,
31
dove £ denota la base canonica. Quindi abbiamo

ME(f) = Mg (f) - M (idgs) = ME (f) - M§ (idgs) ™"

-1

0 4 1 1 0 0 0 4 1 1 0 0 1 1 1
=10 2 1 1 1 0 =0 2 1|-({-1 1 Of=1{3 -1 1 |
0 3 1 -2 3 1 0 3 1 5 =3 1 2 0 1

Esercizio 5. Si consideri applicazione lineare f : R® — R3 definita ponendo
f(z,y,2) = (=32 4+ 3y — 32, -3z + 3y — 32, -3z + 3y — 3z).

Calcolare la matrice rappresentativa A di f rispetto alla base canonica, una base di Ker(f), una base di Im(f), ed
una matrice invertibile P tale che P™YAP sia una matrice diagonale.

Svolgimento. Denotata con £ la base canonica di R3, abbiamo:

-3 3 -3
A=ME(f)=1|-3 3 -3
-3 3 -3

Il nucleo di f allora & rappresentato dall’equazione x —y+z = 0, ed una sua base ¢ data dai vettori (1,1,0), (—1,0,1).
L’immagine di f & generata da (1,1,1).

Per calcolare la matrice P, innanzitutto calcoliamo il polinomio caratteristico di f, che & ps(t) = —t2(t + 3).
Pertanto lo spettro di f & costituito dagli autovalori —3 e 0. L’autospazio V_3 & generato dal vettore (1,1, 1), mentre
Pautospazio Vj ¢ il nucleo di f che abbiamo visto essere generato dai vettori (1,1,0), (—1,0,1). La matrice P si
ottiene disponendo in colonna i vettori appena calcolati:

11 -1
P=(11 0].01
1 0 1
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Geometria ed Algebra 1, IT appello, 9 febbraio 2010.

Esercizio 1. Si considerino i sottospazi U e V di R* definiti dalle sequenti rappresentazioni cartesiane:

U._{2x+y+22=0 V._{2m+2y+t=0
o 20 4+y+32—-1t=0 o 20 4+3y—2+t=0.

Determinare una rappresentazione cartesiana di U +V, e dire se R* =U @V oppure no.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta U si vede che una base per U & formata dai vettori
(—1,2,0,0), (—2,0,2,2). In modo analogo si vede che una base per V & formata dai vettori (—2,2,2,0), (-1,0,0,2).
Disponendo in riga i quattro vettori trovati, e riducendo a scala la matrice ottenuta in tal modo, si vede che U + V'
ha dimensione 3 ed ammette come base i vettori (—1,2,0,0), (—=2,0,2,2), (—=2,2,2,0). In particolare non & vero che
R* = U@ V. La rappresentazione cartesiana di U + V si ottiene imponendo che il generico vettore (z,y,z,t) sia
dipendente dai vettori della base di U + V' trovata, cio¢ imponendo che

1 2 -2 &
2 0 2 y|_

det | v 9 o | =0
0 2 0 ¢

Sviluppando il determinante si trova la rappresentazione cercata che ¢ 2z +y+2+¢t=0. B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare S(k) nelle variabili x,y, z, t:

2e+(k+4)y+(k+4)z+ (k+4)t=k+2
Sk):={ o4+ (k+3)y+ (Fk+3)z+k+3)t=k+1
z+y+z+t=1
Dire per quali valori di k il sistema é compatibile, ed in tal caso determinare una rappresentazione parametrica per
Uinsieme delle soluzioni di S(k).

Svolgimento. Dopo aver eseguito le operazioni elementari py 3, €2,1(—1), €3 1(—2) sulle righe della matrice completa
del sistema assegnato, si perviene alla matrice:

1 1 1 1 1
0 k+2 kE+2 k+2 k
0 0 0 0 0

Quindi se k = —2 il sistema non & compatibile. Quando invece k # —2 allora il sistema & compatibile ed ammette
002 soluzioni. In tal caso la generica soluzione espressa in funzione delle variabili libere z e t & (%H, kiﬂ —z—t,2,1).
|

Esercizio 3. Sia U il sottoinsieme di M(2,2) costituito dalle matrici A tali che AT = A, e sia V il sottoinsieme
di M(2,2) costituito dalle matrici A tali che AT = —A. Provare che U e V sono sottospazi di M(2,2) e che
M2,2)=UaV.

a
b

a b 10 01 00
A= [b c| *“[0 0] +b{1 0} “‘[0 1}’
1 0 0 1 0 0 . N . - .
allora U = Span( , , ). Cid prova che U & un sottospazio, di dimensione 3. Analogamente,

0 0 1 0 0 1
[0 b . 0 1 TR .
. Per cui V = Span( ). Quindi V' & un sottospazio,

Svolgimento. La generica matrice A di U & del tipo A = { z] Poiché

la generica matrice A di V' ¢ del tipo A = b 0 1 0

di dimensione 1. Infine, poiché dim(U) + dim(V) = 4, per provare che M(2,2) = U & V ¢ sufficiente provare che
UNV ={0}. A tale proposito sia A € UNV. Allora AT = A = —A, quindi 24 = 0, il che implica A= 0. B

Esercizio 4. Si consideri l'operatore lineare f : R® — R3 la cui matrice rappresentativa rispetto alle basi B e C ¢é:

2 1 1
ME(f) =12 1 2,
2 1 0
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dove B = {(1,0,0),(0,3,2),(0,2,1)} e C = {(1,1,1),(1,2,1),(1,3,2)}. Calcolare la matrice rappresentativa Mg (f)
di f rispetto alla base canonica £, una base del nucleo di f, ed una base dell’tmmagine.

Svolgimento. Si ha:

1 1 1 2 1 1 1 0 0 6 3 -3
ME(f) = M§ (idrs) - ME(f) - M§(idgs) = |1 2 3 2 1 2 0 -1 2 |=[12 4 -3
1 1 2 2 10 0o 2 -3 8§ 2 -1
T 0
Risolvendo il sistema lineare M (f)- | y | = | 0 | si vede che il nucleo di f ha dimensione 1 ed & generato dal vettore
z 0
(1,—6,—4). Infine, una base di Im(f) & costituita dalle prime due colonne di ME(f). ®

Esercizio 5. Si consideri Uapplicazione lineare f : R® — R3 definita ponendo
f(zyy,2) = (x — 2y + 32z, —2x — 2y + 62, —2x — 2y + 62).

Calcolare la matrice rappresentativa A di f rispetto alla base canonica, ed una matrice invertibile P tale che P~ AP
sia una matrice diagonale. Verificare che il risultato ottenuto € esatto.

Svolgimento. La matrice rappresentativa A di f rispetto alla base canonica e:

1 -2 3
A=1]1-2 -2 6
-2 -2 6

11 polinomio caratteristico di A &: pa(t) = —t(t —2)(t — 3). Quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori 0, 2, 3.
L’autospazio Vy ammette come base (1,2, 1), autospazio Vo ammette come base (1,1,1) e Pautospazio V3 ammette

1 11
come base (1,2,2). Allora la matrice cercatae P= |2 1 2|. Ed infatti
1 1 2
0 1 -1 1 -2 3 1 11 0 0 O
PlAP=|2 -1 0]|-|-2 -2 6 21 2|=(0 2 0].1
-1 0 1 -2 -2 6 11 2 0 0 3
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Geometria ed Algebra 1, III appello, 14 luglio 2010.
Esercizio 1. Si considerino i sequenti sottospazi di R3:
U := Span((-5,1,1),(1,-2,1),(-3,0,1)) e V :=Span((1,1,1),(-5,-2,1),(0,1,2)).

Calcolare la dimensione, una base ed una rappresentazione cartesiana di U N'V.

Svolgimento. Tra i generatori di U il vettore (—3,0,1) & sovrabbondante. Quindi una rappresentazione cartesiana di

-5 1 =z
U ¢ data dall’equazione det | 1 —2 1y | =0, cioe dall’equazione x + 2y + 3z = 0. Analogamente si vede che una
1 1 =z

rappresentazione cartesiana per V' & data dall’equazione x — 2y + z = 0. Quindi il sistema

{x+2y+3z=0
T—2y+2=0

fornisce una rappresentazione cartesiana per U N V. Risolvendo tale sistema si vede che U NV ha dimensione 1, ed
una base per U NV ¢ formata dal vettore (4,1,—2). B

Esercizio 2. Al variare del parametro h in R, si consideri il sequente sistema lineare S(h) nelle variabili x,y:
(h+2)z+ (h+3)y=nh
S(h):=¢ 2z+hy=0
2z 4+ (1 + h)y = h.
Dire per quali valori di h il sistema é compatibile, ed in tal caso determinarne le soluzioni.

Svolgimento. 11 determinante della matrice completa del sistema S(h) & uguale a h® — 4h. Quindi se h ¢ {—2,0,2} il
sistema certamente non & compatibile. Un calcolo diretto prova che se h = —2 il sistema ammette un’unica soluzione
data dal vettore (—2, —2), se h = 0 il sistema ammette un’unica soluzione data dal vettore (0,0), e se h = 2 il sistema
ammette un’unica soluzione data dal vettore (—2,2). B

Esercizio 3. Si consideri l'operatore lineare f : R® — R? definito ponendo
flzyy, 2z) == (—2y + 22,22 — 4y + 22,2z — 2y).
Calcolare la matrice rappresentativa A di f rispetto alla base canonica, una base per Ker(f), una base per Im(f),

ed una base di autovettori di f. Infine determinare una matrice diagonale D ed una matrice invertibile P tali che
D =P AP

Svolgimento. La matrice A = ]\Ig(f) che rappresenta f rispetto alla base canonica & é:

0 -2 2
A=12 -4 2
2 =20

Risolvendo il sistema lineare A-x = 0, si vede che Ker(f) ha dimensione 1 ed ammette come base il vettore (1,1, 1).
Quindi Im(f) ha dimensione 2 ed una base ¢ costituita da due colonne linearmente indipendenti di A, per esempio
{(0,2,2),(2,2,0)}. 11 polinomio caratteristico di f & det(A —tI) = —t(t+2)2. Quindi gli autovalori di f sono —2 e 0.
L’autospazio Vj € proprio il nucleo di f. Invece una base per 'autospazio V_5 si ottiene risolvendo il sistema lineare
A-x = —2x. Si deduce che una base per V_s & formata, per esempio, dai vettori (1,1,0) e (—=1,0,1). E allora una
base di R? formata da autovettori per f & {(1,1,1),(1,1,0),(=1,0,1)}. Le matrici cercate D e P sono:

11 -1 0 0 0
P=|11 0], D=0 -2 0. m
10 1 0 0 -2

Esercizio 4. Si consideri l'operatore lineare f : A € M(2,2) — AT € M(2,2). Calcolare la matrice rappresentativa
di f rispetto alla base canonica € di M(2,2), il polinomio caratteristico di f, e provare che f é diagonalizzabile.
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Svolgimento. Sia & la base canonica di M(2,2). Allora le coordinate della generica matrice A = {x y} rispetto

alla base £ sono [A]g = (2,9, 2,w)T. E si ha anche [AT]s = (z,2,y,w)T. Per cui la matrice rappresentativa di f &
la matrice
0 0

o O =

0
e |00 10
0 0 0 1

Ne segue che il polinomio caratteristico & ps(t) = (t—1)3(t+1). L’autospazio V; & costituito dalle matrici simmetriche,

la cui rappresentazione cartesiana ¢ y = z. Quindi V5 ha dimensione 3. Cio prova che f & diagonalizzabile. B

Esercizio 5. Si consideri la base B di R® formata dai vettori (1,1,1),(1,2,1),(2,5,3), e sia f Uoperatore di R® che
al vettore di coordinate (2,2}, x%) rispetto alla base B associa il vettore di coordinate (! + af, xh, x| + ) rispetto
alla base B. Calcolare le matrici rappresentative ]Wg(f) ed Mg(f) di [ rispetto alla base B e rispetto alla base
canonica £.

Svolgimento. La matrice rappresentativa di f rispetto alla base B é:
1 0 1
Mg(f)y=10 10
1 1 0

Quindi:
ME(f) = ME(idgs) - ME(f) - M§ (idps) = ME (idms) - ME(f) - M§ (idgs) ™" =
1 1 2 1 0 1 1 -1 1 8 0 -5
1 2 5]-]10 1 0] -] 2 1 3| =(19 1 —-14|. N
1 1 3 1 1 0 -1 0 1 11 0 -7



100 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE
Geometria ed Algebra 1, IV appello, 1 settembre 2010.

Esercizio 1. Si considerino i sottospazi U eV di R*, dove U := Span((—2,1,—1,1),(1,0,—1,0)) e V ¢ il sottospazio
che ammette come rappresentazione cartesiana il sequente sistema lineare:

T4y+4z—t=0

r+y+2z+t=0.
Calcolare una base per U NV ed una rappresentazione cartesiana di U + V.
Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta V si vede che V' & generato dai vettori (—1,1,0,0) e
(=3,0,1,1). Ora, disponendo per riga i generatori di U e di V' e riducendo a scala la matrice ottenuta in tal modo, si

trova che i vettori (1,—1,0,0), (0,1,—1,0), (0,0,2,—1) formano una base per U + V. Per cui una rappresentazione
cartesiana di U + V si ottiene imponendo che il determinante della matrice:

1 0 0 =z
-1 1 0 v
0o -1 2 =z
0 0 -1 t

sia nullo. Ne risulta che una rappresentazione cartesiana per U + V ¢ data dall’equazione = + y + z + 2t = 0.
Adesso andiamo a calcolare una base per U N V. Innanzitutto calcoliamo una rappresentazione cartesiana di U.
Per fare cio ¢ sufficiente imporre che il rango della matrice

1 2
0 -1 y
-1 1 =z
0 -1 t

sia pari alla dimensione di U, cioe sia pari a 2. Riducendo a scala si ottiene la matrice

1 2 T

0 -1 y

0 0 z4+3y+z
0 O y—t

Quindi una rappresentazione cartesiana di U &

{ z4+3y+2=0
y—t=0.

Allora U NV & rappresentato dal sistema lineare
r+3y+2z=0
y—1t=0
r+y+4z—t=0
r+y+2z+t=0.

Risolvendo tale sistema si deduce che una base di U NV & costituita dal vettore (—4,1,1,1). B
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare S(k) nelle variabili x,y, z:

r—y+(k+2)z2=k
Sk)==< z—y+22=0
2z + ky + 5z = k.
Dire per quali valori di k il sistema & compatibile, ed in tal caso determinarne le soluzioni. Infine dire per quali valori
di k il vettore (=5, —1,1)T ¢ una soluzione per S(k).

Svolgimento. Riducendo a scala la matrice completa del sistema (senza imporre restrizioni al parametro k) si perviene
alla matrice:

1 -1 2 0
(%) 0 k+2 1 k
0 0 Kk k
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Quindi il determinante della matrice incompleta del sistema S(k) ¢ uguale a k(k + 2). Se k ¢ {—2,0} il sistema
ammette un’unica soluzione, che & (fz—ig, %, ). Quando k = —2 dalla matrice (*) si deduce che il rango della
matrice incompleta & 2 mentre quello della matrice completa & 3. Quindi in tal caso il sistema non & compatibile. Se
k = 0 invece ci sono oco! soluzioni che sono (=52, —2,2z), z € R. Quanto all’ultima domanda, se (—5,—1,1)7 fosse
una soluzione allora sostituendo nel sistema S(k) si avrebbe —2 = 0. Per cui, per ogni k, il vettore (—5,—1,1)T non
& soluzione di S(k). W

Esercizio 3. Si consideri l'operatore lineare f : R® — R3 definito ponendo
f(z,y,2) ;== (-5x —y+52z,—9z — 3y + 11z, —5x — y + 5z).
Calcolare la matrice rappresentativa A di f rispetto alla base canonica, una base per Ker(f), una base per Im(f),

ed una base di autovettori di f. Infine determinare una matrice diagonale D ed una matrice invertibile P tali che
D =P 'AP.

Svolgimento. La matrice A = JVIg(f) che rappresenta f rispetto alla base canonica & é:

-5 -1 5
A=1]-9 -3 11
-5 -1 5

Risolvendo il sistema lineare A-x = 0, si vede che Ker(f) ha dimensione 1 ed ammette come base il vettore (2,5, 3).
Quindi Im(f) ha dimensione 2 ed una base ¢ costituita da due colonne linearmente indipendenti di A, per esempio
{(-5,-9,-5),(—1,—3,—1)}. Il polinomio caratteristico di f & det(A —tI) = —t(¢t + 1)(t + 2). Quindi gli autovalori
di f sono —2, —1 e 0. L’autospazio Vj € proprio il nucleo di f. Invece una base per 'autospazio V_, si ottiene
risolvendo il sistema lineare A -x = —2x. Si deduce che una base per V_s ¢ formata dal vettore (1,2,1). Similmente
si vede che una base per V_; & formata dal vettore (1,1,1). E allora una base di R3 formata da autovettori per f &
{(1,2,1),(1,1,1),(2,5,3)}. Le matrici cercate D e P sono:

11 2 -2 0 0
P={2 15|, D=0 -1 0|. m
113 0 0 0

Esercizio 4. Si consideri la matrice A := H ” , e siano U eV i sottospazi di M(2,2) definiti come segue.

U={XeM(2,2):A-X=0} e V:={YeM(22):Y -A=0}

Calcolare una base e la dimensione per U, V, UNV, U+ V.

e o]

la generica matrice 2 x 2. Allora X € Useesolose x+z=0ey+t=0. Quindi U = Span(FE11 — Ea1, E12 — F22),

dove
1 0 01 0 0 0 0
{E115E127E217E22}'_{|:0 0:|7|:0 O:|7|:1 O:|7|:O 1:|}

denota la base canonica di M(2,2). In particolare {E11 — Ea1, E12 — Ea2} ¢ una base per U ed U ha dimensione 2.
Similmente si prova che V' = Span(E11 — E12, E21 — Ea), quindi {E11 — E12, F21 — Eaa} & una base per V ed anche
V ha dimensione 2. Una rappresentazione cartesiana di U NV & data dal sistema lineare

Svolgimento. Sia

rz4+2=0
y+t=0
z+y=0
z+1t=0.

Risolvendo tale sistema si vede che U NV ha dimensione 1 ed una sua base ¢ formata dal vettore

Ea
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Per la formula di Grassmann sappiamo allora che la dimensione di U+ V ¢ 3, ed una sua base ¢ formata dalle matrici:
1 0 0 1 1 -1
oo AD
Esercizio 5. L’operatore lineare f : R3 = R3 soddisfa le sequenti condizioni:

f(1,0,1) = f(1,1,1) = (1,0,0) ed f(1,0,2) = (0,1,0).

Calcolare la matrice rappresentativa Mg (f) di f rispetto alla base canonica £, una base per Ker(f) ed una base per

Im(f).
Svolgimento. Denotiamo con B la base di R? formata dai vettori {(1,0,1),(1,1,1),(1,0,2)}. Allora abbiamo:

ME(f) = ME(f) - M (idga) = ME(f) - M§ (idgs)~" =

-1

1 1 0 1 1 1 1 1 0 2 -1 -1 2 0 -1
0 0 1 010 =10 0 1 0 1 0|=|-10 1
0 0 0 1 1 2 0 0 0 -1 0 1 0 0
In particolare una base per Ker(f) ¢ data dal vettore (0,1,0), mentre una base per Im(f) ¢ formata dai vettori

(2,-1,0) e (—1,1,0). W
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Geometria ed Algebra 1, V appello, 8 settembre 2010.

Esercizio 1. I sottospazi U e V di R* ammettono, rispettivamente, le sequenti rappresentazioni cartesiane:

r—y+2z—-3t=0 Tx+2y+52—6t=0
2 +y+z—t=0 Sr+y+42—-5t=0
dr —y+ 52 -7t =0, 3x+3z—4t=0.

Trovare una base per U e provare che U =V.

Svolgimento. Risolvendo il sistema che rappresenta U si vede che {(—1,1,1,0),(4,—-5,0,3)} & una base per U, in
particolare U ha dimensione 2. Questi due vettori soddisfano le equazioni di V' quindi U C V. D’altra parte la
matrice del sistema che rappresenta V' ha rango 2, quindi anche V' ha dimensione 2. Questo prova che U =V. R

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare S(k) nelle variabili x,y, z,t:

r—y+2z2+t=1

2+ (k+1y+ (k+7z+(k+5)t=k+3
z+(k+2)y+ (k+5)z+ (k+Dt=k+2
3r+ky+ (k+9)z+(k+6)t=k+4

S(k) :=

Dire per quali valori di k il sistema é compatibile, ed in tal caso determinarne le soluzioni. Infine dire per quali valori
di k il vettore (3, %,0,0)7 ¢ una soluzione per S(k).

Svolgimento. Riducendo a scala la matrice completa del sistema si perviene alla seguente matrice:

1 -1 2 1 1

0 k+3 k+3 k+3 k+1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
Quindi se k = —3 il sistema non & compatibile. Se k # —3 ci sono oo? soluzioni, che si possono descrivere al seguente
modo: % + 4 k1

—32—2,—— —z—t21), zteR.

( k+s ° k+s C O 0F )2

Se il vettore assegnato ¢ soluzione per S(k) allora nella rappresentazione precedente deve essere z =t =0, e k = 0.
|

Esercizio 3. Si consideri l'operatore lineare f : R® — R? definito ponendo
f(z,y, 2) := (62 — 2y — 42,8z — 4y — 42,8z — 2y — 62).

Calcolare la matrice rappresentativa A di f rispetto alla base canonica, una base per Ker(f), una base per Im(f),
ed una base di autovettori di f. Infine determinare una matrice diagonale D ed una matrice invertibile P tali che
D =P 1AP.

Svolgimento. La matrice A = Mf(f) che rappresenta f rispetto alla base canonica £ é:

6 -2 —4
A=|8 -4 —4
8§ -2 —6

Risolvendo il sistema lineare A-x = 0, si vede che Ker(f) ha dimensione 1 ed ammette come base il vettore (1,1,1).
Quindi Im(f) ha dimensione 2 ed una base ¢ costituita da due colonne linearmente indipendenti di A, per esempio
{(6,8,8),(2,4,2)}. 11 polinomio caratteristico di f & det(A — tI) = —t(t +2)2. Quindi gli autovalori di f sono —2
e 0. L’autospazio V{y ¢ proprio il nucleo di f. Invece una base per 'autospazio V_s si ottiene risolvendo il sistema
lineare A - x = —2x. Si deduce che una base per V_o & formata, per esempio, dai vettori (1,4,0) e (1,0,2). E allora
una base di R? formata da autovettori per f & {(1,4,0),(1,0,2),(1,1,1)}. Le matrici cercate D e P sono:

111
P=|4 01|, D=0 -2 0|. =
0 2 1
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Esercizio 4. Dire per quali valori del parametro k la matrice

_[3k+7 —k-3
Alk) '_[9k+27 —3k—11]

e diagonalizzabile.
Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A(k) & p(t) = (t +2)? (si osservi che ¢ indipendente dal parametro k).

Quindi A(k) & diagonalizzabile se e solo se la molteplicita geometrica di —2 & 2. Ora abbiamo:

3k+9 —k-3 3 -1 2 sek=-3
mg(—2) =2 —rk Ok + 27 _3k_9}:2frk<(k+3)[9 _3]):{1 sk £ 3

In conclusione A(k) ¢ diagonalizzabile se e solo se k = —3. W

Esercizio 5. L’ operatore lineare f : R® — R3 ha il nucleo rappresentato dall’equazione x —y + 5z = 0 e soddisfa la
condizione f(1,0,0) = (1,2,3). Calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di f rispetto alla base canonica &, una
base per Ker(f) ed una base per Im(f). Infine dire se esiste un operatore g : R® — R? tale che Ker(f) = Ker(g) e
tale che g(1,1,0) = (1,1,0).

Svolgimento. Dall’equazione che definisce il nucleo di f deduciamo che i vettori (1,1,0) e (0,5,1) ne formano una
base. Quindi (1,2,3) forma una base per Im(f). Ora osserviamo che se uniamo i vettori (1,1,0) e (0,5,1) con
(1,0,0) si ottiene una base B di R3, e per i dati che disponiamo possiamo dire che

ME(f) =

o O O
o O O

1
24,
3
dove & denota la base canonica. Quindi:

ME(f) = ME(f) - M (ids) = Mg (f) - M (idgs) ™"

-1

0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 =5 1 -1 5
=({0 0 2|-|1 5 0 == (0 0 2|-]10 O 1|1 =12 -2 10
0 0 3 010 0 0 3 1 -1 5 3 =3 15

Infine ¢ chiaro che 'operatore g non esiste. Infatti altrimenti dovrebbe essere g(1,1,0) = (0,0, 0) (in quanto Ker(g) =
Ker(f)). Ma cio contraddice I'ipotesi. B



ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE 105
Geometria (9 CFU), I appello, 4 febbraio 2011.

Esercizio 1. Si considerino gli operatori lineari f : x e R* 2 A-x e R3 eg:x € R* = B-x € R3, dove le matrici
A e B sono definite ponendo

0 -2 1 3 -2 -8 -1 11
A=1|1 1 2 —-1|, B=| 2 0 5 1
1 -1 3 2 0 -8 4 12

Dire se e’ vero oppure no che ker f = ker g.
Svolgimento. Poiche’ e’ possibile ridurre a scala per righe A e B alla stessa matrice
1 -1 3 2
C=10 -2 1 3/,
0 0 0 0

allora i sistemi lineari A-x =0 e B -x = 0 hanno le stesse soluzioni (cioe’ quelle del sistema C - x = 0), e quindi €’
vero che ker f = kerg. B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:
z+y—2z=0
z+(k+1y=1
r+y+(k2—k-1)z=k.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato é compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni.
Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare assegnato si perviene alla matrice
1 1 -1 0
0 k 1 1
0 0 K-k &k

Quindi se k ¢ {0,1} allora il sistema Sy €’ di Cramer ed ammette un’unica soluzione che e’

1

m(zk —2,k)T.

Se k =0 Sy ammette oo’ soluzioni (1 —y,y,1)7, y € R. Se k =1 il sistema S; e’ incompatibile. W

Esercizio 3. L’operatore f : R* — R* soddisfa le sequenti condizioni
f(17 27 07 0) = (O> 17 _17 0)7 f(17 37 07 0) = (07 27 _27 0)7
f(07 07 17 2) = (07 1’ 37 2)’ f(07 07 1’ 3) = (07 1’ 57 3)'

Calcolare la matrice rappresentativa Mg(f) di f rispetto alla base canonica &, ed una base per il nucleo e l'immagine.
Infine determinare una rappresentazione cartesiana del sottospazio U := Ker(f) + Im(f).

Svolgimento. Denotiamo con B la base di R* formata dai vettori (1,2,0,0), (1,3,0,0), (0,0,1,2), (0,0,1,3). Allora
abbiamo

0 0 0 0 3 -1 0 0 0 0 0 0

. 1 2 1 1 -2 1 0 0 -1 1 1 0
Mg(f):kfg(f)']\/[g(ZdR“) = -1 -2 3 5 0 0 3 -1 = 1 -1 -1 2
0 0 2 3 0 0o -2 1 0 0 0 1

Deduciamo che una base del nucleo ¢’ data dai vettori (1,1,0,0), (1,0,1,0), mentre una base dell'immagine ¢’ data
dai vettori (0,1,—1,0), (0,0,2,1). Riunendo tali basi si ottiene un sistema di generatori per Ker(f) + Im(f),
nel quale (0,1,—1,0) e’ sovrabbondante. Quindi i vettori (1,1,0,0), (1,0,1,0), (0,0,2,1) formano una base per
Ker(f)+ Im(f), ed una rappresentazione cartesiana per Ker(f) + Im(f) si ottiene imponendo che

0
det

S O ==
S = O =
SRS IS
Il
[en]

0
2
1



106 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE
Cioe’ una rappresentazione cartesiana per Ker(f) + Im(f) ¢ data dall’equazione z —y —z +2t =0. W

Esercizio 4. Utilizzando l’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

T, = —3x1 + 225 + T3 .731(0) =1
To = —bxy + 322 + 223 xg(O) =0
C.Eg = —T1 + T2 a:d(O) =0.

Svolgimento. La matrice dei coefficienti dell’equazione

-3 2 1
A=|-5 3 2
-1 1 0
e’ nilpotente con indice di nilpotenza 3. E si ha
-2 1 1
A2=|-2 11
-2 1 1

Quindi una base a stringhe per A e’ data dai vettori (1,1,1), (1,2,0), (0,0, 1). La soluzione cercata y(t) e’ allora:

1 110 1t £ 2 -1 0 1 1—3t—¢2
yty=e- o] =1 2 0|-lo 1 ¢t|-|-1 1 of-|0|=]| —5t—1¢2
0 1 0 1 00 1 -2 1 1 0 —t—t2

Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
n=-3-2t

che e’ uguale a
—3y1 +2ys +y3 = —3(1 — 3t — %) + 2(=5t — ) + (—t —t*) = =3 — 2¢.

Cio’ verifica che la prima equazione &7 = —3x1 + 225 + x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. l

Esercizio 5. Sia U il sottospazio di R® generato dai vettori (1,2,0), (0,—1,1). Calcolare una base ortonormale di
U ed una base ortonormale di UL. Poi calcolare le matrici rappresentative ]V[g (pu) e ]Wg (py+) degli operatori di
proiezione ortogonale py e pyL rispetto alla base canonica.

Svolgimento. Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt ai vettori (1,2,0), (0, —1,1) dedu-

ciamo che i versori %(1, 2,0), \/%(2, —1,5) formano una base ortonormale di U. Osserviamo poi che 2156 —y—2=0

e’ una rappresentazione cartesiana di U. Quindi una base ortonormale di UL ¢’ formata dal versore %(2, -1,-1).
In particolare

20 —y — z
pUL(z7y7Z):T(27_1’_1)'
Quindi
1 4 -2 =2
Mg(pw):6 -2 1 1
-2 1 1
Poiche’

pU(xayvz) = (!L’,y, Z) 7pUL(xayvz)a
si ha anche

BE
Jv.f;?(pU):6 2 5 —-1|. m
2

Esercizio 6. Si consideri la forma quadratica q(u) su R? definita ponendo

q(u) = 2% + 22120 + 82123 + 3 + Swows — 213
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Calcolare la matrice di Gram G di q rispetto alla base canonica, ed una matrice ortogonale P tale che P~'*GP sia
diagonale. Poi calcolare M := max{q(u) : ||u|| < 1}, e determinare i vettori u per cui ||[u| <1 e g(u) = M.

Svolgimento. La matrice G €’
4

4

1
G=|1
4 -2

[

11 suo polinomio caratteristico e’ pg(t) = —t(t — 6)(t + 6). Gli autospazi corrispondenti sono Vg = Span((1,1,1)),
Vo = Span((1,-1,0)), V_g = Span((1,1,—2)). Quindi la matrice ortogonale P cercata e’:

i 1
V3 V2 V6
p_ | 1%
A TV V|
L 0 _2
V3 V6
il numero M ¢ M = 6, ed i vettori u per cui |Jul| <1 e ¢(u) = 6 sono i versori u = i(%, %, %) [ ]
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Geometria (9 CFU), II appello, 25 febbraio 2011.

Esercizio 1. Nello spazio dei polinomi R[t]<2 di grado al piu’ 2 si considerino il sottoinsieme A formato dai polinomi
che si annullano in t = —1, ed il sottoinsieme B formato dai polinomi che si annullano in t = 3. Provare che A e B
sono sottospazi di R[t]<a, e calcolare una base per A, una per B, ed una per AN B. Dire se e’ vero oppure no che
Rt]<c = A® B.

Svolgimento. Sia p(t) = ag + a1t + ast? il generico polinomio di R[t]<s. Allora p(t) si annulla in t = —1 se e
solo se ag — a; + az = 0. Quindi p(¢) sta in A se e solo se p(t) ¢’ del tipo p(t) = (a1 — az2) + ait + azt?, con
ar,az € R. Cioe’ p(t) € A se e solo se p(t) e della forma p(t) = a1(1 + t) + az(—1 + t?). Questo equivale a dire
che A = Span(1 +t,—1+ t?). Cio’ prova che A e’ un sottospazio di R[t]<2, e che {1 +¢,—1 + t?} ne ¢’ una base.
Similmente si prova che B = Span(—3 +t,—9 +t2) e che {1 +¢,—1 +#2} e’ una base per B. Poi osserviamo che il
polinomio (1 + t)(t — 3) sta in AN B. Cio’ ¢’ sufficiente per dire che R[t]<2 non ¢’ la somma diretta di A e di B.
Infine osserviamo che 1+ ¢ sta in A ma non in B e quindi AN B # A. Poiche’ A ha dimensione 2 ne deduciamo che
AN B ha dimensione 1 ed una sua base ¢’ data da {—3 — 2t +t}. B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y:
r+(2k—4)y=2k+1
r+(k-3)y=k+2
x—2y=k?>—3k+5.
Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni.
Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare assegnato si perviene alla matrice
1 2k—4 2k +1
0 k-1 k—1
0 0 (k—1)(k-2)

Quindi se k ¢ {1,2} allora il sistema Sy, non e’ compatibile. Se invece k = 1 il sistema S; ammette oo! soluzioni date
dai vettori (2y + 3,9)%, y € R. Infine se k = 2 il sistema Sy ammette un’unica soluzione data dal vettore (5,1)7. W

Esercizio 3. L’operatore lineare f : R® — R3 soddisfa le sequenti condizioni
f(1,-1,-2) = (6,—6,—12), f(1,1,0) = £(2,0,1) = (0,0,0).

Calcolare la matrice rappresentativa ]\/[gg(f) di f rispetto alla base canonica £. Poi determinare una base per il
nucleo ed una per l'immagine, ed una rappresentazione cartesiana per Im(f). Inoltre dire se f e’ diagonalizzabile, e
se esiste un vettore u non nullo tale che f(u) = —6u.

Svolgimento. 1 dati stessi, insieme al Teorema della dimesione, ci dicono che i vettori (1,1,0), (2,0,1) formano una
base del nucleo, mentre una base dell'immagine e’ data dal vettore (1, -1, —2).
Denotiamo poi con B la base di R? formata dai vettori (1, -1, -2), (1,1,0), (2,0,1). Allora abbiamo

6 0 0 R 1 -1 -2
ME(f) = MB(f) - ME(idgs)=| -6 0 Of-[=-]1 5 —=2|]=|-1 1 2
12 0 o \6 |2 —2 2 2 2 4
Imponendo che la matrice
1 =z
-1 y
-2 z

abbia rango 1 si ottiene la rappresentazione cartesiana di I'm(f) che ¢’

{2x+z:0
rz+y=0.

L’operatore e’ certamente diagonalizzabile perche’

ME(f) =

oo
o O O
o O O
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Si deduce anche che lo spettro di f e Spec(f) = {6,0} e quindi non esiste alcun vettore u non nullo tale che
f(u) = —6u. W

Esercizio 4. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

1‘,’1:2.T1—$2+$3 1’1(0):1
To = 223 72(0) =0
i‘g = 4561 — 21‘2 :7:3(0) =0

Svolgimento. La matrice dei coefficienti dell’equazione

2 -1 1
A=|0 0 2
4 -2 0
ha polinomio caratteristico pa(t) = —t2(t — 2). L’autovalore nullo ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la forma
canonica di Jordan di A €’ _
2 00
J=10 0 1
|0 00

Una stringa di lunghezza 1 per 'autovalore 2 ¢’ data dall’autovettore (1, 1,1). Occorre trovare una stringa di lunghezza
2 per lautovalore 0. Per fare cio’” innanzitutto calcoliamo una base per 'autospazio generalizzato V. Sappiamo che
Vy €’ lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo A? - x = 0, cioe’ del sistema

20 —y = 0.

Allora una base per 170 e’ formata dai vettori (1,2,0), (0,0,1). Ora osserviamo che tale base ¢’ anche una stringa.
Infatti si ha

0 A 1 " 0
Of —— |2| —— |0
1 0 0

Dunque una base a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice
1 1 0
P=112 of,
1 0 1

e la soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

1 1 1
y(t) = At ol =ePIP Tt ol =Pt P |0
0 0 0
1 10 e 0 0 2 -1 0 1 —1—2t+ 2%
=1 2 0 0 1 ¢ -1 1 0] -|0|=|-2—4t+2e*
1 01 0 0 1 -2 1 1 0 —2 4 2¢%

Per verificare 1'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
= —2+ 4e?

che e’ uguale a
2u1 — Yo +yz = 2(—1 — 2t + 2e%) — (=2 — 4t + 2e*!) + (=2 + 2e*) = —2 + de?".

Cio’ verifica che la prima equazione &1 = 2x7 — 9 + x3 € soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. l

Esercizio 5. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (1,—2,0,0), (2, —2,—2,0),(0,0,0,1). Calcolare una base
ortonormale di U, una rappresentazione cartesiana di U, ed una base ortonormale di UL. Poi calcolare le matrici
rappresentative Mg(pU) e ]\/IS(pUL) degli operatori di proiezione ortogonale py e pyr rispetto alla base canonica.
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Svolgimento. Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt ai vettori (1, —2,0,0), (2, —2, —2,0),

(0,0,0,1), deduciamo che i versori %(17 —2,0,0), \/%(2, 1,-5,0), (0,0,0,1) formano una base ortonormale di U.

Osserviamo poi che 2z + y 4+ z = 0 ¢’ una rappresentazione cartesiana di U. Quindi una base ortonormale di U~ €’
formata dal versore -=(2,1,1,0). In particolare

V6
2
pos (gt = =R 2,110,
Quindi
4 2 20
112 110
£ B
]\/IS (pUL) - 612 1 1 0
00 00
Poiche’
pU(a:,y,z):(x,y,z)—pUL(a:,y,z),
si ha anche
2 -2 -2 0
11-2 5 -1 0
£ I
AJE (pU) - 6 -2 1 5 0 u
0 0 0 6
Esercizio 6. Si considerino le sequenti matrici
1 1 2 00 1 2 2 0
A=|11 2|, B=|0 0 1|, C:=12 2 0
2 20 1 1 -1 0 0 -2

Dire se e’ vero oppure no che 1) A e B sono congruenti, 2) A e B sono simili, 3) esiste una matrice ortogonale P
tale che B = PTAP. Rispondere alle stessa domanda per le coppie di matrici A,C e B,C.

Svolgimento. I polinomi caratteristici delle rispettive matrici sono:
pa(t) =—tt —=4)(t+2), pp(t)=—tt-1)(E+2), pc(t)=—t(t—-4)(t+2).

Per il Teorema degli assi principali sappiamo che esistono matrici ortogonali @, R, S tali che

4 0 0 1 0 0
0 -2 0| =Q '4Q=R'CR, |0 -2 0| =5"!BS.
0 0 0 0 0 0

Si deduce che le tre matrici hanno tutte lo stesso rango e lo stesso indice, quindi sono tutte congruenti tra loro.

Notiamo poi che poiche’ pa(t) # pp(t) allora A e B non sono simili. A maggior ragione non puo’ esistere una
matrice ortogonale P tale che B = PTAP (cio’ implicherebbe B = P~!AP, cioe’ che A e B sono simili). Per lo
stesso motivo le matrici B e C non sono simili e non puo’ esistere una matrice ortogonale P tale che C = PTBP.

Infine osserviamo che e’ vero che esiste una matrice ortogonale P tale che C = PTAP: si puo’ considerare la
matrice P:= QR™'. B
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Geometria (9 CFU), III appello, 27 giugno 2011.
Esercizio 1. L’operatore f : R? — R3 soddisfa le sequenti condizioni:

fler) = f(e2) = f(e3), fle1+e2) =4(e;+ex+e3).

Calcolare la matrice rappresentativa Mg(f) di f rispetto alla base canonica € = {e1, e, es}, una base per il nucleo
ker(f) di f, ed una base per Uimmagine im(f) di f.

Svolgimento. Poiche’ f(e1) = f(ea) = f(es) allora la matrice ME(f) ha tutte le colonne uguali. Inoltre sappiamo
che
d(e1 t ez t+e3) = fler +ez) = f(er) + fe2) =2f(e1).

Dunque f(e1) = 2(e1 + e2 + e3), e quindi
2 2 2
ME(f)=]2 2 2
2 2 2

In particolare il vettore (1,1,1) forma una base per im(f), ed im(f) ha dimensione 1. Ne consegue allora che il
nucleo ha dimensione 2, e poiche’ i vettori e; — e2 ed ey — e3 appartengono al nucleo, allora essi formano una base
per ker(f). B

Esercizio 2. Sia U il sottospazio di R* rappresentato dall’equazione x —2y+3z+t =0, ed, al variare del parametro
h € R, sia Wy, il sottospazio di R* generato dai vettori (—1,1,h,3 — 3h), (—1,0,0,1), (=1,1,0,3). Determinare i
valori di h per i quali si ha Wy, =U, Wy, CU, Wy, # U.

Svolgimento. Cominciamo con l'osservare che i tre generatori di W}, soddisfano ’equazione di U, quindi W), C U
per ogni h. Poiche’ dim(U) = 3 allora W}, = U se e solo se i tre generatori di W}, sono liberi. Per analizzare questa
proprieta’ disponiamo in riga i generatori e riduciamo a scala. Si perviene alla matrice

1 1

-1 0 0

0 1 0 2
0 0 h —=3h

Quindi per ogni h # 0 si ha W), = U, mentre Wy #U. R

Esercizio 3. Al variare del parametro k in R si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

20+ 3y+(k—2)z=k+4
r+2y+(k—1)z=k+2
2¢ + 3y + (2k — 4)z = 2k + 3.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni.
Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare assegnato si perviene alla matrice
1 2 k-1 k+2

0 1 k k
00 k-2 k-1
Quindi se k # 2 allora il sistema S, ammette un’unica soluzione data da

1
(k=5 —k k1),

Se invece k = 2 il sistema S» non ammette soluzioni.

Esercizio 4. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il seqguente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

T = —2x1 + 229 — T3 331(0) =1
To = =211 + 229 — T3 332(0) =0
i’gle — X2 3?3(0) =0.



112 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE
Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’
y(t) = et ey,

dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan .J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

eAt = peltp—1,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —t3, e 'autovalore nullo ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la forma
canonica di Jordan di A ¢’

010
J=10 0 1
0 0 0

Per calcolare una stringa di lunghezza 3 osserviamo che

-1 1 0
A2=|-1 10
0 00
Quindi una stringa di lunghezza 3 e’:
1 N -2 N -1 \ 0
of — | 2| — |-1| —— |0},
0 1 0 0

e una base a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice

-1 -2 1
P=(-1 -2 0
0 1 0

La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e:

1 1 1
yt)=e- 0| = FIPT ol =Pt Pt |0
0 0 0
-1 -2 1] [1 ¢ £ [o -1 —2] [1 L 9t 41
=|-1 -2 0|-f0 1 ¢|-{0 O 1 [-]0f= ,g,gt
0 1 0] [0 o0 1 1 -1 0 0 ¢

Per verificare I’esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
g1=—t—2

che e’ uguale a
2 2

t t
“2 2 —ys = Aoy 2 ) 2o - 2) - (1) =t -2

Cio’ verifica che la prima equazione &; = —2x1 + 225 — x3 ¢’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. l

Esercizio 5. Completare la sequente matrice a matrice ortogonale:

* %

s

P=_

*

s
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Svolgimento. Se denotiamo con (x1,22,23)T la prima colonna di P allora deve essere % + m§ = 1, perche’ tale
colonna deve avere lunghezza 1. Quindi possiamo porre 3 = % Le altre due colonne, dovendo essere ortogonali
alla prima, devono soddisfare l’equazione x; — z2 +x3 = 0. Lo spazio delle soluzioni di tale equazione e’ generato dai
vettori (1,1,0), (0,1,1). Ortonormalizzando tali vettori con algoritmo di Gram-Schmidt si ottiene il completamento
cercato::

1 1 1

V32 V6

p_|-L1 L L

- Vi V2 V6

Y

V3 V6

Esercizio 6. Si consideri il sequente operatore lineare
1 1 1 1
: R® = (Co——y,—=x+ = R3.
fi(@y,2) € (32— 5y —5¢+5¥.2) €

Dimostrare che esiste un sottospazio U di R? tale che f = py, cioe’ tale che f sia operatore di proiezione ortogonale
suU.

Svolgimento. Sappiamo che se esiste un tale spazio U allora esso coincide con 'autospazio Vi di f. La rappresentazione
cartesiana di V e’
z+y=0.

Una base ortogonale di V; ¢ data dai vettori (1,—1,0), (0,0,1). Per concludere ’esercizio andiamo a verificare che
f(wu Y, Z) = p(l,fl,O) (CC7 Y, Z) + p(0,0,l) (‘T7 Y, Z)

per ogni (z,y,2) € R3. Ed infatti:

y 1 11

T — 1
P,-1,0(%, ¥, 2) + P00,y (@, Y, 2) = ?(17 —1,0) +2(0,0,1) = (51 — 3% 3" + 52/72)~ u
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Geometria (9 CFU), IV appello, 18 luglio 2011.
Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, sia Uy, il sottospazio di R* generato dai vettori
(1,1,1,1), (—3h, h?, —3h, —2h), (3h,3h, —h? 2h), (0,h* + 3h, —h* — 3h,0).

Per ciascun h determinare un sottospazio Vi, di R* per cui R* = Uy, @ Vj,.

Svolgimento. Disponendo in riga i generatori di U}, e riducendo a scala si perviene alla matrice:

1 1 1 1
0 h%*+3h 0 h
0 0 —h?2—-3h —h
0 0 0 0

Quindi se h ¢ {—3,0} allora si puo’ scegliere V3, := Span(es). Se h = 0 si puo’ scegliere Vj := Span(es, es, eq). Se
h = —3 si puo’ scegliere V_3 := Span(es,ez). B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

z+3y+(k+2)z=k+4
204+ 5y+ (k+2)z=2k+7
r+y=1

x+2y=2.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni.

Svolgimento. Riducendo a scala la matrice completa con opportune operazioni elementari, si perviene alla matrice

11 0 1
0 1 0 1
00 kE+2 k+1
0 0 0 k+1
Si deduce che se k # —1 allora il sistema Sy, €’ incompatibile, mentre per k = —1 il sistema e’ compatibile ed ammette

un’unica soluzione data dal vettore numerico (0,1,0). W

Esercizio 3. L’operatore f : R® — R? possiede il vettore (1,—1,2) come autovettore relativo all’autovalore A = —1,
ed ha il nucleo generato dai vettori (1,0,3), (=2,3,0), (—1,3,3), (=2,6,6). Calcolare l'espressione esplicita di f
rispetto alle coordinate canoniche, una base per ker(f) ed una base per im(f).

Svolgimento. Consideriamo la base B di R® formata dai vettori (1,0,3), (=2,3,0), (1,—1,2) (i primi due vettori
formano una base per il nucleo di f). Allora sappiamo che

0 0 -1
ME(f)=1|0 0 1
0 0 -2

(come al solito £ denota la base canonica). Quindi

ME(f) = ME(f) - M§(idrs) = ME(f) - ME (idps) ™

00 —-1] [t =2 117" [oo -1 2 4 1 3 2 -1
={00 1]-f0 3 —1| =00 1 |-|-1 -3 %+ |=]-3 -2 1
00 -2 [3 0 2 00 -2 [-3 -2 1 6 4 -2

Percio’ 'espressione esplicita di f rispetto alle coordinate canoniche e’:
flzyy,2) = Bz 4+ 2y — z,—3x — 2y + 2,6 + 4y — 2z2).

Abbiamo gia’ detto che una base per il nucleo di f e’ formata dai vettori (1,0,3), (—2,3,0), ed €’ ovvio a questo
punto che una base per im(f) e’ data dal vettore (1,—1,2). W
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Esercizio 4. Utilizzando l’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i’l = —2%1 371(0) =1
T9 = —x1 — DTy + 23 z2(0) =0
i’g = —3%1 — 91}2 + I3 .1‘3(0) = 0

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

y(t) = et ey,

dove A €’ la matrice dei coefficienti dell’equazione

-2 0 0
A=]-1 -5 1
-3 -9 1

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpt,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t + 2)3, e I'autovalore —2 ha molteplicita’ geometrica 2. Quindi la
forma canonica di Jordan di A €’
-2 0 0
J=10 -2 1
0 0 -2
Poiche’
0 0 0
A+2I=|-1 -3 1
-3 -9 3

allora una 0-stringa per A + 2I di lunghezza 2 e’ data da

A+21 A+421
— —

1 0 0

0 -1 0

0 -3 0
Inoltre (1,0, 1) sta nel nucleo di A + 27 ed ¢’ indipendente dai due vettori precedenti. Quindi una base a stringhe
per A + 21, che €’ anche una base a stringhe per A, ¢’ formata dalle colonne della matrice

1 0 1
P={0 -1 0
1 -3 0

La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

1 [1 1
y(t) _ eAt 1o = ePJP_lt lol =pP- eJt . P71 1o
0 10 0
1 0 1 e? 0 0 [0 -3 1 1 1
=10 -1 O] - 0 =2t te=2t| . |0 —1 0 o —e 2| 4
1 -3 0 0 0 e [1 3 -1] |o —3t
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
g =—2e
che e’ uguale a
—2y; = —2e7 2,
Cio’ verifica che la prima equazione ©; = —2x; €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le rimanenti

due equazioni. B
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Esercizio 5. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (1,0,0,1), (—1,0,1,0), (-2,1,0,0), (0,0,1,1), e sia
pu : R* = R?* Doperatore di proiezione ortogonale su U. Calcolare la matrice rappresentativa Mg (pv) di pu rispetto
alla base canonica E.

Svolgimento. Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt alla base (1,0,0,1), (—1,0,1,0),
(—2,1,0,0) di U, si ottiene la seguente base ortogonale di U:

(1,0,0,1), (-1,0,2,1), (-2,3,-2,2).
Quindi se (z,y, z,t) ¢ il generico vettore di R* abbiamo
pu(z,y,2,t) = pa,0,0,1)(@ Y, 2, 1) +P=1,02,1) (@, Y, 2, 1) + p—2,3,-2,2) (%, ¥, 2,1)

t — 2 t —2 3y —2 2t
:x;_ (1707071)*}%(71707251)4» s y21 S

(725 37 727 2)

1
=?(fonyz+t,72x+3yf22+2t,7172y+62+t,x+2y+z+6t).

In conclusione

6 -2 -1 1
11-2 3 -2 2
£ [
1 2 1 6
Esercizio 6. Si consideri la sequente matrice

-1 6

A=16 -1

0 0

Calcolare una matrice ortogonale Q tale che QT AT AQ sia una matrice diagonale. Dedurne una decomposizione ai
valori singolari per A, e la sua norma spettrale.

Svolgimento. Innanzitutto calcoliamo

v, [37T -12
AA_{—IQ 37]

Il polinomio caratteristico di ATA e par4(t) = (t —49)(t — 25). Quindi i valori singolari di A sono o3 =7 e g2 = 5.
Possiamo gia’ dire che la norma spettrale di A e’

[All2 = 7.

Poi osserviamo che I’autospazio Vg di AT A e’ generato da (—1,1), mentre Va5 e’ generato da (1,1). Quindi la matrice
cercata (Q €’

QO
|
ﬁ%&ﬁ
S-S

E\Hg\g

S5
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Geometria (9 CFU), V appello, 7 settembre 2011.

Esercizio 1. Si consideri il sottospazio U di R* generato dai vettori (15,4,2,3), (10,2,1,2), (5,0,0,1), (5,2,1,1),
ed il sottospazio V' rappresentato dal sistema lineare

T—y+22+2t=0
r—y+22+t=0
20 —2y+42+3t=0.

Determinare una rappresentazione cartesiana per U + V.

Svolgimento. 1 vettori (5,0,0,1) e (5,2,1,1) formano una base per U, mentre una base per V, ottenuta risolvendo il
sistema lineare che rappresenta V', €’ formata dai vettori (1,1,0,0), (—2,0,1,0). Quindi i vettori (5,0,0,1), (5,2,1,1),
(1,1,0,0) e (—2,0,1,0) formano un sistema di generatori per U + V. 1l vettore (5,2, 1,1) risulta sovrabbondante, ed
i vettori (5,0,0,1), (1,1,0,0) e (—2,0,1,0) formano una base per U + V. Quindi una rappresentazione cartesiana
per U + V si ottiene imponendo che il determinante della matrice

5 0 0 1
1 1 0 0
-2 0 1 0
r y z t

sia nullo. Ne consegue che la rappresentazione cartesiana cercata e’

r—y+2z—-5=0. A

Esercizio 2. Al variare del parametro h € R, sia fj, : R® — R? loperatore lineare definito dalle sequenti condizioni:
fuler) = (1,2,-3), faler —e3) = (0,2,—h* —2h), fu(er —es) = (0,—h —2,0).

Determinare i valori di h per cui ker(fr,) C im(frn), ed © valori di h per cui il vettore (1,2,0) appartiene ad im(fy).
In quest’ultimo caso determinare i vettori (z,y, z) tali che fr(x,y,2) = (1,2,0).
Svolgimento. La matrice rappresentativa dell’operatore fj, rispetto all base canonica e’:

1 1 1

ME(f)=1]2 h+4 0
-3 -3 h2+2h-3

Quindi un vettore (z,y, z) € tale che fj(z,y,2) = (1,2,0) se e solo se

r+y+z=1
20+ (h+4)y =2
—3x —3y+ (R? +2h —3)2=0.

La matrice completa di tale sistema lineare si ottiene affiancando alla matrice M£ (f3) la colonna (1,2,0)”. Riducendo
a scala per righe, si perviene alla matrice

11 1 1
*) 0 h+2 -2 0
0 0 Ah*+2n 3

Si deduce che (1,2, 0) appartiene ad im(f;,) se e solo se h # —2,0. In tal caso ¢’e’ un solo vettore per cui fj(z,y,2) =
(1,2,0) ed €’ il vettore
1

— (R 4 4R —12 )
e (R +4h* + h ,6,3h +6)

Inoltre, sempre dalla matrice (*), deduciamo che se h # —2,0 allora im(f;) ha dimensione 3, cioe’ im(f;,) = R3, ed
il nucleo ha dimensione 0. Quindi se h # —2,0 allora ker(f3) C im(f).

Se h = —2 il nucleo €’ generato dal vettore (1,—1,0) che non appartiene ad im(f_s) in quanto im(f_3) =
Span((1,2,-3),(1,0,—3)). Quindi ker(f_2) non €’ contenuto in im(f_5). Similmente si prova che ker(fy) non e’
contenuto in im(fy). W
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Esercizio 3. Dire se esiste oppure no una matrice non nulla A soddisfacente le due equazioni A* = 9A% ¢ A3 =
7A%? —10A. Rispondere alla stessa domanda quando le condizioni sono A* = 9A% e A* = 7A3 — 1042,

Svolgimento. Per ipotesi la matrice A annulla simultaneamente i polinomi p(t) = t2(t—3)(t+3) e q(t) = t(t—2)(t—5).
Poiche’ il polinomio minimo my4(¢) di A €’ un fattote di entrambi tali polinomi, deduciamo che m4(t) = t. Dunque
A, annullando il polinomio m4(t) = ¢, €’ necessariamente la matrice nulla.

Nel caso che le condizioni siano A% = 942 e A* = 743 — 1042 allora ma(t) e’ un fattore del polinomio #2. Quindi
in questo caso ci sono matrici non nulle che soddisfano le equazioni A* = 942 e A* = 7A3 — 10A2. Per esempio la

matrice
0 1
[0l .

Esercizio 4. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i?l = 2161 + X9 xl(O) =1
ig = 2162 1'2(0) =1
£'C3:$2+21'3 1'3(0):1

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata ¢’

1
y(ty=et- 1],
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
2 10
A=10 2 0
0 1 2

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpt

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t — 2)3, e 'autovalore 2 ha molteplicita’ geometrica 2. Quindi la forma
canonica di Jordan di A €’
2 1 0
J=10 2 0
0 0 2
Poiche’
0 1 0
A-2I=1{0 0 O
0 1 0
allora una O-stringa per A — 21 di lunghezza 2 e’ data da
0 A—21 L A—21 0
1 =% o] =24 o
0 1 0

Inoltre (0,0, 1) sta nel nucleo di A — 2I ed €’ indipendente dai due vettori precedenti. Quindi una base a stringhe
per A — 21, che e’ anche una base a stringhe per A, e’ formata dalle colonne della matrice

P =

— o
= o o

0
1
0
La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

y(t)=et |1 =P 1 =Pt P |
1 1 1
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1 0 0 e2t et 1 00 1 14t
=0 1 0|-]0 €* 0]-]0 10 1 =e| 1
10 1 0 0 e -1 0 1 1 1+t

Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,1,1)%, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
g1 =e*(2t+3)

che e’ uguale a
2y + Yo = €2 (2t + 3).

Cio’ verifica che la prima equazione &7 = 2x1 + 22 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le rimanenti
due equazioni. l
Esercizio 5. Sia (R?, ) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica

q(u) := 2% 4 2zy + 2y — 2yz + 32°%

Provare che (R3,¢) ¢’ uno spazio euclideo, e calcolarne una base ortonormale. Infine, nello spazio euclideo (R3,¢),
calcolare la decomposizione

u = py(u) +pyu(u)

doveu = (2,9, z) e’ il generico vettore di R®, e V' e’ il sottospazio rappresentato dall’equazione cartesiana 2x+y-+5z =
0.

Svolgimento. La matrice di Gram Gg(qzb) di ¢ rispetto alla base canonica e’

2 -1
-1 3

G%(¢) =

O~ =

Affiancando a tale matrice la matrice unitaria I, ed applicando I’algoritmo di Gauss-Lagrange, si perviene alla matrice

100 1 00
010 -1 10
00 2 -1 11
Quindi lo spazio (R?, ¢) ha indice 3 e percio’ e’ uno spazio euclideo. Inoltre il calcolo precedente ci dice che i vettori

(1,0,0), (—1,1,0), %(—17 1,1)

formano una base ortonormale per (R, ¢).

Adesso passiamo allo studio del sottospazio V. Cominciamo con l'osservare che V e’ generato dai vettori
(1,-2,0),(0,-5,1). Quindi il complemento ortogonale V+ di V in (R®,¢) ha dimensione 1 ed e’ generato da
un qualsiasi vettore (z,y, z) non nullo tale che

{ ¢((l’,y, Z)7 (17 _270)) =0
¢(('T7 Y, Z)7 (07 _5, 1)) =0
Cioe’ tale che
{ r+3y—22=0
S5r+ 11y — 8z =0.
Percio’
v+ = Span((1,1,2)).

uindi la proiezione ortogonale del generico vettore (z,y, z) su VL e’
P g g Y,

- (]5((.%‘,@/,2),(1,1,2)) _
Pv+ (xvyv Z) - ¢((1’ 1 2)7 (1’ 1 2)) (17 1, 2) -

Poiche’ py (z,y, 2) = (z,y, 2) — py+(x,y, 2), deduciamo la decomposizione cercata:

2r +y+ 5z
13

(1,1,2).

(I7y7 Z) :pv(ff’% Z) +pyi (.T7y, Z)
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1 1
= E(lleyf52,72x+12y75z,74x72y+3z)+E(Z:ﬂ+y+5z,2x+y+5z,4x+2y+10z).l

Esercizio 6. L’operatore f : R® — R? e’ autoaggiunto, ed ha l’autospazio V_3 relativo all’autovalore X = —3
rappresentato dall’equazione x +y = 0. Sapendo che V_g = im(f) calcolare la matrice rappresentativa Mgg(f) di f
rispetto alla base canonica &, e l’espressione esplicita.

Svolgimento. Una base per V_3 €’ data dai vettori (1, —1,0), (0,0,1). Poiche’ V_5 = im(f), allora im(f) ha dimensione
2, e quindi per il Teorema della dimensione possiamo dire che il nucleo di f ha dimensione 1. In particolare 0 e’ un
autovalore per f, e non ci possono essere altri autovalori, cioe’ lo spettro di f e’ {0, —3}. Poiche’ f e’ autoaggiunto,
per il Teorema Spettrale sappiamo che R?® =V, 1L V_3, quindi

ker(f) = Vo = V5 = Span((1,1,0)).

Allora la matrice rappresentativa di f rispetto alla base B := {(1,-1,0),(0,0,1),(1,1,0)} ¢’

-3 0 0
ME(f)=10 =3 0
0 0 0
Dunque
ME(f) = ME (idgs) - M§ (f) - M5 (idms)
1 0 1] [-3 0 0] [4 -3 0 -3 3 0
=|-10 1|-]0 -3 0 0 0 1j=]2 -2 o0
0 10 0 0 0 i 300 0 0 -3

In particolare ’espressione esplicita di f €’

3 3 3 3
f(xvyvz) = (**$+*y, 5T — 35

5 ) 59 -3z). 1
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Geometria (9 CFU), VI appello, 21 settembre 2011.
Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, sia U, C R* il sottospazio generato dai vettori
(1—2h,2,0,-1),(—h?,0,1,0),(1 — h,1,0,—1),(2 — 3k, 3,0, —2).
Dire per quali valori di h esiste un sottospazio V.C R* di dimensione 2 tale che
U, NV = Span((2,5,1,4)).

Rispondere alla stessa domanda imponendo la condizione dim'V = 3.

Svolgimento. Affinche’ esista V' e’ necessario che il vettore (2,5, 1,4) appartenga ad Uj. Quindi innanzitutto andiamo
a vedere per quali valori di h si ha (2,5,1,4) € Uy,. Per fare questo osserviamo che una rappresentazione cartesiana
di Uy, €’ fornita dall’equazione

Up:z+hy+hz+t=0.

Quindi il vettore (2,5,1,4) appartiene ad Uy, se e solo se h? 4+ 5h + 6 = 0, cioe’ se e solo se h € {—3,—2}. Adesso
consideriamo un qualsiasi vettore non appartenente ad Uy, per esempio (1,0,0,0). Allora, quando h € {-—3,—2},
deve essere

Uy, N Span((2,5,1,4),(1,0,0,0)) = Span((2,5,1,4)).

Cio’ prova che esiste un sottospazio V' C R? di dimensione 2 tale che U, NV = Span((2,5,1,4)) se e solo se
h € {=3,—2}: in tal caso sara’ sufficiente prendere

V= Span((27 5,1, 4)7 (17 0,0, O))
Quanto all’'ultima domanda, sia V' C R* un sottospazio di dimensione 3, e consideriamo Uy +V. Ora o U, +V # R?,
ed allora U, = V e quindi U, NV = V, oppure Uy +V = R*, ed allora dim(U, N V) = 2. Quindi, nel caso di
dimensione 3, non esiste alcun valore del parametro h. B
Esercizio 2. Per ogni vettore u di R®, siano x le coordinate di u rispetto alla base

B:={(0,1,1),(0,1,2), (1,1, 1)}.
Siano poi x' le coordinate di u rispetto ad una certa altra base B'. Sapendo che

xh =1

xh = 2w + bag

xh = x9 + 33

determinare 1 vettori della base B'.

Svolgimento. Denotiamo con b, b, e bj i vettori della base B’. Poiche’ b} ha coordinate (1,0,0)7 rispetto alla
base B, allora abbiamo

1133‘1
0 =2z5 + bz3
0 =22+ 3z3,

da cui deduciamo che le coordinate di b rispetto alla base B sono (1,0,0)7. E quindi by = (0,1,1). Similmente si
vede che le coordinate di b} e di b} rispetto alla base B sono (0,3, —1)T e (0,—5,2)T. E quindi b} = (-1,2,5) e
b =(2,-3,-8). &

Esercizio 3. Siano A e B matrici nilpotenti n x n tali che rk(A) = rk(B) = 11, rk(A?) = rk(B?) =5, ¢
rk(A3) = rk(B3) = 2. Dire se ¢’ vero oppure no che A e B sono simili.

Svolgimento. La risposta € no. Per dimostrarlo, e’ sufficiente provare che la forma canonica di Jordan J di una
matrice A nilpotente n x n non e’ determinata dalle condizioni rk(A) = 11, rk(A?) = 5 e rk(A3) = 2. Infatti J
potrebbe essere sia una matrice con indice di nilpotenza p = 5, che una matrice con indice di nilpotenza p = 4.

Nel primo caso J €’ costituita da un blocco di ordine 5, due di ordine 3, tre di ordine 2, ed n — 17 blocchi di ordine
1, mentre nel secondo J e’ costituita da due blocchi di ordine 4, uno di ordine 3, tre di ordine 2, ed n — 17 blocchi
di ordine 1. W
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Esercizio 4. Utilizzando l’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

T =11 — 3x9 + 213 LEl(U) =1
T9 = 221 — bxy + 373 22(0) =0
j?g = 3I1 — 7332 + 4%3 Ig(o) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata ¢’

1
y(t)=e* |0},
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
1 -3 2
A=12 -5 3
3 -7 4

Per calcolare la matrice esponenziale e4* occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpl,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —t3, e 'autovalore 0 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la forma
canonica di Jordan di 4 €’
010
J=10 0 1
0 00
Poiche’
1 -2 1
AP=11 -2 1
1 -2 1
allora una 0O-stringa per A di lunghezza 3 ¢’ data da
1 , 1 " 1 " 0
0 2 1] —— |0
0 3 1 0
Quindi una base a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice
1 1 1
P=11 2 0
1 3 0
La soluzione cercata y(¢) del problema di Cauchy assegnato e’:
1 R 1
yt)y=e-|o| =Pt ol =Pt P70
0 0 0
b 2
11 1 1 ¢ 2] Jo 3 -2] [1 l+t+5
=1 20|-lo1 ¢t|-[0 -1 1|-fo]=]|24L
1 3 0 1 -2 1 0 2
00 1 3t+ L
Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
=1+t

che e’ uguale a
Y1 —3y2 +2ys =1 +1.
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Cio’ verifica che la prima equazione &1 = x; — 3x2 + 223 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. l

Esercizio 5. Si consideri la sequente forma quadratica ¢ : R® — R definita ponendo
q(u) := 322 + 2wy + daz — y* + 227

Provare che q non e’ definita positiva, mentre lo e’ la sua restrizione qy : U — R, dove U e’ il sottospazio di R?
generato dai vettori (1,1,0),(0,0,1),(1,1,1).

Svolgimento. La matrice di Gram Gg(q) di ¢ rispetto alla base canonica e’

3 1 2
Gilg)=[1 —1 0
2 0 2

Affiancando a tale matrice la matrice unitaria I, ed applicando 1'algoritmo di Gauss-Lagrange (dopo aver eseguito

le operazioni di scambio p1a e p'2), si perviene alla matrice

1 1 0

1 0
1 1

-3 3 1

-1 0 0 O
0 4 0 1
0 01

Quindi ¢ ha indice 2 e percio’ non e’ definita positiva. Se invece restringiamo ¢ su U, la matrice di Gram di ¢y
rispetto alla base B := {(1,1,0),(0,0,1)} €’

B |4 2
che e’ definita positiva per il criterio dei minori principali. B
Esercizio 6. Determinare tutti i vettori (x,y,z) € R® tali che

22 — 2y + 2wz + By? — 6yz + 222 = 0.

Svolgimento. Possiamo riguardare il polinomio a primo membro dell’equazione assegnata come una forma quadratica
¢ : R? = R con matrice di Gram Gf(q) rispetto alla base canonica £ data da

1 -1 1
Gélg)=|-1 5 -3
1 -3 2

Affiancando a tale matrice la matrice unitaria I, ed applicando I’algoritmo di Gauss-Lagrange, si perviene alla matrice

100 1 00
040 1 10
000 -+ 11

Quindi se introduciamo le coordinate (z',y’, z’) rispetto alla base B := {(1,0,0), (1,1,0), (—%, %, 1)} avremo:
2?2 — 2zy + 23z + 5y? — 6yz + 22% = 2’7 + dy/°.
In particolare 22 — 22y + 222 4 5% — 6yz + 222 = 0 se e solo se 2/ + 4y'> = 0, cioe’ se e solo se 2/ = 3/ = 0. Quindi

tutti e soli i vettori (z,y, z) di R® per cui 22 — 2xy + 222 + 5y% — 6yz + 222 = 0 sono i vettori multipli di (7%7 %, ).
|
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Geometria (9 CFU), I appello, 24 febbraio 2012.

Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, si consideri I'operatore lineare f, : R® — R3 definito ponendo
fa(zy,z) = (x+y+z,2x+2y+223x+4y+ (h+7)z).

Sia poi g : R® — R32 loperatore lineare tale che gley + es) = —3(e; + ey + e3), gles + 2e3) = e + ey + e3,
g(es) = ey + e + e3, dove ey, eq, e3 denotano i vettori canonici. Dire per quali valori di h si ha imf, = ker g.

Svolgimento. La matrice rappresentativa di g rispetto alla base canonica £ ¢’

-2 -1 1
ME(g)=|-2 -1 1
-2 -1 1

Ne consegue che il nucleo di g ha dimensione 2, essendo rappresentato dall’equazione 2z + y — z = 0. D’altra parte
la matrice rappresentativa di fj €’

1 1 1
ME(fr)=11 2 2
3 4 h+7
Poiche’ tale matrice ha rango 2 soltanto se h = —3, allora affinche’” imf;, = ker g ¢’ necessario che h = —3. E quando
h = —3 le colonne di Mf (fn) soddisfano l'equazione di ker g, per cui si ha imf_3 C ker g, e vale 'uguaglianza per
motivi di dimensione. In conclusione imf;, = ker g se e solo se h = —3. B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

—2x+y+2kz=3

20 — 2y —kz= -3

2 —2y+k22=k—2

2z —3y+ (K®+k)z=k—2.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni.

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare assegnato con le operazioni ez (1),
e31(1), es1(1), es2(—1), es2(—2), eq3(—1), si perviene alla matrice

-2 1 2k 3
0 -1 k 0
0 0 K4k k+1
0 0 0 0

uindi se k 0,—1} allora il sistema S, ammette un’unica soluzione che e’
b

1
1, )T,
(0, ,k)

Se k = —1 S, ammette le oo! soluzioni

3 T
(f§(z+1),fz,z) , z€eR.

Se k = 0 il sistema Sy e’ incompatibile. B

Esercizio 3. Sia U il sottospazio di R? definito dall’equazione cartesiana x +1y — 3z = 0, e sia V il sottospazio
generato dai vettori (1,1,3),(0,1,-2),(2,3,4). Sia f : R®> — R3 l'operatore che trasforma ogni vettore b € U NV
in b, e tale che £(2,3,0) = (—2,-2,0) e f(1,1,0) = (=2,—2,0). Calcolare la matrice rappresentativa A = ME(f)
di f rispetto alla base canonica &, ed una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D per cui P~YAP = D.

Svolgimento. Poiche’ f(2,3,0) = 2f(1,0,0) + 3(0,1,0) e f(1,1,0) = f(1,0,0) + f(0,1,0), dalle ipotesi deduciamo
che f(1,0,0) = (—4,—4,0) e che f(0,1,0) = (2,2,0). Per calcolare la matrice rappresentativa di f rispetto alla base
canonica rimane da calcolare f(0,0,1). Per fare cio’ utilizzeremo l'ipotesi secondo cui f(b) = b per ogni vettore di
unv.
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A tale proposito osserviamo che una rappresentazione cartesiana per V' e’ fornita dall’equazione 5x — 2y — z = 0.
Quindi il sistema lineare omogeneo

r+3y—32=0
5c —2y—2=0
costituisce una rappresentazione cartesiana di U N V. Deduciamo che U NV ha dimensione 1, ed e’ generato da
(1,2,1). Percio’ f(1,2,1) = (1,2,1). Cioe’
f(1,0,0) +2£(0,1,0) + f(0,0,1) = (1,2,1).

Ne segue che f(0,0,1) = (1,2,1), e quindi la matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica & e’

-4 21
A=ME(f)=|-4 2 2
0 0 1

11 polinomio caratteristico di tale matrice e’ pa(t) = —t(t — 1)(¢t + 2). Quindi gli autovalori di A sono 0,1,—2, e
la matrice A e’ diagonalizzabile, con autovettori corrispondenti dati da (1,2,0), (1,2,1), (1,1,0). In conclusione le
matrici D e P sono:

0 0 11 1
pD=|01 0|, P=|221|. =
0 0 01 0

Esercizio 4. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il seqguente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i’l = 2%1 - 41‘2 + x3 xl(O) =1
To = 2w — 49 + T3 22(0) =0
T3 = bry — 929 + 223 Ltg(o) =0

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

1
Y(t) = eAt -0,
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
2 -4 1
A=12 -4 1
5 -9 2

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan .J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

At = pelt P,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —t3, e I’autovalore 0 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la forma
canonica di Jordan di A €’
010
J=10 0 1
000
Poiche’
1 -1 0
A2=1|1 -1 0
2 -2 0
allora una 0O-stringa per A di lunghezza 3 ¢’ data da
1 \ 2 M 1 N 0
0 5 1 —— |0
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Quindi una base a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice

P =

N = =
(S0 \VRN \V]
S O =

La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e:

1 1 1
y(t) _ eAt 1o = ePJP_lt lol =pP- eJt . P71 -lo
0 0 0
12 1] [1 ¢ 2] Jo 5 -2] [1 1426+ 5
=112 0 0 1 t 0 -2 1 |-|0]=1| 92+ g
25 0] [00 1 1 -1 0 0 5t + t*
Per verificare ’esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
y1=2+1

che e’ uguale a
2y1 —dya +ys =2 +1.

Cio’ verifica che la prima equazione &1 = 2x1 — 4xs + x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. l

Esercizio 5. Nello spazio R* si consideri il vettore u := (1,0,1,3). Posto U := Span(u), calcolare una base
ortonormale di U, una di UL, e la matrice rappresentativa Mg(pUL) della proiezione ortogonale py 1 rispetto alla
base canonica. Infine dire se esiste un vettore non nullo v tale che py1(v) = 8v.

Svolgimento. Una base ortonormale per U e’ formata dal vettore \/%(1, 0,1,3).

Per calcolare una base ortonormale di U~ osserviamo innanzitutto che la sua equazione cartesiana ¢’ x 4 z + 3t =
0. Quindi una base per Ut e’ data dai vettori (0,1,0,0), (—1,0,1,0), (—3,0,0,1). Applicando a tali vettori il
procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt otteniamo la base ortonormale cercata:

1 1
{(07 1,0,0), —=(-1,0,1,0),

~3,0,-3,2) b
- )}

\)

Poiche’ per ogni vettore (z,y, z,t) si ha

(.:L',y,Z,t) :pU(.T,y,Z,t) +pUL(£L'7y,Z,t)

allora 4 o438
T+ z
pPut (xvyazvt) = (:C,y,z,t) _pU(ﬂva,th) = (xaywzvt) - T(1707 173)
(102 —2—3t —x+ 10z -3t -3z —3z+ 2t
- n_ Y 11 ’ 11
Quindi
10 0 -1 -3
1 0 11 O 0
Mg(pUL) =

1/-1 0 10 -3
-3 0 -3 2

Infine, la risposta all’'ultima domanda e’ no perche’ gli autovalori di una proiezione ortogonale sono 0 e 1. B

Esercizio 6. Calcolare rango, indice, segnatura, ed una base ortonormale per lo spazio pseudoeuclideo (R?,®)
definito dalla forma quadratica:

q(z,y, 2) = 2% + 2zy + daz — y® — dyz + 32°.

Dire se lo spazio (R3,¢) e’ oppure no indefinito.
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Svolgimento. La matrice di Gram di (R?, ¢) rispetto alla base canonica G e’

1 1 2
G=1|1 -1 =2
2 -2 3

Applicando l'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [G | I] si perviene alla matrice

1 0 0 1 O
1

_ o o

Quindi il rango di (R3,¢) ¢’ 3, I'indice e’ 2, la segnatura e’ 1, ed una base ortonormale €’

1 1
{(1,0,0),ﬁ(o,—2,1),ﬁ(—1,1,0)}.

Lo spazio €’ indefinito perche’ ¢(1,0,0) > 0, mentre ¢(—1,1,0) < 0. H
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Geometria (9 CFU), II appello, 2 marzo 2012.

Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, si consideri il sottospazio Vi, di R* generato dai vettori (—h—2,h,2,0)
e (=h —1,h,1,0). Sia poi U il sottospazio di R* con rappresentazione cartesiana

z+y+z—1t=0
r—y+z—1t=0.

Al variare di h, calcolare una base, la dimensione, ed una rappresentzione cartesiana di U + Vy, e di U NV,.

Svolgimento. Cominciamo con l'osservare che disponendo in riga i generatori di Vj, ed eseguendo le operazioni
elementari egq(—1), p12, e21(h + 2) si perviene alla matrice

1 0 -1 0
o Dol

Quindi V}, ha dimensione 2, ed i vettori (1,0,—1,0) e (0,1, —1,0) ne formano una base, se e solo se h # 0. Invece,
quando h = 0, allora Vj ha dimensione 1 con generatore dato da (1,0, —1,0).

Invece risolvendo il sistema lineare che rappresenta U deduciamo che U ha dimensione 2, ed una sua base e’
formata dai vettori (—1,0,1,0) e (1,0,0,1).

Cio’ premesso, esaminiamo prima il caso h # 0.

Osserviamo che (1,0, —1,0) € U mentre (0,1,—1,0) ¢ U. Quindi in tal caso U NV}, ha dimensione 1 ed una sua

base ¢’ data dal vettore (—1,0,1,0) (se U NV}, avesse dimensione 2 allora U NV}, = V3, quindi V;, C U contro il fatto
che (0,1,—1,0) ¢ U). In particolare una rappresentazione cartesiana per U NV}, ¢ data dalle equazioni

r+2=0
(*) y=0
t=0.

Dalla formula di Grassmann deduciamo che U + V}, ha dimensione 3, ed una sua base ¢’ data dai vettori (—1,0,1,0),
(1,0,0,1) e (0,1,—1,0). Una rappresentazione cartesiana di U + V}, ¢’ data dall’equazione = +y + z — t = 0.

Infine esaminiamo il caso h = 0.

Se h = 0 allora Vyj C U. Per cui U + Vy = U, e quindi una base e rappresentazione cartesiana coincidono con
quelle di U. Invece U NV = Vj, ed una base e’ data da quella di Vj, mentre una rappresentazione cartesiana di Vj
coincide con (*). W

Esercizio 2. Sia U il sottospazio di R3 con rappresentazione cartesiana x +y — 3z = 0, e sia f : R® — R3 un
operatore lineare. Sapendo che (1,—1,1) sta nel nucleo di f, e che f trasforma ogni vettore u di U in f(u) = Tu,
calcolare la matrice rappresentativa ]V[gg(f) di f rispetto alla base canonica &, ed una base e la dimensione per ker f
ed imf. Infine calcolare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D tali che D = Pile(f)P.

Svolgimento. Una base per U e’ costituita dai vettori (—1,1,0), (3,0,1). Quindi noi sappiamo che f(—1,1,0) =
(=7,7,0), f(3,0,1) = (21,0,7), ed anche che f(1,—1,1) = (0,0,0). Poiche’ il sistema B formato dai vettori (—1,1,0),
(3,0,1) e (1,—1,1) ¢’ una base di R3, possiamo riassumere i dati precedenti dicendo che

7
Mg (f) = |0
0

S N O
o O O

Quindi B €’ una base di autovettori per f, e possiamo porre D = ]\/IBB(f) e

-1 3 1
P=|1 0 -1
0 1 1

Dalla matrice ME(f) deduciamo che il nucleo ha dimensione 1 e dunque una sua base e’ data dal vettore (1,—1,1),
mentre 'immagine ha dimensione 2, ed una sua base e’ data dai vettori (—1,1,0), (3,0,1).
Infine possiamo calcolare la matrice rappresentativa M, g (f) con la formula

-1 3 1 70 0 -1 2 4 1 -3
3 3 7
ME(fy=P-M§(f)-P*=|1 0 —1|-|0 7 0O EE S =g|-12 3| m
0 1 1 0 0 0 7% 7%1 1 1 0
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Esercizio 3. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

3r+ 14y + (K> +k+4)z=k+3

r+dy+z=1

z+5y+ (K2 +k+1)z=k+1.
Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni. Infine
dire per quali valori di k il sistema lineare Sy, ammette (2,0,0)T come soluzione.
Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare assegnato con le operazioni p;s,

e21(—3), es1(—1), si perviene alla matrice

1 5 1 1
0 -1 K2+k+1 k
0 0 B+k K

Quindi se k ¢ {0, —1} allora il sistema Sj, ammette un’unica soluzione che ¢’
k=5 1 1 \"
k+ U k+1Uk+1)

(1—62,22)", z € R.

Se k =0 S;, ammette le co! soluzioni

Se k = —1 il sistema S_; €’ incompatibile.
Quanto all'ultima domanda, non esiste alcun valore di k per cui (2,0,0)7 ¢’ soluzione di S, in quanto la seconda
equazione del sistema non e’ mai soddisfatta da tale vettore. B

Esercizio 4. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

l"l = 2$1 — X9 + 2.%'3 $1(0) =1
1"2 = 4%1 — 2162 + 4£C3 IQ(O) =0
i‘g = 2171 — Lo + I3 $3(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata e’

1
y(t)y=et- 0],
0
dove A ¢’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
2 -1 2
A=|4 -2 4
2 -1 1

Per calcolare la matrice esponenziale et occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpt

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —t2(¢ — 1), e l'autovalore 0 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la forma
canonica di Jordan di A €’

10 0
J=10 0 1
0 0 0

Un autovettore relativo all’autovalore 1 e’ dato da (2,4,1). Rimane da calcolare una stringa di lunghezza 2 relativa
all’autovalore 0. A tale scopo osserviamo che

4 -2 2

A2=|8 —4 4
2 -1 1
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Quindi una rappresentazione cartesiana dell’autospazio generalizzato ‘70 e’ data dall’equazione 2z —y+2z = 0, e percio’

una base per Vo ¢ data dal sistema B = {(1,2,0),(1,0,—2)}. L’operatore di restrizione p :ue€Vy > A-uel
ammette come matrice rappresentativa rispetto alla base B la matrice

Mg (¢) = {8 32}-

La stringa cercata e’ allora:

1 -2 0
0 NN ' L 0
—2 0 0
La matrice P €’
2 =2 1
P=14 -4 0|,
1 0 -2

e la soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

1 1 1
y(t) = At o] = ePIP L | P.elt.p1. |0
0 0 0
2 -2 1 et 00 2 -1 1 1 det —3—2¢
=4 -4 0 0 1 ¢t 2 =2 1]|-|0| =884t
1 0 -2 0 0 1 1 -5 0] [0 2e’ — 2
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
U1 =4de' —2

che e’ uguale a
2y1 — Y2 + 2y3 = de' — 2.

Cio’ verifica che la prima equazione &1 = 2x1 — x2 + 2x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni.

Esercizio 5. Provare che la matrice simmetrica

-1 2 5
G=]12 2 2
5 2 -1
e’ diagonalizzabile, e che i suoi autospazi sono mutualmente ortogonali. Dedurne una matrice ortogonale P ed una
matrice diagonale D tali che D = PTGP.

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di G €’ pg(t) = —t(t — 6)(¢t + 6). Il vettore (1,1,1) forma una base per
Pautospazio Vg, il vettore (1,—2,1) forma una base per l'autospazio Vj ed il vettore (—1,0,1) forma una base per
I'autospazio V_g. Poiche’ tali vettori sono a due a due ortogonali, cio’ prova che gli autospazi di G sono mutualmente
ortogonali. La matrice diagonale D e la matrice ortognale P sono allora:

1 1 1

6 0 0 BovE oV
D=|00 0|, P=|g —% O []

00 —6 N

NIV R
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Svolgimento. Ricordiamo che una matrice e’ ortogonale se e solo se le sue colonne formano una base ortonormale
di R3. Quindi, se denotiamo con (%, %,x)T la prima colonna di P allora deve essere é + % +22 =1, da cui
— 4+ 1 ; . Lo(L 2 1T
r =+ 75 Possiamo allora completare la prima colonna nel seguente modo: ( 75 76 \/6)
le altre due colonne completiamo il vettore (1,2,1) a base di R® aggiungendo i vettori (0,1,0), (0,0,1), e poi
ortonormalizziamo con il procedimento di Gram-Schmidt. Al termine dell’algoritmo troveremo i seguenti vettori:

Ora per ottenere

(%7 %7 %)Q (%7 —%7 %)T7 (—%, 0, %)T In conclusione, il completamento cercato e’ dato dalla matrice
1 1 1
v v 0.
1 1 1
V6 V3 V3
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Geometria (9 CFU), IIT appello, 5 luglio 2012.

Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, si consideri il sottospazio Uy, di R* generato dai vettori (1,1,1,h),
(1,2,h + 1,h + 1), (2,3,1,1 + 2h). Sia poi W il sottospazio di R* generato dai vettori (5,8,2,—2), (1,0,2,—2),
(1,1,1,1). Determinare i valori di h per cui esiste un sottospazio V di R* di dimensione 1 tale che Uy @V = W.

Svolgimento. Affinche’ U, & V = W €’ necessario che U, sia contenuto in W. Per imporre questa condizione ci
calcoliamo una rappresentazione cartesiana di W: tenuto conto che dim W = 3, si vede che essa ¢’ 2z —y— 2z = 0. Se
Uy, € contenuto in W i generatori di U, devono soddisfare I’equazione di W. In particolare deve essere —(h+1) = 0.

Quindi affinche’ esista un sottospazio V di R* di dimensione 1 tale che U, ® V = W e’ necessario che h = —1.
Ma e’ anche sufficiente. Infatti tutti i generatori di U_; stanno in W, quindi U_; € W. Inoltre dimU_; = 2 e
(1,1,1,1) ¢ U_q. Per cui se h = —1 si puo’ porre V := Span((1,1,1,1)). In conclusione esiste solo un valore che

soddisfa la proprieta’ richiesta, ed ¢’ h = —1. B

Esercizio 2. Sia f: R3 — R3 I” operatore lineare definito dalle condizioni f(e; +es) = —Te; — 3eq, f(2e1 +e3) =
—2e; — ey, f(—e3) =e3. E siag: R — R3 I’ operatore definito ponendo g(x,y, z) := (4o — 6y, —y,2z). Denotato
con g o f loperatore che si ottiene componendo g con f, determinare una matrice diagonale D ed una matrice
invertibile P tale che D = P~1- ME(go f)- P.

Svolgimento. Posto B := {e; + ez, 2e; + ez, —e3}, innanzitutto calcoliamo
M(go f) = ME(g) - ME(f) = ME (9) - ME(f) - M (idgs)

-1

4 -6 0 -7 =2 0 1 2 0 4 -6 0 -7 =2 0 -1 2 0
=1 -1 0 -3 -1 0 11 0 =1 -1 0f-|-3 -1 O0|-(1 -1 O
0 0 2 0 0 1 0 0 -1 0 0 2 0 0 1 0 0 -1

8§ —18 0

=3 -7 0

0 0 =2

Quindi il polinomio caratteristico di go f €’ pgof(t) = —(t +2)(t +1)(t —2). Una base per V_, e’ formata dal vettore
(0,0,1), una base per V_; ¢’ formata da (2,1,0), ed una base per V» ¢’ formata da (3,1,0). Le matrici cercate sono
allora:

02 3 -2 0 0
P={0o 11|, D=0 -1 0|. m
100 0 0 2

Esercizio 3. Sia B := {by,bs, b3} una base di R3. Sapendo che le coordinate del vettore (1,1,1) rispetto alla base
B sono (3,2, 1)T, che quelle di (1,1,0) sono (2,1,0)T, e che quelle di (1,0,0) sono (3,1,1)T, determinare i vettori
di B.

Svolgimento. Consideriamo la base C := {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}. I dati del problema ci dicono che

3 23
Mg(idgs) = |2 1 1
|1 0 1]
Quindi
11 17 [3 T [t 1) [ o2
MB(idgs) = ME (idgs) - MB(idgs) = |1 1 0 2 11 =5 |1 10 1 0 -3
1o o] |1 1] 100 1 -2 1
1 0 -1
:; 0 2 —2f.
-1 2 1
In conclusione si ha: by = %(1,0, —1), by =(0,1,1), by = %(—1, -2,1). 1

Esercizio 4. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

C.El = —3371 — 2I2 + 7335 a:l(O) =1
@2 = —T1 — 3.’1?2 + 5.’23 332(0) =0
i3 = —Z2 $3(0) =0.
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Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata e’

1
y(t) = eAt -0 )
0
dove A ¢’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-3 -2 7
A=]-1 -3 5
0 -1 0

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpl,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t + 2)3, e 'autovalore —2 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di A e’
-2 1 0
J=10 -2 1
0 0 -2

Occorre dunque calcolare una stringa di lunghezza 3 relativa all’autovalore —2. A tale scopo osserviamo che

-1 -2 7] [-1 -2 7 3 -3 -3
(A+2?=|-1 -1 5|-|-1 -1 5|=|2 -2 =2
0 -1 2] 0 -1 2 1 -1 -1
La stringa cercata e’ allora: )
1 -1
0 At2r . A2l 9 At2r 0
0 0 | 1 0
La matrice P €’
3 -1 1
P=1{2 -1 0],
1 0 0

e la soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

1 1 1
y(t) — eAt 1o = ePJP_lt lol =pP- eJt . P71 -lo
0 0 0]
3 -1 1] [1 ¢ £] [o 0o 1 1 (312 —t+1
=e 12 -1 0f-{0 1 ¢t|-|0 =1 2 [-|0|=e? | -t
1 0o o] oo 1] [t -1 -1] |0 | L
Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
i = e 2 (—=3t2 + 5t — 3)

che e’ uguale a
—3y1 — 2y + Tys = e~ 2(—3t% + 5t — 3).

Cio’ verifica che la prima equazione &1 = —3x; — 229 + 73 € soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte
le rimanenti due equazioni. H

Esercizio 5. Una matrice nilpotente A, 11 x 11, ha rango uguale a 7, e il rango di A3 e’ 2. Determinare tutte le
possibilita’ per la forma canonica di A, il polinomio caratteristico, e quello minimo.

Svolgimento. Poiche’ A e’ nilpotente allora rkA™! < rkA? per ogni i > 1 che sia strettamente minore dell’indice di
nilpotenza p. Per cui rkA* ¢’ uguale a 0 oppure €’ 1.



134 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE

Nel primo caso allora p = 4, e nella forma canonica deve apparire almeno un blocco di ordine 4. Se questo fosse
'unico, essendo gli altri blocchi di ordine < 4, allora rkA® = 1, contro le ipotesi. Quindi nella forma canonica devono
apparire almeno due blocchi di ordine 4. Ciascuno di tali blocchi contribuisce al rango di A per 3, e poiche’ rkA =7,
'unica possibilita’ per i rimanenti blocchi e’ che ce ne sia uno di ordine 2 ed un altro di ordine 1. Quindi se rkA* = 0
allora

o O oo
o O O
o o= O
o= OO

Ja

o O OO
SO O
SO = O
O = OO
o o
S =

L 04
In tal caso pa(t) = —t', e ma(t) =t
Si puo’ ottenere lo stesso risultato utilizzando le formule introdotte a lezione. E cioe’ possiamo considerare il

sistema lineare )

f1 + po 4 pg + pg = rk(A%) =11

1+ pe+ps =rk(A) =7

p + po = rk(A?)

w1 =rk(A3%) = 2.
Ricordiamo che in tale sistema g1 €’ il numero di blocchi di ordine 4, p2 — g1 €’ il numero di blocchi di ordine 3,
3 — po € il numero di blocchi di ordine 2, e py — pug €’ il numero di blocchi di ordine 1. Ricordiamo anche che
deve essere 1 < po < ug < ug. Per determinare J4 nel caso in esame, cioe’ quando p = 4, occorre determinare i
valori dei numeri j;. Poiche’ g > 2, allora rk(A2) > 4. Se fosse rk(A?) > 5 allora uy > 3, quindi pz > 3, e percio’
p1 4 pp + pz > 8, contro le ipotesi. Deduciamo che rk(A?) = 4, da cui p1 = 2, ps = 2, u3 = 3, pg = 4. Queste
informazioni ci dicono che in J4 appaiono due blocchi di ordine 4, non ci sono blocchi di ordine 3, ¢’e’ un blocco di
ordine 2, ed un blocco di ordine 1. Cioe’ J4 e’ proprio la matrice calcolata in precedenza.

Nel secondo caso p =5 e, con un’analisi simile alla precedente, si vede che la forma canonica €’

ro 1 0 0 O )
00100
00010
00 0 01
00 0 0O
J4= 010 7
0 0 1
0 0 0
01
0 0
L 0
oppure
ro 1.0 0 0 1
00100
00010
000 01
00 00O
Ja = 0 1
0 0
0 1
0 0
01
L 0 0J
In entrambi i sottocasi si ha pa(t) = —t!, e ma(t) =t°. W

Esercizio 6. Sia (R*, ®) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica

q(z,y, 2,t) = &% + 22y + 20z + 2t + 2y + 2yz + 2yt + 22t — 2.
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Determinare un sottospazio U di (R*, @) di dimensione 2 tale che @), sia definita positiva. Esiste un sottospazio
siffatto avente dimensione 37

Svolgimento. La matrice di Gram di ¢ rispetto alla base canonica e’:

111 1
|12 1 1
1 1 1 -1
Applicando l'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice
111 1 1000
£ /121 1 0100
[GE@) 1] = 110 1 0010
111 -1 0001
si perviene alla matrice
10 0 O 1 0 0 0
01 0 0 -1 100
* T .
) [D|P]'_0071 0 -1 0 10
00 0 -2 -1 001

Denotata con B la base di R* formata dalle colonne di P, sappiamo che G&(¢) = D. Posto allora B’ := {e;, —e; +e3}
ed U := Span(B’), si avra’

G (9),) = [(1) ﬂ >0

e percio’ U costituisce I’esempio richiesto.

Supponiamo ora che esista un sottospazio V' di dimensione 3 tale che ¢),, sia definita positiva. Sia allora {v1,va,v3}
una base ortonormale di (V, ¢}, ), e sia C := {v1,Va, V3, v4} un’estensione di {vi,vz,vs} a base di R*. La matrice
di Gram di ¢ rispetto a C sara’ del tipo

1 0 0 @a

c/n__ |0 1 0 b

GC (¢) - 0 0 1 c

a b ¢ d

Applicando a tale matrice 1'algoritmo di Gauss-Lagrange si dedurrebbe che 'indice di ¢ €’ almeno 3, mentre, da (*),
sappiamo che tale indice e’ 2. Questo ragionamento prova che lo spazio V non esiste. Bl
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Geometria (9 CFU), IV appello, 19 luglio 2012.

Esercizio 1. Sia V = M(3,3) lo spazio delle matrici quadrate 3 X 3. Sia U il sottospazio di V' formato dalle matrici
con la prima riga nulla, e W il sottospazio di V' formato dalle matrici con la prima colonna nulla. Calcolare una
base e la dimensione per U, W, UNW, U + W, ed una rappresentazione cartesiana di U + W . Svolgere lo stesso
esercizio con V.= M(n,n).

Svolgimento. U e’ generato dalle matrici canoniche Foi, Fao, Eo3, F31, F30, E33. Tali matrici formano allora una
base per U e dimU = 6. Similmente le matrici E1o, E13, Fag, Ea3, F32, F33 formano una base per W e dim W = 6.
Una matrice appartiene ad U N W se e solo se ha nulle la prima riga e la prima colonna. Quindi U N W = M(2,2),
dim UNW = 4, e le matrici Eys, Fa3, F32, F33 formano una base per UNW. Per la formula di Grassmann sappiamo che
dim U +W = 8, e poche’ ogni matrice in U + W ha la componente di posto 1, 1 nulla, segue che una rappresentazione
cartesiana di U + W €’ a;; = 0, ed una base per U + W ¢’ data dalle matrici E1o, Fh3, Fa1, Fos, Fo3, E31, E39, F33.

In generale U e’ liberamente generato dalle matrici canoniche E;; con ¢ > 1, e dimU = n? —n. Invece W ¢’
liberamente generato dalle matrici canoniche E;; con j > 1, e dim W = n?—n. Come prima UNW = M(n—1,n—1),
dimUNW = (n—1)%, ed UNW e generato dalle matrici canoniche Eijj coni>1ej>1 InfinedimU+W =
(n? —n)+ (n? —n) — (n — 1)2 = n% — 1, una rappresentazione cartesiana e’ data dall’equazione a;; = 0, ed una base
per U + W €’ formata da tutte le matrici canoniche, ad eccezione della matrice F1;. B

Esercizio 2. Sia B la base di R* formata dai vettori e + 3es, €1 + 4es, €3 + 2e4, €3 +3e4. Sia f : R* - R3 [
operatore lineare che ammette la sequente matrice rappresentativa:

-1 -3 17 24
ME, (f)=]3 4 -1 -2
1 1 3 4

Calcolare ]VISR,:I (f), una base per il nucleo di f, una base per limmagine di f, ed una rappresentazione cartesiana
R
per l'immagine.

Svolgimento. Cominciamo con il calcolare M, 5:; ().

£ & b3 A 21’) 411 8 8
]\/IS:S (f) = MgRs (f) : ]\4-BR4 (idR4) = 3 4 -1 -2 00 1 1
1 1 3 4 00 2 3

-1 -3 17 24 _43 _11 8 8 5 =23 7

=13 4 -1 =2|- 0 0 3 1= 0O 1 1 -1

1 1 3 4 1 0 1 1

0o 0 -2 1
Riducendo a scala tale matrice, si ottiene la seguente rappresentazione cartesiana del nucleo:

rT+z+t=0
y+z—t=0.

Ne consegue che la dimensione del nucleo e’ 2, ed una sua base e’ costituita dai vettori (—1,-1,1,0), (—-1,1,0,1).
Dal Teorema della dimensione deduciamo che la dimensione dell’immagine e’ 2, ed una sua base €’ costituita dai
vettori (5,0,1), (—=2,1,0). Una rappresentazione cartesiana per 'immagine e’ data dall’equazione

5 =2 =z
det |0 1 y| =0.
1 0 =z

Cioe’ x+2y—52=0.

Esercizio 3. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:
2 +y+(9—5k)z=0
204+ 2y+ (3—-5k)z=k+2

20+ y+ (k2 —6k+3)z=k+2
6z + 4y + (k? — 16k + 15)z = 2k + 4.
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Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni.

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare assegnato con le operazioni ea; (—1),
es1(—1), ea1(—3), eaa(—1), es3(—1), si perviene alla matrice

2 1 9 — 5k 0
0 1 —6 k+2
0 0 k2—k—6 Ek+2
0 0 0 0
Quindi, tenuto conto che k? — k — 6 = (k4 2)(k — 3), se k ¢ {—2, 3} allora il sistema S}, ammette un’unica soluzione
che €’ "
1 -k 1
—(k—-3),——,—— | .
( 2( 3)’143—37]6—3)
Se k = —2 il sistema S}, ammette le co! soluzioni
25 r
(752762,2) , z€eR.

Se k = 3 il sistema Sy e’ incompatibile. B

Esercizio 4. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

dvl = 21‘1 — 3.T2 + 61‘3 1‘1(0) =0
Ty = 4x3 z2(0) =1
l"g = —Zo + 4.%3 $3(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

0
Y(t) = eAt 1],
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
2 -3 6
A=|0 0 4
0 -1 4

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpl,

Ora A ha polinomio caratteristico p(t) = —(t — 2)3, e I'autovalore 2 ha molteplicita’ geometrica 2. Quindi nella
forma canonica di Jordan di A ci sono esattamente due blocchi, cioe’

2 1 0
J=10 2 0
0 0 2
Poiche’
0 -3 6
A-2I=1]0 -2 4],
0 -1 2

allora (—3,—2,—1), (0,1,0) ¢’ una 2—stringa di lunghezza 2 per A, e (1,0,0) ¢ una 2—stringa di lunghezza 1
indipendente dalla precedente. Quindi la matrice P e’
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e la soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

0 0
yt)=edt. [1| =ePTPT 1| =Pt Pl
0 0 0
-3 0 1 1 ¢t 0] [0oo0 -1 0 —3t
= |=2 1 0|-l0 1 0]|-]0 1 —2|-[1]=€*|-2t+1
~1 0 0| |0 0 1 10 -3| |o —t

Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,1,0)T, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
1 = e*(—6t — 3)

che e’ uguale a
2y1 — 3y + 6ys = X (—6t — 3).

Cio’ verifica che la prima equazione #; = 2x; — 3x2 + 63 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. H

Esercizio 5. L’operatore lineare f : R® — R? soddisfa le condizioni f(3,0,0) = (1,—1,-1), f(2,1,1) = (0,0,0),
£(0,2,4) = (—2,1,3). Provare che esiste un sottospazio U di R? tale che f sia la proiezione ortogonale py : R® — R?
suU.

Svolgimento. 1 dati ci dicono che 'immagine di f ha dimensione 2, quindi il nucleo ha dimensione 1. Poiche’ il
nucleo di py ¢ U™, deduciamo che dim U+ = 1, e percio’ Ut = Span((2,1,1)). Allora U = (U)* deve essere il
sottospazio con rappresentazione cartesiana 2x + y + z = 0, cioe’ U = Span((—2,0,1),(—2,1,0)). In altre parole,
se esiste qualche U per cui f = py, allora questo U deve essere necessariamente Span((—2,0,1),(—2,1,0)). Per
completare lo svolgimento, ci rimane solo da provare che f = py, cioe’ che

*) fx) =x=py(x)

per ogni x € R®. Per provare cio’ sara’ sufficiente fare la verifica solo per x € {(3,0,0),(2,1,1),(0,2,4)}. Ora

(3,0,0) — py+(3,0,0) = (3,0,0) — 2(2, 1,1) = (1,-1,-1) = f(3,0,0).
Similmente si verifica (*) per x = (2,1,1) e x = (0,2,4). &
Esercizio 6. Sia (R?, ) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica
q(x) = 27 + 22120 + 20123 — 23 + 2013 + 323,

Dire se esiste un cambiamento delle coordinate x = P - x' tale che

2 2 2
q(x) = —=32)" — 6225 — 62 xh — 225" — 6zhal + 2x%”.

Svolgimento. Consideriamo la matrice di Gram di ¢ rispetto alla base canonica:

1 1 1
G:=G5(¢)=|1 -1 1],
1 1 3
e denotiamo con
-3 -3 -3
G :=|-3 -2 -3
-3 -3 2

la matrice definita dalla condizione ¢(x) = x’ .G’ x'. Tramite I’Algoritmo di Gauss-Lagrange si vede che G e G/
hanno lo stesso indice (che ¢’ 2), e lo stesso rango (che ¢’ 3). Quindi G e G’ sono congruenti, cioe’ esiste una matrice
invertibile P tale che G’ = PT . G - P. Percio’ il cambiamento delle coordinate x = P - x’ portera’ q(x) in ¢(x'), e
dunque la risposta e’ si’.
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Geometria (9 CFU), V appello, 7 settembre 2012.
Esercizio 1. Si considerino i sequenti sottospazi di R*:
U := Span((1,1,1,1),(2,2,1,3),(1,1,0,2)), V := Span((-3,1,1,-1),(2,0,0,1),(—1,1,1,0)).

Calcolare una rappresentazione cartesiana per U + V' ed una base per UNV.

Svolgimento. Dopo aver disposto i generatori di U e di V' in riga, e ridotto a scala per righe la matrice cosi’ ottenuta,
si perviene ad una matrice a scala con tre righe non nulle, (1,1, 1,1),(0,2,2,1), (0,0,—1,1). Ne consegue che U +V
ha dimensione 3, le tre righe ne formano una base, e la rappresentazione cartesiana di U + V si ottiene imponendo
che si annulli il determinante della matrice

10 0 =z
1 2 0 y
1 2 -1 =z
11 1 ¢

Cioe’ la rappresentazione cartesiana di U + V' e’ data dall’equazione x + 3y — 2z — 2t = 0.
Con un ragionamento analogo si vede che una rappresentazione cartesiana di U e’ data dal sistema omogeneo

z—y=0
20 —z—t=0,
mentre una rappresentazione cartesiana di V' e’ data da

r4+y—2t=0
z+2z—2t=0.

Quindi una rappresentazione cartesiana di U NV ¢’

z—y=0

20 —2z—1t=0
r+y—2t=0
r+2z—2t=0.

Risolvendo tale sistema, si vede che una base di U NV e’ data dal vettore (1,1,1,1). W

Esercizio 2. Al variare del parametro k si considerino gli operatori f, : R® — R3 e gy : R® = R3 definiti ponendo
fk(17170) = (27k+272)? fk(]w*]-ao):(ovikvo)a fk(07131): (072k7k273k)7

gr(z,y,2) = Br+2y + 32,2z —y —2z,x +y + (L + k)z).
Determinare i valori del parametro k per cui ker fi = im gy.

Svolgimento. Cominciamo con 1’osservare che

3 2 3
M) = | -2 -1 -2
1 1 14k

Poiche’ il determinante di tale matrice e’ k, possiamo dire che se k # 0 allora im g; ha dimensione 3, mentre im g
ha dimensione 2, ed e’ generato dai vettori (3, —2,1),(2,—1,1).
D’altra parte, posto B := {(1,1,0),(1,—1,0),(0,1,1)}, abbiamo

2 0 0 ; 3 -3 11 -1
Mg (fu) = ME(fi) - Mj(idps) = | k+2 —k 2k -1 =11 k+1 k-1
2 0 k*-3k| [0 1 11 k-3k-1

Poiche’ tale matrice ha sempre rango > 1, allora ker f; ha sempre dimensione < 2 (avremmo potuto dedure cio’
piw’ semplicemente osservando che il vettore (2, k + 2,2) sta nelllimmagine di fj e non e mai nullo). Per cui I'unica
possibilita’ per il parametro k, affinche’ ker fj sia uguale ad im g, ¢’ kK = 0. In tal caso il nucleo di fj e’ rappresentato
dall’equazione x 4+ y — z = 0, percio’ ker fo = im go.

In conclusione ker f = im gy se e solo se k =0. A
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Esercizio 3. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y:

x4+ (4k —6)y = —k>+ Tk -3
3z + (5k — 11)y =5k +4
3z + (10k — 16)y = —2k> + 16k — 5.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni.
Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare assegnato con le operazioni ea; (—3),

e31(—3), es2(—2), si perviene alla matrice

1 4k—-6 —k*>+7k-3
0 —T7k+7 3k%2—16k+13
0 0 1(k—1)(k-2)

Quindi, se k ¢ {1,2}, allora il sistema Sy, ¢’ incompatibile. Se k = 1 il sistema S; ammette ool soluzioni, date da
(2y + 3,y)T al variare di y € R. Infine il sistema S» ammette ununica soluzione, data dal vettore (5,1)T. B

Esercizio 4. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i’l = —T2 + I3 1‘1(0) =1
j?g = —21’2 + 2:63 1‘2(0) =0
ig = 41‘1 - 2%2 — 21‘3 1‘3(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata e’

1
y(t) = eAt 10 )
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
0 -1 1
A=10 -2 2
4 -2 =2

Per calcolare la matrice esponenziale et occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

eAt = peltp~1.

La matrice A ha polinomio caratteristico pa(t) = —t(t+2)2, e autovalore —2 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi
nella forma canonica di Jordan di A ci sono esattamente due blocchi, cioe’

0 0 0
J=10 -2 1
0o 0 -2

Ora il nucleo di A € generato dal vettore (1,1,1). Questo vettore rappresenta una stringa di lunghezza 1 relativa
all’autovalore 0, per cui contribuisce al blocco [0] in J, e puo’ formare la prima colonna di P.

D’altra parte
2

2 -1 1 8§ —4 0
(A+2)?=10 0 2| =1|8 —4 0f,
4 =20 8§ —4 0

quindi I'autospazio generalizzato Ve rappresentato dall’equazione 2z — y = 0, da cui

V_y = Span((1,2,0), (0,0,1)).



ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE 141

Poiche’ A + 21 trasforma (0,0,1) in (1,2,0), e (1,2,0) in 0, allora questi due vettori (1,2,0), (0,0,1) formano una
stringa di lunghezza due per 'autovalore A\ = —2, e possono contribuire alla seconda ed alla terza colonna di P. In
definitiva la matrice P cercata e’:

1
P=]1
1

SN

0
0,
1
e la soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

o
1 L 1
yit)=ett-|o| =Pt ol =Pt P7L. 0
0

1 10 1 0 0 2 1 0 1 2 — e 2t — 2te™%
=1 2 0| -|0 e 2 te2]|.]|-1 0 0| = |2—2e"2 —dte 2

10 1 0 0 e -2 1 0 2— 272
Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:

g1 = 4te 2
che e’ uguale a
—yo + y3 = dte” 2

Cio’ verifica che la prima equazione &1 = —x9+x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le rimanenti

due equazioni. B

Esercizio 5. Sia U il sottospazio di R* avente la sequente rappresentazione cartesiana
T4y+z+t=0
{2z+y—z—t:0.
Decomporre il vettore x := (2,—3,1,27) nella somma x =a+b, con a parallelo ad U e b ortogonale ad U. Svolgere
una verifica.

Svolgimento. Sappiamo che a €’ la proiezione ortogonale py(x) di x su U, mentre b = x — a altro non e’ che
la proiezione ortogonale di x su UL. Per poter proiettare su U abbiamo bisogno di una base ortogonale di
U. A tale proposito, andiamo prima a risolvere il sistema che rappresenta U, ottenendo la seguente base di U:
{(2,-3,1,0),(2,-3,0,1)}. Questi due vettori non sono ortogonali, percio’ occorre ortogonalizzarli. Applicando il
procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt otteniamo la seguente base ortogonale di U

{(2,-3,1,0),(2,—-3,—-13,14)}.
Adesso possiamo calcolare a:
a=py(x) =pe,-31,02,—3,1,27)) + p2,—3,—13,14)((2, =3, 1,27)) = (4, -6, —12,14).

E quindi
b=x—-a=(-2,3,13,13).

Per verificare il risultato, e’ sufficiente osservare che x = a + b, che a ¢’ parallelo ad U (ed infatti le sue coordinate
soddisfano le equazioni di U), e che b e’ ortogonale ad U (ed infatti b e’ ortogonale ad entrambi i generatori di U).
|

Esercizio 6. Dire se le sequenti matrici sono simili, e se sono congruenti:

00 1 0 -
A=1|0 2 0|, B=
100

Svolgimento. Le due matrici assegnate sono simili perche’ hanno la stessa forma canonica di Jordan

-1 0 0
Ja=Jg=|0 1 0],
0 0 2

e sono anche congruenti perche’ hanno lo stesso rango, cioe’ 3, e lo stesso indice, cioe’ 2 (per calcolare I'indice di A

si applichino le operazioni elementari e13(1), e*3(1), e31(—3), €*(—3)). W
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Geometria (9 CFU), VI appello, 27 settembre 2012.

Esercizio 1. Dire quali dei sequenti sottoinsiemi di R® e’ un sottospazio, e perche’: Uy := {(z,y,z) € R? :
r+y+z=-2},Uy:={(n,y,2) ER® : x+y+2>-2}, Us:={(z,y,2) €R® : 2yz =0}, Uy := {(z,y,2) € R®:
“teR:z=y=z=t3"}.

Svolgimento. 1l sottoinsieme U; non e’ un sottospazio perche’ non possiede il vettore nullo. Il sottoinsieme Us non
e’ un sottospazio perche’, nonostante possegga il vettore nullo, non e’ stabile rispetto all’addizione. Infatti il vettore
(—2,0,0) appartiene ad Us ma (—2,0,0)+(—2,0,0) = (—4,0,0) no (cio’ prova anche che Us non €’ stabile rispetto alla
moltiplicazione esterna perche’ (—4,0,0) = 2(—2,0,0)). Il sottoinsieme Us non €’ un sottospazio perche’, nonostante
possegga il vettore nullo e sia stabile rispetto alla moltiplicazione esterna, non lo e’ rispetto all’addizione: infatti
(1,0,0) € Us e (0,1,1) € Us, ma (1,0,0) + (0,1,1) ¢ Us. Invece Uy €’ un sottospazio, perche’ Uy = Span((1,1,1)):
infatti un qualunque numero reale ¢ si puo’ mettere sotto la forma ¢ = t3, con t € R. Quindi se u = c-(1,1,1) ¢’ un
multiplo di (1,1,1), allora u = ¢~ (1,1,1) = (¢3,#3,¢3). Cio’ dimostra che Uy 2 Span((1,1,1)). 1l viceversa e’ ovvio.
|

Esercizio 2. L’operatore lineare f : R® — R3 possiede il vettore (1,—1,0) come autovettore relativo all’autovalore
A = —4, ed il vettore (2,1,0) come autovettore relativo all’autovalore X\ = 5. Inoltre il nucleo di f ammette come
rappresentazione cartesiana

2r+y—2=0

3z —2=0.
Calcolare una base per il nucleo ed una base per l'immagine di f. Infine calcolare ]ch(f), dove C denota la base
{(737 17 6)? (27 717 73)7 (27 15 0)}

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta il nucleo di f vediamo che ker f ammette come base il
vettore (1,1,3). Per il Teorema della dimensione deduciamo che I'immagine di f ha dimensione 2. Poiche’ dalle
ipotesi sappiamo che f(1,—1,0) = (—4,4,0) e f(2,1,0) = (10,5,0), allora i vettori (1,-1,0),(2,1,0) formano una
base per I'immagine di f. Infine, posto B := {(1,1,3), (1, —1,0),(2,1,0)}, abbiamo:

Mg (f) = M¢ (idgs) - MG (f) - Mg(idgs)

1 10 0 0 O 2 -1 0 4 -4 0
=12 0|-]0 =4 O|-|-1 1 0= § -8 0. W
1 01 0 0 5 -2 1 1 -10 5 5

Esercizio 3. Utilizzando la Trasformata di Laplace, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il

risultato ottenuto sia esatto. )
{ xl(t) = Z‘l(t) — 41‘2(t) { xl(O) =1
wg(t) = Z‘l(t) — 31‘2(t) +t iEQ(O) =0.

Svolgimento Denotiamo con y(t) la soluzione del problema assegnato, e con Y (s) la sua trasformata di Laplace.
Sappiamo che

s 1 4 —1 1 s32+352724
- - 82 (s+1)-
V) =61 A e ren = T ][ —[ AR }

1 —4

dove A = L _3

} e’ la matrice dei coefficienti, ¢ = {(1)} e’ la condizione iniziale, ed F(s) = [ } e’ la trasformata

%o

del termine noto {ﬂ Poiche’

s +3s—4 8 —4 T —2
T =ty Ty +
s2(s+1)2 s 82 s+1  (s+1)2

s2+sfl_§+;1+ -3 -1
s2(s+1)2 s 82 s+1 0 (s+1)27

allora possiamo calcolare y(t):

A [ 8—4t—Tet —2te™?
y(t) =L (Y(S)) - 3_t_367t _teft
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Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0)7, il che verifica la condizione iniziale.
Poi osserviamo che:
g1 = —4 + 5e t 4+ 2te™?

che e’ uguale a
Y1 — dyp = —4 + 5e ! 4+ 2te™ L.

Cio’ verifica che la prima equazione 1 = x1 — 4x2 €’ soddisfatta. Per I’altra equazione la verifica e’:
Jo=—1+2et+tet

che e’ uguale a
gy —3yp+t=—1+2e"+te”t. W

Esercizio 4. Di una matrice quadrata A, 4 x 4, si sa che non e’ diagonalizzabile, e che A> = A2. Dire quali sono
le possibilita’ per la forma canonica Ja di A, per il polinomio caratteristico pa(t), e per il polinomio minimo m(t).

Svolgimento. La matrice soddisfa I'equazione #3 — 2 = 0. Quindi, tenuto conto che il polinomio minimo m4(¢) di A
deve essere un fattore del polinomio 3 — 2 = t2(t — 1), e che A non e’ diagonalizzabile (e percio’ il polinomio minimo
deve avere qualche radice multipla), per m4(t) ci sono solo due possibilita’: ma(t) = t2 oppure ma(t) = t2(¢t — 1).

Nel primo caso A e’ nilpotente, con polinomio caratteristico pa(t) = t*, e la forma canonica puo’ essere uno dei
seguenti tipi:

, oppure Jy =

S O O
o O oo
o O oo

0
0
0
0
Nel secondo caso avremo pa(t) = t3(t — 1), oppure pa(t) = t2(t — 1)2, ed in corrispondenza di tali polinomi si avra’:

Ja = , oppure Jy =

o o oo
O O O
o o oo
_ o O O
o O oo
o O O
o= oo
—_ o o O

Esercizio 5. Siano U e W sottospazi di uno spazio euclideo (V,(, )). Provare che

U+wW)t=urnw.

Svolgimento. Sia x un vettore di (U +W )=, cioe’ un vettore ortogonale a tutti i vettori di U +W. Poiche’ U C U+ W
e W C U + W allora in particolare x sara’ anche ortogonale a tutti i vettori di U ed a tutti i vettori di W, cioe’
x € Ut NW+. Cio’ prova che (U + W)+ Cc Ut n W+,

Viceversa, supponiamo che x € UL+ N W, e sia y un qualunque vettore di U + W. 1l vettore y si puo’ scrivere
come la somma y = u + w, per opportuni u € U e w € W. Ora avremo:

(x,y)=(x,u+w)=(x,u)+(x,w)=0+0=0.

Nell’espressione precedente la seconda uguaglianza e’ consentita dalla linearita’ a destra, mentre la terza uguaglianza
dipende dal fatto che x € U+ N W+, Cio’ prova che x e’ ortogonale ad y. Il che implica x € (U + W)* essendo y
un qualunque vettore i U +W. B

Esercizio 6. Denotato con V lo spazio dei vettori geometrici del piano applicati nel punto O, sia £ := {e1, ez}
una base ortonormale di V', e sia f : V — V [operatore lineare che ruota e; di 90°, e che riflette e rispetto alla
retta che forma un angolo di 45° con e1. Provare che f e’ un operatore diagonalizzabile, e determinarne una base di
autovettori.

Svolgimento. Ricordiamo che, rispetto ad una base ortonormale, una rotazione antioraria di angolo a e’ governata
dalla matrice

cosa —sina

{ sina  cosa }
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Quindi f(e1) = ez. Invece la riflessione rispetto alla retta che forma un angolo § con e; ¢’ governata dalla matrice

cosa  sina
sina —cosa |’

Quindi f(ez) = e1. Percio’ la matrice rappresentativa di f €’

w0 1]

il cui polinomio caratteristico e’ pas(t) = t? — 1. Cio’ prova che f e’ diagonalizzabile, ed una base di autovettori ¢’
data dai vettori e; + ez, e; —e. B
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Geometria (9 CFU), I appello, 6 febbraio 2013.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* con rappresentazione cartesiana

r—2+3t=0
r—y+z+t=0.

E sia V il sottospazio di R* generato dai vettori (2,2,1,1), (0,1,1,1), (2,1,0,0). Calcolare una base, la dimensione,
ed una rappresentazione cartesiana di U + V.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta U si vede che una base per U €’ formata dai vettori
(1,2,1,0), (—3,-2,0,1). Riunendo tali vettori con i generatori di V' si ottiene un sistema di generatori di U + V/, in
cui i vettori (0,1,1,1) e (2,1,0,0) sono sovrabbondanti. Quindi U 4+ V ha dimensione 3, ed una sua base ¢’ formata
dai vettori (1,2,1,0), (—3,-2,0,1), (2,2,1,1). Una rappresentazione cartesiana di U + V ¢’

1 -3 2 =z

2 -2 2 y|
det 1 0 1 = =0.

0 1 1 ¢

Cioe’ x —2y+3z—t=0. &
Esercizio 2. Si considerino le sequenti basi di R3:
B=1{(1,0,0),(1,1,2),(1,2,5)} e C={(1,0,0),(0,1,2),(0,1,3)}.

Sia poi f : R3 — R3 loperatore lineare con matrice rappresentativa:

3 -1 2
MEH)=]0 1 1
-2 2 0

Calcolare una base del nucleo di f ed una dell’immagine, e calcolare una matrice invertibile P tale che la matrice
P~L. ME(f)- P sia diagonale.

Svolgimento. 1 vettori del nucleo hanno coordinate (), x5, z5)T rispetto alla base B che sono soluzione del sistema
lineare

3z —ah + 225 =0

xh +xh =0

—2x1 4+ 2z, = 0.

La generica soluzione di tale sistema e’ x5(1,1, —1)T. Ne consegue che il nucleo di f ha dimensione 1 ed una sua base
e’ costituita dal vettore di coordinate (1,1, —1)T rispetto alla base B, cioe’ e’ costituita dal vettore (1, —1,—3). In
particolare la dimensione dell’immagine di f e’ 2. Poiche’ le prime due colonne della matrice MCB (f) sono indipendenti,
allora una base dell’immagine e’ costituita dai due vettori che hanno per coordinate rispetto alla base C i vettori
(3,0,—2)T, (—1,1,2). Cioe’ una base per I'immagine di f e’ costituita dai vettori (3, -2, —6),(—1,3,8).

Osservazione.

Avremmo potuto svolgere questa parte dell’esercizio anche calcolando la matrice rappresentativa M, gg (f) rispetto
alla base canonica £. In questo caso una base del nucleo e’ data direttamente da una soluzione non nulla dell’equazione
ME(f) - x = 0, mentre una base dellimmagine e’ data da due colonne indipendenti di Mg (f). Per calcolare Mg (f)
avremmo potuto usare la formula:

ME(f) = ME (idgs) - ME(f) - M§ (idgs) = ME (idgs) - ME(f) - ME (idgs) ™"

1 00 3 -1 2 1 -3 1 3 18 7
=0 1 1]-(0 1 1110 5 =-2|=|-2 19 -7
0 2 3 -2 2 0 0 -2 1 -6 54 -20

Fine osservazione. <

L’ultima domanda chiede di diagonalizzare la matrice M, BB (f). Quindi innanzitutto ci calcoliamo tale matrice.

Mg (f) = Mg (idga) - ME (f) = M (ids) - Mg (idga) - ME(f) = M§ (idra) ™" - Mg (idgs) - ME(f)
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-1

1 11 1 0 0 3 -1 2 3 -2 1
=10 1 2 0 11 0 1 1|]=(2 -11
0 2 5 0 2 3 -2 2 0 -2 2 0
11 polinomio caratteristico di ME(f) e’ p(t) = —t(t—1)2. La matrice cercata P ha per colonne una base di autovettori

—

per loperatore x € R3 — M, g (f) - x € R3. Una base per 'autospazio Vp di tale operatore e’ costituita dal vettore
(—1,-1,1), mentre una base per autospazio V; €’ formata dai vettori (1,1,0),(—1,0,2). La matrice P e’

-1 1 -1
P=|-11 0)|. N
1 0 2

Esercizio 3. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, nelle variabili x,y, z:

2+ (k+5)y+22:=1
2z — (k+5)y+(k+1)z=k—2
2+ (2k+5)z =2k + 1.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni. Rispondere
alla stessa domanda per il sistema lineare omogeneo associato Sy .

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy, con le operazioni ez (2), e31(1),
es2(—1), si perviene alla matrice

1 k+5 2 1

0 k+5 k+5 k

0 0 k+2 k+2

Quindi se k ¢ {—5, —2} allora il sistema Sy ammette un’unica soluzione che e’

5
4, ———— 17T,
(- )
Se k = —5 allora S;, non ha soluzioni. Se k = —2 allora S, ammette le co! soluzioni
9 T
(3+z,—g—z,z) , z € R.

In particolare il sistema omogeneo associato S; ammette solo la soluzione nulla per k ¢ {—5,—2}. Invece se
k = —b5 allora I'insieme delle soluzioni di S} coincide con Span((0,1,0)), mentre se k = —2 allora l'insieme delle
soluzioni di S} coincide con Span((1,—1,1)). B

Esercizio 4. Utilizzando 'esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

1'61 = *2$1+$2*{L‘3 11(0) =0
i‘2 = *2.’172 + 23 IEQ(O) =0
ZI'Jg = *2%3 x3(0) =1

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

0
yty=et- |0},
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-2 1 -1
A=|0 -2 1
0 0 -2

Per calcolare la matrice esponenziale e? occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

eAt = pe’tpt.
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Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t + 2)3, e I'autovalore —2 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di A €’
-2 1 0
J=10 -2 1
0o 0 -2

Poiche’
0 0 1
(A+20)?=1|0 0 0
0 0O
allora una 0-stringa per A + 27 di lunghezza 3 e’ data da

A+21 A+21 A4-21
_At2l, A2l

0
0 0] —— |0
1 0 0 0

Quindi una base a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice

1 -1 0
P:=]10 1 0
0 0 1
La soluzione cercata y(¢) del problema di Cauchy assegnato e’:
0 » 0 0
y(t):eAt. 0 :ePJP t . 0 :P'eJt‘Pil' 0
1 1 1
1 -1 0] [e2 te2 Le2] [1 1 0] [0 £
=10 1 0o|-| 0 e2 te2|-]l0 1 0|-|0|=e2 t
0 0 1 0 0 e~2t 0 01 1 1

Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,0,1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
g = e (2 + 3t —1)

che e’ uguale a
—2y1 +y2 —y3 = e 2 (—1% + 3t — 1).
Cio’ verifica che la prima equazione &, = —2x1 + x2 — x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le

rimanenti due equazioni. l

Esercizio 5. Sia U il sottospazio di R® generato dai vettori (—1,1,1),(=2,2,1), e V il sottospazio rappresentato
dall’equazione x —y — z = 0. Sia W il complemento ortogonale di U NV in R3. Calcolare una base ortonormale di
W, e la matrice rappresentativa Mf (pw) rispetto alla base canonica della proiezione ortogonale su W.

Svolgimento. 11 sottospazio U e’ rappresentato dall’equazione = + y = 0, per cui il sistema lineare omogeneo
z+y=0
r—y—z=0

rappresenta U N V. Deduciamo che U NV ha dimensione 1, ed una sua base e’ formata dal vettore (1,—1,2). Lo
spazio W, cioe’ il complemento ortogonale di U NV, allora ha rappresentazione cartesiana

r—y+2z=0.

Risolvendo tale equazione otteniamo la base di W formata dai vettori (1, 1,0), (—=2,0,1). Applicando il procedimento
di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt otteniamo la base ortonormale richiesta di W:

1 1
ﬁ(l, 1,0), —(—1,1,1).

w

Osservazione.
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Si poteva ragionare anche cosi’. I coefficienti dell’equazione di U formano un vettore ortogonale ad U, quindi
anche ad U N'V. Percio’ (1,1,0) € W. Similmente anche (1,—1,—1) € W. Poiche’ dimW = 2 allora i vettori
(1,1,0), (1, -1, —1) formano una base di W, che in questo caso e’ anche ortogonale.

Fine osservazione. <
Sia ora (x,%, z) un qualunque vettore di R®. Abbiamo:
_x+y

pW(I7y7z) :p(l,l,O)(xayvz)+p(—1,1,1)(x7yaz) - 2 (17170)+

—T+y+=z

-1,1,1
2L

1
= 6(5x+y—22,x+5y+22,—2x+2y+2z).

Quindi
5 1 -2
ME(pw)==]1 5 2 [
-2 2 2

Esercizio 6. Sia f : R® — R? "operatore lineare definito ponendo f(x,y,z) = (—x—10y—6z, 3z +12y+62, 3y +22).
Sia poi (R2,¢) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica q(u) = 22 + 2xy + 2z2 + 2y? + 2yz + 222,
Provare che (R3,$) e’ uno spazio euclideo, e che f e’ autoaggiunto in (R3,¢). Infine determinare la decomposizione
spettrale di f in (R3,¢), e verificare che f coincide con tale decomposizione.

Svolgimento. La matrice di Gram G di (R3, ¢) rispetto alla base canonica e’

G =

— =
— N
N~

Applicando ’algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [G | I], dopo le operazioni ez (—1), €2'(—1), e31(—1), €31 (-1)
si perviene alla matrice

100 1 00

010 -110

001 -1 01
Quindi I'indice di (R3,¢) e’ 3, e cio’ prova che lo spazio e’ euclideo. Inoltre la base

B:={(1,0,0),(-1,1,0),(-1,0,1)}

e’ ortonormale per (R3,¢). Percio’ per dimostrare che I'operatore f e’ autoaggiunto sara’ sufficiente provare che
ME(f) e una matrice simmetrica. Ed infatti abbiamo:

ME(f) = Mg (idgs) - ME(f) - Mg (idgs)

1 11 -1 -10 -6 1 -1 -1 2 3 0
=(0 1 0]-] 3 12 6 |-]10 1 0|=1(3 9 3
0 0 1 0 3 2 0 0 1 0 3 2

Gli autovalori di tale matrice sono 0,2, 11, e gli autospazi Vo, Vo e Vi1 di f sono generati rispettivamente da (2, —2, 3),
(2,0,—1), (=3,3,1). Ne consegue che la decomposizione spettrale di f ¢’

f(zv Y, Z) = 2p(270,71)($7 Y, Z) + 11p(73,3,1)('r7 Y, Z)
Possiamo svolgere una verifica calcolando esplicitamente il secondo membro.
2p2,0,-1) (%, ¥, 2) + Up_s31)(7,y, 2)

¢(('T7yvz)7(2707_1)) ¢(('T7yvz)7(_37371))
¢((2707_1)7(2707_1)) ¢((_37371)7(_37371))
+ (z+ 4y + 22)(-3,3,1) = (—x — 10y — 62,3z + 12y + 62,3y + 22) = f(z,y,2). W

=2 (2,0,—1) + 11 (-3,3,1)

= (z +y)(2,0,-1)
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Geometria (9 CFU), II appello, 20 febbraio 2013.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (1,-2,3,1), (2,—1,4,0), (3,-3,7,1), e sia V il
sottospazio di R* avente rappresentazione cartesiana x+1y—z -+t = 0. Calcolare una base e la dimensione di UNV.

Svolgimento. Disponendo in riga i generatori di U e riducendo a scala per righe la matrice cosi’ ottenuta, si vede che
una base per U ¢’ formata dai vettori vettori (1, —2,3,1), (0,3, —2, —2). Imponendo che la matrice

1 0 =z
-2 3 y
3 -2 =z
1 -2 t

abbia rango 2, si ottiene la seguente rappresentazione cartesiana di U:

{x—2y—z—2t:0
r+2y+3t=0.

Quindi una rappresentazione cartesiana di U NV e’ data dal sistema lineare omogeneo:
z+y—z+t=0

r—2y—2—2t=0
T+ 2y+3t=0.

Risolvendo tale sistema si vede che U NV ha dimensione 1, ed una sua base ¢’ costituita dal vettore (1,1,1,—1). B

Esercizio 2. Si consideri la base B di R? formata dai vettori (1,0,0), (0,2,3), (0,3,4). Sia f : R® — R? l'operatore
lineare definito ponendo f(1,0,0) = (4,4,3), f(0,2,3) = —f(1,0,0), f(0,3,4) = (=7,—7,—5). Calcolare le matrici
rappresentative ]Wg(f) ed ]Wf(f), dove con £ si denota la base canonica. Calcolare una base e la dimensione del
nucleo e dell’immagine di f. Calcolare una matrice invertibile P tale che la matrice P~ ~Z\fg(f) - P sia diagonale.

Svolgimento. Dai dati del problema deduciamo che

4 -4 -7
ME(f)= |4 —4 -7
3 =3 =5

Quindi abbiamo:
ME(f) = ME(f) - M (idrs) = Mg (f) - M§ (idgs) ™"

-1

4 —4 -7 1 00 4 —4 -7 1 0 0 4 -5 2
=14 -4 —-7|-(0 2 3 =14 -4 -7]-|0 4 3 |=[4 -5 2
3 =3 =5 0 3 4 3 -3 =5 0 3 =2 3 =3 1

1 0 0 4 -4 -7 4 -4 =7
=0 —4 3 4 -4 —T7|\=|-7 7 13
0 3 -2 3 -3 =5 6 —6 -—11

Il nucleo di f €’ costituito dai vettori soluzione del sistema lineare omogeneo
ME(f)-x=0.

La generica soluzione di tale sistema e’ 2(1,2,3)”. Quindi il nucleo ha dimensione 1 ed una sua base e’ formata dal
vettore (1,2, 3). L’'immagine ha dimensione 2 ed una sua base e’ formata dai vettori (4,4, 3), (=5, =5, —3).

L'ultima domanda chiede di diagonalizzare la matrice M5(f). Il polinomio caratteristico di ME(f) e’ p(t) =
—t(t — 1)(t + 1). Una base per l'autospazio Vp dell'operatore x € R® — ME(f) - x € R? e’ costituita dal vettore
(1,1,0), una base per 'autospazio V; e’ formata dal vettore (1,—1,1), ed una base per l'autospazio V_; e’ formata
dal vettore (1, —4,3). La matrice cercata e’:
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Esercizio 3. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

z+(k+2y+32=3

-3z —(2k+2)y+(k—5)z=k—9
z+k+2y+(k+4)z=k+4
—2x — ky + (2k — 1)z = 2k — 5.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni. Rispondere
alla stessa domanda per il sistema lineare omogeneo associato Sy .

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy, con le operazioni e2; (3), e31(—1),
€41(2), eq2(—1), eq3(—1), si perviene alla matrice

1 k+2 3 3
0 k+4 k+4 k
0 0 k+1 k+1
0 0 0 0

Quindi se k ¢ {—4, —1} allora il sistema Sy ammette un’unica soluzione che e’

4k+8 4
( )"

k+4 k+4
Se k = —4 allora Sy, non ha soluzioni. Se k = —1 allora S, ammette le co! soluzioni
10 1 r
(?—22,—5—2,2) , z € R.

In particolare il sistema omogeneo associato Sj ammette solo la soluzione nulla per k ¢ {—4,—1}. Invece se
k = —4 allora l'insieme delle soluzioni di S} coincide con Span((2,1,0)), mentre se k = —1 allora I'insieme delle
soluzioni di S; coincide con Span((—2,-1,1)). R

Esercizio 4. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

T1 =21 + 9 + 23 1’1(0):0
To = 29 + 223 IQ(O) =0
j?g = 4.1‘3 1’3(0) =1.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata e’

0
y(t)=et- |01,
1 -
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
2 1 1]
A:=10 2 2
0 0 4]

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan .J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpl.

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t — 2)2(t — 4), e 'autovalore 2 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di A ¢’

210
J=10 2 0
0 0 4
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Poiche’ eq, e2 ¢’ una 2-stringa di lunghezza 2 per A, e (1,1, 1) € un autovettore per A relativo all’autovalore 4, allora
una base a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice

P =

S O =
S = O
=

La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e:

0 » 0 0
y(t):eAt. 0 :ePJP t . 0 :P.eJt.Pfl. 0
1 1 1
101 e? te® 0 10 -1 0 et — e (14t)
=0 1 1 0 e* o0 01 —-1|-]0]= ett — 2t
001 0 0 e* 00 1 1 et
Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,0,1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
i = de*t — (2t + 3)
che e’ uguale a
2u1 + y2 + y3 = 4e't — (2t 4 3).
Cio’ verifica che la prima equazione £; = —2x1 + 22 — x3 € soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le

rimanenti due equazioni. l

Esercizio 5. L’operatore f : R* = R* e’ autoaggiunto, e possiede gli autovalori 4 e 2. Sapendo che lautospazio V
e’ generato da (1,1,1,1), che V4 + Vo = Im(f), e che una rappresentazione cartesiana di Im(f) e’ data dal sistema

{:L'—3y+z+t:0
r—y+z—1t=0,

determinare la matrice rappresentativa J\lg(f) di f rispetto alla base canonica E.

Svolgimento. Dalla rappresentazione cartesiana di V3 + V3 deduciamo che dim(Vy+ V) = 2, e che i vettori (—1,0, 1,0)
e (2,1,0,1) formano una base per V44 V5. In particolare i vettori (—1,0,1,0) e (1, 1,1, 1) formano una base ortogonale
per Vi + V5. Ora per il Teorema spettrale sappiamo che V; NV, = {0}, quindi dimV, = dim V5 = 1, e allora V5
e’ generato da (—1,0,1,0) perche’ V5 e’ ortogonale a V4. D’altra parte per il Teorema della dimensione abbiamo
anche dim Kerf = 2. Quindi 0 e’ autovalore per f, e ancora per il Teorema spettrale 'autospazio Vy = Kerf e’ il
complemento ortogonale di V + V5 in R3. Percio’ una rappresentazione cartesiana del nucleo e’ data dal sistema

r+y+z+t=0
—z+ 2z =0,

ottenuto imponendo l'ortogonalita’ con i generatori (—1,0,1,0) e (1,1,1,1) di V4 + V5. Risolvendo tale sistema si
ottiene una base del nucleo: (1,-2,1,0), (0,—1,0,1).

Riassumendo, possiamo dire che i vettori (1,1,1,1), (-1,0,1,0), (1,-2,1,0), (0,—1,0,1) formano una base di
autovettori per f. Piu’ precisamente abbiamo:

fler+es+es+es) =4(e; +ex+es+ey)
f(—e1+e3) =2(—e +e3)
fleg —2ex+e3)=0
f(—ex+e4) =0.
Cioe’ abbiamo
fler) + flez) + f(es) + f(eq) = 4(e1 + €2 + €3+ e4)
—f(e1) + f(es) = 2(—e1 + e3)
fler) —2f(ez) + f(e3) =0
—f(e2) + f(eq) = 0.
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Risolvendo otteniamo f(e;) = 2e;+ez+ey, f(ez) = e1+ex+es+tey, f(es) =ex+2e3+ey, f(es) =e;+estesz+ey.
Cioe’:

1 0
1 1
ME(F) =1y 1 5
1 1

— O = N
=

Esercizio 6. Completare la sequente matrice a matrice ortogonale:

1
——= ¥ x
Vi1
P=|_3 % x
Vi1
* * X

Svolgimento. Sia p la terza componente della prima colonna. Poiche’ la prima colonna deve avere lunghezza 1, allora

deve essere
12 3\
——) + (=) +r* =1
(ﬂl) (VH) P
1

Possiamo allora porre p = T Le altre due colonne devono essere ortogonali alla prima colonna, quindi appartengono

allo spazio © + 3y + z = 0. Tale spazio e’ generato dai vettori (—3,1,0), (—1,0,1). Ortonormalizzando tali vettori
otteniamo le altre due colonne:

1 -3 —1
Vil V10 Vilo
P = 3 1 =3 ]
| ae )
Vil 0 V110
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Geometria (9 CFU), IIT appello, 3 luglio 2013.

Esercizio 1. Si considerino il sottospazio U di R* generato dai vettori (3,1,2,4) e (5,—1,2,8), ed il sottospazio V
definito dalle equazioni:
{ 2y+2z+t=0

20+ z+t=0.
Calcolare una base per UNV.
Svolgimento. Una rappresentazione cartesiana per U €’ costituita dal sistema lineare

r+y—22=0
2y —3z+t=0.

Per cui una rappresentazione cartesiana per U NV €’ costituita dal sistema lineare

2y+2z+t=0
2+ 2+t=0
z+y—22=0
2y —3z+t=0.

Risolvendo tale sistema si vede che U NV e’ generato dal vettore (1, —1,0,2), che pertanto e’ anche una base. B

Esercizio 2. Al variare del parametro h € R, denotiamo con Uy, il sottospazio di R® generato dai vettori (2, —2, —h—
2), (4,—3,—3h —6), (6,—5,—4h — 8), e con V4 il sottospazio rappresentato dalle equazioni

{x+(h2+4h+5)y+22:0
Vi =

(h? +4h +4)y + 22 = 0.

Dire per quali valori di h si ha Uy, & V3, = R3.

Svolgimento. 1l sottospazio U;, ammette come base il sistema formato dai vettori (2, -2, —h — 2), (4,—3,—3h — 6),
mentre Vj, e’ generato dal vettore (2, —2, h? + 4h + 4). Per cui Uy, © Vj, = R? se e solo se la matrice

2 -9 —h—2
Ap,=14 -3 —3h—6
2 —2 h?’+4h+4

ha rango massimo. Il determinante di tale matrice e’ det A, = 2(h + 2)(h + 3). Per cui il rango di A, e’ massimo se
e solo se h € R\{-3,—2}. In conclusione U, &V, = R®se esolose h # -3 e h # —2. B

Esercizio 3. Sia f : R® — R? loperatore lineare definito dalle condizioni f(1,1,0) = (9,2,3), f(-=1,1,0) =
(3,2,3), f(1,1,1) = (7,2,4). Calcolare la matrice rappresentativa Mg (f) di f rispetto alla base canonica. Dire se
Uapplicazione f e’ oppure no iniettiva, e suriettiva. Calcolare una base per il nucleo di f ed una base per l'immagine.
Calcolare una matrice invertibile P tale che P~ ME (f)P sia una matrice diagonale.

Svolgimento. Dalle ipotesi sappiamo che

f(e1) + f(e2) = 9e1 + 2ea + 3e3
—f(e1) + f(e2) = 3e1 + 2e3 + 3es
fle1) + f(e2) + f(e3) = Ter + 2eq + 4des.

Risolvendo tale sistema otteniamo f(e1) = 3eq, f(e2) = 6e; + 2e2 + 3e3, f(e3) = —2e; + e3. Quindi
3 6 -2
ME(f)=1{0 2 0
03 1
La matrice rappresentativa ha rango massimo, quindi il nucleo di f ha dimensione 0, ed una sua base ¢’ il vuoto,

mentre "immagine di f ha dimensione 3, ed una sua base e’ la base canonica. In particolare f e’ sia iniettiva che
suriettiva. Il polinomio caratteristico di f e’ p¢(t) = (¢t — 1)(t — 2)(¢t — 3). Una base per 'autospazio V; e’ data dal
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vettore (1,0, 1), una base per Pautospazio Vs ¢’ data dal vettore (0, —1, —3), ed una base per Uautospazio V3 e’ data
dal vettore (1,0,0). La matrice cercata e’

1 0 1
P={(0 -1 0. W
1 -3 0

Esercizio 4. Siano A e B matrici n X n. Dire quali delle sequenti proprieta’ sono vere e quali sono false (p denota
il polinomio caratteristico, m quello minimo):

(i) se pa = pp allora A e B sono simili.

(ii) se pa = pp ed ma = mp allora A e B sono simili.

(i11) se pa = pp = ma = mp allora A e B sono simili.
Svolgimento. Occorre tener presente che due matrici sono simili se e solo se hanno la stessa forma canonica di Jordan.
E che se (t — A\)* appare nella fattorizzazione del polinomio minimo di una matrice, cio’ equivale a dire che nella

forma canonica di tale matrice appaiono A—blocchi di grandezza massima k. Cio’ premesso, €’ chiaro che due matrici
nilpotenti con una diversa configurazione dei blocchi non sono simili. Per esempio:

0 0] 0 1
A_{o 0]’ B_[o o}'

Ragion per cui la proprieta’ (i) ¢’ falsa. Per un motivo analogo anche (ii) e’ falsa. Per esempio:

01 0 07 0100
00 00 00 00
A= 0 0 0 1]~ B= 00 00
0 0 0 0 00 00

Invece (ii7) e’ vera, perche’ se pa = my allora per ogni autovalore di A c¢’¢’ un solo blocco corrispondente, di
grandezza pari alla molteplicita’ algebrica, e quindi la forma canonica, quando p4 = m4, €’ determinata dal polinomio
caratteristico. B

Esercizio 5. Sia U il sottospazio di R* definito dal sistema lineare omogeneo

20+z2+1t=0
U:i=< 2x+3y+2+3t=0
4o+ 3y +2z+ 4t =0.

Decomporre il vettore x = (1,5,1,—1) nella somma x = a+ b, con a parallelo ad U, e b ortogonale ad U.

Svolgimento. Risolvendo il sistema, si ottiene la seguente base per U: {(—1,0,2,0),(—3,—4,0,6)}. Applicando a tale
base l'algoritmo di Gram-Schmidt si ottiene la seguente base ortogonale per U: {(-1,0,2,0), (—6,—10,—3,15)}. 1l
vettore cercato a e’:

1 1
a = py(X) = p(-1,0,2,0)(X) + P(—6,-10,—3,15)(X) = 5(*170, 2,0) - 5(*6» -10,-3,15) = (1,2,1,-3).
11 vettore b sara’ allora b =x —a = (0,3,0,2). In conclusione, la decomposizione cercata e’:

(1,5,1,-1) = (1,2,1,-3) + (0,3,0,2). W

Esercizio 6. Sia (R?, ) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica
q(x) = 1‘? + 2x120 + 27173 + 27973
Dire se esiste un cambiamento delle coordinate x = P - X' tale che

a(x') = 2% + 22 2y + 22 2y + 22, + 2al.
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Svolgimento. Consideriamo la matrice di Gram di ¢ rispetto alla base canonica:

G:=GEo) =

_ =

11
0 1
10

Se esistesse un cambiamento delle coordinate soddisfacente la richiesta assegnata, allora le colonne di P formerebbero
una base B per cui

G = Gi(9) =

—_ = =

1 1

2 1

10

In particolare G e G’ sarebbero congruenti. Ma cio’ non e’ possibile perche’ G ha indice 1, mentre G’ ha indice 2.
In conclusione, la risposta ¢’ no. B
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Geometria (9 CFU), IV appello, 17 luglio 2013.

Esercizio 1. Determinare una base B di R? per cui [(1,2)]s = [1,1]T, e [(1,3)]s = [1,4]T.

Svolgimento. Siano (x,y), (z,t) 1 vettori della base da determinare. Sappiamo che (z,y) + (z,t) = (1,2), e che
(z,y) +4(z,t) = (1,3). Cioe’ che

r+z=1
y+t=2
r+4z=1
y+4t =3.

Risolvendo tale sistema si ottiene B = {(1,2),(0,3)}. B

Esercizio 2. Al variare del parametro h € R, denotiamo con Uy, il sottospazio di R® generato dai vettori (1,1,—1),
(2,h+2,-1), (3,h+3,-2), e con V}, il sottospazio di R® che si ottiene intersecando Span((1,1,0),(0,0,1)) con il
sottospazio di equazione cartesiana (h® — h — 1)z — 2z = 0. Dire per quali valori di h si ha dim(U, N'V3,) = 0, per
quali valori di h si ha dim(U, N V3) = 1, per quali valori di h si ha dim(Uy, N'Vy,) = 2, per quali valori di h si ha
dim(Uy, N'V,) = 3, per quali valori di h si ha dim(U;, N'V;,) = 4.

Svolgimento. Dai dati del problema deduciamo che V}, ammette la seguente rappresentazione cartesiana:

{x—y:O
(h?—h—-1z—2=0.

Risolvendo tale sistema ci rendiamo conto che V}, ha sempre dimensione 1, ed e’ generato dal vettore (1,1, h%—h—1).
D’altra parte e’ evidente che Uy, ha sempre dimensione 2, con base fornita dai vettori (1,1, —1), (2, h+2,—1). Tenuto
conto della formula di Grassmann, per calcolare la dimensione dell’intersezione sara’ sufficiente calcolare quella della
somma. Ora la dimensione di Uy, + V}, ¢’ data dal rango della matrice

11 —1
2 h+2 —1 ,
1 1 h2—h-1

cioe’ della matrice

1 1 —1

0 h 1

0 0 hR2—h
Tale matrice ha rango 3 se h ¢ {0, 1}, e rango 2 altrimenti. Cioe’ dim(Uy, +V3) =3 se h ¢ {0,1}, e dim(Up, +V;,) =2
altrimenti. Poiche’ dim(Up, NV},) = dim Uy, 4+ dim Vj, — dim(Up, + V3,) = 2+ 1 — dim(Up, + V4,), deduciamo in definitiva
che:
0 seh#0,1

dim(U, N'Vy) =
(U n) {1 se h = 0 oppure h = 1.

In particolare non accade mai che dim(Uy, N'V},) sia 2, 3, oppure 4. B

Esercizio 3. Sia f : R® — R?2 l'operatore lineare definito dalle condizioni f(1,2,0) = (1,3), f(1,1,0) = (1,0),
£(0,0,1) = (2,5), e g : R — R3 quello definito dalle condizioni g(2,3) = (2,3,0), ¢g(1,2) = (1,0,0). Calcolare
la matrice rappresentativa Mﬁ;‘j (go f) di go f rispetto alla base canonica di R®. Calcolare la dimensione ed una
base per l'immagine e per il nucleo di g o f. Trovare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D tali che
D= P*lMgRR; (go f)P.

Svolgimento. Poiche’

¥oh ¥l &,
MES (go J) = ME™ (g) - ME (1),

= Ens

per calcolare la matrice M, 5}‘;‘; (g o f) sara’ sufficiente calcolare le matrici M, 5:; (g9) e M, g'g:; (f)-
Posto
B={(23),(1,2)} e C={(1,2,0),(1,1,0),(0,0,1)},

si ha:

(=)

21‘171_03
3 2| =

2 1
Ena En2
M () = ME(0) M5 @) = {3 0|
0 0 0 0
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E similmente abbiamo:

M§:§<f):zvf£R2(f>-M§R3(f):[; -

O = =
— o O
I
[ —

—

o

[\
_

[N}
[E—

Quindi dalla formula iniziale otteniamo
1 0 1 0 2
M (gof)=|6 -3 [f3 g g]: 15 —9 -3
0 0 0o 0 0

Tale matrice ha rango 2, che ¢’ allora la dimensione dell’immagine di f, che ammette come base {(1,15,0), (0,1,0)}.
Ne consegue che il nucleo ha dimensione 1, ed un calcolo prova che il vettore (—6,—11,3) ne forma una base. Il
polinomio caratteristico di go f € p(t) = —t(t — 1)(t +9). Una base per l'autospazio V; €’ (=6, —11,3), una per V;
e’ (2,3,0), ed una per V_g €’ (0,1,0). Per cui le matrici D e P cercate sono rispettivamente

0 0 O -6 2 0
D=|(01 0|, e P=|-11 3 1|. N
00 -9 3 00

Esercizio 4. Una matrice A quadrata 14 x 14 e’ nilpotente, ed ha rango 7. Sapendo che A? ha rango 4, e che A3
ha rango 2, dire quali sono le possibilita’ per la forma canonica di A, per il suo polinomio caratteristico, e per il suo
polinomio minimo.

Svolgimento. Poiche’ A e’ nilpotente, il rango delle sue potenze e’ strettamente decrescente, fino a quando si annulla.
Per cui rk(A*) o e’ 1, oppure e’ 0.
Nel primo caso A ha indice di nilpotenza p = 5. Dalle formule

P+ pe + pa o+ pa A+ ps =14
p1+po +ps 4 py =rk(A) =7
[+ pio + pz = rk(A%) = 4

fun + pp = rk(A%) =2

1 =rk(A*) =1

deduciamo py =1, puo =1, uzg = 2, pg = 3, ps = 7. Quindi in J4 appaiono un unico blocco di ordine 5, un unico
blocco di ordine 3, un unico blocco di ordine 2, e quattro blocchi di ordine 1. In particolare, in questo primo caso,
abbiamo pa(t) = t'4, ed ma(t) = t°.

Similmente, nel caso in cui p = 4, Ja €’ costituita da due blocchi di ordine 4, un unico blocco di ordine 2, e da
quattro blocchi di ordine 1. In tal caso abbiamo pa(t) = t'4, ed ma(t) =t*. B

Esercizio 5. L’operatore f : R3> — R3 e’ autoaggiunto, ha il nucleo di dimensione 2, e soddisfa la condizione
f(1,1,-1) = (=2, -2,2). Determinare la matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica E.

Svolgimento. Per ipotesi sappiamo che il nucleo di f ha dimensione 2, e quindi "immagine ha dimensione 1. In
particolare 0 ¢’ autovalore per f con molteplicita’ geometrica 2. Inoltre sappiamo che (1,1, —1) ¢’ un autovettore per
f relativo all’autovalore —2. Poiche’

(17 1, _1) = _%(_21 -2, 2) = _%f(L 1, _1) =f (_%7 _%7 %) s
allora (1,1, —1) sta nellimmagine. Percio’ 'immagine di f coincide con l'autospazio V_s (ed il nucleo di f coincide
con lautospazio V). D’altra parte il Teorema spettrale ci dice che, essendo f autoaggiunto, non ci sono altri
autovalori, e che Vj €’ il complemento ortogonale di V_s in R3. Per cui 4y — 2z = 0 ¢’ I'equazione del nucleo. Cioe’
il nucleo di f e’ generato dai vettori (1,—1,0), (1,0, 1). Denotiamo con B la base di R? formata dai vettori (1, —1,0),
(1,0,1), (1,1,—1). Allora

ME (f) = ME(idgs) - ME(f) - M§ (ids)
TR 00 0 1 -2 -1 -2 -2 2
=3[-1 0 1]-]00 0 L1z |=g2 2 2| ™
0 1 -1 00 -2 11 -1 9 2 _9
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Esercizio 6. Determinare una matrice ortogonale P ed una matrice diagonale D tale che D = PT AP, dove A ¢’ la
sequente matrice:

-2 -2 2
A=1]-2 -2 2
2 2 =2
Svolgimento. La matrice assegnata ha polinomio caratteristico pa(t) = —t2(¢t + 6). Una base ortogonale per V; e’

data dai vettori (1,0, 1), (1, =2, —1), ed una base per V_g € costituita dal vettore (1,1, —1). Le matrici cercate sono
allora:

1 1 1

V2 7% ¢ 0 0 O
1 1 1 0 0 —6
V2 NG V3
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Geometria (9 CFU), V appello, 4 settembre 2013.
Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, si consideri il sequente sistema lineare omogeneo:

r+(2h+2)y—2=0
z—(4dh+2)y+2=0
2z —2hy =0,

e sia U, C R2 lo spazio delle soluzioni di tale sistema. Sia V il sottospazio di R generato dai vettori (—4,0,1),
(5,1,0), (1,1,1). Determinare tutti i valori del parametro h per cui Uy, e’ contenuto in V.

Svolgimento. Dalla rappresentazione cartesiana di Uy, si evince che, per ogni h € R, Uj, €’ il sottospazio generato dal
vettore (h,1,3h + 2). D’altra parte, dai generatori di V', deduciamo la seguente rappresentazione cartesiana di V:
z — 5y + 4z = 0. Percio’ U}, e’ contenuto in V se e solo se il vettore (h,1,3h + 2) soddisfa ’equazione di V, cioe’ se
e solo se h — 5+ 4(3h + 2) = 0. Cioe’ se e solo se h = —%. |

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

kx+(k+1)y+2=-k-3
kx+2k+1)y+32=0
kr+ (k+1)y+ (k+3)z = —1.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni. Rispondere
alla stessa domanda per il sistema lineare omogeneo associato Sj.

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni es;(—1),
es1(—1), si perviene alla matrice

k k+1 1 —k—-3

0 k+1 2 k+3

0 0 k+2 k+2

Quindi se k ¢ {0, —1, —2} allora il sistema Sy, ¢’ di Cramer, ed ammette un’unica soluzione che ¢’

72k+571’1)T.

(

Se k = 0 allora Sy non ha soluzioni. Se k = —1 allora Sj, ammette le co! soluzioni (3,y, 1)T, yeR. Sek=-2

allora Sj, ammette le co! soluzioni (252,2,2 -1, z)T, z€eR.
In particolare il sistema omogeneo associato S ammette solo la soluzione nulla per k£ ¢ {0, —1, —2}. Invecese k =0
allora lo spazio delle soluzioni di §§ ¢’ Span((1,0,0)), se k = —1 lo spazio delle soluzioni di §*; ¢’ Span((0,1,0)), e

se k = —2 allora lo spazio delle soluzioni di §*, €’ Span((—1,4,2)). B

Esercizio 3. Sia f : R® — R? loperatore lineare definito dalle condizioni f(1,1,0) = (1,2,3), f(1,1,-1) = (2,4,6),
7(1,2,0) = (3,6,9). Dire se f e’ oppure non e’ diagonalizzabile. Inoltre determinare una base e la dimensione per i
sequenti sottospazi di R3: ker(f), im(f), ker(f) +im(f) e ker(f) Nim(f).

Svolgimento. Dai dati possiamo calcolare la matrice M| gg (f) rappresentativa di f rispetto alla base canonica &, che
e’

-1 2 -1
ME(f)=|-2 4 -2
-3 6 -3
1l polinomio caratteristico di tale matrice e’ p(t) = —t3. D’altra parte il rango di Mg (f) e’ pari ad 1. Percio’ il

nucleo di f ha dimensione 2, da cui deduciamo che f non e’ diagonalizzabile.
Poi, risolvendo il sistema lineare
ME(f) - x=0,

troviamo che una base per il nucleo di f €’ formata dai vettori (—1,0, 1), (2,1, 0). Invece 'immagine di f ha dimensione
1, ed una sua base e’ costituita dal vettore (1,2,3). Poiche’ tale vettore ¢’ una soluzione del sistema lineare che
rappresenta il nucleo, possiamo dire che 'immagine di f e’ contenuta nel nucleo. Percio’ ker(f) + im(f) = ker(f), e

ker(f) Nim(f) = im(f). W
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Esercizio 4. Utilizzando l’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

T = 2x] — Ty — T3 z1(0) =1
iz = 3$1 - 2332 — I3 iEQ(O) =0
j?g = 4I1 - 2332 — 2(53 Ig(o) =0.

Svolgimento. La soluzione y(t) cercata €’

1
y(t) = eAt 10 )
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
2 -1 -1
A=13 -2 -1
4 -2 =2

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpt,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —t(t + 1)2, e I'autovalore —1 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di A ¢’
0 0 O
J=10 -1 1
0 0 -1
Un autovettore per 'autovalore A = 0 ¢’ dato dal vettore (1,1, 1), che si ottiene calcolando il nucleo di A. Per cio’
che riguarda ’autovalore A = —1, osserviamo che, andando a risolvere il sistema lineare
2 0 —1
(A+1)? x=1]2 0 —1|-x=0,
2 0 -1

otteniamo la seguente base per l'autospazio generalizzato Vo: B= {(0,-1,0),(1,0,2)}. L’operatore x € R® —
(A+1)-x € R3 ristretto su V_1, possiede la seguente matrice rappresentativa M rispetto alla base B

-1 -1
e[

Tale matrice ¢ nilpotente di indice 2. I vettori di V_; con coordinate (1,0)7 e (—1,1)7 soddisfano le condizioni
M- (1,007 = (-1,1)T, M- (-1,1)T = (0,0)T. Percio’ i vettori (1,1,2) e (0, —1,0) formano una stringa di lunghezza

2 per A, relativa all’autovalore A = —1. E allora una base a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice
1 1 0
P=(11 -1
1 2 0

La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e:

1 1 1
yt)y=ett- |0 =P lol =P P |0
0 0 0
11 0 1 0 0 2 0 -1 1 2—etttet
={1 1 =1{-|0 e* tet|-|-1 0 1 0| =| 2—2et+te?
1 2 0 0 0 et 1 -1 0 0 2 —2e7t + 2te”t
Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
. —t
hnh=2-tke
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che e’ uguale a

21 —y2 —yz = (2—t)e "
Cio’ verifica che la prima equazione &7, = —2x1 — x2 — x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. l

Esercizio 5. Una data matrice A, 4 X 4, ha rango 3 e soddisfa le sequenti equazioni:
A5 =3A° —24% = —34° — 24"

Quali delle sequenti matrici sono simili ad A?

00 0 O 01 0 0 0 1.0 0
1 0 0 0 10 0 0 1 0 0 0
B= 01 0 0f” ¢= 00 0 1| b= 0 0 0O
00 10 00 0 O 0 010

Svolgimento. Sappiamo che A annulla i seguenti polinomi f(t) = t*(t — 1)(t — 2), e g(t) = t*(t + 1)(t + 2). Percio’ il
polinomio minimo m4(t) di A, dovendo essere un fattore di entrambi i polinomi, deve essere un fattore del polinomio
t*. Quindi A deve essere nilpotente. Poiche’ ha anche rango 3, allora la forma canonica di A e’

01 00

0010
Ja=10 0 0 1
0000

Ora anche B e’ nilpotente di rango 3, percio’ Jg = J 4, e possiamo dire che A e B sono simili. Invece le altre matrici
no, in quanto nel loro spettro appare ’autovalore 1, dunque non sono nilpotenti. l

Esercizio 6. Sia (R?, ) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica
q(u) = 2% — day + 202 + y? — dyz + 22

Calcolare rango, indice e segnatura di (R?,¢). Dire se i vettori u = (1,—2,-3) e v = (1,2,—3) sono ortogonali
oppure no, in (R3,¢). Infine, denotato con V il sottospazio di R® definito dall’equazione x +y + z = 0, calcolare
rango, indice e segnatura per lo spazio pseudoeuclideo (V,gb‘v) indotto da ¢ per restrizione su V.

Svolgimento. La matrice di Gram di (R?, ¢) rispetto alla base canonica e’:

1 -2 1
G=|-2 1 =2
1 -2 1

Applicando a tale matrice I'algoritmo di Gauss-Lagrange, si vede che essa e’ congruente alla matrice

1 0 0
D=0 -3 0
0 0 0

Percio’ (R3, ¢) ha rango p = 2, indice r = 1, e segnatura s = 0.
Per rispondere alla seconda domanda, calcoliamo

1 -2 1 1 —6
o(((1,-2,-3),(1,2,-3))=[1 -2 -3]-|-2 1 —2|-|2|=[1 -2 =3]-]6|=0
1 -2 1 -3 —6

Percio’ i due vettori assegnati sono ortogonali in (R2, ¢).
Infine, osserviamo che una base per V' e’ data dai vettori (1, —1,0), (1,0, —1). La matrice di Gram di (V,¢|,,)
rispetto a tale base €’

G/: ¢((177150)7(177150)) ¢((177170)7(170571)):|:|:6 0:|
o((1,-1,0),(1,0,-1)) &((1,0,-1),(1,0,—1)) 0 0]

Percio’ (V,¢|,,) ha rango p = 1, indice 7 = 1, e segnatura s = 1. Bl



162 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE
Geometria (9 CFU), VI appello, 19 settembre 2013.

Esercizio 1. Sia V il sottospazio di R* rappresentato dal sequente sistema lineare omogeneo:

{x+3y711t:0
T4y+2z—8t=0,

e sia U C R4 il sottospazio generato dal vettore (4,1,1,1). Calcolare la dimensione, una base, ed una rappresentazione
cartesiana di U + V.

Svolgimento. Dalla rappresentazione cartesiana di V' deduciamo che i vettori (—3,1,2,0) e (13,3,0,2) formano
una base di V. Poiche’ (4,1,1,1) ¢ V, allora U NV = {0}. Percio’ dalla formula di Grassmann deduciamo
che dim(U + V) = 3, ed una sua base ¢ formata dai vettori (4,1,1,1), (=3,1,2,0) e (13,3,0,2). Infine, una
rappresentazione cartesiana di U + V' si ottiene imponendo che:

4 -3 13 =z
11 3 y| _
det 1 2 0 = =0.
1 0 2 t

Cioe’ una rappresentazione cartesiana di U 4+ V €’ data dall’equazione z — y + 2z — 5t =0. B

Esercizio 2. Al variare del parametro h in R, si consideri Uapplicazione lineare f, : R® — R? definita dalle
condizioni

fh(_17170):(h7h72h)7 fh(_17071):(27h+57h+7)7 fh(07170):(h+17h+172h+2)

Sia U il sottospazio di R3 generato dai vettori (—4,1,1), (=2,0,1), (0,1,—1). Per ogni valore del parametro h,
calcolare la dimensione ed una base di U Nker fj,.

Svolgimento. Denotiamo con B la base di R? formata dai vettori (—1,1,0), (—=1,0,1), (0,1,0). Dalle condizioni
assegnate deduciamo la matrice rappresentativa di fj, rispetto alla base canonica &:

h 2  h+l -1 -1 0
ME(fn) = ME(fn) - M5(idgs)= | b h+5 h+1|-| 1 0 1
2h h+7 2h+2 0 1 0
h 2  h+l -1 0 -1 1 h+1 3
=|h h+5 h+1|-{0 0 1 |=|1 h+1 h+6
2h h+7 2h+2 111 2 2h+2 h+9

D’altra parte, tenuto conto che i vettori (—4,1,1), (0,1,—1) formano una base per U, possiamo calcolare una
rappresentazione cartesiana di U:

-4 0

det | 1 1

1 -1

cioe’ x + 2y + 2z = 0. Percio’ una rappresentazione cartesiana di U Nker f}, €’ data dal sistema lineare omogeneo:

T+2y+22=0
z+(h+1Dy+32=0
z+(h+1Dy+(h+6)z=0
2¢+ (2h +2)y+ (R +9)z = 0.

Se denotiamo con Aj la matrice incompleta, sappiamo che dim(U N ker f;) = 3 — rk(Ap). Eseguendo su A4; le
operazioni elementari egq(—1), e31(—1), eq1(—1), esa(—1), e42(—2), eq3(—1), otteniamo la matrice

1 2 2
0 h-1 1
0 0 h+3
0 0 0

Quindi, dalla formula precedente, deduciamo che: se h ¢ {—3,1} allora dim(U N ker f5) = 0, ed una base per
U Nker fj, € costituita dal sistema vuoto; se h = —3 allora dim(U Nker f_3) = 1, ed una base per U Nker f_5 €’
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costituita dal vettore (—10,1,4); se h = 1 allora dim(U Nker f;) = 1, ed una base per U Nker f; e’ costituita dal
vettore (—2,1,0). W

Esercizio 3. Si considerino le sequenti basi di R3:
B={(21,1),(1,1,1),(0,1,0)}, ¢ =1{(1,0,-2),(0,1,0),(1,0,—1)}.

Sia poi f: R3 — R3 loperatore lineare rappresentato dalla matrice:

-1 -2 -3
ME(S)=|1 2 3
5 10 15

Calcolare la matrice rappresentativa A = Mg (f) di f rispetto alla base canonica E. Infine calcolare una matrice
invertibile P ed una matrice diagonale D tali che D = P~1AP.

Svolgimento. Possiamo calcolare la matrice M£ (f) nel seguente modo:

1 0 1 -1 -2 -3 210
A= ME(f) = ME(idgs) - ME(f) - M§(idgs)=| 0 1 0 |-|1 2 3 111
-2 0 -1 5 10 15 1 10
1 0 1 -1 -2 -3 1 0 -1 -4 12 0
=0 1 0{-]1 2 31-1-10 2{=|-1 3 0
-2 0 -1 5 10 15 0 1 -1 3 -9 0
11 polinomio caratteristico di tale matrice e’ p(t) = —t2(t + 1). L’autospazio V, ammette come base i vettori (0,0, 1),

(3,1,0), mentre 'autospazio V_; €’ generato dal vettore (4,1, —3). Per cui le matrici cercate P e D sono:
0 3 4 00 O

P=1]0 1 1], D=0 0 0 |.0H

1 0 -3 0 0 -1

Esercizio 4. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

j?l :3I1 +.’E2—7{L’3 ml(O) =1
j?g = 3I1 — 2372 — 4I3 $2(0) =2
i?g = 31’1 + X2 — 7173 1‘3(0) =1.

Svolgimento. La soluzione y(t) cercata €’

1
y(t) = eAt ]2 )
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
3 1 -7
A=13 -2 —4
3 1 -7

Per calcolare la matrice esponenziale e4? occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpt,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —t(t + 3)2, e 'autovalore —3 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di A €’
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Un autovettore per I'autovalore A = 0 ¢’ dato dal vettore (2,1,1), che si ottiene calcolando il nucleo di A. Per cio’

che riguarda 'autovalore A = —3, osserviamo che, andando a risolvere il sistema lineare
18 0 -18
(A+30)?.x=]9 0 -9 | -x=0,
9 0 -9

otteniamo la seguente base per l'autospazio generalizzato ‘7,3: B = {(0,1,0),(1,0,1)}. L’operatore x € ‘7,3 —
(A+3I)-x € V_3 possiede la seguente matrice rappresentativa M rispetto alla base B

1 -1
-t .

Tale matrice e’ nilpotente di indice 2. I vettori di V_3 con coordinate (1,0)7 e (1,1)7 rispetto alla base B, soddisfano
le condizioni M - (1,0)T = (1,1)7, M - (1,1)7 = (0,0)T. Percio’ i vettori

(17]—71):1(03170)+1(17051) e (07170):1(05170)+0(17031)7
corrispondenti alle coordinate (1,0)7 e (1,1)T (ma presi in ordine opposto) formano una stringa di lunghezza 2 per
A, relativa all’autovalore A = —3. E allora una base a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice
2 10
P=(1 11
110

La soluzione cercata y(¢) del problema di Cauchy assegnato e’:

1 B 1 1

y(t) _ eAt . ) _ eP.]P t, ) —p. eJt . P71 . )

1 1 1
210 1 0 0 1 0 -1 1 t+1
=(1 11 0 et te 3| . -1 0 2| -|2|=e3]t+2
110 0 0 e 0 1 -1 1 t+1

Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,2,1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
g = (=2 —3t)e™3!

che e’ uguale a
3yL +y2 — Tys = (=2 — 3t)e 3.

Cio’ verifica che la prima equazione #; = 31 + x5 — Tx3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. l

Esercizio 5. Una data matrice A, 15 x 15, ha un unico autovalore \. Sapendo che rk(A — X - 1) = 8, che
rk(A—X-1)2=3 e che k(A — \-1)® =2, determinare la forma canonica di Jordan J4 di A.

Svolgimento. Posto B := A — X\ - I, sappiamo che B €’ nilpotente, perche’ ha solo 'autovalore 0. A priori I'indice
di nilpotenza p di B puo’ essere p = 4 oppure p = 5, in quanto 2 = rkB®> > rkB%, e, se tk B* = 1, allora
1 =rk B* > rk B® e percio’ rk B> = 0.

Osserviamo pero’ che non puo’ essere p = 4, perche’ allora, essendo rk B3 = 2, in Jp dovrebbero esserci 2 blocchi
nilpotenti di ordine 4, il che implicherebbe che rk B? > 4, contro le ipotesi.

Allora deve essere p = 5. In tal caso in Jp c¢’e’ un solo blocco Jo 5 di ordine 5 perche’ rk BP~1 = rk B*=1, enon
ci possono essere blocchi di ordine 4 o 3 perche’ il rango di B? coincide con quello di J§75. Poiche’ il rango di B e’ 8,
allora devono esserci 4 blocchi di ordine 2, e 2 di ordine 1.

Poiche’ una tale disposizione di blocchi soddisfa le condizioni sul rango delle potenze di B, allora possiamo
concludere che la forma canonica di A e’ univocamente determinata, e consiste di un blocco di ordine 5 del tipo Jj s,
di quattro blocchi di ordine due del tipo Jj 2, e di due blocchi di ordine 1 del tipo Jy ;. W

Esercizio 6. Si consideri l'operatore f : R® — R3 definito ponendo:

: 1 V3 V3 3
f(xvyaz) - (Zx - TZ, 7y777x+ 12)
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Stabilire se esiste un sottospazio U di R? tale che f coincida con l'operatore py : R* — R3 di proiezione ortogonale
su U. In caso di risposta affermativa, trovare una base e la dimensione di U. Rispondere alla stessa domanda per

l’operatore
1 3 3
g(x,y,z) = (Zz - %25 y77£x + 72).

Svolgimento. Ricordiamo che lo spettro di un operatore di proiezione ortogonale e’ contenuto in {0,1}. Poiche’ f
possiede 'autovalore A = —1, deduciamo che il sottospazio U non esiste.

Invece, per cio’ che riguarda g, lo spettro e’ proprio {0,1}. Pertanto, a priori, potrebbe esistere U, e se c’e’ deve
essere 'autospazio relativo all’autovalore A = 1. Tale autospazio e’ generato da (fg, 0,1), (0,1,0). Ed una verifica
diretta mostra che f(x,y,z) = p(fé,o,l)(‘r’ Y, %) +D0,1,0)(,y,2) = pu(z,y, ). Percio’ per 'operatore g lo spazio U

esiste, ed e’ il sottospazio di R? di dimensione 2, generato dai vettori (—%, 0,1), ¢ (0,1,0). |
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Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* con rappresentazione cartesiana

z+y+z—t=0
r—y—z—1t=0.

E sia V il sottospazio di R* generato dai vettori (1,—1,1,1), (—1,1,2,2), (0,0,3,3). Calcolare una base e la dimen-
sione per U, V, UNV, U+ V, ed una rappresentazione cartesiana di U + V.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta U si vede che una base per U €’ formata dai vettori
(1,0,0,1), (0,—1,1,0). Nel sistema di generatori per V il terzo vettore ¢’ somma dei primi due, percio’ una base per
V ¢ formata dai vettori (1,—1,1,1), (—1,1,2,2). In particolare dimU = dim V' = 2. Ora osserviamo che il vettore
(1,—1,1,1) soddisfa le equazioni di U, mentre (—1,1,2,2) no. Ne deduciamo che Span({(1,-1,1,1)}) CUNV £V,
quindi dimU NV =1, Span({(1,-1,1,1)}) = UNV, ed una base per U NV ¢’ data dal vettore (1,—1,1,1). Per
la formula di Grassmann dimU + V = 3, ed una base di U + V' e’ data dai tre vettori linearmente indipendenti
(1,0,0,1), (0,-1,1,0), (—1,1,2,2). La rappresentazione cartesiana cercata e’ data dall’equazione:

0 -1
-1

1
det 1 9
2

= o O =
S NS
I
s}

Cioe’ z+y+2—t=0. 1
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

3r+3y+ (2k+ 1)z = -2
r+k2y+kz=—-1
r+y+kz=-1

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni. Rispondere
alla stessa domanda per il sistema lineare omogeneo associato Sj.

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy, con le operazioni py3, e21(—1),
e31(—3), si perviene alla matrice

1 1 k —1

0 k2-1 0 0

0 0 1-k 1

Quindi se k ¢ {—1,1} allora il sistema Sj, ammette un’unica soluzione che ¢’

1

——(1,0,-1)".
1 (1,0,-1)
Se k =1 allora Sy, non ha soluzioni. Se k = —1 allora S, ammette le co! soluzioni
T
1 1
- = = € R.
( B Y, Y, 2) ) Y
In particolare il sistema omogeneo associato S; ammette solo la soluzione nulla per k ¢ {—1,1}. Invece se k = —1

allora I'insieme delle soluzioni di Sj coincide con Span((—1,1,0)), mentre se k = 1 allora I'insieme delle soluzioni di
Sj; coincide con Span((—1,1,0),(-1,0,1)). ®

Esercizio 3. Sia B = {by,,bs,bs} la base di R? formata dai vettorib; = (—1,0,1), ba = (1,0,0), bs = (—1,—1,1).
Sia poi f : R3 — R3 loperatore lineare tale che f(b1) = 3b; — 2bs, f(b2) = by —bs —bs, f(bs) = f(b1). Calcolare
la matrice rappresentativa Mg‘g(f) di f rispetto alla base canonica £, una base del nucleo di f ed una dell’immagine,
e per tali sottospazi determinare anche una rappresentazione cartesiana.

Svolgimento. Denotiamo i vettori canonici con e, e, ed e3. Osserviamo che

f(bl) = 3b1 — 2b3 = —e] + 262 + es.
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D’altra parte, poiche’ f e’ lineare, abbiamo anche

f(b1) = f(—e1 +e3) = —f(e1) + f(es3).

Quindi otteniamo:
—f(e1) + f(e3) = —e1 + 2ex + es.

Svolgendo un calcolo analogo per f(bs) ed f(bs) otteniamo le seguenti relazioni:
—f(e1) + f(e3) = —e1 + 2ex +e3
fler) = —er +ey
—f(el) — f(eg) + f(eg) = —e; + 262 + es.

Risolvendo otteniamo:
fler) = —e1+ex, f(e2) =0, f(e3) =—2e;+3ez+es.

Da cui:
-1 0 =2
MEH=[1 0 3
0 0 1

Tale matrice ha rango 2. Quindi il nucleo di f e’ generato da eq, ed ha rappresentazione cartesiana x = z = 0.
Invece una base per 'immagine di f ¢’ data dai vettori (—1,1,0), (—2,3,1), ed una rappresentazione cartesiana per
I'immagine e’ data dall’equazione x +y — 2 =0. B

-4 0 -5
Esercizio 4. Si consideri la seqguente matrice A= | 4 0 9 | . Calcolare una matrice invertibile P tale che la
0 0 1

matrice P~ - A - P sia diagonale. Verificare che il risultato ottenuto sia esatto.

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A ¢’ p(t) = —t(t — 1)(t + 4). La matrice cercata P ha per colonne una
base di autovettori per I'operatore x € R® — Ax € R3. Una base per 'autospazio V; di tale operatore e’ costituita
dal vettore (0,1, 0), una base per l'autospazio V; e’ formata dal vettore (1, —5, —1), ed una base per 'autospazio V_4
e’ formata dal vettore (1,—1,0). La matrice P e:

0 1 1
P=1|1 -5 —-1{,
0 -1 0
e deve essere
00 O
Pl.AP=D:=|01 0
0 0 4

Come verifica e’ sufficiente osservare che P e’ invertibile, in quanto ha rango massimo. Ed inoltre osservare che
PD = AP, cioe’ che:

0 1 1 00 O 0 1 —4 -4 0 -5 0 1 1
1 -5 -1|{-|01 0|=]0 -5 4|=]4 0 9|1 =5 —-1|. N
0 -1 0 0 0 —4 0 -1 0 0 0 1 0 -1 0

Esercizio 5. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il seqguente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

1 =—21+ 23 L1(0) =1
Li‘Q = —3.121 — 2%2 - 33?3 .732(0) =0
Ltg = —T1 — 31’3 133(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

y(t)=e- 10|,
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dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione

-1 0 1
A=|-3 -2 -3
-1 0 -3

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpt,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t + 2)3, e 'autovalore —2 ha molteplicita’ geometrica 2. Quindi la
forma canonica di Jordan di A ha due blocchi, ed ¢’

-2 0 0
J=1]0 -2 1
0 0 -2

Poiche’ -
1 0 1

A+2I=|-3 0 3],

-1 0 -1

e -
000

(A+20)?=1|0 0 0

00 0]

allora una 0-stringa per A + 2I di lunghezza 2 e’ data da

A+21 A+421
— —

1 1 0

0 -3 0

0 -1 0
D’altra parte (0,1,0) ¢’ un autovettore per A + 21, indipendente dai vettori (1, —3,—1)), (1,0,0). Quindi una base
a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice

0 1 1
P=(1 -3 0
0 -1 0

La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

1 1 1
yit)=et- 0| = PP ol =Pt P 0
0 0 0
0 1 1 e 0 0 01 -3 1 t+1
=1 =3 0| 0 2 te* 00 -1 0 =e?| =3t
0 -1 0 0 0 e~ 2t 1 0 1 0 —t
Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
=2+ +e = 22t +1)

che e’ uguale a
—y1+ys=—e F(t+1)—te = —e (2t +1).

Cio’ verifica che la prima equazione &1 = —z1+x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le rimanenti
due equazioni. W

Esercizio 6. Sia (R?,q) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica q : R® — R,

2 2 _ 2
q(z1,x9,x3) = =227 + 22129 — 62123 + X5 — T5.
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Calcolare gli invarianti (n,p,r,s) di (R3,q), una base ortonormale, e calcolare gli invarianti dello spazio pseudoeu-
clideo che si ottiene restringendo q sul sottospazio U rappresentato dall’equazione x1 + 22 + 23 = 0.

Svolgimento. La matrice di Gram G di (R3, ¢) rispetto alla base canonica e’

-2 1 -3
G=|1 1 0
-3 0 -1

Applicando 'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [G | I], dopo le operazioni p12, p?!, e21(—1), e2}(—1), e32(—1),
e32(—1) si perviene alla matrice

1 0 0 O 1 0

0 -3 01 —-120

o 0 2 -1 1 1

Quindi gli invarianti di (R32, ) sono (n,p,r,s) = (3,3,2,1). Inoltre la base

B:= {(0,1,0), (-1,1,1), (1,—1,0)}

1 1
V2 V3
e’ ortonormale per (R3,q).

Lo spazio U ammette come base il sistema formato dai vettori u = (—1,1,0), v = (—1,0, 1). Rispetto a tale base
la matrice di Gram dello spazio (U, ¢q|y) €™

uGu uTGv] [-3 0
vIiGu vIGv| | 0 3]

Quindi gli invarianti di (U, ¢|y) sono (n,p,r,s) = (2,2,1,0). H
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Geometria (9 CFU), II appello, 23 febbraio 2016.

Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, sia Uy il sottospazio di R* generato dai vettori (—4,2,1,h +
2),(=7,4,2,2h+3),(=3,2,1,h+1). Sia V il sottospazio di R* rappresentato dall’equazione x +2y+2z+t=0. Al
variare di h determinare la dimensione ed una base di U, NV e di Uy, + V.

Svolgimento. Cominciamo con l'osservare che (—7,4,2,2h+3) = (—4,2,1,h +2) + (—=3,2,1, h + 1). Poiche’ i vettori
(—=4,2,1,h + 2),(—3,2,1,h + 1) sono linearmente indipendenti, ne consegue che dimU; = 2 per ogni h. D’altra
parte dim V' = 3. Quindi dim(Uy, + V) € {3,4}. Inoltre dimU;, + V = 3 se e solo se U, C V. Cioe’ se e solo se i
vettori (—4,2,1,h+2),(—3,2,1,h+ 1) soddisfano 'equazione x + 2y + 2z +t = 0. Cio’ avviene se e solo se h = —4.
Riassumendo, ed applicando la formula di Grassmann, possiamo dire che:

3 seh=-4
4 seh#—4

2 seh=-4

dim(Uh—l—V):{ 1 Seh#—ll

e mmmmm:{

Ora se h = —4 allora Uh \%4
lequazione di V, quindi {(-2,1,0,
)}

erare {(—4,2,1,-2),(— 372,17

Se invece h # —4 allora U_4 +V = R* e come base si puo’ considerare la base canonica di R*. Inoltre,
poiche’ U, NV ha dimensione 1, come base per U, NV e’ sufficiente determinare un qualunque vettore non nullo
in U, NV. Un tale vettore corrisponde ad una scelta di due scalari non entrambi nulli, a e b, tali che il vettore
a(—4,2,1,h+2)+b(—3,2,1, h+1) soddisfi 'equazione di V. Imponendo tale condizione, si vede che si puo’ prendere
a=1eb=—1. Quindi una base per U, NV ¢’ data dal vettore (—1,0,0,1). B

= V, e come base si puo’ considerare la base di V' che si ottiene risolvendo
0),(-2,0,1,0),(—1,0,0,1)}. Mentre U_4 NV = U_4, e come base si puo’ consid-

Esercizio 2. i consideri la base B di R® formata dai vettori (1,0,1), (1,0,2), (1,—1,1). Sia f : R® — R3 l'operatore
lineare la cui rappresentazione esplicita rispetto alla base B e’: f(z, xh,ak) = (2} + o + b, 2} + 22, + 325,227 +
3z, 4+ 425%). Calcolare la matrice rappresentativa ME di f rispetto alla base canonica, l’espressione esplicita

2 3 pp £ P P /4
corrispondente, una base e la dimensione del nucleo di f e dell’immagine, ed una rappresentazione cartesiana per il
nucleo e per l'immagine.

Svolgimento. Sappiamo che
ME(f) = Mg (idpa ) Mg (£) My (idgs) = Mg (f) = M (idgs) Mg (f) M (idgs) ™

11 1 1 11
=0 0 -1{-)J1 2 3f-|-1 0 1 |=|-1 2 -1
1 2 1 2 3 4

Allora D’espressione esplicita corrispondente e’
f(z1, @2, x3) = (221 — dx9 + 223, —21 + 222 — 23,227 — 622 + 33).

Osserviamo che la matrice rappresentativa ha rango 2, percio’ il nucleo di f ha dimensione 1, e 'immagine ha
dimensione 2. Una rappresentazione cartesiana del nucleo e’ data dal sistema lineare:

21’1 *4.1‘2 +21‘3 =0
71'14’2332*{[3 =0
2.7;'1 — 61‘2 +3$3 =0.

Risolvendo il sistema si trova che una base del nucleo e’ data dal vettore (0,1,2). Invece una base dell’immagine
¢’ data dai vettori (2,—1,2), (2,—1,3), ed una rappresentazione cartesiana dell’immagine ¢’ data dall’equazione
1 + 2I2 =0. 1

Esercizio 3. La matrice A e’ quadrata di ordine 4, non e’ diagonalizzabile, e soddisfa le sequenti equazioni A®+ A* =
A3+ A%, A5 +3A% = —3A3 — A%, Elencare tutte le possibilita’ per il polinomio minimo m(t) di A, per il polinomio
caratteristico pa(t), e per la forma canonica Jy.

Svolgimento. Per ipotesi sappiamo che la matrice A e’ una radice dei polinomi ¢® + ¢4 — 3 — 2 = t2(¢t + 1)2(¢ — 1),
e t5 4 3t4 + 3t3 +¢2 = ¢2(¢ + 1)3. Poiche’ A non ¢’ diagonalizzabile, allora per m(t) ci sono soltanto le seguenti
possibilita’:

ma(t) € {t3, (t+1)% 2t + 1), t(t + 1), £2(¢t + 1)*}.
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Se ma(t) = t? allora J4 puo’ essere soltanto una delle seguenti matrici (a meno dell’ordine con cui appaiono i
blocchi):

0100 01 00
00 00 00 00
00 0 1" 00 00
00 00 00 00

In entrambi i casi pa(t) = t*.

Se ma(t) = (t+ 1)? allora J4 puo’ essere soltanto una delle seguenti matrici:

-1 1 0 0 -1 1 0 O
0 -1 0 O 0 -1 0 O
o 0 -1 1/ 0o 0 -1 0
o 0 0 -1 0o o0 0 -1

In entrambi i casi pa(t) = (t + 1)%.

Se ma(t) = t3(t + 1) allora J4 puo’ essere soltanto una delle seguenti matrici:

0 0
0 0
-1 0
0 -1

0
0
0

o o oo

010
0 00
’ 0 00
0 00

o O O

-1

Nel primo caso abbiamo p(t) = t2(t + 1), nel secondo abbiamo pa(t) = ¢3(¢ + 1).

Se ma(t) = t(t + 1)? allora J4 puo’ essere soltanto una delle seguenti matrici:

-1 1 0 0 -1 1 0 0
0 -1 0 0 0 -1 0 O
0 0 0 0]’ 0O 0 -1 0
0 0 0O 0O 0 0 O

Nel primo caso abbiamo pa(t) = t2(t + 1)%, nel secondo abbiamo pa(t) = #(t + 1)3.

Infine, se ma(t) = t2(t + 1)2 allora J4 puo’ essere soltanto la seguente matrice:

-1 1 0 0
0 -1 0 O
0 0 01
0 0 00

In tal caso abbiamo p4(t) = t2(t +1)%. &

Esercizio 4. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

T, = —4xs + x3 331(0) =1
To = 2x9 z2(0) =1
T3 = —2x1 — dxo + 373 .733(0) =1.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

1
y(t)y=et- | 1],
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
0 -4 1
A=10 2 0
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Per calcolare la matrice esponenziale e4* occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpl,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t — 1)(t — 2)2, e I'autovalore 2 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di A e’

10 0
J=10 2 1
0 0 2

Un autovettore per Pautovalore 1 ¢’ (1,0,1). L’autospazio generalizzato 172 relativo all’autovalore 2 ha rappresen-
tazione cartesiana data dall’equazione (A — 2I)?x = 0, che equivale all’equazione 2z + 329 — x3 = 0. Percio’ una
base per Vs e’ data B = {(1,0,2), (—3,2,0)}. La matrice A — 21 porta (1,0,2) in (0,0,0), e (=3,2,0) in (—2,0,—4).
Percio’, rispetto alla base B, 'operatore A — 21 ristretto su 172 e’ rappresentato dalla matrice:

0 -2
w0 2.

Osserviamo che
{0} M { 72} M {O}
1 0 (.
Percio’ una stringa di lunghezza 2 per 'operatore A — 21 ristretto su ‘72 e’ data dai vettori le cui coordinate rispetto
alla base B sono: (—2,0), (0,1)7, cioe’ e’ data dai vettori (—2,0,—4) e (—3,2,0). Ne consegue che una base a
stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice

1 -2 -3
P:=10 0 2
1 -4 0

1 1
y(t) = eAt 1| = PIP 1| =p.elt. pt 1
1 1 1
1 -2 -3 et 0 0 2 3 -1 1 det — (3 + 1)
=10 0 2|-|0 e* te? 12 11| = et
1 -4 0 0 0 € 0 3 0 1 det — e2(3 + 2t)
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,1,1)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
g1 = e — e — (6 + 2t)

che e’ uguale a
—dyy +y3 = —4e? + 4t — th(?) + 2t).

Cio’ verifica che la prima equazione &7 = —4xo + x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. l

Esercizio 5. Nello spazio euclideo (R3, <, >) definito dalla forma quadratica q(z1, 2, x3) = 323 — 2x120 + 8x123 +
23 — 2x9m3 + 622, calcolare la proiezione ortogonale py(x,y, z) del generico vettore (x,y,2) € R3 sul sottospazio U
definito dall’equazione x1 — xo + x3 = 0.

Svolgimento. Cominciamo ad osservare che una base di U ¢’ formata dai vettori (1,1,0) e (—1,0,1). Per proi-
ettare (z,y, z) su U occorre ortogonalizzare tale base. Lo faremo con il procedimento di Gram-Schmidt. Poniamo
innanzitutto ¢; := (1,1, 0). Poi calcoliamo

< (-1,0,1), (1,1,0) >
<(1,1,0), (1,1,0) >

1
cz:=(—1,0,1) = pa,1,0(-1,0,1) = (-1,0,1) — (1,1,0) = 5(—37 -1,2).
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Nel calcolo precedente occorre tener presente che il prodotto scalare e’ eseguito utilizzando la matrice di Gram G
dello spazio assegnato, rispetto alla base canonica, cioe’:

3 -1 4
G=|-1 1 -1
4 -1 6
In altre parole, nello spazio euclideo assegnato, si ha, per ogni x = (1,22, 23) ed y = (y1,%2,¥3) in R3:

<X,y >=3x1y1 — T1y2 + 4T1Y3 — T2y1 + Toy2 — Toy3 + 4T3Y1 — T3Y2 + 623Y3.

Ritornando al calcolo precedente, abbiamo dunque che i vettori (1,1,0) e (3,1, —2) formano una base ortogonale di
U. Percio’

2z + 3z —z
pU(%yaZ) :p(l,l,())(l‘v?%Z) +p(3,1,72)($7y7z) = ) (17170)+ 7(3717_2) = (I,LE—FZ,Z). u
Esercizio 6. Si consideri la sequente matrice:
5 1 1
A=|1 5 -1
1 -1 5

Determinare una matrice diagonale D ed una matrice ortogonale P tali che D = P~YAP. Verificare che il risultato
ottenuto sia esatto.

Svolgimento. 11 polinomio caratteristico di A e’: pa(t) = —(t — 6)2(t — 3). Un autovettore per I'autovalore 3 e’ dato
dal vettore (1,—1, —1), mentre 'autospazio Vg relativo all’autovalore 6 e’ definito dall’equazione z —y—z = 0. Quindi
una base per tale autospazio ¢’ data dai vettori (1,1,0) e (1,—1,2). Applicando il procedimento di Gram-Schmidt,
otteniamo la seguente base ortogonale di Vg: (1,1,0), (1,—1,2). Allora le matrici cercate sono:

o
Il
oo w
oo o
o oo
v
I
R
=SS
SeslLs-

Possiamo verificare il risultato osservando che:

V3 32 V6
PD=AP=|-v3 3v2 —v6|. m
-3 0 2V6
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Geometria (9 CFU), III appello, 22 giugno 2016.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R3 rappresentato dall’equazione 8z —y+z =0, e V il sottospazio generato dai
vettori (1,1,1), (0,1,-1), (2,5, —1). Calcolare una base e la dimensione per U, V, UNV, e U+ V. Motivando la
risposta dire se e’ vero oppure no che V.= Span((1,2,0),(1,0,2),(2,2,2)).

Svolgimento. Risovendo lequazione 8z — y + z = 0 otteniamo la seguente base di U: {(1,8,0), (—=1,0,8)}. In
particolare dim U = 2. Poi osserviamo che (2,5, —1) = 2(1,1,1) + 3(0,1, —1), percio’ V ha dimensione 2, ed una sua
base ¢’ formata dai vettori (1,1,1), (0,1, —1)). Poi un’equazione cartesiana di V' e’ data da:

0
1

1
det | 1 =-2x+y+2z=0.
1

ISEINS O

-1
Quindi una rappresentazione cartesiana di U NV e’ data dal sistema lineare:

{ 8r—y+2z=0

20 —y —z=0.

Risolvendo tale sistema vediamo che U NV ha dimensione 1 ed e’ generato dal vettore (1,5, —3). Per la formula di
Grassmann allora U + V = R?, ed una sua base e’ la base canonica di R3. Infine osserviamo che tutti e tre i vettori
(1,2,0),(1,0,2),(2,2,2) soddisfano '’equazione di V, percio’ V contiene Span((1,2,0),(1,0,2),(2,2,2)). D’altra
parte V e Span((1,2,0),(1,0,2),(2,2,2)) hanno la stessa dimensione. Quindi V' = Span((1,2,0),(1,0,2),(2,2,2)).
|

Esercizio 2. Al variare del parametro h in R, si consideri il sequente sistema lineare S(h) nelle variabili x,y, z:
3z+ (h—3)y+ (2h+5)z =2h — 4
Sh)= z—y+22=0
2+ (h—2)y+ (h+5)z=h—2.
Dire per quali valori di h il sistema e’ compatibile, ed in tal caso determinare una rappresentazione parametrica per
Uinsieme delle soluziont di S(h).

Svolgimento. Dopo aver eseguito le operazioni elementari p; 2, e21(—3), e3,1(—2), ez 2(—1) sulle righe della matrice
completa del sistema assegnato, si perviene alla matrice:

1 -1 2 0
(*) 0 h 2h—1 2h—14

0 0 2—h 2-—h

Quindi se h ¢ {0,2} il sistema S(h) €’ un sistema di Cramer e pertanto ammette un’unica soluzione, data da

2h+3 3 1
h 7 h)
Restano da esaminare i casi h=0¢ h = 2.
Nel caso h = 0, dopo 'ulteriore operazione elementare ez »(2), si perviene alla matrice:

0 0 0 -6

In tal caso allora il rango della matrice incompleta e’ 2, mentre quello della matrice completa e’ 3, ed il sistema S(0)
e’ incompatibile.
Nel caso h = 2 la matrice (*) diventa:
1 -1 2 0
0 2 3 0
0 0 00
Il sistema S(2) e’ compatibile, di rango 2. Ammette pertanto oo! soluzioni, corrispondenti alla variabile libera z, ed
una rappresentazione parametrica per I'insieme delle soluzioni Sol(S(2)) di S(2) ¢’ data dalla funzione:

zeR— (fgz,fgz,z) € Sol(S(2). B
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Esercizio 3. Al variare del parametro k € R, sia fr : R> — R> operatore lineare definito dalle condizioni
f(1,1,0) = (1,2k—1,0), f(0,1,1) = (1 —k,k—4,k), f(0,0,1) = (1 —k,—4,k). Calcolare la matrice rappresentativa
ME (fr) di fi, rispetto alla base canonica. Calcolare base e dimensione per ker fi ed Imfy. Infine determinare i valori
di k per cui fr e’ diagonalizzabile, e per tali valori calcolare una base di autovettori per fi. ed una matrice invertibile
P, tale che P,:le(fk)Pk sia una matrice diagonale.

Svolgimento. Le condizioni che definiscono fj ci dicono che:
frler +e2) = fu(e) + fr(e2) = e1 + (2k — 1)es

fr(es +e3) = fu(ea) + fr(es) = (1 — k)er + (k — 4)ex + kes
fr(e3) = (1 —k)ey — dey + kes.

Da qui si deduce:
fr(er) =er + (k—1)e;

fk(eB) = (1 - k)e1 — 4deg + kes.

E percio’:
1 0 1-k
ME(R) = k=1 &  —4
0 0 k

Poiche’ det ]Vfg(fk) = k2% se k # 0 il rango dela matrice rappresentativa ¢’ 3. Quindi in tal caso I'immagine di f; ha
dimensione 3, quindi ¢’ R3, mentre il nucleo di f; ha dimensione 0. In particolare il nucleo di f; ha il vuoto come
base, mentre 'immagine di f; ammette come base la base canonica. Se k = 0 il rango della matrice rappresentativa
ME (fo) € 2. In tal caso il nucleo di f; ha dimensione 1, ed una sua base e’ data dal vettore (0,1,0), e 'immagine
di fo ha dimensione 2, ed una sua base e’ formata dai vettori (1,—1,0) e (1,—4,0).

Infine, il polinomio caratteristico di fi e py, (t) = —(t — 1)(¢ — k)2. Ora osserviamo che
1-k 0 1—-k
ME(fr)—kI=|k—1 0 —4
0 0 0
Poiche’ mgy(k) = 3 — rk (ME(fy) — kI), allora my(k) = 1 se k ¢ {-3,1}, e my(k) = 2 se k € {-3,1}. Ne
consegue che fi e’ diagonalizzabile se e soltanto se k = —3. In tal caso I'autospazio relativo all’autovalore A = 1 €’
generato dal vettore (1, —1,0), mentre Pautospazio relativo all’autovalore A = —3 e’ generato dai vettori (0,1,0) e

(1,0,—1). Quindi una base di autovettori per f_3 e’ data da {(1,—1,0),(0,1,0),(1,0,—1)}, e come matrice P_3 si
puo’ considerare:

0
Ps=|1 0 —-1|.m
0 -1 0

Esercizio 4. Motivando la risposta, dire se le sequenti matrici sono simili, e se sono congruenti:

1 -1 4 3 =3 6
A=|-1 1 -4, B=|-3 3 -6
4 -4 -2 6 -6 0

Svolgimento. Calcoliamo innanzitutto il polinomio caratteristico di A utilizzando operazioni elementari (la prima
consiste nel sommare alla prima colonna la seconda):

1—t -1 4 —t -1 4
pa(t)y=det | =1 1—-t -4 | =det|—-t 1-t —4
4 -4 -2t 0 -4 —2—t
1 -1 4 1 -1 4
=(=t)-det |1 1—t —4 | =(—t)-det|0 2—t —8 | =—t>+36L
0 —4 -2—t 0 —4 —2—¢

Con un calcolo analogo si vede che
pp(t) = —t3 4+ 6t% + 72t.
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Quindi le due matrici non sono simili perche’ hanno polinomi caratteristici diversi. Invece sono congruenti. Infatti
entrambe hanno rango 2, e, per il Criterio di Cartesio, hanno un unico autovalore positivo. Percio’ le due matrici
hanno lo stesso rango, lo stesso indice e la stessa segnatura. Per il Teorema di Sylvester le due matrici sono congruenti.
|

Esercizio 5. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

L.El = —3371 — 4$2 - 4335 a:l(O) =1
To = —Tg 332(0) =1
i3:$€1+2$2+1’3 $3(0)21

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

1
yt)y=ett | 1],
1
dove A €’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-3 -4 -4
A=]10 -1 0
1 2 1

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan .J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

At = pelt Pl

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t + 1)3, e 'autovalore —1 ha molteplicita’ geometrica 2. Quindi la
forma canonica di Jordan di A ha due blocchi, ed ¢’

-1 1 0
J=10 -1 0
0 0 -1
Poiche’
-2 —4 -4
A+I=10 0 01,
1 2 2
€
0 0 0
(A+D)?*=10 0 0],
0 0 0

allora una O-stringa per A + I di lunghezza 2 e’ data da

1 A+T —2 A+T 0
0 + o | 2 o
0 1 0

D’altra parte (0,—1,1) €’ un autovettore per A + I, indipendente dai vettori (—2,0,1)), (1,0,0). Quindi una base a
stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice

-2 1 0
P=]10 0 -1
1 0 1

La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

y(t)=et |1 =P 1 =Pt P |
1 1 1
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-2 1 0 e”t temt 0 0 1 1 1 1—10¢
=10 0 —-1|-10 e* 0|1 2 2| - |1|=¢" 1
1 0 1 0 0 et 0 -1 0 1 1+ 5t
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,1,1)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
g1 = —(1—10t)e™" + e~ H(~10) = e (10t — 11)

che e’ uguale a
—3y1 — dys — dyz = e (=3 + 30t — 4 — 4 — 20t) = e (10t — 11).

Cio’ verifica che la prima equazione &1 = —3x1 — 45 — 4x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte
le rimanenti due equazioni. H

Esercizio 6. Sia U il sottospazio di R* rappresentato dal sistema lineare omogeneo:

r—y—952+1t=0

2z — 2y — 10z = 0.
Calcolare una base ortogonale di U, ed una base ortogonale del suo complemento ortogonale UL. Infine decomporre
il vettore (1,—1,22,5) nella somma di un vettore parallelo ad U ed di uno ortogonale ad U.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare omogeneo che rappresenta U, otteniamo la base B di U costituita dai
vettori (1,1,0,0), (5,0,1,0). Applicando 'algoritmo di Gram-Schmidt a tali vettori si deduce che una base ortogonale
per U ¢’ formata dai vettori (1,1,0,0), (5, —5,2,0).

Il complemento ortogonale di U e’ formato da quei vettori (z,y, 2,t) € R* che sono ortogonali a tutti i vettori di
U. Cio’ equivale a dire che (z,y, z,t) e ortogonale ai vettori di una fissata base di U. Se consideriamo la base B
vediamo che una rappresentazione cartesiana di U+ e’ data dal sistema lineare omogeneo:

{m+y:0
5z + 2z =0.

Con un ragionamento simile a quello svolto per U, deduciamo che una base ortgonale per U+ ¢’ data dai vettori
(1,-1,-5,0), (0,0,0,1).
Infine per calcolare la decomposizione richiesta, ricordiamo che:
(1,-1,22,5) = py(1,-1,22,5) + py (1,—1,22,5).
Per calcolare tali proiezioni occorre utilizzare le basi ortogonali calcolate. Si deduce che:

(1,-1,22,5) = py(1, —1,22,5) + pyo (1,—1,22,5) = (5,—5,2,0) + (—4, 4, 20, 5).

Cioe’ 1 vettori richiesti sono, rispettivamente, (5, —5,2,0) e (—4,4,20,5). B
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Geometria (9 CFU), IV appello, 12 luglio 2016.

Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, sia Vj, il sottospazio di R* generato dai vettori (1+ h,1,1,h — 1),
(1,1,2 4+ h,h), (2,2,3,—1), e sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (2,0,0,—1), (2,0,1,0), (—3,1,0,0). Al
variare di h € R calcolare una base e la dimensione di Vi, NU, e dire per quali valori di h si ha Vi, =U.

Svolgimento. Innanzitutto osserviamo che i generatori di U sono liberi, quindi U ha dimensione 3, ed un’equazione
cartesiana di U e’ data da: ) 5

det =x+4+3y—2z+2t=0.

= o o
O = O N
- N R

1
0
0

Ora disponiamo in riga i generatori di Vj,:

11 minore di tale matrice formato dalle prime tre righe e dalle prime tre colonne ha determinante pari a —h(1 + 2h),
percio’ i tre generatori di V3 sono liberi se h ¢ {7570}. In tal caso allora dimV;, = 3 ed una rappresentazione
cartesiana per Vj, e’data dall’equazione:!

1+h 1
1 1
1 2+h

h—1 h

2
?) =h(1+2h)(z—3y+2—1t)=0.

SRS SIS

-1
Quindi se h ¢ {—3,0} allora V;, NU e’ rappresentato dal sistema lineare:

r+3y—2242t=0
r—3y+z—t=0.

Risolvendo tale sistema si vede che, se h ¢ {—%, 0}, allora V,NU ha dimensione 2, ed una sua base e’ data dai vettori
(1,1,2,0), (1,1,0,-2).

Infine andiamo ad esaminare i due casi rimanenti.

Se h = 0 allora V; e’ generato dai vettori (1,1,1,-1), (1,1,2,0), (2,2,3,—1). Osserviamo che il terzo vettore ¢’ la
somma dei primi due. Inoltre i primi due vettori soddisfano I’equazione di U. Quindi in tal caso Vj ha dimensione
2, ¢’ contenuto in U, Vo NU =V}, ed una base per Vo NU ¢’ data dai vettori (1,1,1,—1), (1,1,2,0).

Se h = —% allora V_% ha dimensione 2, ed e’ generato dai vettori (1, 2,2, —3), (2,2,3,—1). Il primo vettore non
soddisfa I’equazione di U, mentre il secondo la soddisfa. Percio’ V_
(2,2,3,-1).

(
1N U ha dimensione 1 ed e’ generato dal vettore

Hnfatti con le operazioni p12, pa3, e21(—1), eaz(—1), e41(2) otteniamo:

1+h 1 2 =z 1 12 0y
1 L2y _ 1 24h 3 2
Rl BT PRI e R A T
h—1 h -1 t h—1 h -1 t
1 o2y 1 12 y
= 0 h+l 1 z-y| _ 0 h+l 1 =z-y
= det 14h 1 N N = det 14h 1 9 . ,
-2 h-1 -3 t—=z 0 h+1 1 t—z+2y
e sviluppando rispetto alla prima colonna si ha:
(1J hil f Zﬁ h+1 1 z-y 102 y
det 1+h 1 2 wy =det| 1 2 © +(14+h)det [h+1 1  z—y
0 h+1l 1 t—a+2y h+1 1 t—z+4+2y Rl 1 t—a+2y

h+1 1 z—y 1 2 y
= det 1 2 x +(14+h)det |h+1 1 z—vy =h(l+2h)(z—3y+2—t).
0 0 t—x+3y—=z2 0 0 t—x+3y—=z2
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Concludiamo osservando che dall’analisi precedente segue che non esiste alcun valore di h per cui V, =U. B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare S(k) nelle variabili x,y:

[k + (k+8)y=-2
(k) _{ (k — 1)z + 9y = —3.

Dire per quali valori di k il sistema e’ compatibile, ed in tal caso determinare una rappresentazione parametrica per
Uinsieme delle soluziont di S(k).

Svolgimento. Dopo aver eseguito le operazioni elementari es1(—1), e_1, p12, e21(—k) sulle righe della matrice
completa del sistema assegnato, si perviene alla matrice:
*) 1 k—1 1
0 —k*+2k+8 —2—k|°
Si osservi che —k% + 2k + 8 = —(k + 2)(k — 4). Quindi se k ¢ {—2,4} il sistema S(k) e’ un sistema di Cramer e
pertanto ammette un’unica soluzione, data da
3 1
k—4"k—4)"

Restano da esaminare i casi k = —2 e k = 4.

Nel caso k = —2, il sistema assegnato e’ equivalente alla singola equazione x — 3y = 1. Percio’ S(—2) ammette

oo! soluzioni, corrispondenti alla variabile libera ¥, ed una rappresentazione parametrica per 'insieme delle soluzioni
Sol(S(—2)) di §(—2) €’ data dalla funzione:

yeR = (14 3y,y) € Sol(S(-2)).

Infine osserviamo che per k = 4, la matrice (*) si riduce alla matrice:

1 3 1
00 —6]°

E’ chiaro che in tal caso il sistema S(4) non ha soluzioni. B

Esercizio 3. L’operatore lineare f : R® — R? ha il nucleo rappresentato dall’equazione x —y+4z = 0, e soddisfa la
condizione f(—4,—1,1) = (12,3,-3). Calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di f rispetto alla base canonica.
Dire se e’ vero oppure no che R3 possiede una base formata da autovettori per f.

Svolgimento. Dall’equazione assegnata deduciamo che i vettori (1,1,0), (—4,0,1) formano una base per il nucleo di
f. Aggiungendo il vettore (—4, —1,1) formiamo una base di R3, che e’ evidentemente una base di autovettori per f:

A=1{(1,1,0),(-4,0,1),(—4,—-1,1}.

Per calcolare la matrice rappresentativa di f procediamo come segue:

1 —4 —47 [0 0 0 1 0 4
ME(f) = Mg (idgs) - MA(f) - MG(idgs)= |1 0 —1|-l0 0 O |-]-1 1 -3
0 1 1 00 -3 1 -1 4
4 —4 16
=311 -1 4 [ ]
-1 1 —4

Esercizio 4. Una matrice quadrata A, n x n, possiede un unico autovalore . Sapendo che rk(A—X-1)" =9 —i per
ogni i tale che 1 <1 < 8, determinare la forma canonica Ja di A, il polinomio caratteristico pa(t), e quello minimo
ma (t)

Svolgimento. Poiche’ A e’ I'unico autovalore di A, allora la matrice A — X - I € nilpotente. Poiche’ per ipotesi
tk(A — X - I)8 = 1 allora I'indice di nilpotenza di A — X+ 1 ¢’ p=9. Inoltre poiche’ tk(A — A - I) = 8 allora Ja_y.r
possiede un unico blocco di ordine 9, e tutti gli altri sono nulli. Percio’ possiamo dire che J4 €’ formata da un unico
blocco Jy 9 di ordine 9, a da n — 9 bloechi Jy 1 di ordine 1. In particolare pa(t) = (t — A" e ma(t) = (t —A)°. B
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Esercizio 5. Utilizzando l’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

.’ﬁl =3{E1*1'3 271(0):0
.’tg = —x1 + 3.ZE2 + 21173 .’EQ(O) =1
.’]:’3:.’1,’1 — X2 13(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

y(t) = et

o = O

dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan .J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = pe’tp1,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t — 2)3, e 'autovalore 2 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la forma
canonica di Jordan di A ha un solo blocco, ed €’

Poiche’
1 0 -1 0 1 1 0 0 0
A-2I=|-1 1 2|, (A-2*=]0 -1 —1|, e (A-2*=|0 0 O],
1 -1 =2 0 1 1 0 0O
allora una 0-stringa per A — 27 di lunghezza 3 e’ data da
0 1 0
1 A—2rI 1 A—2rI 1 A=21 |
0 -1 1 0
Quindi una base a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice
1 0 0
P=(-1 1 1
1 -1 0
La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:
0 » 0 0
y(t) — eAf 1 — eP.]P t 1 =P le P71 1
0 0 0
1 0 0 2 g2 Lo 10 0 0 L
=|-1 1 1o e g |-|1 0 —1f-|1| =Lyt
1 -1 0 0 0 et 01 1 0 [

2

Per verificare I’esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,1,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:

S 2602

jr=e"(t"+1)
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che e’ uguale a
o (30 2t (42
3y1 —ys =€ 5 —5+t == (t° +1t).

Cio’ verifica che la prima equazione &7 = 3x1 —x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le rimanenti
due equazioni. Infatti abbiamo:

go = 2 (—t2 +t+3)
che e’ uguale a

2 32

—y1 + 3y + 2y3 = e (—5—7+3t+3+t2—2t) =M (2 +t+3),

ed anche

che e’ uguale a

Esercizio 6. Sia U il sottospazio di R* rappresentato dal sistema lineare omogeneo:

z—y—3t=0
r—z—1t=0.

Posto v = (1,1,1,17), calcolare la proiezione ortogonale di v su U e su UL. Rispondere alla stessa domanda per il
vettore w = (—2,1,1,4).

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare omogeneo che rappresenta U, otteniamo la base B di U costituita dai vettori
(1,1,1,0), (1,-2,0,1). Applicando I'algoritmo di Gram-Schmidt a tali vettori si deduce che una base ortogonale per
U ¢’ formata dai vettori (1,1,1,0), (4, —5,1,3). Quindi:

pu (V) = p1,1,1,0)(V) + Pa,—5,1,3)(v) = (5,—4,2,3).

Deduciamo che
pue(v) =v —pu(v) = (—4,5,-1,14).

Per cio’ che concerne w, osserviamo che w € UL, percio’

pu(w)=0, pypr(w)=w. B
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Geometria (9 CFU), V appello, 14 settembre 2016.

Esercizio 1. L’operatore lineare f : R® — R3 ha il nucleo contenente il sottospazio U di R3 rappresentato dal

sistema lineare:
{ r+y+22=0

z+y+z=0.
Inoltre [ soddisfa le condizioni f(2,—1,0) = (1,1,0) e f(1,0,—1) = (1,1, —2). Calcolare la matrice rappresentativa
]Wg(f) di f rispetto alla base canonica, una base e la dimensione di ker f ed imf, ed una loro rappresentazione
cartesiana. Infine dire se e’ vero oppure no che ker f e’ il complemento ortogonale di imf.

Svolgimento. Dal sistema assegnato deduciamo che il vettore (—1, 1, 0) appartiene al nucleo di f. Poiche’ dimker f > 1
e dim imf> 2, allora per il Teorema della dimensione si ha dimker f = 1 e dim imf= 2. In particolare una base
per ker f e’ formata dal vettore (—1,1,0), ed una base per 'immagine e’ formata dai vettori (1,1,0) e (1,1, —2), ed
e’ vero che ker f €’ il complemento ortogonale di imf. Una rappresentazione cartesiana del nucleo e’ data proprio
dal sistema assegnato, mentre una rappresentazione per 'immagine e’ data dall’equazione x — y = 0. Infine, posto
B=1{(2,-1,0),(1,0,—1),(—1,1,0)}, per calcolare la matrice rappresentativa di f procediamo come segue:

1
1

0
oj-1-1 0 1
-2 0

1
Mg (f) = ME(f) - Mg (idps) = | 1
0

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare S(k) nelle variabili x,y, z:
20 +2y+ (k? =5k +4)z =k —2
Sk):=< 2z+ky—z=1
r+y—2z=0.
Dire per quali valori di k il sistema e’ compatibile, ed in tal caso determinare una rappresentazione parametrica per
Uinsieme delle soluzioni di S(k).

Svolgimento. Dopo aver eseguito le operazioni elementari py 3, €2.1(—2), e3,1(—2) sulle righe della matrice completa
del sistema assegnato, si perviene alla matrice:

11 -1 0
*) 0 k-2 1 1
0 0 Kk2—5k+6 k-2

Si osservi che k2 — 5k + 6 = (k — 2)(k — 3). Quindi se k ¢ {2,3} il sistema S(k) ¢’ un sistema di Cramer e pertanto
ammette un’unica soluzione, data da

1

(x7y7z):m(2,k*4,k72).

Restano da esaminare i casi k =2 e k = 3.
Nel caso k = 2, il sistema assegnato e’ equivalente al sistema

z+y—2z=0
z=1.

Percio’ §(2) ammette oo! soluzioni, corrispondenti alla variabile libera y, ed una rappresentazione parametrica per
I'insieme delle soluzioni Sol(S(2)) di S(2) ¢’ data dalla funzione:

yeR = (1—-y,y,1) € Sol(5(2)).
Infine osserviamo che per k = 3, la matrice (*) si riduce alla matrice:

-1

o O =
]

1
1 1
0 0
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In tal caso il sistema S(3) non ha soluzioni. B

Esercizio 3. Al variare del parametro k in R, sia assegnato un operatore non nullo fr : V. — V su uno spazio
vettoriale finitamente generato V. Si assuma che fi soddisfi le sequenti condizioni:

fi =k fi=FKidv — fi e [fi—Kfu=fi - kidy.
Per quali valori di k l’operatore fi, €’ diagonalizzabile?
Svolgimento. L’operatore fi soddisfa le equazioni:
B —Et+t? k=0 e *—kt—1*+k*=0.
Poiche’ t3 — k%t +12 — k> = (t + 1) (1> — k%) e t3 — k*t — 1> + k? = (t — 1)(#* — k?), allora il polinomio minimo m, (t)
di fr € un fattore del polinomio t* — k. Percio’ my, (t) " prodotto di fattori lineari distinti se k # 0, ed in tal caso

fr € diagonalizzabile. Se invece k = 0, allora fy e’ nilpotente. Poiche’ fy non e’ nullo per ipotesi, allora non puo’
essere diagonalizzabile. In conclusione, fi e’ diagonalizzabile se e solo se k # 0. B

Esercizio 4. Completare la seqguente matrice ad una matrice ortogonale:

2
:15 *
3 \ *
* -3 *

Svolgimento. Ricordiamo che una matrice ortogonale e’ una matrice le cui colonne hanno lunghezza 1, e sono

ortogonali tra loro. Sia (%, %, z) la prima colonna della matrice assegnata. Allora deve essere % + % + 22 =1, cioe’
2 _ 4 2

z* = 5. Dunque possiamo scegliere z = . Sia (z,y, —%) la seconda colonna. Allora z ed y devono soddisfare le

condizioni:
e
2 2,1 _
4+t + =1
Quindi y = —2x + %, e sostituendo si trova:
452% — 242 — 4 = 0.
Risolvendo tale equazione, possiamo scegliere z = % e quindi y = —%‘ Per calcolare 'ultima colonna, andiamo prima

a cercare un vettore (x,y, z) ortogonale alle prime due colonne:

20 +y+22=0
20 — 2y —z=0.

11 vettore (1,2, —2) risolve il sistema, e quindi come terza colonna possiamo scegliere (%7 3 7%) In conclusione, una
matrice che completa a matrice ortogonale quella assegnata e’:

2
3

SSITSIT
—

WINLI—WIN
oIl

[SMIIN]
N

|
—_
N

Esercizio 5. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il seqguente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

j:1 :—31’1 — T2 + I3 1‘1(0) =0
j:Q = —21’2 1‘2(0) =1
j?g = —T1 — 2%2 — I3 1‘3(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

<
—~
~
=
|
[a]
hS
=
—_
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dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione

-3 -1 1
A=|[0 -2 0
-1 -2 -1

Per calcolare la matrice esponenziale et occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpl,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t + 2)3, e 'autovalore —2 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di A ha un solo blocco, ed ¢’

-2 1 0
J = 0 -2 1
0 0 -2
Poiche’
-1 -1 1 0 -1 0 0 0 0
A+2I=10 0 0|, (A+2)*>=]|0 0 0], e (A—2[)3: 00 0],
-1 -2 1 0 -1 0 0 0 0

allora una 0-stringa per A + 27 di lunghezza 3 e’ data da

0 A+21 0

-2 -1

o o

A2l A+2r
Sy Sy

o

Quindi una base a stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice

-1 -1 0
P:=10 0 1
-1 -2 0

La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

0 . Jo 0
yt)=et- | 1| =Pt 1| =Pt P

0 0
-1 =1 0] [e® te? Le2] [-2 0 1 0 -2
=10 0 1|-| 0 e2 t2|-]1 0 1| [1]=¢2 1
-1 -2 0 0 0 e 0 1.0 0 ~5 -2
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,1,0)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
h=e 22 +t-1)

che e’ uguale a
2

3t2 t
=3y —yatys=e (7+3t717572t> =e ({2 4+t —1).

Cio’ verifica che la prima equazione &7 = 3x1 —x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le rimanenti
due equazioni. Infatti abbiamo:
o =27

che e’ uguale a
2t

_2y2 = —2e" )
ed anche
U3 = e 2 (1> 4+ 3t — 2)
che e’ uguale a

2 2

t t
—y =2y —y3 =e & (5+t72+5+2t> =e 2243t -2). N
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Esercizio 6. Sia (R?, ) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica
q(x) = —x% + 2x1x9 + 62123 + 4aox3 + x%
Dire se esiste un cambiamento delle coordinate x = P - X' tale che

2 2 2
q(x') = 2" + 22\ ah + 622y — 3wy — dahal — 3y

Svolgimento. Consideriamo la matrice di Gram di q rispetto alle coordinate 1, x2, x3:

-1 1 3
G=1|1 0o 2|,
3 21
e la matrice di Gram rispetto alle coordinate x}, 25, 24:
1 1 3
G=11 -3 -2
3 -2 -1

Poiche’ le matrici G e G’ hanno lo stesso rango p = 3 e lo stesso indice r = 1, allora sono congruenti, cioe’ esiste
una matrice invertibile P tale che G = PTG P. 1l cambiamento delle coordinate x = P - x’ portera’ ¢(x) in ¢(x’), e
percio’ la risposta e’ si’. W
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Geometria (9 CFU), VI appello, 22 settembre 2016.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (4,—1,2,—2), (4,1,2,2), (0,1,0,2), e V il sottospazio
rappresentato dal sistema lineare:

3r—6y—2z+t=0

20 —4dy — 22+t =0

5r — 10y — 4z + 2t =0.

Calcolare una base per U NV ed una rappresentazione cartesiana di U + V.
Svolgimento. Cominciamo con losservare che, tra i generatori di U, (4,1,2,2) e’ sovrabbondante, cioe’ U =
Span((4,—1,2,-2),(0,1,0,2)). Poi risolvendo il sistema che rappresenta V si vede che

V= Span((27 1,0, O)v (Oa 0,1, 2))

Allora U+V = Span((4,-1,2,-2),(0,1,0,2),(2,1,0,0),(0,0,1,2)). Anche in questo caso c’e’ un vettore sovrabbon-
dante, cioe’ il vettore (4,—1,2,—2). Quindi i tre vettori (0, 1,0,2),(2,1,0,0),(0,0,1,2) formano una base di U + V,
e percio’ la dimensione di U + V ¢’ 3, e la dimensione di U e’ 1. Una rappresentazione cartesiana di U + V si
ottiene imponendo che:

2 0 0 «x

1 0 1 y|
det 01 0 = =0

02 2 t

Cioe’ x — 2y — 2z +t = 0. Infine, poiche’ dimU NV = 1, per ottenere una base di U NV sara’ sufficiente calcolare
un vettore non nullo di U NV. 1 generico vettore di U NV ¢’ del tipo:

x =a(0,1,0,2) + b(4,-1,2,—2) = (4b,a — b,2b,2a — 2b), a,b € R.

Tale vettore appartiene a V' se e solo se soddisfa le equazioni di V. Si deduce che a = 3b, percio’ una base di U NV
e’ formata dal vettore (2,1,1,2). B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare S(k) nelle variabili x,y, z:

2z +3y+ (2k —10)z =2k — 3
S(k):=1< 3z +5y+ (2k—9)z =2k
r+2y+(k—4)z=k—1.
Dire per quali valori di k il sistema e’ compatibile, ed in tal caso determinare una rappresentazione parametrica per
linsieme delle soluzioni di S(k). Rispondere alla stessa domanda per il sistema omogeneo associato.
Svolgimento. Dopo aver eseguito le operazioni elementari p1,3, pa,3, €2,1(—2), €3,1(—3), e32(—1) sulle righe della

matrice completa del sistema assegnato, si perviene alla matrice:

1 2 k-4 k-1
(*) 0 -1 -2 -1
0 0 5-k 4—k

Quindi se k # 5 il sistema e’ di Cramer, ed ammette un’unica soluzione data da:
(@1, 2) = ——(4k — 17,3 — k, k — 4)
:217 - k _ 5 I I N

Se invece k = 5 €’ evidente che il sistema e’ incompatibile.
Per quel che riguarda il sistema omogeneo associato, allora se k # 5 il sistema ammette solo la soluzione banale
(0,0,0). Se invece k = 5, il sistema omogeneo associato equivale al sistema:

{x+2y+z:0
—y—22=0.

Percio’ in tal caso ci sono ool soluzioni, tutte multiplo del vettore (3,—2,1). B
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Esercizio 3. Sia M(2,2) lo spazio delle matrici quadrate di ordine 2. Sia f : M(2,2) — M(2,2) Uoperatore lineare

definito ponendo:
-1 4
f(M) = {_3 _8]~M.

Determinare la matrice rappresentativa Mf(f) di f rispetto alla base canonica £ di M(2,2), la dimensione ed una
base per il nucleo e per l'immagine di f, una base di M(2,2) formata da autovettori per f.

£ 10 0 1 0 0 0 0
- 0 0/’|0 O|”|1 O0]”|0 1
la base canonica. Osserviamo che:

s([1 O]yt 4] fro]_[-1 0
0 0|/ |-3 -8 0 0] |-3 0]
Percio’ la prima colonna della matrice ME(f) ¢’ data dal vettore (—1,0,—3,0). Similmente si calcolano le altre
colonne, e si ottiene:

Svolgimento. Sia

-1 0 4 0
0 -1 0 4
MEH=123 o s o

0o -3 0 =8

11 polinomio caratteristico di tale matrice e ps(t) = pa(t)? = (t+ 5)%(t + 4)%. In particolare f non ammette 0 come
autovalore, quindi il nucleo di f e’ banale, ha dimensione 0, e 'immagine e’ tutto M(2,2). Entrambi gli autovalori
hanno molteplicita’ geometrica 2, quindi f e’ diagonalizzabile. Il calcolo degli autospazi mostra che una base di

autovettori e’ data dalle matrici:
-1 0 0 —1 -4 0 0 —4
1 0(’({0 1113 0”0 3 |°

Per esempio, 'autospazio V_5 relativo all’autovalore A = —5 €’ formato dalle matrici {2 :ﬂ tali che
4 0 4 0 T 0
0 4 0 4 y| |0
-3 0 -3 0 2| |0
0o -3 0 -3 t 0

Cioe’ dalle matrici {i ZI{] tali che

{x+z=0
y+t=0.

B R e (R A

Esercizio 4. Sia A una matrice nilpotente 10 x 10. Sapendo che il rango di A3 e’ 3, determinare tutte le possibilita
per la forma canonica di A, il polinomio caratteristico, e quello minimo.

Quindi

s

Svolgimento. Poiche’ A e’ nilpotente allora A ha soltanto I’autovalore nullo, e 7kA™! < rkA? per ogni i > 1 che sia
strettamente minore dell'indice di nilpotenza p. Per cui rkA* ¢’ uguale a 0 oppure ad 1, oppure a 2.

Esaminiamo prima il caso 7kA* = 0. In tal caso la matrice avrebbe indice di nilpotenza p = 4. Nella forma
canonica J4 di A ci sarebbe almeno un blocco di ordine 4, e tutti gli altri blocchi avrebbero ordine < 4. Un blocco
di ordine 4 contribuisce al rango di A% con 1, e blocchi di ordine minore non forniscono alcun contributo al rango
di A3. Poiche’ il rango di A2 e’ 3, dovrebbero esserci 3 blocchi di ordine 4, cosa impossibile in quanto A e’ 10 x 10.
Percio’ non e’ possibile che rkA* = 0.

Supponiamo ora che rkA* = 1. Allora rkA5 = 0 e I'indice di nilpotenza ¢’ p = 5. In J4 c’e¢’ almeno un blocco di
ordine 5. Tale blocco contribuisce al rango di A3 con 2. Quindi non ci possono essere altri blocchi di ordine 5, e deve
esserci un blocco di ordine 4 per far si’ che il rango di A2 sia 3. Rimane spazio solo per un altro blocco di ordine 1.
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Quindi il caso rkA* =1 ¢’ possibile, e J4 e’ unica, essendo formata da un blocco di ordine 5, uno di ordine 4 ed uno
di ordine 1. II polinomio caratteristico evidentemente e’ p4(t) = t'°, mentre quello minimo e’ m4(t) = t°.

0100 0 1
00100
00010
0000 1
00000

Ja = 0100

0010
000 1
0000
L 0.

Infine esaminiamo il caso rkA* = 2. Se rkA® = 0, allora p = 5, e c’e’ almeno un blocco di ordine 5. Tale blocco
contribuisce al rango di A* con 1, per cui ci dovrebbero essere due blocchi di ordine 5. Ma cio’ e’ impossibile, perche’
allora il rango di A3 sarebbe 4. Quindi non e’ possibile che rkA* = 2 e rkA® = 0. Se invece rkA* =2 e rkA® =1,
allora kA% = 0. In questo caso c¢’e’ un unico blocco di ordine 6, e per i rimanenti blocchi, o sono tutti di ordine
1, oppure uno di ordine 2 e due di ordine 1, oppure due di ordine 2, oppure uno di ordine 3 ed uno di ordine 1. 11
polinomio caratteristico e’ p4(t) = 1, mentre quello minimo e’ m 4(t) = #5.

Ja =

SO oo OO
OO O OO
[oNeNeoNeN S "
[N eNol ool
[N el ool
O, OO OO

oppure

SO OO oo
OO O OO
N eNoBel S "
[N eNell ool
SO, OOO
O OO oo

Ja

o o
S =

oppure

SO oo OO
OO O OO
[oNeNeoNeN =
[ NeNol ool
SO, O OO
O, OO OO

Ja

o o
S =

o o
S =
L
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oppure
01 000 0 7
001000
000100
000010
00000 1
Ja=10 00 0 0 0 u

o O O
S O =
(el ]

L 0

Esercizio 5. Utilizzando l’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

Ltl = —5331 — X2 — T3 .731(0) =1
To = Tx1 + 322 + 23 22(0) =0
C.Eg = —3371 — 4I2 - 2335 a:d(O) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

1
y(t) = eAt 10|,
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-5 -1 -1
A=17 3 1
-3 -4 -2

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan .J di A, ed una base a stringhe
S per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale in quanto

et = peltpt,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t — 2)(t + 3)2, e autovalore —3 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi
la forma canonica di Jordan di A ha due blocchi, ed €’

-3 1 0
J=10 -3 0
0 0 2
Poiche’
-2 -1 -1 0 0 0
A+3I=|7 6 1|, e (A+3D)*=|25 25 0,
-3 -4 1 —25 —25 0

allora 'equazione = 4+ y = 0 rappresenta l'autospazio generalizzato V_3. Percio’ i vettori (1,-1,0) e (0,0,1) for-
mano una base per V_z. L’operatore A + 31 porta entrambi i vettori della base in (—1,1,1). Quindi la matrice
rappresentativa della restrizione di A + 31 su V_s, rispetto alla base precedente, e’:

(-1 -1
M__1 1}.

Tale matrice M e’ nilpotente di indice 2, e una O-stringa per M di lunghezza 2 e’ data da
1 M [—1 M 0
0 |1 (I

Tenuto conto che (1,0) corrisponde al vettore (1, —1,0), e che il vettore (—1, 1) corrisponde al vettore (—1,1,1), ne
consegue che una stringa di lunghezza 2 per A relativa all’autovalore A = —3 ¢’ data dai vettori (—1,1,1), (1,-1,0).
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Inoltre un autovettore per A relativo all’autovalore A = 2 ¢’ dato dal vettore (0,1, —1). In conclusione, una base a
stringhe per A e’ formata dalle colonne della matrice

La soluzione cercata y(t) del problema di Cauchy assegnato e’:

1 1 1
y(t)=¢e- |0 =ePTPT gl =Pt Pl |0
0 0 0
-1 1 0 et te73 0 111 1 e 31 — 2t)
=1 -1 1 |-l o0 e3t o2 1 1|-]0]=eBt@—1)+e
1 0 -1 0 0 % 110 0 e 31+ 2t) — 2
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
1 = e (6t —5)

che’ e’ uguale a
—5y1 —y2 —yz = (=510t + 1 -2t — 1 — 2t) = ¢~ (6t - 5).

Cio’ verifica che la prima equazione &7, = —5x; — x2 — x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. Infatti abbiamo:

o = €73 (—6t + 5) + 2%
che’ e’ uguale a
Ty +3y2 +yz = e 3(7 — 14t — 3+ 6t + 1+ 2t) + €% (3 — 1) = e 73 (=6t + 5) + 2%,

ed anche
3 = e 3 (=6t — 1) — 2%

che e’ uguale a

—3y; —dys —2yz3 = e 3 (=346t +4— 8 —2—4t) + e (—4+2) = e (—6t — 1) — 2%. W

Esercizio 6. Sia (R*,®) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica
q(z,y, 2,t) = &% + day + 6xz + 4ot — y* + 2yz — 2yt + 327 — 22t

Determinare un sottospazio U di (R*, ¢) di dimensione 2 tale che Dy« Sia definita negativa. Esiste un sottospazio
siffatto avente dimensione 37

Svolgimento. La matrice di Gram di ¢ rispetto alla base canonica e’:

1 2 3 2
2 -1 1 -1
& —
Ce@=\3 1 3 1
2 -1 -1 0
Applicando I'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice
12 3 2 1000
2 -1 1 -1 0100
£
[Ge@ITT =13 1 3 1001 0
2 -1 -1 0 0 0 01
si perviene alla matrice
1 0 0 0 1 0 0 0
T . 0 -5 0 0 -2 1 0 0
®) [PIPT]=10 ¢ Z10 -1 -1 1 o0
0 0 0 5 2 1 -2 1
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Denotata con B la base di R* formata dalle colonne di P, sappiamo che G§(¢) = D. Posto allora B := {—2e; +
ey, —e; —ey + ez} ed U := Span(B’), si avra’

B’ -5 0
GB/(¢|UXU): |: 0 _1:| <0
e percio’ U costituisce I’esempio richiesto.

Supponiamo ora che esista un sottospazio V' di dimensione 3 tale che ¢y, , sia definita negativa. Sia allora

{v1,v2,v3} una base ortonormale di (V, ¢y, ., ), e sia C := {v1, vz, V3, v4} un’estensione di {vi, vy, vs} a base di R*.
La matrice di Gram di ¢ rispetto a C sara’ del tipo

-1 0 0 a
0o -1 0 b
GO =14 o 1 .
a b c d

Applicando a tale matrice I'algoritmo di Gauss-Lagrange si dedurrebbe che 'indice di ¢ e’ al massimo 1, mentre, da
(*), sappiamo che tale indice e’ 2. Questo ragionamento prova che lo spazio V' non esiste. B
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Geometria (9 CFU), I appello, 31 gennaio 2017.
Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* con rappresentazione cartesiana

THy+z+t=0
z+t=0.

E sia V il sottospazio di R* generato dai vettori (—3,0,1,6), (—6,—1,2,9), (=9, —1,3,15). Calcolare una base per
UNYV, ed una rappresentazione cartesiana di U + V.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta U si vede che una base per U €’ formata dai vettori
(0,—1,1,0), (—1,0,0,1). Nel sistema di generatori per V il terzo vettore ¢’ somma dei primi due, percio’ una base
per V ¢ formata dai vettori (—3,0,1,6), (—6,—1,2,9). Mettendo insieme la base di U con quella di V si ottiene il
seguente sistema di generatori per U + V:

(0,-1,1,0),(-1,0,0,1),(-3,0,1,6),(—6,—1,2,9).

Riducendo a scala per righe la matrice che si ottiene disponendo tali vettori in riga, si vede che il quarto vettore e’
sovrabbondante. Ne consegue che una rappresentazione cartesiana per U + V ¢’ data dall’equazione:

0 -1 -3 =z

-1 0 0 y|_
det 1 0 1 > =0

0 1 6 t

Cioe’ v —3y — 32+t =0.
Allo scopo di calcolare una base di UNV, osserviamo che una rappresentazione cartesiana di V' si ottiene imponendo
che la matrice
-3 -6 =z
0 -1 y
1 2 z
6 9 ¢

abbia rango 2. Si deduce che
{ z+32=0
Jy+6z—t=0
€’ una rappresentazione cartesiana di V. Quindi una rappresentazione cartesiana di U NV e’ data dal sistema lineare

omogeneo:
z+y+z+t=0

r+t=0
r+32=0
3y+6z—1t=0.

Risolvendo tale sistema, si vede che U NV ha dimensione 1, ed una sua base e’ data dal vettore (—3,—-1,1,3). B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

x—2+k)z=2
x4+ (k2 +3k+2)y— (1+k)z=2
x4+ (k2 +3k+2)y+2=3.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni. Rispondere
alla stessa domanda per il sistema lineare omogeneo associato Sy .

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni eg;(—1),
e31(—1), eza(—1), si perviene alla matrice

1 0 —2—k 2
0 kK2+3k+2 1 0
0 0 E+2 1
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Si osservi che k2 + 3k +2 = (k +2)(k + 1). Quindi se k ¢ {—2, —1} allora il sistema Sy ammette un’unica soluzione

che €’
1

(k+2)2(k+1)
Invece se k € {—2, —1} il sistema Sy non ammette soluzioni.

Il sistema omogeneo associato S; ammette solo la soluzione nulla per k ¢ {—2, —1}. Invece se k € {—2, —1} allora
I'insieme delle soluzioni di S; coincide con Span((0,1,0)). W

Bk +2)%(k+1),-1,(k+2)(k+1)7T.

Esercizio 3. L’operatore lineare f : R® — R3 ha il nucleo rappresentato dall’equazione cartesiana x +y + 2z = 0,
ed inoltre soddisfa la condizione f(1,0,0) = (=1,1,1). Calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di f rispetto alla
base canonica, una base per il nucleo ed una per 'immagine di f, il polinomio caratteristico e quello minimo di f,
ed una base di autovettori di f.

Svolgimento. Dall’equazione del nucleo deduciamo che una base per il nucleo di f e’ data dai due vettori (—1,1,0),
(=2,0,1). Ne consegue che il vettore (—1,1,1) costituisce una base per 'immagine di f. Osserviamo anche che il
sistema di vettori:

B:={(-1,1,0),(-2,0,1),(1,0,0)}

forma una base per R? ed abbiamo:

ME(f) =

o O O
o O O
[N

Quindi f e’ diagonalizzabile, il polinomio caratteristico di f e’ py(t) = —t2(t—2), e quello minimo e’ m(t) = t(t—2).

Poiche’
—f(e1) + f(e2) =0
—2f(e1) + f(e3) =0
fle1) = —e1 + e +es,

ne consegue che
-1 -1 -2
ME(f)=|1 1 21|,
1 1 2

ed una base di autovettori per f e’ data dai vettori (—1,1,0),(-2,0,1),(-1,1,1). &

Esercizio 4. La matrice A e’ quadrata di ordine n ed ha un solo autovalore A = 2. Sapendo che k(A —2I) =5 ¢
che 1k(A — 2I)* = 1, determinare la forma canonica J4 di A, il suo polinomio caratteristico p4(t), e quello minimo
ma (t)
Svolgimento. Poiche’ la matrice A —2I €’ nilpotente, e rk(A — 2])4 = 1, necessariamente deve essere rk(A — 21)5 =0,
cioe’ I'indice di nilpotenza di A — 2T ¢’ p = 5. Quindi abbiamo:

1+ pe +ps A+ g+ s =n

p1+ po + p3 4 pa =95

p1 + po + p3 = k(A — 21)?

p1 + po = k(A — 21)3

1 = k(A — 2I)4 = 1.

Dovendo essere p1 < po < pusg < g < ps, si ha
pr=1 pp=1 p3=1, pa=2, ps=n->5

Percio’ la forma canonica di A e’ formata da un solo blocco Jy 5 di ordine 5 relativo all’autovalore A = 2, un solo
blocco Jz 2 di ordine 2, e di n — 7 blocchi Ja 1 di ordine 1. In particolare pa(t) = (—1)"(t —2)", ed ma(t) = (¢t — 2)5.
[ |

Esercizio 5. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il seqguente problema di Cauchy, e verificare che il

risultato ottenuto sia esatto.
T1 = —4x1 + 2249 + 323 21(0)=0

@2 = 5331 — 3I2 — 41’3 332(0)
i3 = —6$1 + 41’2 + 5173 $3(0)

(I
— o
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Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

0
y(t)=et- 10/,
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-4 2 3
A=|5 -3 —4
-6 4 5

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di L4, ed una base a
stringhe § per L4. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale
in quanto

et = peltpt,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —t(t + 1)2, e 'autovalore —1 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di L4 ha due blocchi, ed ¢’

-1 1 0
J=]10 -1 0
0 0 0
Un vettore del nucleo di L4 €’
(1,-1,2).
D’altra parte, poiche’
1 2 1
(A+1)2=|-1 -2 -1
2 4 2
allora '’equazione x 4 2y + z = 0 rappresenta ’autospazio generalizzato ‘7,1 per L 4 relativo a A = —1. Una base per

tale autospazio generalizzato e’

B:={(~2,1,0),(~1,0,1)}.

La matrice che rappresenta 'operatore L 41 rispetto a tale base €’

=2 2]

16 12

Ne consegue che una base a stringhe per L4 e’ data dalle colonne della matrice

6 -1 1
P=|-9 0 -1],
12 1 2
la cui inversa e’ la matrice
(-1 -3 -
Pl=21-6 0 3
9 18 9

Siamo in grado di calcolare la soluzione cercata y(t). Essa e”:

0 0 0
y(t)=¢et- |0 =ePIPTM ol =Pt P |0
1 1 1
6 -1 1 et te=t 0 -1 -3 -17 [o 1+et(2t—1)
=1-9 0 —1]-{0 et 0]-2|-6 0 3| -|o|=|-1+et(-3t+1)
12 1 2 0 o0 1 9 18 9 1 2+ e t(4t — 1)
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Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,0,1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
h=—(2t— e " +2 =432t

che e’ uguale a
—dy; +2y2 + 3y = e H(—8t+4— 6t +2+ 12t — 3) = e (3 — 2¢).

Cio’ verifica che la prima equazione &1 = —4x; + 222 + 323 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte
le rimanenti due equazioni. Infatti abbiamo:
Go = —(=3t+1)e " —3e ! =3t — 4)
che e’ uguale a
5y1 — 3y —4ys = e "(10t — 5+ 9t — 3 — 16t +4) = e (3t — 4),

ed infine
g3 = —(4t — et + et = e (5 — 4¢)

che e’ uguale a
—6yy +4ys +5y3 = e H(—12t 4+ 6 — 12t +4 420t —5) = e '(5—4t). W

Esercizio 6. Sia (R3,q) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica q : R® — R, dove
q(x1, 22, 23) = 27 + 22122 + 22123 + 23273 + 323
Calcolare gli invarianti (n,p,r,s) di (R3,q), ed una base ortonormale. Rispondere alla stessa domanda per lo spazio

pseudoeuclideo che si ottiene restringendo q sul sottospazio U generato dai vettori (1,—1,1), (1,1,0).

Svolgimento. La matrice di Gram G di (R3, ¢) rispetto alla base canonica e’
1 1 1
G:=|1 01
1 1 3

Applicando I'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [G | I], dopo le operazioni ea; (—1), e31(—1), e2}(—1), e31(-1),
si perviene alla matrice

1 0 0 1 0 0

0 -1 0 -1 1 0

0 0 2 -1 0 1
Quindi gli invarianti di (R3, q) sono (n,p,r,s) = (3,3,2,1). Inoltre la base

1

C:= {(1,0,0),—2(71,0, 1), (71,1,0)}

¢’ ortonormale per (R3,q).

Rispetto alla base (1,—1,1), (1,1, 0), la matrice di Gram dello spazio (U, ¢|y) €

;12 3
w2 3]
Applicando l'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [G’ | I3], dopo le operazioni ez, (—3), e*!(—2), si perviene alla
matrice
[2 0 1 o}
3 3 :
1

Quindi gli invarianti di (U, g|y) sono (n,p,r,s) = (2,2,1,0), ed una base ortonormale ¢’ data dai vettori —=(1,—1,1),

‘ V2
5(-1,5,-3). m
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Geometria (9 CFU), II appello, 27 febbraio 2017.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R® con rappresentazione cartesiana x + 3y + 2z = 0. E sia V il sottospazio di
R3 generato dai vettori (1,—1,0), (3,0,—1), (4,—1,—1),(2,1,—1). Calcolare una base per UNV.

Svolgimento. Una base per V e’ formata dai vettori (1,—1,0), (3,0,—1). Quindi una rappresentazione cartesiana
per V ¢’ data dall’equazione x + y 4+ 3z = 0. Risolvendo il sistema:

{x+3y+2z=0
rT+y+32=0

si vede che una base per U NV e’ data dal vettore (—7,1,2). B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

z+(k=2)y+(k—2)z=2
a4 (2k—d)y+ (2k—4)z =4
x4 (k—2)y+ (k* — 5k +6)z2 =k — 2.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni. Rispondere
alla stessa domanda per il sistema lineare omogeneo associato Sy .

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Si con le operazioni es;(—1),
es1(—1), si perviene alla matrice

1 k-2 k—2 2

0 k-2 k—2 2

0 0 (k—2)(k—4) k-4

Quindi se k ¢ {2,4} allora il sistema Sy ammette un’unica soluzione che ¢’

L T
= 2(07 1,1)".
Invece se k = 2 il sistema S, non ammette soluzioni. E se k = 4 il sistema Sy ammette co! soluzioni date da
(0,1—2,2), z€ R.
Il sistema omogeneo associato S} ammette solo la soluzione nulla per k ¢ {2,4}. Invece se k = 2 allora 'insieme
delle soluzioni di S coincide con Span((0,1,0),(0,0,1)). E se k = 4 allora I'insieme delle soluzioni di S} coincide
con Span((0,—1,1)). W

Esercizio 3. Loperatore lineare f : R®> — R3 ha la matrice rappresentativa Mg(f) rispetto alla base B :=
{(-3,-2,-1),(-2,-1,0),(-2,-1,1)} data da:

14 5 0
ME(f)=1]-26 —8 3
8§ 2 =2

Calcolare la matrice rappresentativa ]Wg(f) di f rispetto alla base canonica, e dire per quali valori del parametro
h € R lUimmagine di f coincide con Uy, := Span((1,2,1),(1,h,1)).

Svolgimento. La matrice rappresentativa rispetto alla base canonica e’:

ME(f) = ME(idrs) - ME(f) - Mg (idgs)

-3 -2 =2 14 5 0 1 -2 0 1 11
=|-2 -1 -1|-({-26 -8 3 |-]|-3 5 —-1|=1|1 2 3
-1 0 1 8 2 =2 1 -2 1 1 11

In particolare I'immagine di f ha dimensione 2 ed e’ rappresentata dall’equazione z — z = 0. Percio’ 'immagine di
f e uguale ad U, se esolose h #2. B

Esercizio 4. La matrice A ¢’ quadrata di ordine 3, e soddisfa le seguenti equazioni: A3—A =T—A2%, A3—A = A2—1.
Elencare tutte le possibilita’ per la forma canonica J di A, il polinomio caratteristico p4(t), ed il polinomio minimo
ma (t)
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Svolgimento. Per ipotesi la matrice A soddisfa le equazioni: ¢ +t> —t -1 =0, t3 —t> —t +1 = 0. Poiche’
B+t2—t—1=0t+1)2¢t-1)etd?—t2—t+1=(t+1)(t—1)2, ne consegue che m(t) e’ un fattore di (¢t +1)(¢t —1).
Quindi A e’ diagonalizzabile, m4(t) € {t +1,¢ —1,(t + 1)(t — 1)}, e per J4 ci sono le seguenti possibilita’:

10 0 1 0 0
Ja=x£[{0 1 0|, Ja={0 -1 0
0 0 1 0 0 =+£1

In particolare pa(t) € {—(t +1)3, —(t — 1)%, —(t + D)2(t = 1), —(t + 1)(t — 1)?}. &

Esercizio 5. Utilizzando l’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i‘1:21‘1+$2+.’b3 CEl(O)ZO
a'cz = —11I1 — 51’2 — 4583 xQ(O) =0
jj3 = 71’1 + 3$2 + 21‘3 13(0) =1.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

0
Y(t) = eAt -0,
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
2 1 1
A=|-11 -5 —4
7 3 2

Per calcolare la matrice esponenziale e* occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di L4, ed una base a

stringhe & per L4. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale
in quanto
et = peltpt,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —t2(¢ + 1), e l'autovalore 0 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la forma
canonica di Jordan di L4 ha due blocchi, ed €’

01 0
J=10 0 0
0 0 -1
Un autovettore relativo all’autovalore A = —1 ¢’
(Oa 717 1)
D’altra parte, poiche’
0 0 0
A2=|5 2 1
-5 -2 -1

allora ’equazione 5x + 2y + z = 0 rappresenta ’autospazio generalizzato 170 per L4 relativo a A = 0. Una base per

tale autospazio generalizzato e’
B:={(-2,5,0),(-1,0,5)}.

Rispetto a tale base, la matrice che rappresenta 'operatore L 4 ristretto a ‘70 e’

11-3 -9
=17

Ne consegue che una base a stringhe per L4 e’ data dalle colonne della matrice
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la cui inversa e’ la matrice

0 . 0 0
y(t):eAt. 0 :ePJP t . 0 :P'eJt‘Pil' 0
1 1 |1
1 -2 0 1t 0 5 2 2 0 I t
=(-3 5 —1|l-j0o01 0|-12 1 1|-|0|l=|et—1-3t
1 0 1 0 0 et -5 -2 -1 1 | 2+t—e?

Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,0,1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
=1
che e’ uguale a
2 +yptys=2t+ (et —1-3t)+(2+t—e ) =1

Cio’ verifica che la prima equazione &1 = 2x1 + x5 + x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. Infatti abbiamo:
go=—e " -3

che e’ uguale a
—1ly; — by —4dyg = —11t —=5(e™" —1—3t) —4(2+t —e ") = -7 - 3,

ed infine
ys=e " +1

che e’ uguale a
Ty +3y2 +2ys =Tt +3(e™ " —1-3t) + 22+t —e ) =e ' +1. B

Esercizio 6. Sia (R?,q) lo spazio euclideo definito dalla forma quadratica q : R® — R,

q(x1, 9, 23) = z% + 2x1%0 + 27173 + z% + :c%
Calcolare la proiezione ortogonale py(x,y,z) in (R2,q) del generico vettore (x,y,z) € R3 sul sottospazio U di R?
generato dai vettori (—1,2,0), (0,2,1).

Svolgimento. Innanzitutto calcoliamo, tramite 1'algoritmo di Gram-Schmidt, una base ortogonale di U. Poniamo
quindi
by := (—1,2,0)

by :=(0,2,1) = p—1,2,0(0,2,1) = (0,2,1) — (—1,2,0) = (1,0,1).

Nel calcolo precedente abbiamo utilizzato la formula

1 11
<x,y>=xT[1 1 0|y.
1 01

Quindi una base ortogonale di U in (R?,q) e’ data dai vettori (—1,2,0), (1,0,1). Ne consegue:

20+ y + 2z
L2ty +2e

pU(%?J’ Z) = p(71,2,0)(m7 Y, Z) +P(1,0,1)(1’7y7 Z) = ('T +y— Z)(_17 270) (17 07 1)

(=22 —3y+62,8c+8y—8z,2x+y+22). M

AN
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Geometria (9 CFU), III appello, 28 giugno 2017.

Esercizio 1. Sia V il sottospazio di R* generato dai veltori ey — es, e; — ez, e; — ey4. Al variare del parametro
h € R, sia Uy, il sottospazio di R* rappresentato dall’equazione cartesiana x +y + z + ht = 0. Al variare di h € R
calcolare una base e la dimensione di V NUy.

Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che i tre generatori di V' sono liberi, per cui dim V' = 3. Poi osserviamo che
i vettori e; — es ed e; — e3 soddisfano 'equazione di Uy, per ogni h. Percio’ 2 < dimV N Uy, < 3. Inoltre il vettore
e; — ey appartiene ad U}, se e solo se h = 1. Tenuto conto che anche U, ha dimensione 3, segue che se h = 1 allora
V = Uy, quindi in tal caso VNU; =V, dimV NU; = 3, ed una base per VNU; €’ data dalla base di V' assegnata dal
testo. Se invece h # 1, allora VNU, # V. Quindi VNU;, = Span(e; —e2,e; —e3). Percio’ in tal caso dim VNU;, = 2,
ed una base per V N U}, e’ data dai vettori e; — ez ed ey —e3. W

Esercizio 2. Al variare del parametro h in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

3z+ (h+2)y+ (h+10)z =2h+6
r—y+22=0
20+ (h+3)y+5z=h+3.

Dire per quali valori di h il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni. Rispondere
alla stessa domanda per il sistema lineare omogeneo associato S;,. Per quali valori di h linsieme delle soluzioni di
Sy e’ un sottospazio di R??

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare S;, con le operazioni pis, pas,

e21(—2), es1(—3), ez2(—1), si perviene alla matrice

1 -1 2 0
0 h+5 1 h+3
0 0 h+3 h+3

Quindi se h ¢ {—5,—3} allora il sistema S, € di Cramer, percio’ ammette un’unica soluzione che e’

1 T
th5( h—8h+2h+5)".
Invece se h = —5 il sistema S_5 non ammette soluzioni. E se h = —3 il sistema S_3 ammette co! soluzioni date
da z(=5,-1,2), 2 € R. Il caso h = —3 ¢’ I'unico caso in cui I'insieme delle soluzioni di Sj, e’ un sottospazio di R3,
perche’ e’ I'unico caso in cui il sistema S;, €’ omogeneo.
Il sistema omogeneo associato S; ammette solo la soluzione nulla per h ¢ {—5,—-3}. Invece se k = —5 allora
I'insieme delle soluzioni di §* 5 coincide con Span((1,1,0)). E se h = —3 allora l'insieme delle soluzioni di §*; = S_3

coincide con Span((—5,—1,2)). B

Esercizio 3. L’operatore lineare f : R® — R32 soddisfa le condizioni: f(1,1,0) = (2,0,0), f(1,0,1) = (3,-2,1) ed
f(0,1,1) = (1,0,1). Calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di f rispetto alla base canonica €. Calcolare una
base A di autovettori per f, ed una matrice diagonale D tale che M:ft‘(f) =D.

Svolgimento. Per le ipotesi sappiamo che:

fler +e2) =2e
f(e1 +e3) =3e; —2es + €3
f(ea +e3) =€ +es.

Poiche’ f €’ lineare si ha:
fler) + fle2) = 2e
fler) + f(e3) = 3e1 —2ex + ey
fle2) + fles) = e +es.

Da cui si deduce
(el) = 261 — €2

(e2) = ez
(63) =e; —ey t+es.

=



200 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE

Percio’:
2 0 1
ME(f)=|-1 1 -1
0 0 1
11 polinomio caratteristico di tale matrice e’ p(t) = —(t — 1)2(t — 2). L’autospazio V, e’ generato da (1, —1,0), mentre

Pautospazio Vi e’ generato dai vettori (0,1,0), (—1,0,1). Percio’ la base di autovettori cercata e’:

A=1{(0,1,0),(-1,0,1),(1,-1,0)},

Esercizio 4. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

.f1=l'1+$2+l'3 $1(0)20
i‘g =Ty + 4{E3 IQ(O) =0
i‘g = 2273 £C3(0) =1.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

0
y(t) - eAf 0 9
1 -
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
11 1]
A=10 1 4
0 0 2]

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di L4, ed una base a
stringhe § per L4. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale
in quanto

et = peltp1.

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t — 1)2(t — 2), e I'autovalore 1 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di L4 ha due blocchi, ed ¢’

1 1 0
J=10 1 0
0 0 2
Un autovettore relativo all’autovalore A = 2 ¢’
(5,4,1).
D’altra parte, poiche’
0 1 1
A-I=1]10 0 4
0 0 1

allora i vettori e1, e; formano una stringa di lunghezza 2 relativa all’autovalore A = 1. Ne consegue che una base a
stringhe per L4 e’ data dalle colonne della matrice

1 0 5
P=|0 1 4],
0 0 1
la cui inversa e’ la matrice
1 0 -5
Pl=]01 -4

[en)
[en)
—
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Siamo in grado di calcolare la soluzione cercata y(t). Essa e”:

0 . Jo 0
yty=et ol =Pt o =Pt P |0
1 1 1
10 5] [et tet 0 10 -5 [o (=5 — 4t)et + 5et
=0 1 4(-]0 e 0 |-]0 1 —4f-]0f= —4et + 4e*
0 0 1 0 0 e 0 0 1 1 et
Per verificare l'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,0,1)%, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
9 = (—9 — 4t)e’ + 10e*

che e’ uguale a
Y1+ y2 +y3 = (=9 — 4t)el 4 10e*.

Cio’ verifica che la prima equazione &1 = 2x1 + z2 + x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. Infatti abbiamo:
tjg = —de’ + 8e?
che e’ uguale a
Y2 + dys = —4e' 4 8e*,
ed infine
gz = 2¢**

che e’ uguale a
2us = 2¢%. M

Esercizio 5. Sia U il sottospazio di R?® definito dall’equazione cartesiana x — 2y + 4z = 0. Determinare una base
ortonormale di U ed una di U*.

Svolgimento. Risolvendo I'equazione di U vediamo che U ammette come base i vettori (2,1,0), (—4,0,1). Applicando
il procedimento di Gram-Schmidt, otteniamo la seguente base ortonormale per U:

1
%(2,1,0), \/Tﬁ

Una base per il complemento ortogonale di U e’ data dai coefficienti dell’equazione di U, percio’ una base ortonormale
per Ut e’ data dal vettore:

(—4,8,5).

1

-2, .

Esercizio 6. Fare un esempio di uno spazio pseudoeuclideo (V, ), con indice r > 0, avente sottospazi U e W tali
che U+ =U e WAL £ W (il complemento ortogonale R di un sottospazio R di V e’, per definizione, 'insieme di
tutti i vettori v € V tali che ¢(v,r) =0 per ogni r € R; anche R* e’ un sottospazio di V).

Svolgimento. Consideriamo (R3, ¢), con
o(x,y) = z1y1 — T2y

Sottospazi che soddisfano le condizioni richieste sono il sottospazio U di R? generato da e, +e; ed es, ed il sottospazio
W di R? generato da e;. W
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Geometria (9 CFU), IV appello, 14 luglio 2017.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (—5,—1,2,0), (9,—1,0,2), (=7,0,1,—1). Calcolare una
base e la dimensione di UNV, essendo V il sottospazio di R* avente la sequente rappresentazione cartesiana:

r—y+3z—6t=0
r+3z—>5t=0.

Svolgimento. 1 vettori (=5, —1,2,0), (9,—1,0,2) formano una base per U. A partire da tali vettori ci calcoliamo una
rappresentazione cartesiana di U, data dal sistema lineare:

{—x+5y+7t:0
2y +z+t=0.

Mettendo a sistema con le equazioni di V' otteniamo la seguente rappresentazione cartesiana di U NV

z—y+3z2—6t=0
r+32—-5t=0
—r+5y+T7t=0
2y +z+t=0.

Risolvendo tale sistema si vede che U NV ha dimensione 1, ed una sua base e’ data dal vettore (2,—1,1,1). B

Esercizio 2. Al variare del parametro h in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, nelle variabili x,y:

{2x+(h+4)y=h+5
a4 (h+3)y=h+4.

Dire per quali valori di h il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni. Rispondere
alla stessa domanda per il sistema lineare omogeneo associato Sj. Per quali valori di h l’insieme delle soluzioni di
Sh, e’ un sottospazio di R??

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy, con le operazioni pia, €21 (—2),
si perviene alla matrice

1 h+3 h+4

0 —-h—2 —h-3]|"

Quindi se h # —2 allora il sistema Sy, €’ di Cramer, percio’ ammette un’unica soluzione che e’

——(-1,h+3)T.
h+ 2( )
Invece se h = —2 il sistema S_5 non ammette soluzioni.
Per cio’ che riguarda S, esso ammette solo la soluzione nulla per A # —2, mentre per h = —2 ammette ool

soluzioni date da (—y, )7, y € R.

Infine osserviamo che Sj, non e’ mai un sistema omogeneo, percio’ non esistono valori di A per cui I'insieme delle
soluzioni di S;, e’ un sottospazio di R?. W

Esercizio 3. Sia U il sottospazio di R® generato dalla base B := {(2,3,2),(3,5,4)}. Loperatore f : R® — R?
possiede il sottospazio U come sottospazio invariante, e la restrizione ¢ di f rispetto alla base B ha come matrice
rappresentativa:

Mg -y 3]

Sapendo che f(1,1,1) = (2,2,2), calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di f rispetto alla base canonica, una
base per il nucleo di f, ed una per l'immagine. Infine dire se f possiede oppure no una base di autovettori.

Svolgimento. Se aggiungiamo alla base di U il vettore (1,1, 1), otteniamo una base di R3:

C:={(1,1,1),(2,3,2),(3,5,4)}.
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Per ipotesi sappiamo che

—_ -0
[NORN N

Ne consegue:
ME(f) = Mg (idgs) - ME(f) - ME (idms)

1 2 3 2 00 2 -2 1 -1 1 2
=1 3 5(-]0 1 2| |1 1 -2|=|-4 4 2
1 2 4 0 1 2 -1 0 1 -2 2 2

In particolare il nucleo e’ generato dal vettore (1,1,0), mentre I'immagine e’ generata dai vettori (1,4,2), (1,1,1).
Infine, utilizzando la matrice MS(f) vediamo subito che il polinomio caratteristico di f €’ p(t) = —t(t — 2)(¢t — 3).
Percio’, avendo f tre autovalori distinti, e’ diagonalizzabile. Dunque si’, f possiede una base di autovettori. B

Esercizio 4. Utilizzando l’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i’l = 3561 + 81‘2 + 141’3 1’1(0) =1
1‘2 = -1 — T2 — 31’3 1'2(0) =0
@3 = —To3 — I3 1'3(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata ¢’

1
y(t) = eAt 10 s
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
3 8 14
A=|-1 -1 -3
0o -1 -1

Per calcolare la matrice esponenziale et* occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di L4, ed una base a

stringhe S per L4. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale
in quanto
et = peltpt

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —t2(t — 1), e 'autovalore 0 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la forma
canonica di Jordan di L4 ha due blocchi, ed €’

J=

o O O

10
0 0
0 1

Cominciamo a studiare l'autovalore A = 0. L’autospazio generalizzato \70 relativo a A = 0 ha rappresentazione
cartesiana data da

A?.x=0.
Poiche’
1 2 4
A2=1|-2 —4 -8,
1 2 4

allora Vj e’ costituito dai vettori (1,22, z3) tali che
1 + 2I2 +4$3 =0.
Una base B per Vp e data dai vettori (—2,1,0), (—4,0,1). La funzione

Li:xeR*—> A-xeR3
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porta il vettore (—2,1,0) nel vettore
A-(=2,1,007 = 2,1, -1)T =1-(=2,1,0)7 + (1) - (—4,0,1)7,
e porta il vettore (—4,0,1) nel vettore
A (-4,0,)" =(2,1,-1)" =1-(-2,1,0)" + (1) - (—4,0,1)".
Percio’ la matrice rappresentativa della restrizione ¢ di L4 su 170
oixeVy > A-xeV,

riferita alla base B, e’:

Tale matrice ammette la seguente stringa:

o == [A] =[]

Quindi i vettori (2,1, —1)T, (=2,1,0)7 formano le prime due colonne della matrice P.

Poi osserviamo che un autovettore relativo all’autovalore A =1 €’
(1,-2,1).

Ne consegue che una base a stringhe per L4 e’ data dalle colonne della matrice

la cui inversa e’ la matrice
1 2 3
Pl=1]1 3 5
1 2 4

Siamo in grado di calcolare la soluzione cercata y(t). Essa e’:

1 1 1
y(t) = At ol =ePIP Tt gl =Pt P |0
0 0 0
2 -2 1 1t 0 123 1 2t + €'
=1 1 -2|-{0 1 0 1 3 5|-|0|=]2+t—2¢
-1 0 1 0 0 € 1 2 4 0 —1—t+et
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
h=2+¢

che e’ uguale a
3y + 8yo + 14ys = 2 + €.

Cio’ verifica che la prima equazione &, = 3x1 + 8z + 1423 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. Infatti abbiamo:
o =1 — 2€

che e’ uguale a
—y1 —y2 — 3yz = 1 — 2¢,

ed infine
U3 =—1+e€
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che e’ uguale a
—ypp—yz=¢e' —1. N

Esercizio 5. Sia U il sottospazio di R® definito dall’equazione cartesiana x —y — 2z = 0. Determinare due vettori
a,beR3 talicheacU,bec UL, e(1,1,2) =a+b.

Svolgimento. Sappiamo che a €’ la proiezione ortogonale di (1,1,2) su U, e che b ¢’ la proiezione ortogonale di
(1,1,2) su U*. Sara’ sufficiente calcolare py 1 (1,1,2). Poiche’ UL e’ generato dal vettore (1, —1,—2), allora

2
b= Put (17 172) = p(l,—l,—?)(lv 17 2) = 75(17 717 72)

Ne consegue

(1,1,2) =a+b= %(5, 1,2) + (—%(1,—17—2)) .

Esercizio 6. Al variare del parametro h € R, si consideri la sequente forma quadratica definita in R3:
an(x,y, 2) = ha® + 2hay + 2haz + (h+ 2)y? + 2hyz + (h 4+ 1)22

Per quali valori di h la restrizione di gy, sul sottospazio U C R® rappresentato dall’equazione x —y+z = 0 e’ definita
positiva?

Svolgimento. 11 sistema di vettori
B:={e1 +eses+e3}

e’ una base di U. La matrice di Gram rispetto a tale base della restrizione e’:

<ep+eze t+e > <e +exeytez>| 4dh+2 4h+2
<e]t+eg,ext+e3> < eytez,exte3> T |4h+2 4+ 3|

Con l'algoritmo di Gauss-Lagrange si puo’ portare tale matrice nella matrice:

4h+2 0
0 1)

E tale matrice e’ definita positiva se e solo se h > —%. [ |
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Geometria (9 CFU), V appello, 6 settembre 2017.

Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, sia Uy, il sottospazio di R* generato dai vettori (h,1,—1,1) e
(h,h,—h, h+2). Sia inoltre V il sottospazio di R* avente la sequente rappresentazione cartesiana:

r—2y+t=0
zT—y—z+t=0
2 -3y —2+2t=0.

Determinare i valori di h per i quali si ha R* =U, © V.

Svolgimento. 11 sottospazio V ha dimensione 2, ed e’ generato dai vettori (2,1,1,0), (—1,0,0,1). Percio’ R* = U, @V

se e solo se
2 1 1 0
-1 0 O 1
det ho1 -1 1 #0.

h h —h h+2

Cioe’ se e solo se h? — h — 2 # 0. L’equazione h? — h — 2 = 0 ammette come radici h = —1 ed h = 2. Percio’, in
conclusione, R* = U, @V se e solose h ¢ {—1,2}. &

Esercizio 2. Al variare dei parametri h,k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sp i, nelle variabili x,y, z:

z+hy+(h+k+lz=k+2
r+hy+kz=3
z4+y+(h+2)z=k.

Dire per quali valori di h e k il sistema lineare assegnato ammette un’unica soluzione, per quali valori ammette
infinite soluzioni, e per quali valori il sistema e’ incompatibile. Per quali valori di h e k l’insieme delle soluzioni di
S,k €’ un sottospazio di R3?

Svolgimento. Applicando le operazioni elementari egq(—1), e31(—1), pa3 alla matrice completa del sistema Sp j, si
perviene alla matrice:
1 h h+k+1 k+2
]\/Ih,k: = 0 1—-nh 1—k -2
0 0 —-h—-1 1-k

Percio’ se h ¢ {—1,1}, il sistema S}, j, €’ di Cramer, ed ammette una sola soluzione.
Se h = —1 abbiamo:
1 -1 k k+2
M—l,k = 0 2 1-k -2
0 0 0 1-k

Percio’ in tal caso non ci sono soluzioni per k # 1, e ci sono infinite soluzioni per k = 1.
Se h =1 abbiamo:

1 1 k+2 k+2
00 —2 1-k

k*—2k—-3
00 0 k=23

Percio’ in tal caso non ci sono soluzioni per k ¢ {—1, 3}, e ci sono infinite soluzioni per k € {1, 3}.

Riepilogando:

e Se h ¢ {—1,1}, il sistema S, ;, ammette un’unica soluzione.

e Se (h,k) = (—1,1) oppure (h, k) = (1,—1) oppure (h,k) = (1,3), il sistema S, ;, ammette infinite soluzioni.

o In tutti gli altri casi il sistema Sy, non ha soluzioni, cioe’ e’ incompatibile.

Infine osserviamo che I'insieme delle soluzioni di Sj, x non e’ mai un sottospazio di R3, perche’ non ci sono valori
dei parametri h e k per cui Sy, € omogeneo. W
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Esercizio 3. Sia B la base di R® formata dai vettori e; + es,e1,e3 —ey. Sia f : R® — R3 loperatore lineare tale
che
-3 -1 —4
ME(H=|1 1 -1
5 3 2

Calcolare ]Wf(f), una base e la dimensione per il nucleo di f, e una base e la dimensione per l'immagine di f. Dire
se e’ vero oppure no che il vettore (—2,2,3) appartiene all’immagine di f.

Svolgimento. Sappiamo che
ME(f) = ME (idgs) - Mg (f) - M§(idRs),

percio’
11 0 -3 -1 —4 0 1 1 0 3 —2
ME(f)=|0 0 —1|-| 1 1 —1|-f{1 -1 -1|={-3 0 -2
10 1 5 3 2 0 -1 0 2 2 0

Ne consegue che il nucleo ha dimensione 1 ed e’ generato dal vettore (—2,2,3). L’immagine invece ha dimensione 2,
ed € generata dai vettori (0, —3,2), (3,0,2). Infine osserviamo che il vettore (—2,2,3) non appartiene all’immagine
di f perche’ i vettori (0, —3,2), (3,0,2), (—2,2,3) sono lineramente indipendenti. B

Esercizio 4. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il seqguente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i}l =3£L'1 +£E3 231(0):1
i?g = —x1 + 21’2 — 2173 172(0) =0
.’i?g = -1+ 23 1173(0) =1

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata e’

1
y(t)=e- 10/,
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
3 0 1
A=|-1 2 =2
-1 0 1
Il polinomio caratteristico di A e’ pa(t) = —(t — 2)®. Percio’ A — 2I ¢’ nilpotente, e possiamo calcolare la matrice

esponenziale tenendo conto della definizione:

2
eAt _ e(A72[+21)t _ the(A72I)t _ €2t I+ t(A _ 2]) 4 %(A _ 21)2

100 1 0 1 20 00 I+t 0 ¢
= 0 1 0f+t|-1 0 =2/+5]1 0 1 =¥ | L -t 1 L -2t
0 01 -1 0 -1 0 00 -t 0 1-t
Percio’ la soluzione cercata e’:
1 1+2¢
yt)=e- 0| =2 |12 -3t
1 1-2¢
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,1)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
i1 = e (4t +4)

che e’ uguale a
3y1 +ys = 62t(4t + 4).

Cio’ verifica che la prima equazione #; = 3x; +x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le rimanenti
due equazioni. B
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Esercizio 5. Una matrice quadrata A, n x n, ha un unico autovalore X = 1. Sapendo che k(A — I) = 13,
k(A —1)2 =7, e che rh(A — I)® = 3, elencare tutte le possibilita’ per la forma canonica Ja di A, per il polinomio
caratteristico pa(t) di A, e per il polinomio minimo ma(t) di A.

Svolgimento. Poiche’ A ha soltanto l’autovalore A = 1 allora la matrice B := A — I ¢’ nilpotente. Sappiamo che
rk B3 = 3, percio’ tkB* € {0,1,2}.

Cominciamo a studiare il caso tkB* = 0. Cio’ implica che B ha indice di nilpotenza p = 4. Poiche’ tkB? = 3
allora la forma canonica Jp di B possiede esattamente 3 blocchi di ordine 4. Ognuno di tali blocchi contribuisce
al rango di B? con 2, percio’ complessivamente tali blocchi contribuiscono con 6. Poiche’ il rango di B2 €’ 7, e gli
eventuali blocchi di Jp di ordine < 2 non contribuiscono al rango di B2, allora in Jp ci deve essere un blocco, ed uno
solo, di ordine 3. I tre blocchi di ordine 4 ed il blocco di ordine 3 contribuiscono al rango di B con 11, quindi in Jp
ci devono essere due blocchi di ordine 2, ed n — 19 blocchi di ordine 1. Di conseguenza, in J4 ci saranno 3 blocchi
di ordine 4 relativi all’autovalore A = 1, un blocco di ordine 3, due blocchi di ordine 2, ed n — 19 blocchi di ordine 1,
tutti relativi all’autovalore A = 1. In tal caso pa(t) = (—=1)"(t — 1), ed ma(t) = (t — 1)%.

- J174 -

Ja

I Jia

Se invece rtkB* = 1, allora I’indice di nilpotenza di B e’ p = 5. In Jp ci sara’ un solo blocco di ordine 5. Tale
blocco contribuisce al rango di B3 con 2, percio’ in Jp deve esserci solo un blocco di ordine 4. Questi due blocchi
contribuiscono al rango di B2 con 5, quindi devono esserci esattamente altri due blocchi di ordine 3, e poiche’ il rango
di B €’ 13, dovranno esserci altri due blocchi di ordine 2. Di conseguenza, in J4 ci sara’ un solo blocco di ordine
5, un blocco di ordine 4, due blocchi di ordine 3, 2 blocchi di ordine 2, ed n — 19 blocchi di ordine 1, tutti relativi
all'autovalore A = 1. In tal caso pa(t) = (=1)"(t — 1)*, ed ma(t) = (¢t — 1)°.

r s -

Ja

L J1,1_

Supponiamo infine che tkB* = 2. Se rkB® = 0, allora in Jg dovrebbero esserci due blocchi di ordine 5. Cio’
implicherebbe che rkB? > 4, contro le ipotesi. Percio’ se tkB* = 2 allora rkB® = 1 e di conseguenza rkB® = 0. In
tal caso p = 6, ed in Jp c’e’ un solo blocco di ordine 6, il cui cubo ha rango 3. Percio’ non possono esserci blocchi di
ordine 5 ne’ di ordine 4. Poiche’ il blocco di ordine 6 contribuisce con 4 al rango di B2, in Jp ci saranno tre blocchi
di ordine 3. Tali blocchi, insieme al blocco di ordine 6, contribuiscono al rango di B per 11, quindi in Jp ci saranno
anche due blocchi di ordine 2, ed n — 19 blocchi di ordine 1. Di conseguenza, in Jy4 ci sara’ un solo blocco di ordine
6, tre blocchi di ordine 3, 2 blocchi di ordine 2, ed n — 19 blocchi di ordine 1, tutti relativi all’autovalore A = 1. In
tal caso pa(t) = (=1)"(t — 1)", ed ma(t) = (t — 1)°.

-J1,6 -

Ja




ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE 209

Esercizio 6. Sia U il sottospazio di R® generato dai vettori (2,2,0), (5,2,2). Sia f : R® — R? l"operatore lineare
che ad ogni vettore v € R associa la proiezione ortogonale f(v) = py(v) € R® di v su U. Calcolare ME(f), una
base e la dimensione per il nucleo di f, e una base e la dimensione per l'immagine di f. Dire se e’ vero oppure no

che f% = f.
Svolgimento. Sia v = (z,y, z) il generico vettore di R3. Sappiamo che

vV = pU(V) + pyL (V)

Quindi, tenuto conto che U+ e’ generato dal vettore (—2,2,3), abbiamo:

—2z 42y + 3z
pU(%%Z) = (357?/-, Z) _p(72,2,3)($7y7z) = (x7y7z) - 177(_27273)
1
= ﬁ(13x+4y+6z,4x+ 13y — 62,62 — 6y + 8z2).
Quindi:

1 13 4 6

Mg(f):l—? 4 13 —6

6 —6 8

I vettori di U stanno nell’immagine di f, ed il vettore (—2,2,3) nel nucleo. Percio’ il nucleo ha dimensione 1 e base
formata dal vettore (—2,2,3), mentre 'immagine di f ha dimensione 2 e base formata dai vettori (2,2,0), (5,2,2).

Infine osserviamo che, qualunque sia v, il vettore py(v) € U. Quindi py(py(v)) = pu(v). Percio’ e’ vero che

fr=fm
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Geometria (9 CFU), VI appello, 19 settembre 2017.

Esercizio 1. Al wvariare del parametro h € R, sia Uy, il sottospazio di R* avente la sequente rappresentazione
cartesiana:

T—y+z=0

(Bh—2)x—(h—1)y—t=0.

Sia inoltre Vj, il sottospazio di R* generato dai vettori (1,2,h+1,h—2) e (1,2,0,2h). Determinare i valori di h per
i quali si ha dim(U, NV,) = 1.

Svolgimento. Applicando Poperazione elementare e2;(2 — 3h) alla matrice dei coefficienti della rappresentazione
cartesiana di Uy, si perviene alla matrice:

1 -1 1 0
0 2h—-1 2—-3h -1

Si osservi che tale matrice ha sempre rango 2, percio’ dimU, = 4 — 2 = 2 per ogni h. Utilizzando come variabili
libere y e z, deduciamo che i vettori:

(1,1,0,2h — 1), (=1,0,1,2 — 3h)

formano una base di Uy. D’altra parte anche Vj, ha sempre dimensione 2, per ogni h. Percio’, dalla formula di
Grassmann, deduciamo che dim(Uj, NV3) = 1 se e solo se dim(Uy, + V3,) = 3, cioe’ se e solo se la matrice

1 1 0 2h -1
-1 0 1 2—-3h
1 2 h+1 h-2
1 2 0 2h

ha rango 3. Applicando a tale matrice le operazioni elementari es; (1), es1(—1), eq1(—1), ez2(—1), es2(—1), P34,
ea3(h), si perviene alla matrice

11 0 2h-1
01 1 1—h
00 -1 h
00 0 h%2-2

In conclusione dim(Up, NV3) =1 se e solo se h = +/2. 1
Esercizio 2. Al variare dei parametri h,k in R, si consideri il sequente sistema lineare S, nelle variabili x,y, z:

hx+hy+kz=k
hx+(2h —3)y+ (2k+1)z=2k—1
hx +hy+ (h+k + 3)z = 2k.

Dire per quali valori di h e k il sistema lineare assegnato ammette un’unica soluzione, per quali valori ammette
infinite soluzioni, e per quali valori il sistema e’ incompatibile. Per quali valori di h e k l'insieme delle soluzioni di
Sh.x €’ un sottospazio di R3?

Svolgimento. Applicando le operazioni elementari eg;(—1) ed ez;(—1), alla matrice completa del sistema Sj, i, si
perviene alla matrice:
h h k k
Mh,k:: 0 h—3 k?+1 k‘—l
0 0 h+3 k

Percio’ se h ¢ {—3,0,3}, il sistema S, ¢ di Cramer, ed ammette una sola soluzione.

Se h = 0 abbiamo:
0 0 k k

Afo’k = 0 -3 k“"l k—1
0 0 3 k

Applicando le operazioni elementari pis, p13 ed 632(—§) si perviene alla matrice:

0 -3 k+1 k-1
0 0 3 k

0 0 0 —3(k*—3k)
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Percio’ in tal caso non ci sono soluzioni per k ¢ {0,3}, e ci sono infinite soluzioni per k € {0, 3}.
Se h = 3 abbiamo:

3 3 k k
A43,k = 0 0 k’+1 k—1
0 0 6 k

Riducendo ulteriormente tale matrice con le operazioni pog, 632(—%), ed e3(—6), si perviene alla matrice:

3 3 k k
0 0 6 k
0 0 0 kK2—5k+6
Percio’ in tal caso non ci sono soluzioni per k ¢ {2,3}, e ci sono infinite soluzioni per k € {2, 3}.
Infine, se h = —3 allora:
-3 -3 k k
Moag:=]0 -6 k+1 k—1
0 0 0 k

In tal caso non ci sono soluzioni per k # 0, e ce ne sono infinite se k = 0.

Riepilogando:

e Se h ¢ {—3,0,3}, il sistema Sy, , ammette un’unica soluzione.

e Se (h,k) = (0,0) oppure (h,k) = (0,3) oppure (h,k) = (3,2), oppure (h, k) = (3,3), oppure (h,k) = (=3,0), il
sistema Sp_; ammette infinite soluzioni.

o In tutti gli altri casi il sistema Sy, non ha soluzioni, cioe’ €’ incompatibile.

Infine osserviamo che I'insieme delle soluzioni di Sj, x non e’ mai un sottospazio di R3, perche’ non ci sono valori
dei parametri h e k per cui Sy, € omogeneo. W

Esercizio 3. Sia o : R® — R? loperatore lineare definito dalle condizioni o(1,0,0) = (—1,2), a(1,1,0) = (0,3),
a(0,0,1) = (1,1). Sia inoltre B : R? — R? l"operatore definito dalle condizioni 3(1,0) = (-1,2,1), 5(1,1) = (0, 3,0).
Sia f := Boa loperatore f : R® — R? che si ottiene componendo 3 con o.. Calcolare Mgg(f), una base e la dimensione
per il nucleo di f, e una base e la dimensione per l'immagine di f. Dire se e’ vero oppure no che f e’ diagonalizzabile.

Svolgimento. Denotiamo con & la base canonica di R2. Poiche’
OZ(O, 17 O) = ()[(17 170) - ()[(17 070) = (17 1)7

abbiamo:
e, -1 11
M, (a) = { 2 11

Similmente, poiche’
5(07 1) = ﬁ(L 1) - /8(170) = (17 17 _1)7

abbiamo anche:

1 1
MEB) =] 2 1
1 -1
Quindi:
1 1 11 3 00
ME(f) =ME(Boa)=ME(B)-ME(a)=| 2 1 { }: 0 3 3
1 1 2 1 -3 00

Tale matrice ha rango 2. Percio’ I'immagine di f ha dimensione 2, ed una base per 'immagine di f e’ data dai vettori
(1,0,—1) e (0,1,0). Il nucleo ha dimensione 1, ed e’ generato dal vettore (0,1, —1). Infine il polinomio caratteristico
di fe:

py(t) = —t(t — 3)2.

Poiche’ 'autovalore A = 3 ha molteplicita’ geometrica 1, ne consegue che f non e’ diagonalizzabile. B

Esercizio 4. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

j?l = —41‘1 — I3 11(0) =
j?g = —31’2 $2(0) =1
i?g =T — 2553 z3(0) =1
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Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

1
y(t) - eAt 1 ’
1
dove A ¢’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-4 0 -1
A=]10 =3 0
1 0 -2

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J4 di A, ed una base a
stringhe § per A. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale
in quanto

et = peltpt,

11 polinomio caratteristico di A e’ p4(t) = —(t 4+ 3)3, e la molteplicita’ geometrica di A = —3 ¢’ 2. Quindi la forma
canonica di A e’ della forma:
-3 1 0
Ja=|0 -3 0
0 0 -3
Poiche’
-1 0 -1
A+3I=|0 0 0 |,
1 0 1

allora e3 — e; ed e; formano una stringa di lunghezza 2 per A, mentre e; forma una stringa di lunghezza 1,
indipendente dai vettori precedenti. La matrice P cercata e’ allora:

-1 10
P=]10 01
1 00
Quindi:
1 1 -1 1 0 e 3t te73t 0 0 0 1 1
yt)=eM | 1| =PettPl . |1 = 0 1 0 e 0 101 1
1 1 1 00 0 0 e 010 1
Svolgendo il calcolo si trova
1-2t
y(t) =3 1
142¢

Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,1,1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
7 = e 36t — 5)

che e’ uguale a
—dy; — y3 = e 36t — 5).

Cio’ verifica che la prima equazione &y = —4x7 — z3 e’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni.
Infatti
o= —3e ¥

che e’ uguale a

—3ys = —3e 7,

g3 = e 73 (—6t — 1)



ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE 213

che e’ uguale a
Y1 —2yz =e (6t —1). W

Esercizio 5. Sia (R?,q) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica
q(z,y, 2) = ©* + 2xy + 222 + 3y + 2yz — 22°

Calcolare rango, indice e segnatura di (R3,q). Dire se esiste oppure no una base ortogonale di (R, q) a cui appartiene
il vettore es + ez — e1. Rispondere alla stessa domanda per il vettore es — eq.

Svolgimento. La matrice di Gram di (R?,q) rispetto alla base canonica e’:
1 1
3 1
1 -2

G=Gé(q) =

—

Affiancando a tale matrice la matrice identica I ed operando con l’algoritmo di Gauss-Lagrange, si perviene alla
matrice:

10 0 1 00
02 0 -1 1 0|=[D|PT].
00 -3 -1 0 1

algoritmo di Gauss-Lagrange

11 1 1 0 0
[G]I]=]1 3 1 0 10
11 -2 0 0 1
Percio’ (R?, ¢) ha rango uguale a 3, indice 2 e segnatura 1.

Quanto alle altre domande, osserviamo che g(e2 +e3 —e;) = 0, percio’ il vettore e +e3 — e; non puo’ appartenere
ad una base ortogonale. Altrimenti G sarebbe congruente ad una matrice diagonale con rango < 2. Invece per il
vettore es — e la risposta €’ si’, in quanto appare come la seconda riga di PT, e le righe di PT formano una base
ortogonale di (R3,q). B

Esercizio 6. Si consideri la sequente matrice:
1 -5 5
A=|-5 1 5
5 5 1

Determinare due matrici invertibili P e Q, una ortogonale e laltra no, tali che P~*AP e Q™' AQ siano diagonali.

Svolgimento. Le matrici richieste devono avere come colonne autovettori di A. Quindi innanzitutto calcoliamo il
polinomio carattersistico di A.

1-t -5 5 1-t -5 5 1—t -5 5
pat)=det | =5 1—t 5 | =det| -5 1—t 5 |=(06-t)det| -5 1—-t 5
5 5 11—t 0 6-t 6-—t 0 11
1—t -5 10 Lt 10
=(6-t)det | =5 1—t t+4 :—(6—t)det{ }:—(t—6)2(t+9).
0 ) 0 -5 t+4

L’autospazio Vy €’ generato dal vettore (1,1, —1), mentre 'autospazio Vg e’ generato dai vettori (—1,1,0), (1,0,1).
Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt ai vettori (—1,1,0), (1,0,1), otteniamo la
seguente base ortogonale di Vg: {(—1,1,0), (1,1,2)}. Allora una matrice ortogonale che soddisfa la condizione
richiesta e’:

S S s
V2 V6 VB
p_| L L 1
| V2 Ve 3
[V 1
NG V3
Invece una matrice non ortogonale che soddisfa la condizione richiesta e’:
-1 1 1
Q=1 1 1
-1

Si osservi che:
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Geometria (9 CFU), I appello, 7 febbraio 2018.
Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* con rappresentazione cartesiana

r+y+2t=0
r+3t=0
z—t=0.

Sia V il sottospazio di RY generato dai vettori (—1,1,1,—1), (—1,1,—1,1), (0,0,1,—1). Calcolare una base ed una
rappresentazione cartesiana di U + V.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare che rappresenta U si vede che una base per U e’ formata dal vettore
(—3,1,1,1). Nel sistema di generatori per V il terzo vettore e’ combinazione lineare dei primi due, percio’ una base
per V ¢’ formata dai vettori (—1,1,1,—1), (—1,1,—1,1). Mettendo insieme la base di U con quella di V si ottiene il
seguente sistema di generatori per U + V:

B={(-3,1,1,1),(-1,1,1,-1),(-1,1,-1,1)}.

Il sistema B e’ linearmente indipendente, quindi €’ una base di U + V. Una rappresentazione cartesiana per U + V'
e’ data dall’equazione:

-3 -1 -1 =z

1 1 1y
1 1 -1 =z
1 -1 1 t

det

che e’ equivalente all’equazione x +y+ 2+t =0. &
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

z+y+z=1
r+B3-k)y—22=0
r4+y+ (k2 —5k+T)z=k—2.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Rispondere alla stessa domanda per il sistema lineare omogeneo associato
S;. Nel caso in cui S, ammette infinite soluzioni, rappresentare la generica soluzione di Sy come la somma di una
soluzione particolare con la soluzione generica di S .

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni es;(—1),
es1(—1), ea(—1), si perviene alla matrice

11 1 1
0 k—2 3 1
0 0 (k—2)(k—3) k-3

Quindi se k ¢ {2,3} allora il sistema S ammette un’unica soluzione. Se k = 2 il sistema Ss non ha soluzioni. Se
k = 3 il sistema S3 ammette le infinite soluzioni (22,1 — 32,2)T, z € R.

Il sistema omogeneo associato S; ammette solo la soluzione nulla per k ¢ {2,3}. Se k = 2 il sistema S5 ammette
le infinite soluzioni (—y,y,0)T, y € R. Se k = 3 il sistema S ammette le infinite soluzioni (22, —3z,2)7, z € R.

La rappresentazione richiesta, nel caso k = 3, €’ la seguente:

(22,1 -32,2)T7 =(0,1,0)7 + 2(2,-3,)". =

Esercizio 3. Loperatore lineare f : R® — R3 ha come autospazio associato all’autovalore X\ = —2 il sottospazio
di R® rappresentato dall’equazione cartesiana x + 1y — 2z = 0. Inoltre il vettore (—1,2,1) appartiene al nucleo di
f. Calcolare la matrice rappresentativa ]V[gg(f) di f rispetto alla base canonica, una base per il nucleo ed una per
limmagine di f, il polinomio caratteristico e quello minimo di f, ed una base di autovettori di f.
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Svolgimento. Una base per 'autospazio V_s ¢’ data dal sistema di vettori S = {(—1,1,0),(2,0,1)}. I vettori di S
stanno anche nell’immagine di f 2, e poiche’ f ha un nucleo non banale, dal Teorema della dimensione segue che
S e’ anche una base per 'immagine di f. Il nucleo di f ha dimensione 1, una sua base e’ costituita dal singolo
vettore (—1,2,1). I tre precedenti vettori, messi insieme, formano un sistema libero, chiamiamolo B. Tale sistema
B=1{(-1,1,0),(2,0,1),(=1,2,1)} ¢ una base di R?, formata da autovettori, e sappiamo che:

-2 0 0
ME()=|0 20
0 0 0

Quindi pg(t) = —t(t+2)%, mentre my(t) = t(¢t+2). Infine, la matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica
e’ data da:
ME(f) = Mg (idgs) - M§ (f) - M5 (idgs)

-1 2 -1 -2 0 0 2 3 —4 0 2 -4
=1 0 2 0 -2 0 1 1 -1|=|-4 -6 8 |
0 1 1 0 0 0 -1 -1 2 -2 =2 2

Esercizio 4. Una matrice A e’ quadrata di ordine 4, non e’ diagonalizzabile, e soddisfa le seguenti condizioni:
(A—D)* = 4(A—-1)? = 9(A—1)2. Elencare tutte le possibilita’ per la forma canonica di 4, il polinomio caratteristico,
ed il polinomio minimo.

Svolgimento. Per ipotesi sappiamo che A soddisfa le seguenti equazioni:
t—12t+1)(t—-3)=0, (Et—12(t+2)(t—4) =0
Quindi il polinomio minimo di A e’ un fattore del polinomio (¢t — 1)2. Poiche’ A non e’ diagonalizzabile, allora

tale polinomio e’ proprio il polinomio minimo di A, cioe’ m4(t) = (t — 1)2. I polinomio caratteristico e’ allora
pa(t) = (t — 1)*, mentre le possobili forme canoniche sono:

, €

o= OO

0
0
1
1

o O O
OO ==
OO O
OO = =
O = OO
= o oo

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i’l =$1+8$2+121}3 331(0) =0
j?g =T *31‘2*8$3 272(0) =0
.’i?g = —-x + 41‘2 + 9273 1173(0) =1

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata ¢’

0
yty=et- |0},
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
1 8 12
A=|1 -3 -8
-1 4 9

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di L4, ed una base a

stringhe S per L4. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale
in quanto
et = peltpt,

2Se b €’ un autovettore relativo ad un autovalore A # 0, allora f ( b) = b, percio’ b appartiene all’immagine.

1,
A
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Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t — 1)(t — 3)2, e I'autovalore 3 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di L4 ha due blocchi, ed ¢’
310
J=10 3 0
0 0 1

Un autovettore relativo all’autovalore 1 €’

(—4,3,-2).
D’altra parte, poiche’
0 —-16 -16
(A-302*=|0 12 12
0 -8 -8

allora I’equazione y + z = 0 rappresenta ’autospazio generalizzato 173 per L4 relativo a A = 3. Una base per tale
autospazio generalizzato e’
B = {(1707 0)7 (Oa -1, 1)}

La matrice che rappresenta l'operatore L 4_3;, ristretto su ‘73, rispetto a tale base €’

-2 4
=2 1],

- < -0

allora una stringa di lunghezza 2 relativa all’autovalore 3 per A e’ data dai vettori di 173 che rispetto alla base B hanno
coordinate (1,0) e (—2,—1), presi in ordine opposto, cioe’ ¢’ data dai vettori (—2,1,—1) e (1,0,0). Ne consegue che
una base a stringhe per L4 e’ data dalle colonne della matrice

Poiche’

-2 1 —4
P=|1 0 3|,
-1 0 -2
la cui inversa e’ la matrice
0o -2 -3
Pl=11 0 =2
0 1 1

Siamo in grado di calcolare la soluzione cercata y(t). Essa e”:

0 o 0
yt)y=et- ol =Pt ol =Pt P |0
1 1 1
-2 1 —4 et ted 0 0 -2 -3 0 (4 + 4t)e3 — 4det
=1 0 3|-]10 € 0]-]1 0 =2|-[0|=](=3-2t)e3+ 3¢t
-1 0 -2 0 0 ¢ 0o 1 1 1 (34 2t)e3 — 2¢!
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,0,1)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che: ¢; = (16 + 12t)e3* — 4et, ed un calcolo mostra che e’ uguale a y; + 8y» + 12y3.
Similmente si vede che sono soddisfatte le rimanenti due equazioni. B
Esercizio 6. Sia (R?,q) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica q : R* — R, dove
q(z1, T2, 3) = —aF + 22129 + 20123 + X3 + 20013 + T3,
Sia U il sottospazio di R® rappresentato dall’equazione v +y + 2z = 0. Sia h : U — R la forma quadratica su

U ottenuta da q per restrizione. Calcolare gli invarianti (n,p,r,s) dello spazio pseudoeuclideo (U, h), ed una base
ortogonale di (U, h).
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Svolgimento. Sia ¢ la forma bilineare simmetrica su R3 che si ottiene polarizzando g. Allora la matrice di Gram di
¢ rispetto alla base canonica e’:

-1 1 1
G=1|1 1 1],
1 11

e, per ogni u,v € R3, si ha
p(xy) =x"-G-y,

dove x ed y denotano le coordinate di u e v ripetto alla base canonica. La matrice di Gram di h rispetto alla base
B = {(_17 170)7 (_17 0-, 1)} di U e:

si perviene alla matrice:

-2 0 1 0

0 0 -1 1|’
Quindi gli invarianti di (U, h) sono (n,p,r,s) = (2,1,0,—1), mentre una base ortogonale di (U, h) ¢ data dai vettori
(-1,1,0),(0,-1,1). m
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Geometria (9 CFU), II appello, 1 marzo 2018.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* con rappresentazione cartesiana

dr—y+2=0
Tcr+y—t=0
11z +2z—-t=0.

Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori (3,—6,—20,13), (0,0,1,1), (3,—6,—19,14). Calcolare una base ed
una rappresentazione cartesiana di U NV,

Svolgimento. 1 vettori (3,—6,—20,13), (0,0,1,1) formano una base di V. Percio’ si puo’ ottenere una rappresen-
tazione cartesiana di V' imponendo che il rango della matrice:

3 0 =«
-6 0 y
-20 1 =z
13 1 t

sia uguale a 2. Si deduce la seguente rappresentazione cartesiana di V:
{ llz+2—-t=0
20 +y = 0.

Mettendo insieme le equazioni di U (la terza e’ chiaramente sovrabbondante) con quelle di V', otteniamo la seguente
rappresentazione cartesiana di U N V:

dr—y+2=0
Tr+y—t=0
llz4+2—-t=0
2z +y=0.

Risolvendo tale sistema, si vede che
UNV =Span((1,-2,-6,5)). WA

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, nelle variabili x,y, z:

r+2y+kz=0
z+k+4)y+k(k+3)z=k+2
z+ (k+4)y—22=2k+4.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni. Rispondere
alla stessa domanda per il sistema lineare omogeneo associato Sy .

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sj con le operazioni es;(—1),
es1(—1), esa(—1), si perviene alla matrice

1 2 k 0
0 k+2 kE(k+2) k+2
0 0 —(k+1k+2) kE+2

Quindi se k ¢ {—1, —2} allora il sistema Sy ammette un’unica soluzione, che e’ data dal vettore numerico:

1
— (-3k—2,2k+1,-1T.
1l 22k + )
Se k = —1, il sistema S_; e’ incompatibile. Se & = —2, ci sono oo?-soluzioni per il sistema S_s, rappresentate dal
vettore:
y(—2,1,0)" + 2(2,0,1)".
Il sistema omogeneo associato S; ammette solo la soluzione nulla per k ¢ {—2,—1}. Se k = —2 il sistema S*,
coincide con il sistema S_5. Se k = —1 il sistema S*; ammette ool soluzioni, rappresentate dal vettore:

2(-1,1,1)7. =
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Esercizio 3. L’operatore lineare f : R® — R soddisfa le sequenti condizioni: f(1,2,3) = (—6,—2,0), f(1,3,4) =
(-9,-3,0), £(1,3,5) = (—12,-5,0). Calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di f rispetto alla base canonica,
una base per il nucleo ed una per limmagine di f, il polinomio caratteristico e quello minimo di f, una base di
autovettori di f, ed una matrice invertibile P ed una diagonale D tali che P~! Mf(f) -P=0D.

Svolgimento. Poiche’ il sistema di vettori B = {(1,2,3),(1,3,4),(1,3,5)} forma una base di R?, possiamo interpretare
i dati del problema come la matrice rappresentativa:

-6 -9 -—12
ME(f)={-2 -3 =5
0 0 0
Percio’ .
-6 -9 -—12 11 1]
ME(f) = ME(f) - Mg (idrs) = ME(f) - Mg (idrs) "= | -2 -3 —5[-|2 3 3
0 0 0 3 4 5
-6 -9 —12 3 -1 0 3 0 =3
=|-2 -3 -5 |-|-1 2 -—-1|=12 1 =2
0 0 0 -1 -1 1 0 0 O
Deduciamo che il polinomio caratteristico €’ ps(t) = —¢(t — 3)(t — 1), che, a meno del segno, coincide con quello

minimo. Una base per autospazio Vp (= ker f) e’ formata dal vettore (1,0,1), una base per I’autospazio V3 ¢’
formata dal vettore (1,1,0), ed una base per l'autospazio V; e’ formata dal vettore (0,1,0). Quindi una base di
autovettori di f e’ costituita dai vettori:

(1,0,1),(1,1,0),(0,1,0).

Le matrici cercate P e D sono:

11 nucleo di f, che coincide con Vjp, ha dimensione 1, ed ha base formata dal vettore (1,0, 1). Allora 'immagine di f
ha dimensione 2, quindi una base per 'immagine di f ¢’ formata dai vettori (3,2,0) e (0,1,0). B

Esercizio 4. Una matrice quadrata A di ordine n = 55, e’ nilpotente, con indice di nilpotenza p = 5. Sapendo che
rkA =26, che kA% = 6, e che rkA* = 2, determinare la forma canonica di Jordan Ja di A.

Svolgimento. La forma canonica di A €’ determinata dalla soluzione del sistema di Cramer:

p1 + po + p3 + pra + ps = 55
M1+ pro + p3 + g =1k A = 26
p1 4 p2+ ps =1tk A =6

p1 + pz = rk A

pur =1k A* = 2.

Poiche’ pi; < pi11 per ogni i = 1,...,4, allora il rango di A% deve necessariamente essere 4. Ne consegue:
1 =2, o =2, pu3 =2, pg = 20, ps = 29.
Quindi J4 ha due blocchi relativi all’autovalore 0 di ordine 5, 18 blocchi di ordine 2, e 9 blocchi di ordine 1. W

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i’l = *51‘1 + 2.T2 — X3 1‘1(0) =1
.I"Q = *2Z1 - 2.%3 IQ(O) =1
T3 = —3x1 + 60 — T3 $3(0) =—1.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata e’

y(t)=et-1 1|,
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dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione

-5 2 -1
A=|-2 0 -2
-3 6 -7

Allo scopo di calcolare il polinomio caratteristico di A, eseguendo le operazioni elementari €23(2) ed e'3(—1) sulla
matrice A — tI, si ottiene:

55—t 2 -1 —4—t 0 -1
pa(t)y=det | -2 -t =2 = det 0 —4—t -2
-3 6 —-7-—t t+4 —-8-2t —-T-—t
Quindi
1 0 -1
palt)=(t+4)?det | 0 1 -2
-1 2 -7-t
da cui si ottiene facilmente che pa(t) = —(t + 4)3. Poiche’ la matrice
-1 2 -1
A+4l=|-2 4 =2
-3 6 -3

ha rango 1, possiamo dire che la forma canonica di Jordan di A e’:

-4 1 0
Ja=]10 -4 0
0o 0 -4

In particolare A 4 41 €’ nilpotente di indice 2. Percio’ possiamo calcolare direttamente la soluzione cercata, tenuto

conto che:
oAt _ o mAIH(AHADE _ =4It (A+ADE _ =4t ] (A+4DE _ =4t (A+4D)t

Infatti:
1 1 1
y(t) = et | 1 | meMeATaDt | | I+ A+4Dt)-| 1 | =
—1 —1 -1
1-—t¢ 2t —t 1 1+ 2t
e =2t 144 -2t || 1 |=eH| 144
—3t 6t 1-—3t -1 —1+46t

Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,1,—1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:

-2 - 8t
yt)=e | —16t
10 — 24t

Un calcolo diretto mostra 1'uguaglianza della funzione precedente con A - y(t), cioe’ con

-5 2 -1 1+2¢
-2 0 —2|-[e ™| 144t . n
-3 6 -7 —146t

Esercizio 6. Sia (R3,q) lo spazio euclideo definito dalla forma quadratica q : R® — R, la cui espressione esplicita
rispetto alla base B ={(0,1,0),(1,-3,-1),(1,0,0)} e’ la sequente:

a(x}, ah, @) = &'} + 224a) + 25 + 32’5,
Calcolare la matrice di Gram Gg(q) di q rispetto alla base canonica. Inoltre, nello spazio euclideo (R?,q), calcolare

la proiezione ortogonale py (z,y, z) del generico vettore (z,y,2) € R? sul sottospazio U generato dai vettori (1,0,0)
e (0,0,1).
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Svolgimento. Sappiamo che

110
GElgg=|1 2 0
0 0 3
Percio’:
T
. o 1 171" 110 o 1 117"
G%(q) = (M§(idrs)) - GE(q)ME(idrs) = | |1 =3 0 1 20 1 =30
0 -1 0 0 0 3 0 -1 0
0 0 1 1 10 01 -3 3 0 3
=!1 0 o|-|1 2 o0]-l00 -1|=|0 1 -4
-3 -1 1 0 0 3 10 1 3 -4 20

Ora per calcolare la proiezione ortogonale su U, innanzitutto ortogonalizziamo la base {(1,0,0),(0,0,1)} con il
procedimento di Gram-Schmidt. Quindi poniamo by = (1,0,0), e calcoliamo:

3 0 3 1
0,0,1)- [0 1 —4| |0
3 -4 20 0
b2 = (07071) _p(l,(),())(ovovl) = (07071) - 3 0 3 1 (17070) = (_17071)
(1,0,0- |0 1 —4|-]o
3 —4 20 0

Quindi una base ortogonale per U nello spazio euclideo (R?,q) e’ costituita dai vettori:
(1,0,0),(-1,0,1).
Possiamo calcolare la proiezione richiesta:

pU(xv Y, Z) = p(L0,0) (‘T7 Y, Z) +p(71,0,1) (l‘, Y, Z)

3 0 3 1 3 0 3 -1
(x,y,2)- |0 1 —4 0 (x,y,2)- {0 1 —4|-| 0
B 3 4 0] [0] 0, 3 -4 20 C1.0.1)
B 3 3 1777 3 0 3 -1 T
(1,0,0)- {0 1 —4|-]0 (-1,0,1)- |0 1 —4|-]0
3 —4 20 0 3 —4 20 1
—4y + 172

1
= (z +2)(1,0,0) + (-1,0,1) = 17 (172 + 4y,0,—4y + 17z). A

17
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Geometria (9 CFU), III appello, 21 giugno 2018.

Esercizio 1. Sia V lo spazio delle matrici 3 x 3. Sia U il sottospazio di V costituito dalle matrici triangolari
superiori, e sia W il sottospazio di V' costituito dalle matrici con traccia nulla (cioe’ dalle matrici A = (ai;) con
a1 + asy + azz = 0). Caleolare la dimensione ed una base per UNW e U + W.

Svolgimento. La generica matrice di U N W e’ della forma:

ayp a2 a13
X = 0 a929 a923
0 0 —ai1 — a2

Cioe’
X = a11(E11 — Es3) + a12E12 + a13E13 + ag2(Ea — E33) + agsEas.
Ne consegue che {E1; — Es3, E19, E13, Eos — E33, Ea3} € una base per U N W e che la dimensione di UNW e’
uguale a 5.
Similmente si vede che U ha dimensione 6, mentre W ha dimensione 8 avendo come rappresentazione cartesiana
l'unica equazione a11 +as2 +azz = 0. Dalla formula di Grassmann deduciamo che dim(U+W) =9, cioe’ U+W = V.
Quindi una base per U + W e’ data dalla base canonica di V. B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri la sequente matrice

1 1
Ap=|k* 1
1 2

w o o

Determinare i valori di k per cui Ay e’ diagonalizzabile.

Svolgimento. Il polinomio caratteristico di Ay €’
pa,(t)=—(t=3)(t—-1—-k)(t—-1+k).

Quindi se k e’ diverso da —2,0,2, A, presenta tre autovalori distinti, e percio’ ¢’ diagonalizzabile. Se |k| = 2, allora
I'autovalore A = 3 ha molteplicita’ algebrica 2, ma molteplicita’ geometrica 1. Se Se k = 0, allora ’autovalore A = 1
ha molteplicita’ algebrica 2, ma molteplicita’ geometrica 1.

In conclusione, Ay e’ diagonalizzabile se e solo se k ¢ {—2,0,2}. B

Esercizio 3. L’operatore lineare f : R® — R3 soddisfa le sequenti condizioni: f(1,1,1) = (1,-2,1), f(1,1,2) =
(-1,-1,1), £(0,-1,0) = (-3,0,1), f(1,0,2) = (—4,—1,2). Calcolare la matrice rappresentativa ME (f) di f rispetto
alla base canonica, una base per il nucleo ed una per l'immagine di f, una rappresentazione cartesiana per il nucleo
e per limmagine. Dire se e’ vero oppure no che R3 =ker f 1 imf.

Svolgimento. Osserviamo che i vettori (1,1,1), (1,1,2), (0,—1,0) formano una base di R?, diciamo B, e che la
condizione f(1,0,2) = (—4,—1,2) e’ sovrabbondante. Possiamo interpretare i dati del problema come la matrice
rappresentativa:

1 -1 -3
ME(f)y=|-2 -1 o0
1 1 1
Percio’ 1
1 -1 -3 1 1 0
ME(f) = ME(f) - Mg (idrs) = ME(f) - ME(idps) " = | -2 -1 0 11 -1
1 1 1 1 2 0
1 -1 -3 2 0 -1 0 3 -2
=1-2 -1 0 -1 0 1 =1-3 0 1
1 1 1 1 -1 0 2 -1 0

Ne consegue che una base per il nucleo ¢’ data dal vettore (1,2, 3), e per l'immagine ¢’ data dai vettori (0, —3,2), (3,0, —1).
Inoltre una rappresentazione cartesiana del nucleo e’ data dal sistema:

{3y—2220
3xr—2z2=0,
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e per 'immagine dall’equazione
z+2y+32=0.

Infine osserviamo che i vettori (0, —3,2), (3,0, —1) sono ortogonali al vettore (1,2, 3), percio’ e’ vero che R® = ker f |
imf. A

Esercizio 4. Si considerino i sequenti sottospazi di R*:
Vi={(z,y,2,t) : 2 +2=0 e 2y—t=0} W ={(z,y,2z,t) : 2 —2=0 e y+2t=0}

Sia f : R* — R* loperatore lineare tale che V- = ker f, e W ne sia autospazio relativo all’autovalore A\ = 10.
Provare che R* = V@ W. Calcolare la matrice rappresentativa Mg(j) di f rispetto alla base canonica. Determinare
il polinomio caratteristico e quello minimo di f. Infine determinare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale
D tale che D = P~1- ME(f) - P.

Svolgimento. Una base di V' e’ formata dai vettori e; — e3, es + 2e4, mentre una base di W e’ formata dai vettori
e; + ez, 2es — e4. La matrice che si ottiene mettendo in colonna le coordinate di tali vettori rispetto alla base
canonica:

1 0

0 1

Q= 10
2

1 0

0 2
— 1 0
0 0

-1
ha rango massimo. Quindi il sistema di vettori
B={el —e3, e+ 2eq4, €1 +e3, 2e; — ey}

e’ una base di R*. Cio’ prova che R* =V @ W. Stanti le ipotesi abbiamo:

00 0 0
00 0 0
00 0 10

e percio’ la matrice cercata P e’ proprio ), mentre D = JWBB(f). In particolare il polinomio caratteristico di f e’
pr(t) = t2(t — 10)?, mentre il polinomio minimo e’ my(t) = ¢(t — 10). Infine, tenuto conto delle ipotesi, e che f e’
lineare, abbiamo:

fler —e3) = fe1) — fes) =0

fle2 +2e4) = f(e2) +2f(es) =0

fler +e3) = f(er) + f(es3) = 10(e1 + e3)
f(2e2 —eyq) =2f(e2) — fleq) = 10(2e2 — ey).
Da qui si ottiene
f(e1) = 5ey + beg
fles) = 8ey —4dey
f(es) = 5e1 + beg
fles) = —4es + 2ey,
cioe’
5 0 5 0
MEH =0 o 0 S
0 -4 0 2

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

il = —2%‘1 +.1‘2 331(0) =1
ig = —5%1 + X9 + I3 3?2(0) =0
T3 = —Tr1 + 222 + T3 373(0) =0.
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Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

1
Y(t) = eAt 10|,
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-2 1 0
A=|-5 1 1
-7 2 1
11 polinomio caratteristico di A ¢’ p(t) = —t3. Quindi A e’ nilpotente. Ne consegue che:
2 100 2 1 0] -1 -11
eAt:1+tA+5A2: 0 1 0f+tf=5 1 1|+ -2 =2 2
0 0 1 -7 2 1 -3 -3 3
La soluzione cercata e’ la prima colonna di tale matrice, cioe’:
1-2t- &
yit)=| -5t -1
3t
—Tt — =5~
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
—2—-1
y(t)=|-5—-2t
—7—3t

11 calcolo mostra 'uguaglianza della funzione precedente con A - y(t), cioe’ con

-2 1 0] [1-20-%
=5 1 1|-| —=5t—¢2 |. N
-7 2 1 7t 32

2

Esercizio 6. Si consideri il sequente sottospazio di R*:
U:={(z,y,2,t) rx+2y—2—-t=0 e x+y—z—-t=0}

Determinare una base ortonormale di U ed una per il complemento ortogonale U+,

Svolgimento. Una base di U ¢’ formata dai vettori (1,0, 1,0), (1,0,0,1). Applicando il procedimento di ortogonaliz-
zazione di Gram-Schmidt, otteniamo la base ortogonale di U formata dai vettori (1,0,1,0), (1,0,—1,2). Normaliz-
zando si ottiene una base ortonormale per U:

1 1
{ﬁ(1,0,1,0)7 %(170,71,2)}.

Il complemento ortogonale di U ha rappresentazione cartesiana data da:

z+2z=0
z—2z+2t=0.

Si deduce che una base per Ut e’ data dai vettori (0,1,0,0), (—1,0,1,1). Sono gia’ ortogonali. Percio’ una base
ortonormale di Ut e”:

0,1,0,0, ——(-1,0,,1)}. m
{ o]
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Geometria (9 CFU), IV appello, 5 luglio 2018.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R3 rappresentato dall’equazione x + 3y — z = 0. Sia V il sottospazio di R3
generato dai vettori 8e; — 2es — e3, €1 — €3 — 2e3, 3e; —es —e3. Calcolare una base e la dimensione diU, V, UNV,
U+V.

Svolgimento. 11 sottospazio U ha dimensione 2, ed i vettori (—3,1,0), (1,0,1) ne formano una base. D’altra parte, il
vettore 8e; — 2e; — e3 e’ sovrabbondante, percio’ anche V' ha dimensione 2, ed una sua base €’ formata dai vettori
(1,-1,-2), (3, —1,—1). Osserviamo poi che (1, -1, —2) soddisfa I’equazione di U, percio’ (1,—1,—-2) e UNV. Ne
consegue che U NV ha dimensione > 1. Ma non puo’ avere dimensione 2, altrimenti U NV = U =V, contro il fatto
che U # V. Quindi U NV ha dimensione 1, ed il vettore (1,—1,—2) ne ¢’ una base. Dalla formula di Grassmann
segue che U + V ha dimensione 3, percio’ U + V = R3, ed una sua base e’ la base canonica di R?. B

Esercizio 2. Al variare dei parametri h e k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, 1, nelle variabili x,y, z:

—hr+y+z=2
r—y=-1
hrx —2y —2z=k.

Dire per quali valori di h e k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso descriverne le soluzioni.

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy, ;; con le operazioni pi2, ez2(1),
e21(h), p12, es2(1 — h), si perviene alla matrice

1 -1 0 ~1
0 -1 -1 k+2
0 0 h 4+k—h(3+k)

Quindi se h # 0 allora il sistema Sj e di Cramer, ed ammette un’unica soluzione, che e’ data dal vettore
numerico:

%(—4—k, ~4—k+h 4d+k—h(B+Ek)T.

Quando h = 0, la matrice precedente si riduce alla matrice:

1 -1 0 -1
0 -1 -1 k+2
0 0 0 4+k

Percio’ se h = 0 e k # —4, il sistema Sy, non e’ compatibile. Se invece h = 0 e k = —4, allora il sistema Sp,—4 €’
compatibile, ammette co! soluzioni, date dai vettori (1 —2,2— 2z, 2)T, 2c R. &

Esercizio 3. L’operatore lineare f : R? — R? soddisfa le sequenti condizioni: f(1,1) = (2,0,-2), f(1,2) =
(3,—1,-3). Calcolare la matrice rappresentativa Mg; (f) di f rispetto alle basi canoniche & ed E3 di R? e di R?, e la
relativa espressione esplicita. Calcolare una base per il nucleo e per l'immagine di f. Calcolare una rappresentazione
cartesiana per l'immagine di f.

Svolgimento. Dai dati del problema, e tenuto conto che f €’ lineare, abbiamo:
{ f(L1) = fer +e2) = fle1) + fle2) = (2,0,-2),
f(1,2) = f(e1 + 2e2) = f(e1) +2f(e2) = (3,-1,-3).
Se ne deduce che f(e;) = (1,1,—1) e che f(e2) = (1,—1,—1). Percio’:
1 1

Mg(f)=|1 -1
-1 -1

L’espressione esplicita di f e’
fla,y) =(@+y,e -y —z—y).
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Il nucleo ha dimensione 0, 'immagine ha dimensione 2, ed ha come base il sistema formato dai vettori (1,1, —1), (1, —1, —1).
Una rappresentazione cartesiana per I'immagine di f ¢’ x4+ 2=0. B

Esercizio 4. Sia f : Rlt]<s — Rltl<s Uoperatore lineare che ad ogni polinomio p(t) di grado < 3 associa il
polinomio f(p(t)) = DDp(t), cioe’ la derivata seconda di p(t). Calcolare la matrice rappresentativa di f rispetto alla
base canonica & = {1,t,t2,¢3} di Rlt]<3, ed una base per il nucleo e limmagine di f. Infine calcolare il polinomio
caratteristico py(t) di f, il polinomio minimo mg¢(t), e la forma canonica di Jordan Jy.

Svolgimento. Sia p(t) = ag + ait + ast? + azt? il generico polinomio. Allora f(p(t)) = 2as + 6azt. In altre parole,

la derivata seconda trasforma il polinomio avente coefficienti (cioe’ coordinate) (ayg, a1, az, a3)T nel polinomio avente
coefficienti (2as, 6as,0,0)”. Quindi

0 2 0

£ 0 0 6

0 00

o O oo

In particolare py(t) = t*. Poiche’ m,(0) = 2, allora in J; ci sono esattamente due blocchi. D’altra parte fo f =0,
cioe’ I'indice di nilpotenza di f e’ uguale a due. Allora la forma canonica e’ determinata:

0 0 0

0 0 0
=10 0 1
0 0 0

1
0
0
0

In particolare il polinomio minimo e’ my(t) = .

Infine il nucleo e’ dato dai polinomi che soddisfano la condizione ay = a3z = 0, cioe’ e’ costituito dai polinomi di
grado < 1. Percio’ il nucleo ha dimensione 2, ed una sua base e’ data dal sistema di vettori {1, ¢t}. Cio’ vale anche
per 'immagine, perche’; nel nostro caso, essa coincide con il nucleo. l

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i‘l = —6331 + 31’2 + 2%3 331(0) =1
i‘g = —8$1 + 41‘2 + 3%3 CCQ(O) =0
i‘g = —4561 + 21‘2 + x3 $3(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

1
Y(t) = eAt -0,
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-6 3 2
A=|-8 4 3
-4 2 1
11 polinomio caratteristico di tale matrice e’ pa(t) = —t2(¢ + 1). Poiche’ I'autovalore 0 ha molteplicita’ geometrica 1,
possiamo dire che la forma canonica di A e’:
-1 0 0
J=10 01
0 0 0

Quindi
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Un autovettore relativo all’autovalore —1 €’ (1, 1,1). D’altra parte, poiche’

4 -2 -1
A2=14 -2 -1
4 -2 -1

allora l’equazione 4z — 2y — z = 0 rappresenta l'autospazio generalizzato 170 per L4 relativo a A = 0. Una base per
tale autospazio generalizzato e’
B:={(1,2,0),(1,0,4)}.

La matrice che rappresenta 'operatore L 4, ristretto su ‘N/U, rispetto a tale base €’

M:{g g}

e [i]= o] e e ] =16

allora una stringa di lunghezza 2 relativa all’autovalore 0 per A e’ data dai vettori di ‘70 che rispetto alla base B
hanno coordinate (0,1) e (2,0), presi in ordine opposto, cioe’ ¢’ data dai vettori (2,4,0) e (1,0,4). Ne consegue che
una base a stringhe per L4 €’ data dalle colonne della matrice

Poiche’

12 1
P=1|1 4 0],
10 4

la cui inversa e’ la matrice

4 -2 -1
—1 3 1
Pr=tor
-1 3 3

Siamo in grado di calcolare la soluzione cercata y(t). Essa e”:

1 1 1

y(t) _ eAt - lo _ eP.]P_lt 1o —p. eJt . P71 1o

0 0 0
121 et 0 0 4 -2 -1 1 de”t —3 -2t
=1 4 0-l0 1 ¢t|-|-1 2 % 0| = |4det —4—4t
10 4 0 01 -1 11 0 de=t —4

Per verificare l'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)%, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che: 3j; = —4e~! — 2, ed un calcolo mostra che e’ uguale a —6y; + 3y, + 2y3. Similmente si
vede che sono soddisfatte le rimanenti due equazioni. W

Esercizio 6. Sia U il sottospazio di R® rappresentato dall’equazione 2z 4y — 2z = 0. Sia f : (z,y,2) € R® —
pu(z,y,2) € R® loperatore lineare che ad ogni vettore (z,y, 2) associa la sua proiezione ortogonale suU. Calcolare la
matrice rappresentativa ]\Igg(f) di f rispetto alla base canonica, e una base e la dimensione per il nucleo e l’immagine
di f. Infine calcolare il polinomio caratteristico di f, il polinomio minimo, ed una base costituita da autovettori.

Svolgimento. Si osservi che UL e’ generato dal vettore (2,1, —2). Percio’

S5x — 2y + 4z
Py 2) = (@0,2) = o (00,2) = (0,2) = D@1, -2) = - | —2e Syt 2
4o + 2y + 5z
Quindi
1 5 -2 4
ME(f)=¢c-|-2 8 2
Y14 2 5

Il nucleo di f e’ U+, che ha dimensione 1 ed e’ generato da (2, 1, —2). Poiche’ per ogni u € U si ha py(u) = u, allora
Iimmagine di f € proprio U, che ha dimensione 2 e base data dai vettori (5, —2,4), (—1,4,1). Ne consegue che gli
autovalori di f sono 0 e 1, il polinomio caratteristico e’ ps(t) = —t(t — 1)2, una base di autovettori e’ formata dai
vettori (2,1, —-2), (5,—2,4), (—1,4,1), ed il polinomio minimo di f €’ ms(t) =t(t—1). W
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Geometria (9 CFU), V appello, 29 agosto 2018.
Esercizio 1. Sia V' lo spazio delle matrici 2 x 2. Sia Sy il sottoinsieme di V' costituito dalle matrici diagonali, So

il sottoinsieme delle matrici nilpotenti, Sz il sottoinsieme delle matrici ortogonali, Sy il sottoinsieme delle matrici
simmetriche, S5 il sottoinsieme delle matrici nonsingolari. Quali, tra questi sottoinsiemi, sono sottospazi di V' ?

Ty
X = .
Le equazioni omogenee y = 0 e z = 0 rappresentano S, che percio’ ¢’ un sottospazio di V. Similmente, ’equazione
omogenea y — z = 0 rappresenta Sy, quindi anche Sy €’ un sottospazio di V. I rimanenti sottoinsiemi non lo sono.

Infatti la matrice
0 1] [0 1 n 0 0
1 0| |0 0 10

non e’ nilpotente, ma e’ somma di due matrici nilpotenti. La matrice

o oe)=o 1+ 0 Y]

non e’ ortogonale, ma e’ somma di due matrici ortogonali. E la matrice

oo =)+ [0 4]

non e’ invertibile, ma e’ somma di due matrici invertibili. ll

Svolgimento. Sia X la generica matrice di V:

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri la sequente matrice

3k+1 6 —3k—3
Ar=1| 2k 5 —2k—2
3k—1 6 —3k—1

Determinare i valori di k per cui Ay e’ diagonalizzabile.
Svolgimento. Il polinomio caratteristico di Ay €’

pa,(t) = —(t —2)%(t - 1).
La molteplicita’ geometrica dell’autovalore 2 e’ data da:

3k—1 6 —3k—3
mg(2) =3 —rk(A,—20)=3—rk | 2k 3 —2k—2
3k—1 6 —3k—3

3k—1 6
2k 3
ha determinante pari a —3k—3. Percio’ se k # —1, la molteplicita’ algebrica di 2 €’ 1, quindi A non e’ diagonalizzabile.
Invece se k = —1 si ha my(2) = 2 e percio’ A_; ¢’ diagonalizzabile.

11 minore

In conclusione, Ay e’ diagonalizzabile se e solo se k = —1. B

Esercizio 3. L’operatore lineare f : R* — R? soddisfa le sequenti condizioni: f(1,0,0,0) = (1,1,1), £(0,1,0,0) =
(1,1,1), f(0,0,1,0) = (-1,—-1,-1), f(0,0,0,1) = (1,1,1). Calcolare la matrice rappresentativa Mggs“(f) di f rispetto
alle basi canoniche £ ed 5 di R* e di R®, una base per il nucleo ed una per Uimmagine di f, ed una rappresentazione
cartesiana per il nucleo e per l'immagine.

Svolgimento. 1 dati sono riferiti tutti alle coordinate canoniche, percio’:

11
ME(f)=|1 1 -1 1
11
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Una rappresentazione cartesiana del nucleo e’ data dall’equazione x+y—z+t = 0. Risolvendo tale equazione vediamo

che i vettori (-1, 1,0,0), (1,0,1,0), (—1,0,0,1) formano una base del nucleo. Invece una base dell'immagine e’ data
dal vettore (1,1,1). Una rappresentazione cartesiana dell’immagine e’ data dal sistema lineare:

{xfyzo
r—z=0. W

Esercizio 4. Determinare una matrice X tale che eX =Y, dove:

0 1
Voo 1.
Svolgimento. La forma canonica di Jordan di Y ¢’
11
JY - |:0 1:| )
ed una base a stringhe e’ data dalle colonne della matrice
-1 1
P Ll 0} .
Percio’
Y = PJyP L.

Osserviamo che:

o |01
Jy =e’, con J—{O 0}.

Allora se poniamo
X :=PJjpP™ !,

avremo:

eX =pPe/Pt =PIy Pl =Y.
In conclusione, la matrice cercata e’

X=PJP " =

—

-1 1
o]

Esercizio 5. Utilizzando l'esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i‘l = 75161 — 6I2 + 3.%3 $1(0) =0
{ig = 2161 + 2$2 — 21‘3 :vg(O) =0
f3:l'1+2$2*31'3 x3(0) =1.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata e’

0
y(t) = eAt 10 )
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-5 -6 3
A= 2 2 =2

1 2 -3
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11 polinomio caratteristico di A e’ p(t) = —(t+2)3. Quindi A+4-21I e’ nilpotente (ed un calcolo prova che (A+21)? = 0).
Ne consegue che:

1-3t —6t 3t
M = AT = AR — T2 T (A 2D) = e | 2t 144t -2
t 2t 1-t

La soluzione cerata e’ la terza colonna di tale matrice, cioe’:
3t
y(t)=e 2| —2t
1—t

Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,0,1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:

3— 6t
y(t)=e 2 | 4t —2
2t —3

11 calcolo mostra 'uguaglianza della funzione precedente con A - y(t), cioe’ con

-5 —6 3 3t
el 2 2 2| -2t|. m
1 2 -3 1—t

Esercizio 6. Completare i vettori sostituendo gli asterischi, in modo tale che il sistema di vettori B, oppure C,
oppure entrambi, costituiscano una base ortonormale di R3:

B.— {(%%*) (k%) (*,*,*)} ¢ Com {(20,4), (L), (x,,)}.

Svolgimento. 1 vettori di una base ortonormale devono avere lunghezza 1, percio’ C non potra’ mai essere completata
ad una base ortonormale.

Invece per B €’ possibile. Infatti risovendo 1’equazione:

1 2+ 12+*2_1
2 2 o
V3

otteniamo che la componente * = 5= ¢’ tale per cui il primo vettore di B ha lunghezza 1. I rimanenti due vettori

devono essere ortogonali al vettore (%, %, §)7 cioe’ occorre “pescarli”nel sottospazio z+y++v/2z = 0. Tale sottospazio

¢’ generato dai vettori (—1,1,0), (—v/2,0,1). Applicando il procedimento di ortonormalizzaione di Gram-Schmidst,
otteniamo una base ortonormale di z + y + v/2z = 0:

(au) (g

In conclusione, possiamo completare B3 nel seguente modo:

() () () o
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Geometria (9 CFU), VI appello, 12 settembre 2018.

Esercizio 1. Nello spazio dei polinomi Rlt|<o di grado < 2, sia U il sottospazio costituito dai polinomi p(t) tali che
p(=1) =0, e sia V il sottospazio costituito dai polinomi p(t) tali che p(—3) = 0. Calcolare la dimensione ed una base
per U, V,UNV,eU+V.

Svolgimento. Sia
p(t) = ap + art + ast® € Rit]<o

il generico polinomio di R[t]<2. Allora:

p(t) €U <= ag—a;+az =0,

p(t)EV < ag — 3a1 + 9as = 0.

Poiche’ U e V sono rappresentati da una sola equazione in uno spazio di dimensione 3 (dim R[t]<2 = 3), ne consegue
che entrambi hanno dimensione 2. I polinomi 1 + ¢, —1 + ¢? formano una base di U, i polinomi 3 + ¢, —9 4 ¢ un
base di V. Poiche’ U # V, allora U + V = R[t]<2. Quindi U 4+ V ha dimensione 3, ed una sua base coincide con
la base canonica di R[t]<. Dalla formula di Grassmann deduciamo che dim(U N'V) = 1, e quindi il polinomio
344t +t2 = (1+t)(3 + t), che appartiene ad U NV, ne forma una base. B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:
(k+d)z+(1—-ky+@dk+2)z=1
(2k+8)x+ (3—2k)y+ (Bk+2)z=2
(k+3)z+ (1—-k)y+ 4k +1)z=1.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato e’ compatibile, ed in tal caso calcolarne le soluzioni.

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni es (—2),
es1(—1), p13, es1(k +4), esa(k — 1), si perviene alla matrice

-1 0 -1 0
0 1 -2
0 0 k£ 1

Quindi se k = 0, il sistema Sy e’ incompatibile. Invece se k # 0, allora il sistema S e’ di Cramer, ed ammette
un’unica soluzione, che e’ data dal vettore numerico:

1
Z(-1,2,1)7. m
k( 2, 1)

Esercizio 3. L’operatore lineare f : R® — R soddisfa le sequenti condizioni: f(1,0,0) = (=7,4,-2), £(0,1,0) =
(—8,4,-3), f(1,0,—1) = (=3,2,1). Calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di f rispetto alla base canonica &
di R3. Inoltre calcolare una matrice diagonale D ed una matrice invertibile P tali che D = P~' - ME(f) - P.

Svolgimento. Poiche’ f(1,0,—1) = (—3,2,1) allora f(e3) = f(1,0,0) — (=3,2,1) = (—4,2, —3). Quindi:

-7 -8 —4
ME(f)=] 4 4 2
-2 -3 -3

11 polinomio caratteristico di tale matrice €’ p(t) = —(¢t + 1)(¢ + 2)(¢t + 3). Quindi f e’ diagonalizzabile, ed una base
di autovettori per f e’ data dal sistema:

{(2,-2,1),(4,-3,1),(3,—-2,1)}
(tali vettori corrispondono nell’ordine agli autovalori —1, —2, —3). Percio’ le matrici richieste sono:
-1 0 0 2 4 3

D=0 -2 0|, P=|-2 -3 —2|. m
0 0 -3 1 1 1
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Esercizio 4. Siano m,n,h interi positivi tali che n = mh. Sia J il blocco di Jordan nilpotente di ordine n, e sia
A=J". Qual e’ la forma canonica di Jordan di A?

Svolgimento. Poiche’ 'indice di nilpotenza di J €' n, e A* = J™# = J* = 0, allora A €’ nilpotente, e I'indice di
nilpotenza di A e’ h. D’altra parte A ha rango pari a n—m. Percio’ nella forma canonica J4 di A ci sono esattamente
m blocchi, ciascuno di ordine < h. Poiche’ ogni blocco di ordine h di J4 contribuisce al rango di J4 (che e’ uguale al
rango di A) per h — 1, allora tutti i blocchi devono essere di ordine h (se ci fosse un blocco di ordine < h, la somma
del rango dei blocchi non potrebbe raggiungere il valore del rango di Jy, cioe’ m(h — 1) =n —m).

In conclusione, la forma canonica di A €’ costituita da m blocchi di ordine h, relativi all’autovalre nullo. B

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

21 = —6x1 + 222 + Tx3 21(0) =0
$2:$1—$2—l’3 IIZQ(O):O
T3 = —bxy + 229 + 623 z3(0) = 1.
Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata ¢’
0
y(t) = eAt 10 )
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
—6 2 7
A=]1 -1 -1
-5 2 6
11 polinomio caratteristico di tale matrice e’ pa(t) = —(t — 1)(t + 1)2. Poiche’ 'autovalore —1 ha molteplicita’
geometrica 1, possiamo dire che la forma canonica di A e’:
1 0 0
J=]10 -1 1
0 0 -1
Quindi
et 0 0
et=10 et te?
0 0 et
Un autovettore relativo all’autovalore 1 ¢’ (1,0,1). D’altra parte, poiche’
-8 4 12
(A+D)*=]0 0 0|,
-8 4 12
allora l’equazione 2z — y — 3z = 0 rappresenta l’autospazio generalizzato ‘7_1, relativo a A = —1, per 'operatore

Lsy:x€eR" — A-x € R" Una base per tale autospazio generalizzato e’
B:={(1,2,0),(3,0,2)}.

La matrice che rappresenta 'operatore L 4.4, ristretto su 17_1, rispetto a tale base, €’

(sappiamo che M? = 0). Poiche’
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allora una stringa di lunghezza 2 relativa all’autovalore —1 per A, e’ data dai vettori di 17_1 che rispetto alla base B
hanno coordinate (1,0) e (%, f%), presi in ordine opposto. Cioe’ e’ data dai vettori (—1,1,—1) e (1,2,0):

1 -1 0
9 A+1 1 A+T 0
0 -1 0

Ne consegue che una base a stringhe per L4 e’ data dalle colonne della matrice

1 -1 1
P=10 1 2|,
1 -1 0
la cui inversa e’ la matrice
-2 1 3
Pl=|-21 2
1 0 -1

Siamo in grado di calcolare la matrice esponenziale e, che e’:

[—2et +et(3—1t) et —et 3et+et(t—3)
At _ JPUNPTY _ p Jt p-l te—t et _tet

| —2e'+e7t(2—t) el —e™t Bel+et(t—2)
La soluzione cercata y(t) ne e’ la terza colonna:
3et + et — 3)

[0
yity=et- 0| = —te™t
|1 3et + et —2)

Per verificare ’esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,0,1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che: g1 = 3e! +e~t(4—1), ed un calcolo mostra che e’ uguale a —6y; + 2y, + 7Tys. Similmente
si vede che sono soddisfatte le rimanenti due equazioni. B

Esercizio 6. Si considerino le matrici simmetriche:
1 1 1 2
=i A=l

Determinare una matrice R tale che B = RT AR. Esiste una matrice R siffatta se B = Ll,) ﬂ ?

Svolgimento. Applicando 'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice A, si perviene alle matrici

1 0 1 -1
o=y 5 »=[s 7]
con D = PTAP.

Applicando 'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice B, si perviene alle matrici

1 0 1 -2
p=lp B el V]
con D = QTBQ.

Ora:
B=(Q "'DQ ' =(Q H)'PTAPQ™! = (PQ H)TAPQ™).

Percio’ la matrice cercata e’

_ 11
R=PQ 1:{0 1}.

Quanto all’'ultima domanda, la risposta e’ si’, perche’ in ogni caso A e B hanno gli stessi invarianti. B
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Geometria (9 CFU), I appello, 22 gennaio 2019.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* con rappresentazione cartesiana

{x+yfzf3t:O
r—2z—3t=0.

Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori 3e; + ey, 4e; + ey + e3. Calcolare una base di U NV, ed una
rappresentazione cartesiana di U + V.

Svolgimento. E’ chiaro che i vettori 3e; + e3, 4e; + e3 + e3 formano una base per V. Imponendo che la matrice

oo =W
O = =
S

abbia rango pari a 2 (cioe’ pari alla dimensione di V'), si ottiene la seguente rappresentazione cartesiana di V:

{x—By—zzO
t=0.

Percio’ una rappresentazione cartesiana di U NV e’ data dal sistema lineare omogeneo:

r+y—z—3t=0

r—2z—3t=0
r—3y—2z2=0
t=0.

Tale sistema ha oo! soluzioni, date dai vettori (z,0,2,0), z € R. Ne consegue che U N'V ha dimensione 1, ed ha
come base il vettore (1,0,1,0).

Ora andiamo a studiare U + V.

Risolvendo il sistema lineare che rappresenta U, si vede che U ha dimensione 2, ed e’ generato dai vettori e; + ez,
3e1 + e4. In particolare, dim(U + V') = 3. Riunendo i generatori di U con quelli di V, si ottiene il seguente sistema
di generatori di U + V:

e;+e3, 3e;+ey 3e+ey, 4de;+ey+es.

Il vettore 4e; + e; + e3 e’ sovrabbondante. Quindi i primi tre vettori formano una base di U + V. Per cui, una
rappresentazione cartesiana di U + V ¢’ data dall’equazione:

det =—z+4+3y+z2+3t=0. N

O = O =
_= o o W
OO = W
SRS IS )

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

r+y+(k+3)z=k>-5
Sy = x+y:4
4+ (k+3)z=k* -8

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui S ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Si con le operazioni es(—1),
e31(—1), pag, e2(—1), es(—1), si perviene alla matrice

1 1 k+3 k2-5
01 0 3
0 0 kE+3 k*-9
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Ne consegue:
e Se k # —3, il sistema Sy, ¢’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che e’ (1,3, k — 3)7.

e Se k = —3, il sistema S_3 ha le stesse soluzioni del sistema
r+y=4
y=3.

Cioe’ S_3 ha ool soluzioni, date dai vettori numerici (1,3, 2), z € R.
e Non ci sono altri casi, percio’ non esistono valori di k per cui S €’ incompatibile. B

Esercizio 3. Il vettore e; — 3ey — e3 appartiene al nucleo dell’endomorfismo f : R® — R2. La funzione f
soddisfa anche le sequenti condizioni: f(e; + ez) = (—3,0,-3), f(e1 + e2 + e3) = (—6,6,0). Calcolare la matrice
rappresentativa ]Vfgg(f) di f rispetto alla base canonica, una base per il nucleo ed una per l'immagine di f, il polinomio
caratteristico e quello minimo di f, ed una base di R3 costituita da autovettori per f.

Svolgimento. 1 vettori e — 3e; — e3, e; + e3, e; + ey + e3 sono indipendenti, percio’ formano una base di R3, che
denoteremo con B.
Dai dati a disposizione sappiamo che:

f(61 — 362 — 63) = 07 f(61 + 63) = (—370, —3), f(el + €9 + 63) = (—6, 6, 0)

Cio’ vuol dire che:

0 -3 -6
ME(f)=1|0 0 6
0 -3 0
Adesso possiamo calcolare ME (f). Infatti:
0 -3 6] [1 1 1]
ME(f) = ME(f)- Mf(idps) = [0 0 6 |-|=3 0 1| =

0 -3 0 -1 1 1

0 -3 —6 i 0 -1 6 -3 3

=10 0 6 -1 -1 2 (=19 6 -9

0 -3 0 3 1 -4 3 3 -6

2
Tale matrice non puo’ avere rango massimo, perche’ ¢’e’ un vettore non nullo nel nucleo di f. Poiche’ le prime due
colonne sono indipendenti, allora il rango di M£(f) e’ 2, ed una base per 'immagine di f e’ data dai vettori (—6, 9, 3),
(—3,6,3). Il nucleo allora ha dimensione esattamente 1, ed una sua base e’ formata dal vettore (1,—3,—1).
1l calcolo mostra che il polinomio caratteristico di f e’ pg(t) = —t(t+3)? (si osservi che, poiche’ il nucleo di f non
e’ banale, allora f ammette 0 come autovalore; percio’, sappiamo a priori che il polinomio p(t) deve avere ¢ come
fattore). L’autospazio Vp e’ generato dal vettore (1, —3, —1), mentre V_3 dai vettori (—1,1,0), (1,0, 1). Il sistema di
vettori

{(1,-3,-1),(-1,1,0),(1,0,1)}

forma una base di R?, costituita da autovettori per f. In particolatre f e’ diagonalizzabile, ed il polinomio minimo
di fe mg(t)=tt+3). R

Esercizio 4. La matrice A e’ quadrata di ordine 15. Sia B := A+ TI. Sapendo che B e’ nilpotente con indice di
nilpotenza p =5, che il rango di B e’ 8, e che il rango di B* = 2, determinare la forma canonica di Jordan J4 di A,
il polinomio caratteristico, e quello minimo.

Svolgimento. Poiche’ il rango di B* e’ 2, allora nella forma canonica Jp di B ci sono esattamente 2 blocchi di ordine
5, relativi all’autovalore 0. Ciascun blocco porta al rango di B un contributo pari a 4. Poiche’ il rango di B €’ 8, ne
consegue che gli altri blocchi di Jp sono tutti di ordine 1, uguali a 0. Percio’, J4 €’ costituita da due blocchi di ordine
5 relativi all’autovalore —7, e da 5 blocchi di ordine 1 relativi all’autovalore —7. In particolare, p(t) = —(t + 7)1?,
ema(t)=(t+7)5 0

Esercizio 5. Utilizzando l’esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il

risultato ottenuto sia esatto.
C.El = —3371 — T2+ 3.’E5 a:l(O) =1

@2 = —31‘1 — X2 — 13&73 332(0) =0

i3 = —x1 +x9 — 81‘3 $3(0) =0.
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Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata ¢’

1
y(t) = eAt 10 ’
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-3 -1 3
A=|-3 -1 -13
-1 1 -8
Il polinomio caratteristico di A e’ pa(t) = —(t + 4)3. Poiche’ la matrice
1 -1 3
A+4I=]1-3 3 -—13
-1 1 -4

ha rango 2, possiamo dire che A + 41 e’ nilpotente di indice 3. Percio’ possiamo calcolare direttamente la soluzione
cercata, tenuto conto che:

oAl — o AIH(AHADE _ =4It (A+4DE _ =4t ] (A+4D _ =4t (A+4Dt _

<I+ (A4-4D)t + - (A+4I) t2)

Quindi:
1 1 1
y(t 0] =eteA+HDt || = ¢ (I+(A+4I)t+ (A+4I) t2>- 0=
0 0 0
100 t -t 3t 2 —5t2 212 1
e 1o 1 o+ | =3t 3t —13t|+ |12 L2 22 0| =
00 1 —t ot -4t 0o 0 0 0

L+t+3t2 —t— 3t 3t + 2t 1 1+1t+ 562
el Bt i 143t— 32 13422 |- |0 =e M| 3t + 1
—t t 1—4t 0 —t

Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:

—3 — 3t — 212
y(t) = e | =34+ 13t — 2t2
—1+4¢

Un calcolo diretto mostra 'uguaglianza della funzione precedente con A - y(t), cioe’ con

-3 -1 3 1+t+5t2
-3 -1 13| -[e™| -3t+12||. =
-1 1 -8 —t

Esercizio 6. Sia (R?,q) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica q : R® — R, dove
q(z1, 9, 3) = T3 — 2x1 29 — 201%3 — T3 + 2To k3.
Calcolare gli invarianti di (R3,q), ed una base ortonormale. Inoltre dire se esiste, oppure no, un sottospazio U di

R3 tale che lo spazio pseudoeuclideo (U, h) abbia invarianti (2,2,2,2) (la forma quadratica h : U — R indica la
restrizione di q¢ su U, cioe’, per ogniu € U, h(u) := q(u)).
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Svolgimento. La matrice di Gram G di g rispetto alla base canonica e’:
1 -1 -1
G=|-1 -1 1
-1 1 0

L’algoritmo di Gauss-Lagrange porta [G | I] nella matrice [D | PT], con:

1 0 0 1 00
D=0 -2 0|, PT=|11 0
0 0 -1 101

Quindi gli invarianti di (R?, q) sono (3,3,1,—1), ed una base ortonormale e’

V2

Quanto alla seconda domanda, la risposta e’ no. Il motivo e’ il seguente.

Se (U, h) ha invarianti (2,2,2,2), allora U ha dimensione 2, ed esiste una base di U rispetto alla quale la rapp-
resentazione esplicita di h e’ h = a:’12 + x’22. In particolare, ¢(u) > 0 per ogni u € U, u # 0. Ora, consideriamo il
sottospazio V' di R? generato dal secondo e dal terzo vettore di C, cioe’

1
C= {el, 7(61 +62)7 e +63} .

V = Span{e; + e, e; +e3}.

Sia k la restrizione di ¢ su V. Allora lo spazio pseudoeuclideo (V,k) ha invarianti (2,2,0,—2). Percio’, abbiamo
g(v) <0 per ogni v € V, v # 0. Ma allora, per un vettore non nullo w € U NV (per la formula di Grassmann deve
essere dim(U N'V') > 0), si avrebbe contemporaneamente ¢g(w) > 0 e g(w) < 0. Assurdo. B
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Geometria (9 CFU), II appello, 22 febbraio 2019.

Esercizio 1. Al variare dei parametri h e k in R, si consideri il sottospazio Uy i di R® definito dall’equazione
x+hy +kz=0. Sia V il sottospazio di R® generato dai vettori (—6,1,—1), (—4,—1,—1), (=5,0,—1). Per quali
valori di h ek si ha V =Up 1 ?

Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che dimUy, = dimV = 2 (infatti V e’ generabile da (—4,—1,—1) e
(—5,0,—1)). Ne consegue che V = Uy, i, se e solo se V C Uy, . Cioe’ se e solo se

{—4—h—k:0
-5—-k=0.

Cioe’ se esolose h=1,e k= —5.

In conclusione, V. =Upseesolose h=1ek=-5 N
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

2 —y—(k+4)z=1
Spi=1 de—y—3(k+4)z=3
20 —y+ (K> +3k—4)z =k + 1.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui Sy, ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di

Sk

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni es (—2) e
es1(—1), si perviene alla matrice

2 -1 —k—-4 1
0 1 —k—4 1
0 0 Kk2+4k &k

Ne consegue:
e Se k ¢ {—4,0}, il sistema Sk e’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che essa €’ (2, 2, ﬁ)

e Se k = —4, il sistema S_4 non ha soluzioni.

e Se k =0, il sistema Sy ha le stesse soluzioni del sistema

{2az—y—4z:1
y—4z=1.

In tal caso, Sy ha oo! soluzioni, date dai vettori numerici (1 +42,1+42,2)”, z€ R. B

Esercizio 3. Il sistema di vettori B = {b1,ba, bs, by} costituisce una base per lo spazio vettoriale V', e l’endomorfismo
f V. = V soddisfa le sequenti condizioni: f(by) = —2b; + 2bs, f(b2) = —2b; + 2bs, f(bs) = bz + 2by,
f(by) = 2bs + 4by. Determinare una base per il nucleo di f, ed una base per immagine. Inoltre calcolare il
polinomio caratteristico p¢(t) di f, quello minimo my(t), e la forma canonica di Jordan J¢ di f.

Svolgimento. Dai dati a disposizione sappiamo che:

-2 =2 0 0
2 2 00
MEN =10 0 1 2
0 0 24



ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE 239
In particolare my(t) = t>(t — 5). Le informazioni precedenti ci dicono anche che il nucleo e I'immagine di f hanno

dimensione 2. Poiche’ i vettori —2b; + 2bs e bz + 2b, stanno nell’immagine, e sono indipendenti, ne costituiscono
una base. Poiche’ i vettori b; — by e 2bs — by stanno nel nucleo, e sono indipendenti, ne costituiscono una base. B

Esercizio 4. Si considerino le seqguenti matrici

6—-3h 3—2h —4+3h -1 -2 3
Ay = -3 -1 3 , B:=1]3 4 =31,
2—3h 1-—2h 3h 0 0 2

dove Ay e’ una matrice che varia al variare del parametro h € R. Per quali valori di h la matrice Ay, e’ simile a B?

Svolgimento. Entrambe le matrici hanno lo stesso polinomio caratteristico, cioe’ p(t) = —(¢t — 1)(t — 2)2. Poiche’ B
e’ diagonalizzabile, allora A;, e B saranno simili se e solo se la matrice

4—-3h 3—-2h —4+43h
Ap —2I = -3 -3 3
2—-3h 1—-2h 3h-2

ha rango 1. E cio’ equivale ad h=1. B

Esercizio 5. Utilizzando 'esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i’l = 2%1 751(0) =1
Ty = X2 + 923 LEQ(U) =1
I3 = —xo+ Tx3 LE3(U) =1.

Svolgimento. La soluzione y(t) cercata e’

1
y(t) = eAt 11 s
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
2 0 0
A=10 1 9
0o -1 7

Per calcolare la matrice esponenziale e occorre calcolare la forma canonica di Jordan J di L4, ed una base a

stringhe S per L4. La matrice P che ha per colonne i vettori di S ci consentira’ di calcolare la matrice esponenziale
in quanto
et = peltpt,

Ora A ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t — 2)(t — 4)2, e I'autovalore 4 ha molteplicita’ geometrica 1. Quindi la
forma canonica di Jordan di L4 ha due blocchi, ed ¢’
2 00
J=10 4 1
0 0 4
Un autovettore relativo all’autovalore 2 e’ e;. D’altra parte, poiche’

1
(A—4Dn?= |0
0

o O O
o O o

allora I’equazione x = 0 rappresenta ’autospazio generalizzato ‘74 per L4 relativo a A = 4. Percio’ una base per
tale autospazio e’ data dai vettori canonici e; ed es. La matrice che rappresenta 'operatore L 4_45, ristretto su Vy,
rispetto a tale base, e’
-3 9
M= { } .

-1 3
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welo)=[3] e e [3] =)

allora una stringa di lunghezza 2, relativa all’autovalore 4, per A, e’ data dai vettori di 173 che rispetto alla base
€9, e3 hanno coordinate (1,0) e (=3, —1), presi in ordine opposto, cioe’ e’ data dai vettori (0, —3,—1) e (0,1,0). Ne
consegue che una base a stringhe per L, e’ data dalle colonne della matrice

Poiche’

1 0 0
P=10 -3 1],
0 -1 0
la cui inversa e’ la matrice
1 0 0
Pt=1]0 0 -1
01 -3

Siamo in grado di calcolare la soluzione cercata y(t). Essa e’

1 1
yt)=eM | 1| = PP =Pt P |
1 1 1
1 0 0 e 0 0 10 0 1 e2t
=0 =3 1|-|0 e te*|-[0 0 —1| -|1|=](1+6t)e*
0 -1 0 0 0 e 01 -3 1 (1+ 2t)e*t

Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,1,1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che 7; = 2/, che ¢’ uguale a 2y;. Invece 1o = **(10 4 24t), che ¢’ uguale a yo + 9ys. Infine
U3 = e*(6 + 8t), che e’ uguale a —yo + Tys. W

Esercizio 6. Sia (R?,q) lo spazio pseudoeuclideo definito dalla forma quadratica q : R® — R, dove
q(x1, T2, 3) = 23 — 6a129 + 1023 4 23.
Provare che (R3,q) e’ uno spazio euclideo, e polarizzare q. Infine, denotato con U il sottospazio di (R3,q) generato

dal vettore (1,0,1), e con V quello generato dal vettore (0,1,1), calcolare una base di U+ NV=L, dove UL e V-t
denotano il complemento ortogonale di U e V in (R3,q).

Svolgimento. La matrice di Gram G di g rispetto alla base canonica e’:

1 -3 0
G=|-3 10 0
0 0 1

Dsl criterio dei minori principali si evince che G > 0, percio’ lo spazio (R?, q) e’ definito positivo. La polarizzazione
e’ data dalla formula:
¢=x"-G-y =z — 3e1y2 — 3r2y1 + 102212 + T3y5.

Ne consegue che UL ¢’ rappresentato dall’equazione x; — 3z + 23 = 0, mentre V1 ¢’ rappresentato dall’equazione
—3x1 4 1025 + 23 = 0. Mettendo a sistema le due equazioni, si vede che una base di U+ N V' ¢’ data dal vettore
(-13,-4,1). m
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Geometria (9 CFU), III appello, 18 giugno 2019.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (2,—3,4,5), (6,1,2,—3), (2,7, —6,—13). Determinare
una rappresentazione cartesiana di U.

Svolgimento. Disponendo in riga i generatori di U, e riducendo a scala la matrice risultante, si vede che i vettori
(2,-3,4,5), (0,5,—5,—9) formano una base di U. Allora, riducendo a scala la seguente matrice

2 0 =z
-3 5
4 =5 z|’
5 =9 ¢

ed imponendo che abbia rango pari a dim U = 2, si ottiene la rappresentazione cartesiana cercata:

r—2y—22=0
20+ 18y +10t=0. N

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

2e+3y+(k—2)z=k+4
Spi=14 3z+5y+ (2k—3)z2=2k+6
dx +6y+ 3k —6)z =3k + 7.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Per i valori di k per cui Sk e’ compatibile, determinarne le soluzioni.

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Si con le operazioni 621(—%),
e31(—2), e e2(2), si perviene alla matrice

2 3 k-2 k+4

0 1 k k

00 k-2 k-1
Ne consegue:

e Se k #£ 2, il sistema Sy e’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che essa €’

g 4k =5~k k—1).

(z,y,2) =
e Se k = 2, il sistema Sy non ha soluzioni.

e Non esistono valori di k per i quali S abbia infinite soluzioni. l

Esercizio 3. L operatore lineare f : R® — R3 soddisfa le sequenti condizioni: f(2,2,—1) = (—4,—4,2), (3,3,—-1) =
(—4,-4,2), f(3,2,-1) = (1,—4,2). Calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di f rispetto alla base canonica,
una base per il nucleo di f, ed una base per Uimmagine. Inoltre calcolare una base di R® formata da autovettori di
f, e calcolare il polinomio caratteristico p¢(t) di f, quello minimo my(t), e la forma canonica di Jordan J¢ di f.

Svolgimento. Tenuto conto che f €’ lineare, dai dati a disposizione sappiamo che:

2f(e1) +2f(e2) — f(e3) = —de; — des + 2e;
3f(e1) +3f(e2) — fles) = —de; — des + 2e3
3f(e1) +2f(e2) — f(e3) = e1 — dey + 2e3.

Ne consegue che
fle1) =b5ey, f(ex) =—bey, f(es)=4e; +4dey — 2e3.
Percio’ abbiamo:
5 =5 4
ME(f)=]0 0 4
0o 0 =2
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In particolare: una base per il nucleo e’ data dal vettore e; + e2; una base per 'immagine e’ formata dai vettori e;
ed 2es —e3; pr(t) = —t(t+2)(t —5); ms(t) = t(t+2)(t — 5); una base di autovettori e’ data dai vettori e; + ez (base
per lautospazio relativo all’autovalore A = 0), e; (base per autospazio relativo a A = 5), e —2e; — 2e3 + e3 (base

per Pautospazio relativo a A = —2). Infine, la forma canonica di Jordan di f e
0 0 O
Jg=10 5 0 ]
00 -2

Esercizio 4. Una matrice quadrata A di ordine 30, e’ nilpotente con indice p =5, e soddisfa le condizioni rkA = 20,
kA% =12, rkA* = 2. Quali sono le possibili forme canoniche per A?

Svolgimento. Abbiamo:
1+ p2 + ps + pa + ps = rkAY = 30
p1 A+ po + p3 4 g = 1kA =20
1+ po + ps = rkA? =12
1 + po = rkA?
= 1kA* = 2.
Poiche’ p1 < po < g < pg < ps, ne consegue che 2 < puy < 5. Allora deduciamo quanto segue.

e Se ug = 2, allora (u1, 2, i3, pa, pis) = (2,2,8,8,10). In tal caso J4 possiede due blocchi di ordine 5 (2 = py),
nessuno di ordine 4 (0 = po — p11), sei di ordine 3 (6 = p13 — p2), nessuno di ordine 2 (0 = p4 — p3), e due di ordine 1
(2 = ps — pa). Cioe’:

(ﬁJ0,5, ﬁJ074, u.foyg, ﬁjoyg, ﬁJoyl) = (2, 0,6,0, 2).

e Se ps = 3, allora (u1, p2, p3, pa, ps) = (2,3,7,8,10). In tal caso Ja possiede due blocchi di ordine 5, uno di
ordine 4, quattro di ordine 3, uno di ordine 2, e due di ordine 1. Cioe’:

(8Jo,5, 8J0.4, 80,3, 8J0,2, 8J0,1) = (2,1,4,1,2).

e Se po = 4, allora (p1, ua, 43, pa, ts) = (2,4, 6,8,10). In tal caso J4 possiede due blocchi per ogni ordine da 1 a
5. Cioe’:
(#J0.5, 80,4, 80,3, EJ0,2, BJ0,1) = (2,2,2,2,2).

e Se uy = 5, allora (u1, o, 13, pa, ps) = (2,5,5,8,10). In tal caso J4 possiede due blocchi di ordine 5, tre di
ordine 4, tre di ordine 2, e due di ordine 1. Cioe’:

(8Jo,5,8J0,4, BJ0,3, 8J0,2, 8J0,1) = (2,3,0,3,2). W

Esercizio 5. Utilizzando 'esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

j?l = —21‘1 “+ x9 + 21‘3 zl(O) =1
i’g = —21‘2 + 31‘3 IQ(O) =1
i‘g = *21‘3 xg(()) =1.

Svolgimento. La soluzione y(t) cercata ¢’

1
y(t) - eAt 1 )
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
-2 1 2
A=]10 -2 3
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Quindi:
0 1 2
0 0 3|t ry
y(t) — eAt . _ 672t€ 0 0 0 1
1
1 0 0 0 1 2 /2 0 0 3 1
=e‘2t010+t003+5000 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
1t 2t+ 3¢ 1 1+3t+ 3t2
=e |0 1 3t Il =e?| 143t
0 0 1 1 1
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,1,1)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che g; = e~2(1 — 3t — 3t2), che e’ uguale a —2y; + ya + 2y3. Invece o = e~2(1 — 6t), che
e’ uguale a —2y, + 3ys. Infine g3 = —2e~%, che e’ uguale a —2y;. A

Esercizio 6. Sia B la base di R> formata dai sequenti vettori b, = e; +es+es, by = e; +es+2e3, by = —ey. Siano
(x4, 2h, 25)T le coordinate rispetto alla base B del generico vettore u di R3. Sia ¢ : R® — R la forma quadratica
definita ponendo:

g(u) = " + 222} + 4o aly + 24" + 2whay + 2}
Calcolare gli invarianti dello spazio pseudoeuclideo (R3,q), ed una base ortonormale.

Svolgimento. La matrice di Gram G di ¢ rispetto alla base B e’:
1 1 2

G=|1 11

2 1 2

Applicando 'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [G | I] (cioe’ le operazioni ez (—1), e31(—2), e2}(—1), e31(-2),

Pas, P23, 632(—%), 632(—%)7 Das, P2, eg(\@)7 eg(g)) si perviene alla matrice:

10 0 1 0 0
01 0 0 V2 -
00 -1 —v2 0 %2

Ne consegue che gli invarianti sono (n,p,r,s) = (3,3,2,1), e che i vettori ¢, ca, c3, le cui coordinate rispetto alla
base B sono date dai vettori numerici (1,0,0), (0,2, —g), (—v/2,0, §)7 formano una base ortonormale. Cioe’,
una base ortonormale per (R3, q) ¢’ data dai vettori:

2 2
e =(L1,1), co= §(2,3,4), cs = —g(zg,z). n
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Geometria (9 CFU), IV appello, 2 luglio 2019.

Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, si consideri il sequente sistema lineare omogeneo nelle variabili x,y, z:

hxt+y+z—ht=0
r+hy+hz—t=0,

e sia U, C R* lo spazio delle soluzioni di tale sistema. Sia V il sottospazio di R* generato dai vettori e; — ey,
e3 — ey, ez + e4. Determinare tutti i valori del parametro h per cui Uy, e’ contenuto in V.

Svolgimento. Risolvendo il sistema lineare assegnato, si vede che se h # =£1 allora U, €’ generato dai vettori
(0,—1,1,0) e (1,0,0,1). Seinvece h = 1 allora U; ammette come rappresentazione cartesiana ’equazione x+y+z—t =
0. Se h = —1 allora U_; €’ rappresentato dall’equazione x —y — z —t = 0.

D’altra parte, una rappresentazione cartesiana di V' e’ data dall’equazione = + y + z — t = 0. Percio’, se h # £1
allora Uy, €’ contenuto in V; se h = 1 allora Uy = V; se h = —1, U_1 non e’ contenuto in V.

In conclusione, Uy, €’ contenuto in V se e solo se h # —1. B
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

2+ (k+5)y+22=1
Spi=1 z+2k+5)y+(k+7)z=k+1
x+2(k+5)y+ (2k + 9)z = 2k + 3.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Per i valori di k per cui S e’ compatibile, determinarne le soluzioni.
Rispondere alla stessa domanda per il sistema omogeneo associato Sj;.

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni eg;(—1),
e31(—1), e eza(—1), si perviene alla matrice

1 k+5 2 1
0 k+5 k45 k
0 0 k+2 k42

Ne consegue:

e Se k # —2,—5, il sistema Sj, €’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che essa e’

5 T
(:v,y,z)z (477Ma1) .

e Se k = —b5, il sistema S_5 non ha soluzioni.

e Se k = —2, il sistema S_5 ha infinite soluzioni, date da (3 + z, f% — 2, z), zeR.

Per quel che riguarda il sistema omogeneo associato abbiamo:
o Se k # —2, -5, il sistema S} €’ di Cramer, e percio’ ha soltanto la soluzione banale (0,0, 0).
e Se k = —5, l'insieme delle soluzioni di §*; coincide con Span((0,1,0)).

e Se k = —2, I'insieme delle soluzioni di §*, coincide con Span((1,—1,1)). B

Esercizio 3. Sia B la base di R® formata dai vettori (1,0,0), (1,1,2), (1,2,5). Sia f : R® — R? loperatore lineare
tale che

1 -8 —22
ME(f)y=12 16 36
0 6 15

Calcolare la matrice rappresentativa Mg(f) di f rispetto alla base canonica £, una base per il nucleo di f, ed una
per limmagine. Inoltre calcolare il polinomio caratteristico p¢(t) di f, il polinomio minimo mg(t), la forma canonica
Jy¢, ed una base a stringhe S per f.
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Svolgimento. Possiamo calcolare M, g (f) al seguente modo.

1 -8 —22 111
ME(f) = ME(f)-M§(idgs) = |2 16 36 |-|[0 1 2
0 025

6 15
1 -8 —22 1 -3 1 1 1 -5
=12 16 36 [-|0 5 —-2|=1]|2 2 6
0 6 15 0 -2 1 00 3
Ne consegue che: una base per il nucleo di f ¢’ formata dal vettore (1, —1,0); una base dell'immagine di f ¢’ formata

dai vettori (1,2,0) e (—5,6,3); ps(t) = —t(t — 3)%. Poi osserviamo che my(3) = 1, percio’
310
Jr=10 3 of,
0 0 0

emy(t) = —py(t).
Per concludere, occorre trovare una base a stringhe per f. A tale proposito, osserviamo che

6 -3 16
(ME(f)—30)2*=|-6 3 ~—16
0 0 0

Quindi una base per lautospazio generalizzato ‘73 si ottiene risolvendo ’equazione 6x — 3y + 16z = 0. Deduciamo
che una base per V3 ¢ formata dai vettori (1,2,0), (—8,0,3). Poiche’

1
(ME(f)—=3D)- | 2| =
0

o O O

1
0

allora i vettori (1,2,0) e (—8,0,3) formano una stringa di lunghezza 2 per f relativa all’autovalore A = 3. Quindi
una base a stringhe S per f e’ costituita dai vettori:

(1,2,0), (-8,0,3), (1,—1,0). W

Esercizio 4. Sia J = Jy,10 il blocco di Jordan relativo all’autovalore X = 0, di ordine 10. Qual e’ la forma canonica
di J3?

Svolgimento. Poniamo A := J3. Allora A ha rango 7, A% = J% ha rango 4, A3 = J° harango 1,e A*=J2 =0. In
particolare, A e’ nilpotente con indice p = 4. Percio’:

p1 + po + ps + pa =1kA% =10
1+ po+p3=rkA=7

w1+ po =rtkA% =4

py = 1kA3 = 1.

Quindi (p1, pa, p3, pa) = (1,3,3,3). Allora il numero di blocchi che appaiono in Jy4 €:
(80,4, 80,3, 8Jo,2, 8J0,1) = (b1, p2 — pu1, pis — p2, pa — piz) = (1,2,0,0).

Cioe’ la forma canonica J4 di A= J3 ¢

o O oo
o O O
o o= o
o= oo

Ja

o O O
O O =
o = O

o O O
S O =
o = O
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Esercizio 5. Utilizzando l’esponenziale di una matrice, risolvere il seqguente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

&1 = o1 + T2 — dx3 z1(0)=0
To = 211 + 229 + 623 iEQ(O) =0
j?g = 3I3 Ig(o) =1.

Svolgimento. La soluzione y(t) cercata €’
0
y(t)=PeltP71. 0|,
1

dove J €’ la forma canonica della matrice A dei coefficienti dell’equazione
1 1 -5

A=12 2 6 |,

00 3

e P €’ la matrice che si ottiene disponendo in colonna una base a stringhe per L 4. Confrontando con lo svolgimento
dell’esercizio 3, sappiamo che

310
J=10 3 0],
0 0 0

e che possiamo porre

1 -8 1
P=|2 0 -1
0 3 0
Quindi:
0 1 -8 1 Mot 0] (3 3 8 0
y(t)=Pel'P71.J0| =2 0 -1 0 €% 0 —10 0 3 10
1 0 3 0 o o 1| \Y|e -3 16 1

e3t(3t — 16) 4 16
= — | €3(6t +16) — 16
9 963t
Per verificare I'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (0,0,1)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
o i = 3 (t — 5), che e’ uguale a y; + y2 — bys;
o 95 = e3%(6 4 2t), che e’ uguale a 2y; + 2y2 + 6ys;
o 3 = 3¢ che e’ uguale a 3y3. B

Esercizio 6. Si consideri la forma quadratica q : R® — R. definita ponendo:
q(x) = 22 + 4x122 + 67173 + 373 + 127973 + 873

Trovare un cambiamento delle coordinate x = R -x' tale che

/2

’ 12 /W 72
q(x) = 27" + a2l — xy

)
4oz — x5,

Svolgimento. Sia G la matrice di Gram di q rispetto alle coordinate x, e G’ la matrice di Gram di ¢ rispetto alle
coordinate x’. Il problema consiste nel trovare una matrice invertibile R tale che

G'=R"-G-R.
Disponendo accanto alla matrice G la matrice unitaria I, ed applicando I'algoritmo di Gauss-Lagrange, otteniamo:

123100 1 0 0 1
GlI]=|2 36 01 0/—|0 -1 0 -
368 00 1 0

0 0
1 0
0 -1 -3 0 1
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Posto
1 0 0 1 00
D=0 -1 0 e PT=|-2 1 0,
0 0 -1 -3 0 1
sappiamo che
D=P".G-P
Similmente, per G’ otteniamo:
1 0 2 1 00 1 0 0 1 0 0
G'|nN=1{0 -1 =2 01 0| —1(0 -1 0 0 1 0
2 -2 -1 0 0 1 o 0 -1 -2 -2 1
E posto
1 0 0
RT=10 1 o0,
-2 -2 1
abbiamo anche
D=Q"-¢'Q
Percio’
D=PT.Gg.P=QT.G¢"-Q.
Quindi avremo:
G'=P-Qq G- (P-Q7Y
La matrice cercata e’
1 -2 -3 1 0 2 1 -2 -5
R=P-Q'=1]0 1 0 01 2|=|0 1 2 [ ]
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Geometria (9 CFU), V appello, 28 agosto 2019.

Esercizio 1. Siano A, B e C i sottoinsiemi di Rlt]<s definiti come seque: A = {p(t) : p(t),,_, = 0}, B = {p(?) :
p(t),_, = 0ep(t),, =0}, C = {p(t): p*(t),_, = 0}. Dire quali di essi e’ un sottospazio di Rlt]<s, e, per tali
sottospazi, calcolare la dimensione ed una base.
Svolgimento. Sia

p(t) = ao + art + ast® + ast®
il generico polinomio di grado al piu’ 3. Possiamo identificare R[t]<3 con R* facendo corrispondere p(t) alle sue
coordinate (ag, a1, az,as) rispetto alla base canonica di R[t]<s.

In tale corrispondenza, il sottoinsieme A corrisponde al sottoinsieme A’ di R* costituito dai vettori (ag, a1, as, as)
tali che ag + a1 + ag + a3 = 0. Percio’ A’ ¢’ un sottospazio di R*. Poiche’ Iapplicazione delle coordinate e’ un
isomorfismo, allora anche A e’ un sottospazio di R[t]<3. Inoltre, risolvendo I’equazione omogenea ag+ai +as+as = 0,
deduciamo che A’ ha dimensione 3, ed una sua base e’ costituita dai vettori (—1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-1,0,0,1).
Percio’ anche A ha dimensione 3, ed una sua base e’ costituita dai polinomi —1 + ¢, —1 + 2, —1 + 3.

Poiche’ A = C, anche C' e’ un sottospazio di R[t]<s, con la stessa dimensione e la stessa base.

Infine, B corrisponde alle soluzioni del sistema lineare omogeneo

{ao+a1+a2+a3=0
a0+2a1 +4a2+8a3=0.

Percio’ anche B e’ un sottospazio, di dimensione 2, ed una sua base e’ costituita dai polinomi 2 — 3t +¢2, 6 — 7t + ¢3.
|

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

(k+5)z+y+z=1
Ski=1¢ 2k+10)z+ (k+5)y+32=k+5
(k+5)x+y+ (k+3)z=k> - 3.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Per i valori di k per cui S e’ compatibile, determinarne le soluzioni.
Rispondere alla stessa domanda per il sistema omogeneo associato Sj;.

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare S con le operazioni es;(—2) e
es1(—1), si perviene alla matrice

k+5 1 1 1
0 E+3 1 kE+3
0 0 kE+2 k*—4

Ne consegue:

e Se k # —2,—3,—5, il sistema Sy €’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che essa €’

4 J2 5 T
(2,9,2) = ((k+3)(k+5)’k+3’k*2) :

e Se k = —2, il sistema S_5 ha oo! soluzioni, e sono (0,1 — z, )T, al variare di z in R.

e Se k = —3, oppure k = —5, il sistema S non ha soluzioni.

Per quel che riguarda il sistema omogeneo associato abbiamo:

o Se k # —2,-3, -5, il sistema S} ¢’ di Cramer, e percio’ ha soltanto la soluzione banale (0,0, 0)7T.
e Se k = —2, I'insieme delle soluzioni di §*, coincide con Span((0,—1,1)).

e Se k = —3, l'insieme delle soluzioni di §* 5 coincide con Span((—1,2,0)).

e Se k = —5, I'insieme delle soluzioni di §*; coincide con Span((1,0,0)). B

Esercizio 3. Sia f: R* — R* un operatore lineare. Si considerino i sequenti sistemi lineari:

r—2z=0 20—y =0
S = Sy =
r—t=0 y—z=0.
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Si assuma che 81 sia una rappresentazione cartesiana per il nucleo di f, ed Sy per lautospazio di f associato
all’autovalore 7. Calcolare la matrice rappresentativa Mg‘g(f) di f rispetto alla base canonica £, una base per il
nucleo di f, ed una per Uimmagine. Inoltre calcolare il polinomio caratteristico ps(t) di f, il polinomio minimo
my¢(t), la forma canonica Jy, ed una base a stringhe S per f.

Svolgimento. Risolvendo i sistemi lineari assegnati, otteniamo una base per il nucleo di f, cioe’ By = {e3,e;1+e3+e4},
ed una base per l'autospazio V7, cioe’ Bo = {e; + 2es + 2e3,e4}. Disponendo in colonna tali vettori, formiamo la
seguente matrice

_ o oo

1
0
1
1

oo~ O
SN N

Tale matrice e’ invertibile. Percio’ i vettori precedenti, riuniti, formano una base di R*:
B ={es,e1 +e3+eq,e1+2e; + 2e;3,e4}.

Naturalmente si ha P = M (idg4).

Ora osserviamo che, poiche’ i vettori ez, e; + e3 + e4 stanno nel nucleo di f, allora si ha
fle2) = f(e1 +es+eq) =0.
Inoltre, poiche’ i vettori e; 4 2es + 2e3, €4 sono autovettori relativi all’autovalore 7, allora si ha
fler +2ex+2e3) = 7(e1 +2e2+2e3) e f(eq) = Tey.

Percio’, tenuto conto della definizione di matrice rappresentativa, abbiamo:

0 0
0 0
0 7

0
0
0
0

o O oo

A questo punto possiamo gia’ dire che Jy = ME(f), S = B, ps(t) = t2(t — 7)2, my(t) = t(t — 7), e che By ¢’ una base
del nucleo, e che By lo e’ per 'immagine. Infine, il calcolo mostra che

2 1 =2 0
|2 0 =10
P= -1 0 1 0
-2 0 1 1
Percio’
-7 0 7 0
Eim_p g 1 |—14 0 14 0
Mg(f)=P-Jp- P =1_1, § 14 o u
—-14 0 7 7

Esercizio 4. Di una data matrice quadrata A, si sa che A* —4A3 +4A? =0 e (A—I)(A® —5A2 +8A —4I) = 0.
Dire se e’ vero oppure no che A e’ diagonalizzabile.

Svolgimento. La matrice A ¢’ una radice dei seguenti polinomi: t2(t — 2)2 e (¢t — 1)2(¢t — 2)2. Percio’, condizione
necessaria e sufficiente affinche’ A soddisfi le date condizioni, e’ che il suo polinomio minimo sia un fattore di (¢ —2)2.
Possiamo dire allora che non e’ detto che A sia diagonalizzabile. Per esempio, la matrice

2 1
0 2
soddisfa entrambe le condizioni, ma non e’ diagonalizzabile.

In conclusione, la risposta ¢’ no. B
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Esercizio 5. Utilizzando l’esponenziale di una matrice, risolvere il seqguente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

&1 = Tz + 53 21(0) = 1
To = —8x1 — 229 + 923 xQ(O) =0
T3 = —10x1 + 8x3 xS(O) =0

Svolgimento. La soluzione y(t) cercata ¢’
1
y(t)=PeltP7L. 0],
0

dove J €’ la forma canonica della matrice A dei coefficienti dell’equazione

-7 0 5
A=| -8 -2 9|,
-10 0 8

e P e’ la matrice che si ottiene disponendo in colonna una base a stringhe per L. Il polinomio caratteristico di A
e pa(t) = —(t +2)%(t — 3), e la molteplicita’ geometrica dell’autovalore —2 e’ 1. Quindi

-2 1 0 e 2t te=2t
J=|10 =2 0| e €et=| 0 2 0
0 0 3 0 0

Un autovettore relativo all’autovalore 3 e’ (1,2,2).

L’autospazio generalizzato V_s relativo all’autovalore —2 ha come rappresentazione cartesiana il sistema lineare

omogeneo
2

-5 0 5
(A+2)?.x=| -8 0 9| -x=0,
—-10 0 10
che equivale a
z—z=0.

Quindi i vettori (0,1,0) e (1,0, 1) formano una base per V_,. E poiche’

1 0 0 0
(A+2D)- o] =|1| e (A+2D)-|1|=|0],
1 0 0 0

allora i vettori (0,1,0) e (1,0, 1) formano anche una stringa di lunghezza 2 relativa all’autovalore —2. Percio’ possiamo
porre

01 1
P=1|1 0 2
01 2

E quindi:
1 011 e” tem2 0 2 1 =2 1
y()=PeltP7L ol =|1 0 2 0 e o0|-|2 0 —1/|-]0
0 01 2 0 0 e3t -1 0 1 0
9p—2t _ o3t
= | (2+ 2t)e 2t — 23
2e~ 2t — 2¢3¢
Per verificare 'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
oy = —de 2t — 3e3t, che €’ uguale a —Ty; + 5ys;
o 9o = — (24 4t)e 2 — 6e3¢, che e’ uguale a —8y; — 2y2 + Yys;
o g3 = —4e~2" — 6e3, che e uguale a —10y; + Sy;. W
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Esercizio 6. Sia (x,y, z) il generico vettore di R®. Decomporre (x,y, z) nella somma (x,y,z) = a+b di un vettore
a parallelo ad (1,1,1), e di un vettore b ortogonale ad (1,1,1). Spiegare perche’ Uapplicazione f : (x,y,z) € R3 —
b € R3 ¢’ lineare, e determinarne la matrice rappresentativa rispetto alla base canonica.

Svolgimento. 11 vettore a e’ dato dalla proiezione ortogonale di (z,y, z) su (1,1, 1), cioe’

<(x,y,2),(1,1,1)> :L’+y+z
a=rean(Bed) = gy W= T b

Quindi a fortiori

r4+y+z 2t —y—2 —rx+2y—2 —rx—y+2z2
b= (2,y,2) - 4 *2 .

-(1,1,1) =
3 (77)( 3 ’ 3 ' 3

L’espressione di b e’ un vettore con componenti polinomi omogenei di primo grado in z,y, 2. Cio’ prova che f €’
lineare. La matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica £ e’

L2 -1 -t
Mgg(f)zg- -1 2 -1|. m
-1 -1 2
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Geometria (9 CFU), VI appello, 11 settembre 2019.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (1,2,1,1), (1,-3,0,1), (2,—1,1,2), e sia V il sottospazio
di R* costituito dai vettori (z,y, z,t) che soddisfano le equazioni x+3z—2t = 0 e y+z+t = 0. Calcolare la dimensione
ed una base per U, V, UNV ed U+ V, ed una rappresentazione cartesiana di U + V.

Svolgimento. 11 vettore (2,—1,1,2) e’ la somma di (1,2,1,1) con (1,—3,0,1). Percio’ U ha dimensione 2, ed una sua
base ¢’ formata dai vettori (1,2,1,1), (1,-3,0,1).

Risolvendo il sistema lineare omogeneo
{ r+32—-2t=0

y+z+t=0,
si vede che V' ha dimensione 2, ed una sua base e’ formata dai vettori (2,—1,0,1), (—3,—1,1,0).

Disponendo in riga i vettori della base di U e della base di V, si ottiene la seguente matrice

1 2 11
1 -3 01
2 -1 01
-3 -1 1 0

Riducendo a scala per righe tale matrice, si perviene alla matrice

1 2 1 1
0 -5 -1 0
0 0 1 1
0 0 0 0

Ne consegue che U 4+ V ha dimensione 3, ed una sua base e’ formata dai vettori (1,2, 1,1), (0,—5,-1,0), (0,0,1,1).
Per ottenere una rappresentazione cartesiana di U 4+ V, disponiamo in colonna i vettori di tale base, affiancando il
vettore colonna generico di R*:

1 0 0 =z
2 -5 0 y
1 -1 1 =z
1 0 1 ¢t

La rappresentazione cercata consiste nell'imporre che il determinante di tale matrice sia nullo. Si ottiene cosi’ che
una rappresentazione cartesiana di U + V' e’ data dall’equazione

20 —y+52z—5t=0.

Infine andiamo a studiare U N V. Per la formula di Grassmann sappiamo che tale spazio ha dimensione 1. Per
trovarne una base, sara’ sufficiente individuarne un vettore non nullo. Possiamo procedere cosi’. Il vettore generico
di U ¢’ della forma:

a(1,2,1,1) + b(1,-3,0,1) = (a + b,2a — 3b,a,a + b).

Tale vettore appartiene a V' se e solo se €’ una soluzione del sistema che rappresenta V', cioe’ se e solo se
2a —b=0.
Allora ponendo a =1 e b = 2, otteniamo un vettore non nullo di U NV, che ne costituisce una base:

1-(1,2,1,1)+2-(1,-3,0,1) = (3,-4,1,3). W

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, nelle variabili x,y, z:

c+ky—kz=1
Spi=q v+ 2k+2)y+22=k+3
204+ Bk +2)y+(2-k)z=k+4
Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite

soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Per i valori di k per cui S e’ compatibile, determinarne le soluzioni.
Rispondere alla stessa domanda per il sistema omogeneo associato Sj .



ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE 253

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni es(—1),
e31(—2) e ega(—1), si perviene alla matrice

1 k —k 1
0 k+2 k+2 k42
0 0 0 0

Ne consegue:

e Se k # —2, il sistema S;, ammette co' soluzioni date da
(z,y,2) = (1 —k+2kz,1—2,2)", zeR.
e Se k = —2, il sistema S_, ha co? soluzioni date da

(1+2y— 2z,y,z)T, Y,z € R.

Per quel che riguarda il sistema omogeneo associato abbiamo:
e Se k # —2, I'insieme delle soluzioni di S} coincide con Span((2k,—1,1)).
e Se k = —2, I'insieme delle soluzioni di §*, coincide con Span((2,1,0),(—2,0,1)). B

; ﬂ . Sia
f:M(2,2) = M(2,2) Uoperatore lineare definito ponendo f(X) = A-X —X-A. Calcolare la matrice rappresentativa
Mf(f) di [ rispetto alla base canonica di M(2,2), una base per il nucleo ed una per limmagine di f, e la forma
canonica Jy di f.

Esercizio 3. Si consideri lo spazio M(2,2) delle matrici quadrate di ordine 2, e la matrice A = [

Svolgimento. Sia
_|* Y
x= 2]
la generica matrice quadrata di ordine 2. Allora il calcolo prova che

| =3y+2z  2rx—-3y+2t
f(X)7{3x+3zf3t 3y — 2z ]

Percio’
0 -3 2 0
-2 -3 0 2
MED =135 o 3 3

0o 3 -2 0

Tale matrice ha rango 2. Poiche’ I ed A stanno nel nucleo, ne consegue che ne formano una base. Mentre una base
per I'immagine e’ costituita dalle matrici

0 -2 -3 -3

3 0|’ 0 3|

Infine, calcolando il polinomio caratteristico di M, gg (f) otteniamo (nel primo passaggio sommiamo alla prima colonna
la quarta, poi mettiamo in evidenza —t):

~t -3 2 0 ~t -3 2 0"

2 3¢t 0 2 0 —3-¢t 0 2

ps(t) =det | o 0 3¢ —3|=det] 0 3-t -3
0 3 -2 ~t 3 -2 ]
1 -3 2 0 1 -3 2 0"

0 —3-t 0 2 0 —3-t 0 2

=—tedet gy gy g T tdet g gy 3
1 3 -2 0 6 -4 —t]
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-3—-t 0 2
= —t-det 0 3—t —3|=t*t>-33).

Percio’ f e’ diagonalizzabile, e

e
|
cococo
cococo
\
o<.oco
w
IS

Esercizio 4. Sia J il blocco di Jordan di ordine p > 2, relativo all’autovalore A = 0. Qual e’ la forma canonica di
Jr=le

Svolgimento. Posto A = JP~!, si ha A2 = J?»=2 = 0. Percio’, poiche’ A ha rango 1, la sua forma canonica consiste
di un blocco nilpotente di ordine 2, e di p — 2 blocchi nilpotenti di ordine 1. B

Esercizio 5. Utilizzando 'esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

.i'l = —2%1 + X2 .1‘1(0) =1
i’z = —5I1 + X2 + 3 1‘2(0) =0
i’g = —8xr1 +x2 + 21‘3 1‘3(0) =0

Svolgimento. La soluzione y(t) cercata ¢’

y(t)=PeltP71. 0|,
0

dove J €’ la forma canonica della matrice A dei coefficienti dell’equazione

-2 1 0
A=|-5 1 1],
-8 1 2
e P ¢’ la matrice che si ottiene disponendo in colonna una base a stringhe per L,4. Il polinomio caratteristico di A
e pa(t) = —t2(t — 1), e la molteplicita’ geometrica dell’autovalore 0 ¢’ 1. Quindi
010 1 ¢t 0
J=10 0 0] e ef=]0 1 0
0 0 1 0 0 ¢

Un autovettore relativo all’autovalore 1 €’ (1,3,5).

L’autospazio generalizzato V| relativo all’autovalore 0 ha come rappresentazione cartesiana il sistema lineare

omogeneo
A?.x=0,

che equivale a
rz+y—2z=0.

Quindi i vettori (—1,1,0) e (1,0, 1) formano una base per Vo.
Ora consideriamo l'operatore L4 ristretto su ‘70:

XEV()*}A-XEV().

Tale operatore porta (—1,1,0) in (3,6,9), e (1,0,1) in (—2,—4,—6). Percio’ la matrice rappresentativa di tale
operatore, rispetto alla base (—1,1,0), (1,0,1), e

6 —4
=8 1]
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Tale matrice porta (1,0) in (6,9), e (6,9) in (0,0). Quindi (6,9) e (1,0) rappresentano le coordinate di due vettori
di Vy (cioe’ (3,6,9) e (—1,1,0)) che formano una stringa di lunghezza 2 per Ly4 relativa all’autovalore 0. Possiamo
formare allora la matrice P:

3 -1 1
P=16 1 3
9 0 5
Tenuto conto che
1 5 5 —4
Pl'=-1-3 6 -3/,
9129 —9 9

siamo in condizione di calcolare la soluzione y(t) del problema assegnato. Infatti:

1 HEE 1t 0 5 5 —4 1
yt)=PeltP7t. 0| ==-16 1 3|-|0 1 0 -3 6 -3 0
ol 2 o 0o 5| |00 e| |9 —9 9 0
2—t—¢t
= [3—2t—3¢e
5 — 3t — bet

Per verificare 1'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:

o 1 = —1 —¢f, che e uguale a —2y; + ys;

o g = —2 — 3¢', che ¢ uguale a —5y; + y2 + y3;

e 73 = —3 — 5et, che e’ uguale a —8y; + y2 + 2y3. W

Esercizio 6. Al variare del parametro k € R, sia q; : R® = R la forma quadratica definita ponendo
Qi (1, 2o, 23) = 23 + 22120 + 22123 + 203 + 2w913 + k2.

Sia ¢r, : R® x R® = R la polarizzazione di q,. Calcolare ¢((1,1,1),(1,0,—-1)), e determinare i valori di k per i
quali qi €’ definita positiva, ed i valori di k per i quali g e’ definita negativa.

Svolgimento. La matrice di Gram di g rispetto alla base canonica e’:
111
Gp,=1]1 2 1
1 1 k
Applicando 1’Algoritmo di Gauss-Lagrange, si riesce a portare G nella matrice
10 0
D=0 1 0
0 0 k-1
Ne consegue che g > 0 se e solo se k > 1, e che g; non e’ mai definita negativa. Infine:
1

111
or((1,1,1),(1,0,-1))=[1 1 1]-|1 2 1|-| 0 |=1—k m
11 k| [—1
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Geometria (9 CFU), I appello, 21 gennaio 2020.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* con rappresentazione cartesiana 3z +2y — z —t = 0. Sia V il sottospazio
di R* generato dai vettori e; + es + e3 +e4 e es + 2e4. Sia W il sottospazio di R* generato dai vettori 3e; + 3es,
e1 + 3ey4 e 4e; + 3ez + 3eq. Calcolare una base di U NV, ed una rappresentazione cartesiana di (UNV) + W.

Svolgimento. Una rappresentazione cartesiana di V' e’ data dal sistema lineare:

{x—?z—l—t:()
z—y=0.

Inserendo ’equazione di U, si ottiene una rappresentazione cartesiana di U NV

3r4+2y—2—-1t=0
r—22+t=0
z—y=0.

Risolvendo tale sistema, si ottiene una base per U NV, che €’ costituita da un solo vettore:
{e1 + ey + 2e3 + 384}.

Tale vettore, insieme ai vettori 3e; + 3e3 e e; + 3e4, forma una base per (U NV) + W. Tale spazio ha percio’
rappresentazione cartesiana data dall’equazione:

det

W N = =
O W oW
w o o=
SRS SIS
I
o

Cioe’, una rappresentazione cartesiana per (U NV) + W ¢’ data dall’equazione 3z 4+ 6y — 3z —¢ =0. B
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, nelle variabili x,y, z:
20 —y —z = —2
Spi=1 2z —2y+ (k+1)z=-3
20 —y+ (k> =5k +5)z =k — 4.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite

soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui Sy ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni es;(—1) ed
es1(—1), si perviene alla matrice

2 -1 -1 -2

0 -1 k+2 -1

0 0 k2-5k+6 k-2

Ne consegue:
e Se k#2ek#3, il sistema S e’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che e’

1 T
—_— 2k—1.1)" .
k73(3’k 1)

e Se k = 2, il sistema S» ha le stesse soluzioni del sistema

{2w7y72=72
y—4z=1.

Quindi, Sy ha oo! soluzioni, date dai vettori numerici
(—=1/2,1,0)7 + 2(5/2,4,1)7, z€R.

e Se k = 3 il sistema S3 €’ incompatibile. B
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Esercizio 3. Sia f : R® — R? l'operatore lineare definito ponendo f(z,y,z) = (3x + 2y + 22,52 + 3y + 32). Sia
g : RZ — R3 loperatore lineare definito ponendo ¢(2,3) = (1,-1,1) e ¢g(3,5) = (3,-3,1). Sia h : R® — R?
loperatore composto h = go f. Calcolare la matrice rappresentativa Mgg(h) di h rispetto alla base canonica £ di R?,
il polinomio caratteristico di h, la forma canonica di Jordan di h, il polinomio minimo di h, ed una base a stringhe
per h.

Svolgimento. Denotiamo con & la base canonica di R?, e con B la base di R? formata dai vettori (2,3) e (3,5).
Allora si ha:
M (h) = ME (g0 f) = Mg*(g) - ME,(f) = ME(g) - Mg’ (idmz) - ME, ()

1 3 5 _3 3 9 9 3 1 1
=t Bl o5 3T A
1 1 1 1 1
11 polinomio caratteristico di tale matrice €’ pp,(t) = —t(t — 1)(¢ — 2). Percio’ h e’ diagonalizzabile, la forma canonica
di he’
0 0 0
Jpy=10 1 0],
0 0 2

il polinomio minimo di h € my () = t(t—1)(¢ —2). Infine, il calcolo mostra che una base a stringhe per h ¢’ costituita
dai vettori (0,1,—1),(—1,1,1),(1,—1,0) (¢’ una base di autovettori). W

Esercizio 4. Sia J il blocco di Jordan nilpotente, di ordine 201. Qual e’ la forma canonica di J*?

Svolgimento. Poniamo A := J2. Allora A'00 = J200 £ 0 e A19' = j202 = 0. Percio’ A e’ nilpotente, con indice di
nilpotenza p = 101. Inoltre, il rango di AP~! = J2%° ¢’ pari a 1, mentre il rango di AP~2 = J'98 ¢’ pari a 3. Percio’
puy = rkAP™V =1 e py + po = rkAP~2 = 3. Ne consegue che nella forma canonica J4 di A c¢’e’ un blocco di ordine
101, ed un blocco di ordine 100. Cio’ determina J4, perche’ non c’e’ spazio per altri blocchi. B

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i‘l = *5%1 — 3]?2 — 2.%3 xl(O) =0
{ig = 12171 + 71‘2 +4$3 xQ(O) =1
.Zt3 = *4161 — 2$2 — X3 x3(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

<
—~
[
=
Il
)
b
=
—_

dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione

5 -3 -2
A=112 7 4
-4 -2 -1

Per calcolare la matrice esponenziale e, andiamo a calcolare una base a stringhe S per operatore L 4. Mettendo
in colonna i vettori di tale base, otterremo una matrice P tale che et = Pe/*P~!, dove J ¢’ la forma canonica di A.

Il polinomio caratteristico di A € pa(t) = —(t + 1)(t — 1)?, e la molteplicita’ geometrica dell’autovalore 1 ¢’ 1.
Percio’ la forma canonica di A e’:
-1 0 0
J=10 11
0 0 1

Un autovettore per 'autovalore —1 ¢’ (1,—2,1).

Ora andiamo a studiare l'autovalore 1. L’autospazio generalizzato Vi e il nucleo dell’operatore L(4_py2. Tale
nucleo e’ rappresentato dall’equazione 2z + y + z = 0. Percio’ una base per V; ¢ B = {(1,0,-2),(1,—-2,0)}. La
matrice rappresentativa rispetto a tale base della restrizione di La_; su Vj e’:

0 0
=00
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Per Poperatore Ly i vettori (0, —2) ed (1, 0) formano una stringa di lunghezza 2, relativa all’autovalore nullo. Percio’
una stringa di lunghezza 2 per L4, relativa all’autovalore 1, e’ data dai vettori:

(—2,4,0),(1,0,—-2).
Allora una base a stringhe per L4 e’:

S=1{(1,-2,1),(-2,4,0),(1,0,-2)}.

E si ha
1 -2 1
P=ME(idgs)=|-2 4 0
1 0 -2

Possiamo calcolare la soluzione del problema assegnato.

0
1 -2 1 et 0 0 2 1 1 0
=|-2 4 o] |0 e te| |1 34 12| |1
1 0 -2 0 0 € 1 1/2 0 0
et — (1 +t)et
= | —2e7t + (3 + 2t)e!
e t—et

Per verificare che il risultato e’ esatto, osserviamo innanzitutto che

—e7t— (2 +t)et
yv(t) = | 27t + (5 + 2t)et

et _ gt

E poi che tale funzione vettoriale coincide con la funzione che si ottiene moltiplicando la matrice A con y(t):

-5 -3 -2 et —(1+1t)et
Ayt)=112 7 4| -|—-2e"+B+2t)et|. N
-4 -2 -1 et —ef

Esercizio 6. Sia ¢ : R*xR? — R la forma bilineare simmetrica tale che ¢(e;+ez, e1+es) = 1, ¢p(e1+eq, 2e;+3es) =
—1, ¢(2e1 + 3ez,2e; + 3ex) = —14. Calcolare la matrice di Gram G&(®) di ¢ rispetto alla base canonica &, e gli
invarianti di ¢.

Svolgimento. Osserviamo che i vettori e; + e, e 2e; + 3e, formanno una base di R?. Chiamiamo B tale base. Dai
dati sappiamo che:

GE (o) = {fl j114] .

Percio’
G&(¢) = ME(idr2)" - GE(¢) - M§ (idgz)

3 1] [1 -1]17[3 —2]_[1 3
-2 1 -1 -14 -1 1| |3 —6]|"
, . . . 1 3 . 1
L’algoritmo di Gauss-Lagrange porta la matrice { } nella matrice [

3 —6 0 715} . Ne consegue che gli invarianti
di ¢ sono (2,2,1,0). ®
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Geometria (9 CFU), II appello, 6 febbraio 2020.
Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, sia Uy, il sottospazio di R* definito dalla rappresentazione cartesiana

c+y+z+t=0
r—y—z—ht=0
2+ (1 —h)t =0,

e sia Vy, il sottospazio di R* generato dai vettori
(h—1,-h—3,2,2), (h—1,1—h,—2,2), (2h—2,—2h—2,h+2,4).

Determinare i valori di h per cui Up, C Vy,, quelli per cui U, = Vy,, e quelli per cui U, D Vj,.

Svolgimento. 1l rango della matrice dei coefficienti della rappresentazione cartesiana di Uy €’ 2. Percio’ dim U, =
4 — 2 = 2 per ogni h. Osserviamo anche che i primi due generatori di V}, sono indipendenti e, poiche’ soddisfano le
equazioni di Uy, formano una base per Uj. Possiamo dire allora che Uy e’ sempre contenuto in V}. Inoltre, il terzo
generatore di V}, soddisfa le equazioni di Uy, cioe’ appartiene ad Uy, se e solo se h = —2. Ne consegue che V;, C Uy,
se e solo se U, = V}, se e solo se h = —2. In conclusione, Uy, C V}, per ogni h € R, Uy, =V}, se e solose h = -2, ¢
Up 2 Vpseesolose h=-2. 1

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

z+y+z=1
Spi=< z4+2y+(k+1)z=2
kx + ky + (k? + 4k + 2)z = 2k + 1.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui S, ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk. Rispondere alla stessa domanda per il sistema omogeneo associato Sj,.

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni es;(—1) ed
es1(—k), si perviene alla matrice

11 1 1
0 1 k 1
0 0 kK2+3k+2 k+1

Ne consegue:
e Sek#—2ek+#—1, il sistema Sy e’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che €’

1

k—1,2,1)".
k+2 ( 2:1)
e Se k = —1, il sistema S_; ha le stesse soluzioni del sistema

z+y+z=1
y—z=1

Quindi, S_; ha oo! soluzioni, date dai vettori numerici
0,1,007 + 2(-2,1,1)T, zeR.

e Se k = —2 il sistema S3 e’ incompatibile.

Per quel che riguarda il sistema omogeneo S}, con le stesse operazioni precedenti, perveniamo alla matrice:

Percio’:
o Se k# —2ek#—1,il sistema S} e di Cramer, ha un’unica soluzione, che e’ quella nulla.
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e Se k = —1, il sistema S*; ha le stesse soluzioni del sistema

{x+y+2’:0
y—z=0.

Quindi, S*; ha oco! soluzioni, date dai vettori numerici
2(=2,1,1)T, zeR.
e Se k = —2, il sistema S*, ha le stesse soluzioni del sistema

{az+y+z:0
y—22z=0.

Quindi, S*, ha co! soluzioni, date dai vettori numerici

2(-3,2,1)T, zeR. N

Esercizio 3. L’endomorfismo f: R3 — R? soddisfa le sequenti condizioni: f(e; + 3es) = e + 9es, f(e; + deq) =
e; + 12es, f(e3) = —6ey +es. Calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di f rispetto alla base canonica £ di R3,
il polinomio caratteristico, la forma canonica di Jordan, il polinomio minimo, ed una base a stringhe per f.

Svolgimento. Poiche’ f €’ lineare, abbiamo:

3ex = f(e1 +4ez) — f(e1 +3e2) = f((e1 +4ez) — (e1 + 3ez)) = f(e2)

e
e = 4f(61 + 362) — 3f(61 + 462) = f(4(el + 462) - 3(61 + 362)) = f(el).
Percio’
10 0
ME(f)=10 3 —6
0 0 1
Ne consegue che il polinomio caratteristico e’ ps(t) = —(t — 1)2(t — 3). La molteplicita’ geometrica dell’autovalore

A=1¢€ 2. Quindi f e diagonalizzabile e
1 00
Jy=10 1 0
0 0 3

Deduciamo che my(t) = (t — 1)(¢t — 3), ed il calcolo mostra che una base di autovettori per f e’ data dai vettori e,
362 + €3, €o. |

Esercizio 4. Una matrice A e’ quadrata di ordine 6, e si sa che (A+ 2I)2 # 0 e (A+20)* = 0. Quali sono le
possibili forme canoniche di Jordan di A?

Svolgimento. Poniamo B := A+ 21. Allora B e’ nilpotente, ed il suo indice di nilpotenza e’ p = 3 oppure p = 4. Nel
primo caso, in Jp deve apparire necessariamente un blocco di ordine 3, e tutti gli altri blocchi hanno ordine < 3. In
tal caso, tenuto conto che B ha ordine 6, le forme canoniche possibili per B sono: quella con due blocchi di ordine
3, quella con un solo blocco di ordine 3, uno di ordine 2 ed uno di ordine 1, e quella con un blocco di ordine 3, e tre
blocchi di ordine 1. Cioe’:

S o oo oo
[N ool all
[N eNeNel =
S o oo oo
oo, OO Oo
oL OO oo
SO OO oo
OO O OO
[N eBeBel "
OO O o oo
oo+ OOOo
OO OO oo
OO OO oo
OO O OO
N eNeoNelN S =
SO OO oo
SO OO OO
SO OO oo
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Se invece p = 4, allora in Jp deve apparire necessariamente un blocco di ordine 4, e tutti gli altri blocchi hanno
ordine < 4 (cioe’ < 2, perche’ B ha ordine 6). In tal caso le forme canoniche possibili per B sono: quella con un
blocco di ordine 4 ed uno di ordine 2, e quella con un blocco di ordine 4 e due di ordine 1. Cioe’:

OO OO OO
[l eolNolNollS
OO OO~ O
SO O~ OO
OO OO OO
O = OO OO
OO OO OO
[l elelolNall
(ool )
SO O~ OO
[l e el s i e B an)
[l e el e e B an)

Collocando A = —2 sulla diagonale principale delle matrici elencate, si ottengono tutte le possibili forme canoniche
di A. R

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

1'61 = 101‘1 -+ 51‘2 + 21‘3 1'1(0) =0
1'62 = *16$1 - 81‘2 - 4$3 .ZLQ(O) =1
i‘g = *2.’171 — ZTo + 21‘3 £C3(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

0
vy = |1,
0
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
0 5 2
A=|-16 -8 —4
-2 -1 2

Per calcolare la matrice esponenziale e, andiamo a calcolare una base a stringhe S per operatore L 4. Mettendo
in colonna i vettori di tale base, otterremo una matrice P tale che e4* = Pe’/*P~1, dove J ¢’ la forma canonica di A.

Il polinomio caratteristico di A e’ pa(t) = —t(t — 2)?, e la molteplicita’ geometrica dell’autovalore 2 e’ 1. Percio’
la forma canonica di A e’:

2 10
J=10 2 0
0 0 0
Un autovettore per l'autovalore A = 0 ¢’ (—1,2,0).

Ora andiamo a studiare l’autovalore 2. L’autospazio generalizzato ‘72 e’ il nucleo dell’operatore L(4_op)2. Tale
nucleo e’ rappresentato dall’equazione 5z + 3y + z = 0. Percio’ una base per Vz e’ B = {(-3,5,0),(-1,0,5)}. La
matrice rappresentativa rispetto a tale base della restrizione di Ls_o; su Vs e’

u= 358

Per 'operatore Ly i vettori (—2/5,1/5) ed (1,0) formano una stringa di lunghezza 2 per 'autovalore nullo. Percio’
una stringa di lunghezza 2 per L4 relativa all’autovalore 2, e’ data dai vettori:

(1,-2,1),(-3,5,0).
Allora una base a stringhe per L4 e’:
S={(1,-2,1),(-3,5,0),(—1,2,0)}.
E si ha
1 -3 -1

P=Mg(idgs)=|-2 5 2
1 0 0
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Possiamo calcolare la soluzione del problema assegnato.

0 0
yt)y=et-|1| =P/ P71 |1
0 0
1 -3 -1 e?t te® 0 0 0 1 0
=|-2 5 2 -0 € 0of-[-2 -1 0f-]1
1 0 0 0 0 1 5 3 1 0
(3 —t) -3
= |e?(2t —-5)+6
*t82t

Per verificare che il risultato e’ esatto, osserviamo innanzitutto che la condizione iniziale e’ soddisfatta y(0) =
(0,1,0)". Poi osserviamo che
e (5 — 2t)
y(t) = | (-8 +4¢) |,
e?t(—1—2t)

e che tale funzione vettoriale coincide con la funzione che si ottiene moltiplicando la matrice A con y(t):

0 5 2 e?(B3—-t) -3
A-yt)y=|-16 —8 —4|-|e*(2t—-5+6|. 1A
-2 -1 2 —te?

Esercizio 6. Per quali valori del parametro h € R, la matrice

11 -1
Gh=1|1 3 -1
1 -1 h+3

ha rango 3 ed indice 2%

Svolgimento. Applicando le operazioni elementari ez (—1), €1(—1), e31(1) ed €*'(1), portiamo la matrice G, nella
matrice diagonale Dj, ad essa congruente

Dh =

oo~
oo
+ oo

Percio” G}, ha rango 3 ed indice 2 se e solo se h < —2. W
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Geometria (9 CFU), III appello, 18 giugno 2020.
Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R? rappresentato dalle equazioni 3z —5y—z =0, x—2z = 0. Sia V il sottospazio

di R? generato dai vettori (—2,1,1), (4, —2, —2). Determinare una base ed una rappresentazione cartesiana di U +V .

Svolgimento. Risolvendo il sistema costituito dalle due equazioni che definiscono U, si vede che U e’ generato dal
vettore (5,2,5). Poiche’ V' e’ generato da (—2,1,1), allora i vettori (5,2,5) e (—2,1, 1) formano una base di U + V,
ed una rappresentazione cartesiana di U + V e’ data da:

T Yy z
det | =2 1 1| =0
5 2 5

Cioe’ +5y —32=0.
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

x+ 2ky + 2kz =2
Spi=9 v+ 2k+1)y+3kz=4
2z + 4ky + (k* + 10k)z = k + 10.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui S ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni es;(—1) ed
e31(—2), si perviene alla matrice
2k 2k 2

k 2

1
0 1
0 0 KkK>+6k k+6

Ne consegue:

e Sek #0ek#—6, il sistema Sk ¢’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che e’

T
1
—2k,1,— | .

e Se k = —6, il sistema S_g ha le stesse soluzioni del sistema

{z—l?y—lQZzQ
y—6z=2.

Quindi, S_g ha oo! soluzioni, date dai vettori numerici

(26,2,0)T + 2(84,6,1)T, z€R.

e Se k =0, il sistema Sy e’ incompatibile. B

Esercizio 3. L’endomorfismo f : R® — R3 soddisfa le sequenti condizioni: f(e1) = 10e; +8es + 1les, f(e; +e3) =
2(e; +ex+e3), 2f(e2) + f(er +e3) = 0. Calcolare la matrice rappresentativa ME (f) di f rispetto alla base canonica
& di R?, e calcolare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D tali che P™' - ME(f) - P = D.

Svolgimento. Per ipotesi sappiamo che
f(e1) = 10e; + 8es + 1les.

Inoltre sappiamo anche che:

fle2) = _%f(el +e3) =—e —ey—e;.

E poiche’ f €’ lineare, abbiamo f(e; + e3) = f(e1) + f(es), e percio”

f(e3) = f(e1 + 83) — f(el) = 2(61 + e + 63) — (1061 + 882 + 1163) = —881 — 662 — 963.
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In definitiva:

10 -1 -8
ME(f)=|8 -1 —6
11 -1 -9

1l polinomio caratteristico di ME(f) e py(t) = —t(t — 1)(t + 1). L’autospazio V; e’ generato dal vettore (1,1, 1),
Pautospazio Vg dal vettore (1,2,1), e autospazio V_; dal vettore (3,1,4). Percio’, posto

1 3
P:=1|1
1

[ Ny
—

4

la matrice P €’ invertibile, e

o
o
o
|

P ME(f)-P=D=

Esercizio 4. Una matrice A e’ quadrata di ordine 5, soddisfa la condizione A = 0, ed ha rango uguale a 3. Qual
e’ la forma canonica di Jordan di A?

Svolgimento. Sia p I'indice di nilpotenza di A. Allora p < 3.

Se p = 3, le possibilita’ per J4 sono:

01 0 00 01 000
00100 00100
00 0 0 Of, 00 0 0O
00 0 01 00 0 0O
000 0O 00 0 0O
Se p = 2, le possibilita’ per J4 sono:
01 0 00 01 000
000 0O 00 0 00
00 01 0f, 00 0 0O
00 00O 00 0 0O
000 0O 00 0 0O

Se p =1 allora A e’ la matrice nulla.

Percio’, tenuto conto che A ha rango 3, ne consegue che la forma canonica di A e’:

01 0 0 O
0 01 0O
0 00 0 O |
0 00 01
0 00 0O

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i’l = 3.’E1 + 91‘2 - 13$3 :7:1(0) =0
1‘2 = -1 — 3332 + 51‘3 CBQ(O) =1
1‘3 = —T2 + 4563 1’3(0) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata e’
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dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione

3 9 —13
A=]-1 -3 5
0 -1 4

Per calcolare la matrice esponenziale e, andiamo a calcolare una base a stringhe S per operatore L 4. Mettendo
in colonna i vettori di tale base, otterremo una matrice P tale che et = Pe?* P~ dove J ¢’ la forma canonica di A.

11 polinomio caratteristico di A e’ pa(t) = —(t — 1)2(t — 2), e la molteplicita’ geometrica dell’autovalore A = 1 ¢’
1. Percio’ la forma canonica di A e’:

J=

o O =

1
1
0

N OO

Un autovettore per lautovalore A = 2 ¢’ (—5,2,1).

Ora andiamo a studiare I'autovalore A = 1. L’autospazio generalizzato Vi € il nucleo dell’operatore L(4_py2. Tale
nucleo e’ rappresentato dall’equazione = + y + 4z = 0. Percio’ una base per V; ¢ B = {(-1,1,0),(—4,0,1)}. La
matrice rappresentativa rispetto a tale base della restrizione di La_j su Vj e

w-[33)

Per l'operatore Ly i vettori (—3,—1) ed (1,0) formano una stringa di lunghezza 2 per autovalore nullo. Percio’
una stringa di lunghezza 2 per L4 relativa all’autovalore A = 1, ¢’ data dai vettori:

(77 737 71)7 (717 17 0)
Allora una base a stringhe per L,y e’:

S={(7,-3,-1),(-1,1,0),(—5,2,1)}.

E si ha
7 -1 -5
P=Mf(idgs)=|-3 1 2
-1 0 1

Possiamo calcolare la soluzione del problema assegnato.

[0 0
yt)=e |1 =P-e’t. P71 |1
L0 0
7 —1 =57 [et tet 0 (1 1 3
=|-3 1 2 0 e o0f-|1 2 1 1
-1 0 1 |0 0 e* 11 4

e! (5 + 14t) — 5e?t ]|
= |el(-1- 6t) + 2e2t
el(—1—2t) + e |

Per verificare che il risultato e’ esatto, osserviamo innanzitutto che la condizione iniziale ¢’ soddisfatta y(0) =
(0,1,0)T. Poi osserviamo che
et (19 + 14t) — 102
y(t) = | et(=7—6t) +4e? |,
e (=3 — 2t) + 22

e che tale funzione vettoriale coincide con la funzione che si ottiene moltiplicando la matrice A con y(t):
3 9 -13 e! (5 + 14t) — 5e?

Ayt)=|-1 =3 5 | -|el(-1—-6t)+2*|. W
et(—1—2t) 4 e?
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Esercizio 6. Sia ¢: R® — R la forma quadratica definita ponendo:
q(z,y, 2) = 2> + 6xy + 222 + 10y> + 6yz + 2°.

Calcolare gli invarianti di q, e determinare tutti i vettori (z,y,z) € R? tali che q(z,y,2) = 0.

Svolgimento. Sia G la matrice di Gram di ¢ rispetto alla base canonica:

1 3 1
G:=1]3 10 3
1 3 1

Affiancando a G la matrice unitaria I, ed applicando l'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [G|I], con le
operazioni elementari eg; (—3), €21(—3), e31(—1), e3}(—1), si perviene alla matrice:

1
-3
1

1
[G|I) — [D|PT]:= |0
0

o = O
o O O
S = O
—= o O

Quindi gli invarianti di G' sono (n,p,7,s) = (3,2,2,2). Inoltre, se denotiamo con (z',%,2') le coordinate in R?
rispetto alla base costituita dalle colonne di P, allora

a2y, ") =2 + ¢

Percio’ i vettori per cui g(2’,y’,2") = 0 sono tutti e soli i vettori per cui 2’ =y’ = 0. Cioe’ sono i vettori multipli
della terza colonna di P. Quindi:

{(z,y,2) e R® : q(z,y,2) =0} = Span(—e; +e3). W
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Geometria (9 CFU), IV appello, 7 luglio 2020.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori (1,3,6,1), (1,5,8,5), (1,4,7,3). Sia V il sottospazio di
R* rappresentato dalle equazioni 2z —y = 0, 16z —3z+t =0, 182z —y — 3z +t = 0. Determinare una base di UNV,,
ed una rappresentazione cartesiana di U + V.

Svolgimento. Una base per U ¢’ data dai vettori (1,3,6,1), (1,4,7,3). Risolvendo le equazioni di V, si ottiene la
seguente base di V: (3,6,16,0), (—1,—2,0,16). Percio’ U4V e’ generato dai vettori (1, 3,6, 1), (1,4,7,3), (3,6,16,0),
(—1,-2,0,16). Disponendo in riga tali vettori, e riducendo a scala per righe, si ottiene la seguente base per U + V:
(1,3,6,1), (0,1,1,2), (0,0,1,3). Quindi U + V ha dimensione 3, ed una sua rappresentazione cartesiana e’ data da:

det

oSO8
O = we
= = O W
W N =

Cioe’ 14z +y —32+t=0.

Dalla base di U otteniamo la seguente rappresentazione cartesiana di U:

{3x+yfz=0
5 —2y+t=0.

Mettendo a sistema con le equazioni di V' (la terza e’ sovrabbondante), si ottiene una rappresentazione cartesiana di
unv:

3x+y—2=0
Sx —2y+t=0
20 —y =0

16x — 32+t =0.
Risolvendo tale sistema, si ottiene la seguente base per UNV: (1,2,5,—1). A
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, nelle variabili x,y, z:
x—2y+ (k2 +2k)z =2k -2
Sp=X a—y+(k?+3k+2)2=2k+1
z — 2y + (2k? + 4k)z = 3k — 2.
Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite

soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui S ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni eg;(—1) ed
es1(—1), si perviene alla matrice

1 =2 k*+2k 2k—2

0 1 k+2 3

0 0 K +2k k

Ne consegue:

e Sek#£0ek#—2, il sistema S ¢’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che e’

1 T
2,2, — | .
(k+ ’ ’k+2)

e Se k =0, il sistema Sy ha le stesse soluzioni del sistema

{m—2y:—2
y+2z=3.

Quindi, Sy ha oo! soluzioni, date dai vettori numerici

(4,3,0)" + 2(—4,—2,1)T, z€R.
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e Se k = —2, il sistema S_5 €’ incompatibile. B

Esercizio 3. Sia B la base di R® formata dai vettori e; + ey, e; + 2ey, e3. Sia f : R = R3 l'endomorfismo di R3
che trasforma il vettore u di coordinate X' rispetto alla base B, nel vettore f(u) di coordinate y' rispetto alla base B,
date dalle formule:

Yy = =10z} — 1224 4 9z

yh = 22 + ah, — 2z}

yh = —4x} — 6xh + 375,
Calcolare la matrice rappresentativa Mf(f) di f rispetto alla base canonica £ di R3, e calcolare una matrice invertibile
P ed una matrice diagonale D tali che P~ - ME(f)- P = D.

Svolgimento. 1 dati ci dicono qual e’ la matrice rappresentativa di f rispetto alla base B:

-10 —-12 9
ME(f)=1| 2 1 =2
4 -6 3
Percio’
ME(f) = Mg (idrs) - Mg (f) - M (idgs) =
1 1 0 —-10 —-12 9 2 -1 0 -5 =3 7
=1 2 0| 2 1 -2|-|/-1 1 0|=1]|-2 -4 5
0 0 1 -4 -6 3 0 0 1 -2 -2 3
1l polinomio caratteristico di ME(f) e’ py(t) = —(t + 1)(t + 2)(¢ + 3). L’autospazio V_; e’ generato dal vettore
(1,1,1), Pautospazio V_5 dal vettore (1,—1,0), e Pautospazio V_3 dal vettore (2,1,1). Percio’, posto
1 1 2
P=11 -1 1],
1 0 1
la matrice P €’ invertibile, e
-1 0 0
Pt ME(f)-P=D=|0 -2 0. m
0 0 -3

Esercizio 4. Una matrice A e’ quadrata di ordine 3, non e’ diagonalizzabile, ne’ nilpotente, e soddisfa le condizioni
A* =543 e A* = 6A% — 5A2. Qual e’ la forma canonica di Jordan Ja di A?

Svolgimento. Sia m(t) il polinomio minimo di A. Dalle ipotesi deduciamo che m(t) divide simultaneamente i polinomi
tt —5t3(= t3(t — 5)) e t* — 6t + 5t2(= t2(t — 5)(t — 1)). I che equivale a dire che m(t) divide il massimo comun
divisore di t3(t — 5) e t2(t — 5)(t — 1), che ¢’ il polinomio #?(¢ — 5):

MCD(#3(t — 5), t2(t — 5)(t — 1)) = t3(t — 5).
Percio’ m(t) deve essere uno dei seguenti polinomi:
t, t—5, t2, tt—5), t3(t—05).

Possiamo scartare i polinomi ¢, ¢ —5, ¢(t —5) perche’ A non e’ diagonalizzabile, ed anche 2 perche’ A non e’
nilpotente. Allora m(t) deve necessariamente essere t2(t — 5), e quindi

010
Ja=10 0 0. W
0 0 5

Esercizio 5. Utilizzando l’esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il

risultato ottenuto sia esatto.
i’l =T — I3 .1‘1(0) =0

i’z = =21 — 2%2 + 31‘3 .1‘2(0) =0

i’g = —Xx9 + 3 1‘3(0) =1.
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Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

0
y(t)=e*- 10|,
1
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
1 0 -1
A=]1-1 -2 3
0o -1 1
11 polinomio caratteristico di A e’ p4(t) = —t2. Percio’ A% = 0, A ¢’ nilpotente, e possiamo calcolare direttamente
la matrice esponenziale utilizzando la sua definizione, cioe’ lo sviluppo di Taylor:
‘ /2 1 00 1 0 -1 2 1 1 -2
eA‘:I+FA+5A2: 0 1 0 +t|-1 =2 3 |+ |1 1 -2|=
’ 0 0 1 0o -1 1 1 1 -2
l+t+ 2 e —t— 12
I B L
e VR S W
Bl —t+3 Ti-
La soluzione cercata e’ allora la terza colonna di e4t:
—t—t2
y(t)=| 3t—t
1+t—¢2

Per verificare che il risultato e’ esatto, osserviamo innanzitutto che la condizione iniziale e’ soddisfatta y(0) =
(0,0,1)T. Poi osserviamo che

-1-2t
vy =|3-2t |,
1-2t
e che tale funzione vettoriale coincide con la funzione che si ottiene moltiplicando la matrice A con y(t):
1 0 -1 —t —t? -1-2t
Ayt)=|-1 =2 3 |[-| 3t—-¢2 |=|3-2t |=y@F). N
0 -1 1 L+t —t? 1—-2¢

Esercizio 6. Sia V = Rlt]<2 lo spazio vettoriale dei polinomi di grado minore o uguale a due. Sia ¢ : V xV — R
la forma bilineare simmetrica definita ponendo ¢(p(t),q(t)) := p(—1) - ¢(—=1). Calcolare gli invarianti ed una base
ortonormale dello spazio pseudoeuclideo (V, ¢).

Svolgimento. Denotiamo con p(t) = ag + a1t + aat? e q(t) = by + b1t + bat? due generici elementi di V. Allora
o(p(t),q(t)) = p(=1) - (1) = (a0 — a1 + a2) - (bo — b1 + b2)
= aobo - a0b1 + a0b2 — albo + albl - a1b2 + a2b0 - a2b1 + a2b2.
Quindi, se & = {1, t, t2} ¢’ la base canonica di V, e G e’ la matrice di Gram di ¢ rispetto ad &, si ha:
1 -1 1

G=|-1 1 -1
1 -1 1
Affiancando a G la matrice unitaria I, ed applicando l’algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [G|I], con le
operazioni elementari ey (1), €2'(1), ez1(—1), e3!(—1), si perviene alla matrice:

100 1 00
[G|I) — [D|PT]:=|0 0 0 1 1 0
000 -1 01
Quindi gli invarianti di (V,¢) sono (n,p,r,s) = (3,1,1,1), ed una base ortonormale per (V,¢) e costituita dai
polinomi che hanno per coordinate rispetto alla base canonica date dalle colonne di P:

{1,14¢t, -14+¢*}. W
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Geometria (9 CFU), V appello, 25 agosto 2020.
Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, sia Uy, il sottospazio di R® generato dai vettori
(=2, h—6,2—-3h), (1, 2, h), (1, h, 2).

Determinare una rappresentazione cartesiana di Up,.

Svolgimento. Disponendo in riga i generatori di Uy, ed eseguendo le operazioni elementari p1a, pas, €21(—1), e31(2),
es2(—1), si perviene alla seguente matrice:

-2 h—-6 2-3h 1 2 h
1 2 h -0 h—2 2—-h
1 h 2 0 0 0

Deduciamo:

e Se h # 2 allora Uy, ha dimensione 2, ed una base per Uy, e’ costituita dai vettori (1,2, k), (0,1, —1). In tal caso
una rappresentazione cartesiana per Uj, €’ data dall’equazione:

0
det 1

SN =
[SESI
I
[e]

-1

Cioe’ (2+h)z —y—2z=0.
e Se h = 2 allora Uy e’ generato dal vettore (1,2,2). In tal caso una rappresentazione cartesiana di Us si ottiene
imponendo che la matrice

1
2
2

SIS

abbia rango < 1. Quindi una rappresentazione cartesiana di Uy, e’:
20 —y =0
2c—2=0. N
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, nelle variabili x,y, z:

(k+Dz+ky—22=k+3
Spi=< (k+Dz+ 2k+2)y—82=k+5
(k+ Dx + ky + (k* — 3)z = 2k + 4.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui Sy ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di

Sk

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni es;(—1) ed
es1(—1), si perviene alla matrice

k+1  k -2 k+3
0 k+2 -6 2
0 0 k-1 k+1

Ne consegue:

e Se k#£ —2,—1,1 allora il sistema Sy e’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che e’

L2y
Tk—1"k—1 ’

e Se k = —2, il sistema S_5 ha le stesse soluzioni del sistema

{x+2y+2z:—1
3z=-1,
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1 2 2 -1

00 3 —1|°
Il sistema e’ compatibile, ha rango 2, ed ha y come variabile libera, in quanto i pivots delle righe della matrice
incompleta stanno nelle colonne dei coefficienti di = e di z. Quindi, S_5 ha oco! soluzioni?, date dai vettori numerici

la cui matrice completa e’

1

3(17071)T+y(_27170)T7 Y€ R.

e Se k = —1, il sistema S_1 ha le stesse soluzioni del sistema

{y+22:—2
2z =—1,

la cui matrice completa e’

01 2 =2

00 2 —1|"
Il sistema e’ compatibile, ha rango 2, ed ha = come variabile libera, in quanto i pivots delle righe della matrice
incompleta stanno nelle colonne dei coefficienti di y e di z. Quindi, S_; ha oo’ soluzioni, date dai vettori numerici

1
75(0,2, DT +2(1,0,00T, zecR.

e Se k =1, il sistema S; e’ incompatibile. B

Esercizio 3. Il nucleo dell’operatore f : R® — R3 e’ rappresentato dall’equazione cartesiana x+vy—3z = 0. Inoltre,
il vettore (1,6,2) e’ autovettore per f relativo all’autovalore A = 2. Calcolare la matrice rappresentativa ]Mf(f) di f
rispetto alla base canonica & di R?, ed il polinomio caratteristico ps(t) ed il polinomio minimo mys(t) di f. Infine,
calcolare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D tali che P~ - Mf(f) -P=D.

Svolgimento. Risolvendo I’equazione = 4+ y — 3z = 0 otteniamo una base per il nucleo di f, data, per esempio, dai
vettori (—1,1,0), (3,0,1). Aggiungendo a tali vettori I'autovettore (1,6, 2), otteniamo una base di autovettori per f:

A= {(_17 170)7 (3707 1)7 (17672)} .

Percio’
-1 3 1 000
P=M#Gidgs)=|1 0 6|, D=MLf)=|0 0 0
0 1 2 00 2
($2
pr(t) = —t2(t = 2), my(t) = t(t - 2).
Infine
ME(f) = M#\(idms) - MZ(f) - M5 (idms) =
-1 3 1 000 -6 —5 18 2 2 -6
=11 06 00 0[-|-2 —2 7|=|1212 -36|. =
0 1 2 00 2 1 1 -3 4 4 -12

Esercizio 4. Sia A una matrice quadrata di ordine n > 2, nilpotente, con indice di nilpotenza p = n. Dimostrare
che Uequazione X2 = A non ha soluzioni (cioe’ non esiste una matrice X tale che X? = A).

Svolgimento. Sia X una tale matrice. Poiche’ X? = A, allora X?" = A" = 0. Quindi X e’ nilpotente, e percio’,
essendo di ordine n, si avra’ X™ = 0. Poiche’ 2(n — 1) > n, allora sara’ anche X2("~1) = 0. Cio’ ¢’ impossibile
perche’ X2(n=1 = An=1 £ 0. A

3In generale, un sistema lineare compatibile con n incognite, e con la matrice completa di rango p, ha n — p variabili libere, e co™ P
soluzioni. Nel nostro caso, n = 3 e p = 2. Le variabili libere, in funzione delle quali si esprime la generica soluzione, sono le variabili che
corrispondono alle colonne per le quali non passano i pivots della matrice ridotta a scala.
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Esercizio 5. Utilizzando l’esponenziale di una matrice, risolvere il seqguente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

T1 = —8x1 — x9 + dxg .731(0) =1
Lig = 6331 — X2 — 5.%‘3 xg(O) =0
C.Eg = —111’1 —I2+8$3 a:d(O) =0.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata ¢’

(1) y(t)=Pe’'P7t- 10|,
0

dove J €’ la forma canonica della matrice A dei coefficienti dell’equazione

-8 -1 5
A=| 6 -1 -5/,
11 -1 8 |

e P e’ la matrice che si ottiene disponendo in colonna una base a stringhe per 'operatore L4 : x € R® — A-x € R3.

Cominciamo a calcolare il polinomio caratteristico di A:

[—8—t -1 5
pa(t) = det 6 -1-t =5
-11 -1 8-t

Eseguendo le operazioni elementari ez; (1) ed e'2(—1), ci riconduciamo al seguente calcolo:

[—7—¢ -1 5
pa(t) = det 0 —2—t 0
-0 -1 8-t

Sviluppando il determinante rispetto alla seconda riga, deduciamo che
pa(t) = —(t+2)(1? =t = 6) = —(t +2)(t - 3).

Quindi lo spettro di A e’ costituito dagli autovalori A = —2 e A\ = 3.

L’autovalore A = —2 ha molteplicita’ algebrica 2, e molteplicita’ geometrica
-6 -1 5
mg(—2) =3 —1k(A+20)=3—-1k| 6 1 —5|=1.
—-11 -1 10

Tenuto conto che mq(3) = my(3) = 1, deduciamo che:

-2 1 0 e~ te2t 0
J=10 =2 0f, t=| 0 €2 0
0 0 3 0 0 et

Per rendere operativa la formula (1), rimane da calcolare la matrice P.

A tale proposito, cominciamo con lo studio dell’autovalore A = 3. Poiche’ m,(3) = 1, allora A = 3 contribuisce in
P con una sola colonna (la terza, per come abbiamo disposto i blocchi in J). Tale colonna e’ un qualunque vettore
non nullo che genera 'autospazio V3. L’autospazio coincide con il nucleo della matrice A — 31, cioe’ i vettori di V3
sono le soluzioni del sistema lineare

11 -1 5
(A-3I)-x=| 6 -4 -5|-x=0.
~11 -1 5

Risolvendo tale sistema deduciamo che V3 e’ generato dal vettore (1, —1,2)T. Percio’, per il momento, possiamo dire
che
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Le prime due colonne by = P! e by = P2 di P sono il contributo dell’autovalore A = —2. Esse devono formare una
stringa di lunghezza 2 per A, relativa all’autovalore A = —2. Cioe’ b; e by devono soddisfare le seguenti condizioni:
b1 75 Oe

by —2 % 9by+by, by —2 % —9b,.

Cio’ equivale a dire che by, by formano una stringa di lunghezza 2 per A + 21, relativa all’autovalore A = 0:

A+21 A+21
bgébléo

Per determinare by e bg, possiamo procedere come segue.

Dalla teoria sappiamo che b; e by vanno pescati nell’autospazio generalizzato V_s. Quindi innanzitutto calcoliamo
una base per I'autospazio generalizzato V_5. Occorre risolvere il sistema lineare

-25 0 25
(A+20)?.x=|25 0 —-25|-x=0.
-50 0 50

Una base per lo spazio delle soluzioni di tale sistema, cioe’ una base per V_s, €’

B={(0,1,0)7,(1,0,1)7}

(in generale non e’ detto che tale base sia una stringa). Adesso prendiamo il primo vettore di tale base, e calcoliamo *

0 ~1
(A+2D)- 1] =] 1
0 -1

Dalla teoria sappiamo che A + 21, valutata sui vettori di 17,2, ha indice di nilpotenza 2. Percio’ a priori sappiamo
anche che

-1 0 0
(A+20)- | 1 | =(A+2D)*-[1]| =10
-1 0 0

Cioe’:
(0,1,007 224, (11, —1)T 222 ¢,
Abbiamo trovato la stringa:
by = P! =(-1,1,-1)7, by =P*=(0,1,0)".

Quindi
-1 0 1
pP=(1 1 -1
-1 0 2
Finalmente possiamo calcolare la soluzione:
1 B 1 1
yt)y=et- ol =Pt fol =Pt P |0
0 0 0
-1 0 1 e te72 0 -2 0 1 1 —e¥t e (2 1)
=1 1 -1 0 e 0 1 1 0|0 =] et+e2t—-1)
-1 0 2 0 0 e -1 0 1 0 —263 4 e72(2 — 1)

Per verificare che il risultato e’ esatto, osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)%. Poi osserviamo che

—3e3 + e72(2t — 5)
y(t) = | 3e3 + e 2 (-2t + 3)
—6e3t + e72(2t — 5)

48e il risultato della moltiplicazione di A+ 2I per (0,1, 0)T fosse stato il vettore nullo, avremmo dovuto considerare il secondo vettore
(1,0,1)T invece del primo.
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E poi che tale funzione vettoriale coincide con la funzione che si ottiene moltiplicando la matrice A con y(t):

-8 -1 5 —e3t 4 e (2 —t)
Ayt)=| 6 -1 =5|-| t+e2t-1) |. N
-1 -1 8 —2e3 + e 22 — 1)

Esercizio 6. Sia V = R[t]<2 lo spazio vettoriale dei polinomi di grado minore o uguale a due. Sia (V, <, >) lo spazio
euclideo definito ponendo < f(t),g(t) >= f(0)g(0) + f(1)g(1) + f(2)g(2). Sia H il sottospazio di V generato dal
polinomio h(t) = 1+t2. Siapg : f €V — pu(f) € V loperatore che associa ad ogni f € V la proiezione ortogonale
pu(f) di f su H. Calcolare la matrice rappresentativa ]V[f (pg) di pg rispetto alla base canonica £ = {1, t, t2}.

Svolgimento. Possiamo calcolare la matrice utilizzando la definizione. Prendiamo il primo vettore di £, cioe’ 1, e
calcoliamone la proiezione ortogonale:

<11+t > 1-1+1-2+1-5

4
2 2 2
+ = 14+1t%) = 1+1t7).
<1+t2,1+t2>( ) 1~1+2~2+5~5( ) 15( )

pr(1)

Percio’ la prima colonna di M£ (py) e’ determinata:

4
. 15
Mg (pu) = 2
5
Similmente si calcola:
<t,1+t2> e 0:14+1-2+2-5 o 2 5
D=~ T8 7 ()= T T 2y = S(1 4t
palt) = st =T e s s L) =50 HT),
<t2 142> 0-1+1-2+4-5 11
Y= 7 T 7 a2y =TT TR T 4 42) = 22 (1 + ¢2).
)= A sttt =T s s ) = )
In conclusione
L[4 6 1
JVfg(pH):E 00 0. m
4 6 11
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Geometria (9 CFU), VI appello, 15 settembre 2020.
Esercizio 1. Al variare del parametro h € R, sia Uy, il sottospazio di R® generato dai vettori
—e;+e;, —es3+tes, —(2h+8)e;+ (h+3)es+es.
Sia V il sottospazio di R® rappresentato dalle equazioni cartesiane

r+y+z+t+u=0
T+ 2y +22+2t+2u=0.
Calcolare la dimensione ed una base di U, NV .

Svolgimento. 1 tre generatori di Uy, sono liberi, per ogni h. Percio’ una rappresentazione cartesiana di U}, si ottiene
imponendo che la matrice

-1 0 —-2h—-8 =z
1 0 0 y
0 -1 h+3 z
0 1 0 t
0 0 1 u

abbia rango < 3. Tramite le operazioni elementari esq(1), p2s, e42(1), pss, €a3(—h — 3), es3(2h + 8), si perviene alla
seguente matrice:

-1 0 —-2h-8 T
0 -1 h+3 z
0 0 1 u
0 0 0 z4+t—(h+3)u
0 0 0 x+y+ (2h+8)u

Percio’ una rappresentazione cartesiana per Uy, e’ data dal sistema lineare
z4+y+(2h+8)u=0
z4t—(h+3)u=0.

Ne consegue che una rappresentazione cartesiana di U, NV e’ data dal sistema lineare:

r+y+z+t+u=0
T+2y+22+2t+2u=0
z4+y+(2h+8)u=0
z+t—(h+3)u=0.

La matrice di tale sistema e’:

1111 1
1 2 2 2 2
110 0 2h+38
001 1 —h-3

Riducendo a scala con le operazioni es;(—1), e31(—1), es3(1), si perviene alla matrice

11 1 1 1
01 1 1 1
0 0 -1 -1 2h+7
00 O 0 h+4

Il sistema lineare omogeneo con tale matrice dei coefficienti e’ una rappresentazione cartesiana di U, N'V. Quindi:
e se h # —4, allora U, NV ha dimensione 1, ed una base e’ data dal vettore —es + ey;

e se h = —4, allora U_4, NV ha dimensione 2, ed una base e’ data dai vettori —e3 + e4, —e3 +e5. B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, nelle variabili x,y, z:
kx+ky+ (K2 +k—1)z=2k—-1

Spi=14 (k+2)z+ k+ 1y + (B2 +k+3)z=2k+2
(k+1)x+ (k+ 1)y + (k* + k)z = 2k.
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Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui S ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni eg;(—1),
es1(—1), p13, e21(—2), ed e31(—k), si perviene alla matrice

11 1 1
0 k—1 2 1
0 0 k-1 k-1

Ne consegue:

e Se k # —1,1 allora il sistema Sy, €’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che e’
k-1 1 1 \"
k+1"k+1 k+1/) °

e Se k = —1, il sistema S_; €’ incompatibile.

e Se k =1, il sistema S; ha le stesse soluzioni del sistema

{x+y+z:1
2z =1,

la cui matrice completa ¢’

11 11

0 0 2 1|
Il sistema e’ compatibile, ha rango 2, ed ha y come variabile libera, in quanto i pivots delle righe della matrice
incompleta stanno nelle colonne dei coefficienti di = e di z. Quindi, S; ha oo! soluzioni®, date dai vettori numerici

1
5(17071)T+y(_17170)T7 yeR’ u

Esercizio 3. Sia f : R® — R? l'operatore lineare definito dalle condizioni f(1,0,0) = (1,—1), f(0,1,1) = (4,1),
£(0,1,2) = (6,—1). Sia g: R%? — R? l'operatore lineare definito ponendo
9(z,y) = 2z +y,z+y,—x +2y).

Sia h : R3 — R3 l'operatore composto h = go f. Calcolare la matrice rappresentativa Mf(h) di h rispetto alla base
canonica € di R3, il polinomio caratteristico di h, il polinomio minimo di h, ed una matrice invertibile P ed una
diagonale D tali che D = P~ - ME(h) - P.

Svolgimento. Denotiamo con & la base canonica di R2, e con B la base di R® formata dai vettori (1,0,0), (0,1,1),
e (0,1,2). Allora si ha:

M (h) = M (go f) = Mg (9) - ME,(f) = Mg (g) - ME,(f) - Mis (idgs)

2 1 1 0 0 1 7 2
=1 1 [711 ‘11 fl] 0 2 —1|=|0 5 0
-1 2 0 -1 1 -3 4 —6
11 polinomio caratteristico di tale matrice €’ py(t) = —(t+5)t(t—5). Percio’ h e’ diagonalizzabile, il polinomio minimo

mp(t) = (& + 5)t(t — 5), ed il calcolo mostra che una base di autovettori per h ¢ costituita dai vettori (1,0, —3),
(2,0,-1), (-17,-10,1). Percio:

-5 0 0 1 2 =17
D=0 00|, P=|0 0 —-10|. W
0 0 5 -3 -1 1

5In generale, un sistema lineare compatibile con n incognite, e con la matrice completa di rango p, ha n — p variabili libere, e co™ P
soluzioni. Nel nostro caso, n = 3 e p = 2. Le variabili libere, in funzione delle quali si esprime la generica soluzione, sono le variabili che
corrispondono alle colonne che non passano per i pivots delle righe della matrice completa ridotta a scala.
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Esercizio 4. Siano A e B due matrici quadrate di ordine 3. Provare che A e’ simile a B se e solo se A e B hanno
lo stesso polinomio caratteristico e lo stesso polinomio minimo. E’ vero per le matrici di ordine 47

Svolgimento. E’ sufficiente osservare che, quando I'ordine e’ 3, il polinomio caratteristico di A e quello minimo
determinano la forma canonica. Infatti:

e Se p4(t) ha tre radici distinte, diciamo A, A2 e Az, allora

A0 0
Ja=10 X 0
0 0 A3
e Se pa(t) ha due radici distinte, diciamo A1, Aa, con pa(t) = —(t — A1)%(t — A2), allora ci sono due possibilita’

per il polinomio minimo: m4(t) = (t — A1)%(t — A2), oppure ma(t) = (t — A1)(t — A2). Nel primo caso deve essere

A1 0
Ja=10 X 0},
L0 0 A
mentre nel secondo deve essere ~ _
A 0 0
Ja=10 X 0
L0 0 A

e Infine, se p4(t) ha una sola radice )1, allora per il polinomio minimo ci sono tre possibilita’s m4(t) = (t — A\1)3,
ma(t) = (t — M1)?, ma(t) = (t — A\1). Nel primo caso deve essere:

1 -
Ja=10 XN 1],
L0 0 XN
nel secondo ~ _
A 10
Ja=10 X 0},
L0 0 XN
nel terzo _ -
A 0 0
Ja=1]10 X 0
L0 0 XN

Questa proprieta’ non vale se 'ordine della matrice e’ 4. Per esempio le matrici

00 00 01 00
00 00 0 0 0O
00 0 1" 0 0 01
00 00 0 0 0 0

hanno lo stesso polinomio caratteristico (= t*) e minimo (= #2), ma non sono simili. Infatti una ha tre blocchi di
Jordan, laltra due. B

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i‘l = —9.7;1 — 4.T2 + 71'3 11(0) =1
To = bx1 + 229 — 43 .132(0) =0
Ltg = —9.131 — 4%2 + 7."133 133(0) =0

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

(1) y(t) = Pe’tp~t.

o



278 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE

dove J €’ la forma canonica della matrice A dei coefficienti dell’equazione

-9 —4 7
A=|5 2 -4,
—9 —4 7

e P e’ la matrice che si ottiene disponendo in colonna una base a stringhe per I'operatore L4 : x € R® — A-x € R3.

Il polinomio caratteristico di A e’ pa(t) = —t3. Percio’ A e’ nilpotente. Inoltre 'autovalore A = 0 ha molteplicita’
geometrica

mg(0) =3 -—1kA=3-2=1.

Deduciamo che:

= kol

010 1 ¢
J=10 0 1], e*=10 1
00 0 0 0

Per rendere operativa la formula (1), rimane da calcolare la matrice P.

Denotiamo con P', P2, P3 le colonne di P. Tali colonne devono formare una stringa di lunghezza 3 relativa
all’autovalore A = 0 per A, cioe’ P! #0, e

A A A

pP3 p? p! 0.

Per calcolare tale stringa possiamo procedere cosi’. Calcoliamo

-2 0 2
A2=11 0 -1
-2 0 2

Osserviamo che la prima colonna di A% non e’ nulla. Osserviamo anche che:

1 42 -2
0] —— | 1
0 -2
Percio’, tenuto conto che A% = 0, avremo:
1 M -9 N -2 .
o] — | 5| — | 1| — 0
0 -9 -2
Questa €’ la stringa che cercavamo. Quindi
-2 -9 1
P=11 5 0
-2 -9 0
Finalmente possiamo calcolare la soluzione:
1 » 1 1
y(t) — 6At 0 ePJP t 0 P. eJt . P71 1o
0 0 0
-2 -9 1] [1 ¢ &1 [o -9 —5] [1 1-9t—¢?
=|1 5 0|-fo1 ¢t[-|0 2 1 [-|0l=] 5t+%
-2 -9 0 0 0 1 1 0 -1 0 —9t — 2

Per verificare che il risultato e’ esatto, osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)T. Poi osserviamo che

—9—2t
yit)=| 5+t
-9 -2t
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E poi che tale funzione vettoriale coincide con la funzione che si ottiene moltiplicando la matrice A con y(t):

-9 —4 7 1—975—2152
A-yt)y=|5 2 —4|-| 5t+5 |. n
-9 —4 7 —9t — 12

Esercizio 6. Al variare dei parametri a,b € R, calcolare gli invarianti (n,p,r,s) della matrice simmetrica

1 b
Gop=|a 1
b 1

— = Q

Svolgimento. Utilizzando le operazione elementari ez (—a), e*'(—a), ez1(—b), €3 (—b), vediamo che la matrice G,
e’ congruente alla matrice
1 0 0
Hyp=|0 1-—a®> 1—ab
0 1—ab 1-0?

Osserviamo che det H, , = —(a — b)?.

Cominciamo ad esaminare il caso a = b. Allora abbiamo
1 0 0
H,o= 1|0 1—a® 1-4d%]|,

0 1—a® 1—a?

che e’ congruente alla matrice

1 0 0
0 1—-a®> 0
0 0 0

Percio’: se 1 — a? < 0 allora (n,p,7,5) = (3,2,1,0), se 1 —a? = 0 allora (n,p,r,s) = (3,1,1,1), se 1 —a? > 0 allora
(n7p7r7s) = (37 2727 2)'

Ora esaminiamo il caso a # b.

Se abbiamo anche 1—a? # 0, allora dalla matrice H,_j; deduciamo, tramite le operazioni ez (— }:Zﬁ) ed 632(7%22),
che G, € congruente alla matrice

1 0 0

0 1—a? 0 )
—b

0o 0 -4

Percio’, in tal caso, (n,p,r,s) = (3,3,2,1).
Con calcoli analoghi si vede che tali sono gli invarianti anche nell’altro caso rimanente, cioe’ a # b, 1 — a? = 0.
Quindji, in conclusione:
esea=beac€ (—oo,—1)U(1,400), allora (n,p,r,s) = (3,2,1,0);
esea=>bea==l,allora (n,p,r,s) =(3,1,1,1);
esea=beac (—1,1), allora (n,p,r,s) = (3,2,2,2);
e se a # b, allora (n,p,r,s) = (3,3,2,1). &
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Geometria (9 CFU), I appello, 19 gennaio 2021.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* generato dai vettori —ae;+es, (—1—a—b)e;+es+es+ey, (—1—b)e;+eatey.
Sia V il sottospazio di R* rappresentato dal sistema lineare

{x—y-i—az—i—(b—?)t:o
42y +az+ (b+1)t=0.

Dire se e’ vero oppure no che U +V =U &V, e calcolare una rappresentazione cartesiana di U + V.

Svolgimento. Osserviamo che il terzo generatore di U e’ sovrabbondante, perche’ e’ la differenza tra il secondo ed il
primo. Quindi i vettori —ae; +e3 e (—1 —a—b)e; + ez + e3 + e4 formano una base di U. D’altra parte, risolvendo il
sistema costituito dalle due equazioni che definiscono V', si vede che una base di V' e’ formata dai vettori —ae; + es
e (-1 —b)e; — ex + e4. Osserviamo anche che —ae; + e appartiene sia ad U che a V, percio’ non e’ vero che
U+V=UsaV.

Ora sappiamo che U 4V ¢’ generato dai vettori —ae; +e3, (-1 —a—b)e; +ex+ez+eq e (—1—b)e; —es+ey. Tali
vettori sono linearmente indipendenti. Quindi formano una base di U + V', e percio’ una rappresentazione cartesiana
di U +V €’ data dalla condizione:

—a 1-b —-1—a—-b =z

0 -1 1 vyl
det 1 0 1 2= 0,
0 1 1 t

cioe’ v +y+az+ bt =0.

In conclusione: 1) non e’ vero che U+V = U@ V; 2) una rappresentazione cartesiana di U+V e’ z+y+az+bt = 0.
|

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:
(k—c)x+cy+3cz=2
Sk:=1% (c—Kz+(k-1y+(1-3c)z=-1
(k—c)x+cy+ (k2 —c2+3c)z=k—c+2.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui S ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. Riducendo® a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni es1(1) ed
e31(—1), si perviene alla matrice

k—c c 3c 2
0 k+c—1 1 1
0 0 K- k-c

Ne consegue:

e Se k# —c,c,1— ¢, il sistema Sy ¢’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che €’

1

+c

2,1,1)7.

e Se k = —c il sistema non ha soluzioni.

e Se k = ¢, il sistema S, ha le stesse soluzioni del sistema

{y+(6cfl)z=3
2cz = 1.

Quindi, S, ha oco! soluzioni, date dai vettori numerici

T
1 1
—, — R.
(x’Qc’ZC) » TE

6Si assume c # 0 e ¢ # %
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e Se k=1 —¢, il sistema S;_. ha le stesse soluzioni del sistema

{(1—20)1+cy+30z:2
z=1

Quindi, S;_. ha oo! soluzioni, date dai vettori numerici

(2—36—0@;

T
1 cR. 1
1— 2 Y, ) Y

Esercizio 3. L’endomorfismo f : R® — R3 soddisfa le sequenti condizioni: f(e; + es + e3) = 2e; + 2es + aes,
f(er + 2es + 3e3) = 5e; + ey + 3aes, f(2e1 + ey — e3) = —aey. Calcolare la matrice rappresentativa ME(f) di
f rispetto alla base canonica € di R3, e calcolare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D tali che
P71 ME(f) - P=D.

Svolgimento. Per ipotesi” sappiamo che

fle1) + f(ea) + f(e3) = 2e; + 2es + aes
fle1) +2f(e2) +3f(e3) = 5e1 + 5ey + 3aes
2f(e1) + f(e2) — f(e3) = —aes.

Effettuando le operazioni elementari es(—1) e e31(—2) si deduce che

{ fle2) +2f(e3) = 3e1 + ez + 2aes
—f(e2) —3f(e3) = —4e; — des — 3aes.

Sommando si ottiene
f(es3) =e; + ez +aes.

Sostituendo si ha
f(e2) =e1+ex e f(e)=0.

Percio’:
01 1
ME(f)=|0 1 1
0 0 a
1l polinomio caratteristico di M£ (f) e’ py(t) = —t(t—1)(t—a). L’autospazio V; e’ generato dal vettore e;, I'autospazio
V1 dal vettore e; + ey, e autospazio V, dal vettore e; + e + (a — 1)es. Percio’, posto

1 1 1
P=101 1 |,
0 0 a—1

la matrice P €’ invertibile, e

P~ ME(f) P=D=

coo
oo
2 oo
|

Esercizio 4. Sia J = Jy il blocco di Jordan relativo all’autovalore A = 0, di ordine p. Si assuma p della forma
p=3q+1. Qual e’ la forma canonica di J>?

Svolgimento. Poniamo® A = .J3, e denotiamo con .J4 la forma canonica di A. Tenuto conto che p = 3¢+1, osserviamo
che A9 = JP~! £ 0, mentre A9t = JP = 0. Percio’ A ¢’ nilpotente, con indice ¢ + 1. In tal caso sappiamo che il
numero g dei blocchi di ordine ¢ + 1 presenti in J4 e’ uguale al rango di A? = JP~, che e’ 1. Inoltre il numero dei
blocchi di ordine ¢ presenti in J4 e’ uguale a po fpl, con pug + pg = rk A1, Poiche’ Aq 1 = Jp=% ha rango 4, segue
che py = 3, e dunque po — g = 2. Quindi in J4 c¢’e’ un blocco di ordine g + 1, e due blocchi di ordine gq. Poiche’
p= (g + 1)+ 2q, non ci possono essere altri blocchi.

7Si assume a # 0 e a # 1.
8Si assume p > 4.
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In conclusione, la forma canonica di J ha un blocco di ordine ¢ + 1, e due blocchi di ordine ¢. W

Esercizio 5. Utilizzando l’esponenziale di una matrice, risolvere il seqguente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

i1 = (—a—3) + (a+ 5)az + o3 1(0) =1
Ty = (—a—3)x1 + (a+5)a:2+1’3 I2(0) =0
i3 = (2a+ T)z1 + (—2a — 11)xs — 223 25(0) =0

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata ¢’

y(t) = eAt -0 ’

dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione

—a—3 a+5 1
A=|—-a-3 a+5 1
2a+7 —2a—11 -2

Per calcolare la matrice esponenziale e4?, andiamo a calcolare una base a stringhe S per 'operatore L 4. Mettendo
in colonna i vettori di tale base, otterremo una matrice P tale che e* = Pe’*P~1, dove J e’ la forma canonica di A.

11 polinomio caratteristico di A e’ p4(t) = —t3, e la molteplicita’ geometrica dell’autovalore A = 0 e’ 1. Percio’ A
¢’ nilpotente con indice p = 3, la forma canonica di A e’

e
1t t2)2
et=10 1 ¢
00 1

1 -1 0
A2=11 -1 0
-2 2 0

Allora una stringa di lunghezza 3 per L, e

e —2 (—a—3)e1 + (—a—3)es + (2a+ 7)es —2 s elter—25 —2 0.

Percio’
1 —-a-—-3 1
P=(1 —-a-3 0
-2 2a4+7 0

Possiamo calcolare la soluzione del problema assegnato.

1 1

yt)=e- 0| =P-et-P71. |0

0 0
1 —a—3 17 [1 ¢ /2] [0 2a+7 a+3] [1
=1 —a—-3 0f-(0 1 t - 10 2 1 0
-2 2a+7 0 0 0 1 1 —1 0 0

t2/2— (a+3)t+1
=| t3/2—(a+3)t
—t2 4 (2a + Tt
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Per verificare che il risultato e’ esatto, osserviamo innanzitutto che la condizione iniziale ¢’ soddisfatta y(0) =
(1,0,0)T. Poi osserviamo che

t—a—3
y(t): t—a—3 )
—2t+2a+7

e che tale funzione vettoriale coincide con la funzione che si ottiene moltiplicando la matrice A con y(t):

—a—-3 a+5 1 t2/2—(a+3)t+1
Ayt)=|-a-3 a+5 1| #/2—(a+3)t |. 1A
2a+7 —2a—11 -2 —t2+ (2a+ 7t

Esercizio 6. Sia ¢ : R?> x R? = R la forma bilineare simmetrica soddisfacente le sequenti condizioni:
d(e; +ex,e1+e)=T+h, ¢(e;+es e +2e)=10+2h, o(e;+ 2es, e+ 2ey) =13+ 4h.

Calcolare la matrice di Gram GE&(¢) di ¢ rispetto alla base canonica €, e gli invarianti di ¢.

Svolgimento. Osserviamo che il sistema di vettori B = {e; + ez, e; + 2e2} forma una base di R?, e

B _ [ T+h 10+2h
GB(¢)_{1O+2h 13+4h]'

Quindi
GE(¢) = ME(idp2)" - GB(¢) - ME (idr>)

_ |2 1| | 7+h 10+2h| | 2 -1} |1 3
-1 01 104+ 2h 13+ 4h -1 1| |3 h|"

Applicando a tale matrice le operazioni elementari eg; (—3) e €2!(—3), si ottiene la matrice
1 0
0 h—9|"

(2,2,1,0) seh<9
(2,1,1,1) seh=9
(2,2,2,2) seh>9. N

Percio’ gli invarianti di ¢ sono
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Geometria (9 CFU), II appello, 2 febbraio 2021.

Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R* rappresentato dall’ equazione (a + 3)x — 2y + (1 —a)z — 2t = 0. Sia V il
sottospazio di R* generato dai vettori

(1,a+2,0,0),(a — 1,0,a + 2,0),(2,0,0,a + 2), (—a,a + 2, —a — 2, —a — 2).

Determinare una base di UNV.

Svolgimento. 1l quarto® generatore di V e’ sovrabbondante, ed i primi tre sono liberi. Percio’ una rappresentazione
cartesiana di V' €’

1 a—1 2 T
a+2 0 0 vyl
det 0 a+2 0 P _07
0 0 a+2 t

che equivale a (a +2)z —y + (1 — a)z — 2t = 0. Allora il sistema

{(a+3)m72y+(17a)z72t:0
(a+2)z—y+(1—a)z—2t=0

e’ una rappresentazione cartesiana di U N V. Risolvendo tale sistema, si vede che una base per U NV ¢’ data dai
vettori (a —1,a —1,a+1,0), (2,2,0,a+1). B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y, z:

z4+ (k=3)y+ (k—-b)z=0
Spi={ x4+ (2k—6)y+ (k—b)z=—1
x4+ (k—3)y+ (k2 — (b+2)k+2b)z=k—3.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui S ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare Sy con le operazioni eg;(—1) ed
e31(—1), si perviene alla matrice
1 k-3 k—b 0
0 k-3 0 -1
0 0 (k—3)(k—-0b) k-3

Ne consegue:

e Sek #£3ek#b, il sistema S ¢’ di Cramer, ha un’unica soluzione, ed il calcolo mostra che ¢’

o L 1y
"3—k’k-b ’

e Nei rimanenti casi k = 3 e k = b, il sistema Sy e’ incompatibile. B

Esercizio 3. L’applicazione lineare f : R* — R3 ha il nucleo rappresentato dall’equazione z+y+ 2+t =0, ed e’
tale che f(1,0,0,0) = (1,2,a). Calcolare la matrice rappresentativa di Mg;‘ (f) di f rispetto alla base canonica &4 di
R* ed & di R3, una base per il nucleo di f, ed una base per limmagine.

Svolgimento. 1 vettori e; — ey, €1 — e3, ed e; — e4, formano una base per il nucleo di f. Poiche’ I'immagine ha
dimensione 1, allora (1,2,a) forma una base per 'immagine. Per ipotesi la prima colonna di Mf; (f) € proprio

(1,2,)7. Poiche’ f(e1) = f(es) = f(es) = f(ea), allora

MEH(f) =

QN
L N =
SIS
QN =
|

9Gi assume a # —2 e a # —1.
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Esercizio 4. Una matrice A e’ quadrata di ordine 4, non e’ diagonalizzabile, e soddisfa la condizione A* + a2 A? =
2aA3. Quali sono le possibili forme canoniche di Jordan Ju di A?

Svolgimento. La matrice A soddisfa 'equazione t?(t — a)? = 0. Tenuto conto che A non e’ diagonalizzabile, allora il
polinomio minimo m 4 di A rientra in uno dei seguenti'®: 2, (t — a)2, t3(t — a), t(t — a)?, t2(t — a)?.

Se my = t2, allora J,4 puo’ essere:

01 0 0 01 0 0
00 0 O - 00 0 O
000 1f °PP 0000
00 0 O 00 0 O
Se ma = (t — a)?, allora J4 puo’ essere:
a 1 0 0 a 1 0 O
0 a 0 O - 0 a 00
00 a 1| °PP 00 a0
0 0 0 a 0 0 0 a
Se m4 = t2(t — a), allora J4 puo’ essere:
01 0 0 01 0 0
00 0 O oppUre 00 0 O
00 ao0f °PP 00 a 0
00 0 O 0 0 0 a
Se ma = t(t — a)?, allora J4 puo’ essere:
a 1 0 0 a 1 0 0
0 a 0 O opDUTe 0 a 0 O
000 o0f °PP 0000
0 0 0 a 0 0 0 O
Se ma = t2(t — a)?, allora J4 deve essere:
a 1 0 0
0 a 0 O
0 0 0 1 u
0 0 0 0

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

1 = (—2a+ 2)z1 + aze + (a — 1)z3 z1(0)=1
zo = (—3a + 2)x1 + 2azs + (a — 1)x3 22(0) =0
3= (=3a+ 1)z + (a + 1)z2 + (2a — 1)z3 23(0) =0

Svolgimento. Sappiamo!! che la soluzione y(t) cercata ¢’

y(t) = eAt -0 )
0

dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione

—2a+2 a a—1
A=1|-3a+2 2a a—1
—3a+1 a+1 2a-—1

10Si assume a # 0.
H1Si assume a # 1.
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Per calcolare la matrice esponenziale eA?, andiamo a calcolare una base a stringhe S per operatore L 4. Mettendo
in colonna i vettori di tale base, otterremo una matrice P tale che e4* = Pe/*P~1, dove J ¢’ la forma canonica di A.

11 polinomio caratteristico di A € pa(t) = —(t — a)?(t — 1), e la molteplicita’ geometrica dell’autovalore A = a ¢’
1. Percio’ la forma canonica di A e’:

a 1 0 e tett ()
J=10 a 0|, e eft'=[0 e 0
0 0 1 0 0 e

Un autovettore per l'autovalore A =1 ¢’ (1,1,1).

Ora andiamo a studiare 'autovalore A\ = a. L’autospazio generalizzato ‘7}, e’ il nucleo dell’operatore L(a_qp)2-
Tale nucleo €’ rappresentato dall’equazione 3x —y — z = 0. Percio’ una base per Voo B= {(1,3,0),(1,0,3)}. La
matrice rappresentativa rispetto a tale base della restrizione di La_,5 su V, e’

112 -1
v-3[3 )

Per l'operatore Ly i vettori &(—1,—-2) ed (0,1) formano una stringa di lunghezza 2 per autovalore nullo. Percio’
una stringa di lunghezza 2 per L4 relativa all’autovalore A = a, ¢’ data dai vettori:

(717 715 72)7 (17 07 3)
Allora una base a stringhe per Ly e’:

S={(-1,-1,-2),(1,0,3),(1,1,1)}.

E si ha
-1 1 1
P =M (idgs)=| -1 0 1
-2 3 1
Possiamo calcolare la soluzione del problema assegnato.
1
yit)y=et- ol =P/t Pt 11
0

Per verificare che il risultato e’ esatto, osserviamo innanzitutto che la condizione iniziale ¢’ soddisfatta y(0) =
(1,0,0)T. Poi osserviamo che
e"(—2a —at — 1) 4 3et
yit)=| e (-3a—at —1)+3e* |,
e (—3a — 2at — 2) + 3¢t

e che tale funzione vettoriale coincide con la funzione che si ottiene moltiplicando la matrice A con y(t):

—2a+2 a a—1 e(—2—t) + 3¢t
Ayt)=|-3a+2 2a a—1]-|e*(=3-t)+3 |. N
—-3a+1 a+1 2a-1 e (=3 — 2t) + 3¢t

Esercizio 6. Sia ¢: R3 — R la forma quadratica definita ponendo:

q(x,y,2) = 2% + day — 6xz + y? + 2%



ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE 287

Sia U il sottospazio di R? generato dal sistema di vettori B = {es —e;, e3—aei}. Siaq :ucU — q(u) €R la
restrizione di ¢ su U. Calcolare la matrice di Gram Gg(ql) di q1 rispetto alla base B, e gli invarianti di q;.

Svolgimento. Sia £ la base canonica di R3, e B = {e; — ey, e3 —ae;} la base di U data dal testo. Allora si ha:

1 2 -3
Gi)=|2 1 0
-3 0 1
Percio’ la polarizzazione ¢ di g €’
1 -3
oey)=x"-2 1 0 |-y
-3 0 1
Ne consegue
ples —ej, e —e) =—2, ¢Plex—e1,e3—aer) =3—a, ¢(es—aer, e3—ae)= a? + 6a + 1.
Percio’
B _ -2 3—a
Gilq) = {3—a a’>+6a+1|"

L’algoritmo di Gauss-Lagrange porta tale matrice nella matrice:

-2 0
0 3(3a?+6a+11)]"
Poiche’ 3a2 + 6a + 11 > 0, ne consegue che gli invarianti di ¢; sono:

(n7p7r75):(2727170)' .
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Geometria (9 CFU), III appello, 15 giugno 2021.
Esercizio 1. Sia U il sottospazio di R® generato dai vettori (1,—1,—1), (4,—1,—2), (5,—2,—3). Sia V il sottospazio
di R? generato dai vettori (—2,2,1), (1,—4,1). Determinare una base ed una rappresentazione cartesiana di U NV .
Svolgimento. Una rappresentazione cartesiana di U e’ data dall’equazione x — 2y 4+ 3z = 0, mentre una per V ¢’
2z 4+ y + 2z = 0. Percio’, una rappresentazione cartesiana di U NV e’ data dal sistema lineare:

T—2y+32=0
2z +y+2z=0.

Risolvendo tale sistema, troviamo che una base di U NV ¢’ data dal vettore (—7,4,5). B

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare S, nelle variabili x,y:

r+(2-2k)y=k
Sp:=X z+B+ky=1
kx — (1+2k)y = —1.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite

soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui S ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. La matrice completa del sistema Sy e’:

1 2-2k k
1 3+k 1
k —-1-2k -1

Tale matrice ha determinante pari a —k2(k 4 7). Ne consegue:
e Se k #0,—7, il sistema Sy, non ha soluzioni.

e Se k =0, il sistema Sy ha un’unica soluzione, che e’
(.T,y) = (_27 1)T‘

e Se k = —7, il sistema S_7 ha un’unica soluzione, che €’

-1

5 3,27. m

(l‘,y) =

Esercizio 3. L’endomorfismo f : R® — R3 soddisfa le sequenti condizioni: f(0,0,1) = (=3,5,4), f(—3,5,4) =
(—3,5,4), ed il vettore (—2,3,2) e’ un autovettore relativo all’autovalore A = —2. Calcolare la matrice rappresentativa

ME(f) di f rispetto alla base canonica € di R3, e calcolare una matrice invertibile P ed una matrice diagonale D
tali che P~ - ME(f)- P = D.

Svolgimento. Sia B la base di R? formata dai vettori (—3,5,3), (=3,5,4), (—2,3,2). Dalle ipotesi sappiamo che:

0 0 O
ME(f)=10 1 ©
0 0 -2

(st osservi che f(—3,5,4) — f(0,0,1) = 0, e percio’ il vettore (—3,5,3) sta nel nucleo di f).
Allora le matrici cercate sono:

00 0 -3 -3 -2
D=ME(f)=10 1 0|, P=MBGdgs)=|5 5 3|,
00 -2 3 4 2
(S
-3 -3 -2 00 0 2 2 -1 —23 —12 -3
ME(fy=P-D-P'=|5 5 3|-/jo01 0o|-|1 o0 1|=|3 18 5|. n
3 4 2 00 -2 -5 -3 0 24 12 4
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Esercizio 4. Sia A una matrice nilpotente n x n, tale che kA = 5 e rk A3 = 1. Quali sono le possibili forme
canoniche di A?

Svolgimento. L’indice di nilpotenza di A € p = 4. Percio’ nella forma canonica J4 di A deve figurare almeno un
blocco di ordine 4 (che ha rango 3), e nessun blocco di ordine maggiore. Non ci puo’ essere un altro blocco di ordine
4, perche’ altrimenti il rango di A sarebbe > 5. Poiche’ il rango di A €’ 5, allora ci puo’ essere o un solo blocco di
ordine 3, oppure due blocchi di ordine 2. Tutti gli altri blocchi sono nulli, di ordine 1.

In conclusione, J4 €’ formata da un unico blocco di ordine 4, un unico blocco di ordine 3, ed n — 7 blocchi di
ordine 1, oppure J4 €’ formata da un unico blocco di ordine 4, esattamente due blocchi di ordine 2, ed n — 8 blocchi
di ordine 1. B

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

.’fl = *3£E1 - 5.’,L'2 — X3 xl(O) =1
i’g = 2%1 + 31’2 —+ x3 .’LQ(O) =0
T3 =1 + 229 lg(O) =0
Svolgimento. La matrice dei coefficienti dell’equazione
-3 -5 -1
A=1|2 3 1
1 2 0
¢’ nilpotente con indice di nilpotenza 3. E si ha
-2 -2 =2
A2=11 1 1
1 1 1
Quindi una base a stringhe per A e’ data dai vettori (—2,1,1), (—1,1,0), (0,0,1). La soluzione cercata y(t) e’ allora:
1 -2 -1 0] [1 ¢ £] [-1 -1 0] [1 1—3t— 1
yty=e-lo|=]1 1 ol-jo1 ¢|-|1 2 0o|-|0of=] 2+5
0 1 0 1] (oo 1 11 1) [0 t+ 2
Per verificare 1'esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,0)7, il che verifica la condizione
iniziale. Poi osserviamo che:
h=-3-2t

che e’ uguale a
t2 t?
—3y1 —5ys —yzs = —3(1 -3t —t3) =5 (2t+5) - <t+5) =32t

Cio’ verifica che la prima equazione &7 = —3x1 — by — x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. l

Esercizio 6. Sia ¢ : R[t]<2 x R[t]<o — R la forma bilineare simmetrica definita ponendo
o(p(t), q(t)) = p(0) - q(0) +p(1) - q(1).
Calcolare gli invarianti ed una base ortogonale per ¢.

Svolgimento. Poniamo
p(t) = Qg + alt + agtz, q(t) = bo + blt + bgt2.

Allora
d(p(t),q(t)) = 2apby + apby + apba + a1by + a1by + a1ba + agbg + agby + agbs.

Percio’ la matrice di Gram di ¢, riferita alla base canonica {1, ¢, t?} di R[t]<2, "

211
G=1|1 11
1 11

Applicando l'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [G | ] si ottiene la matrice:
1 000 0 1

00001 -1
001 10 -1
Ne consegue che gli invarianti di ¢ sono (n,p,r,s) = (3,2,2,2), ed una base ortogonale e’ formata dai polinomi t2,

t—t2,1—t> 1’



290 ESERCIZI DI ALGEBRA LINEARE
Geometria (9 CFU), IV appello, 1 luglio 2021.

Esercizio 1. Sia V il sottospazio di R* rappresentato dal sistema lineare omogeneo

{x+y+2z7t=0
z—y+3z+t=0.

Al variare del parametro reale h € R, sia Uy, il sottospazio di R* rappresentato dal sistema lineare omogeneo:

3r4+y+7z2—-t=0
ha + hy + 2hz + (2h2 + 4h)t = 0.
Per quali valori di h si ha V =Up?
Svolgimento. Si osservi che dim V' = 2, mentre Uy, quando A = 0, ha dimensione 3. Percio’ possiamo assumere h # 0.
In tal caso, U, ammette come rappresentazione cartesiana il sistema lineare:
3r+y+72—t=0
r+y+2z+2h+4)t=0.
Quindi anche Uy, ha dimensione 2, per ogni h # 0. Percio’, U, coincide con V se e solo V N U, = V. Infatti, se
V NnU, =V, allora VN U, ha dimensione 2, ed essendo un sottospazio di Uy, che ha dimensione 2, si avra’ anche
V NU, = Uy, e quindi V = Uy. La condizione VN U, =V e’ equivalente a dire che il sistema:
r+y+22—-1t=0
r—y+32+t=0
3r+y+T7z2—-t=0
r+y+2z+(2h+4)t=0

ha 002 soluzioni. Ora, la matrice del sistema ammette la seguente riduzione a scala:

1 1 2 -1
0 -2 1 2
0 0 0 2h+5
0 0 0 0

Quindi V' = Uy, se e solo se 2h + 5 = 0, cioe’ se e solo se h = f%. |
Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy nelle variabili x,y:

T +2y=2
Sp:i=< 3x+6y=k+7
z4+ (k+2)y=1.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui Sy ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. La matrice completa del sistema Sj, e’:

1 2 2
3 6 k+7
1 kE+2 1

Tale matrice ha determinante pari a —k(k + 1). Ne consegue:
e Se k # 0,—1, il sistema Sy, non ha soluzioni.

e Anche se k = 0, il sistema Sy non ha soluzioni. Infatti la matrice completa si riduce per righe alla matrice

1 2 2
0 0 1
0 0 0
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Percio’ la matrice completa ha rango strettamente maggiore del rango della matrice incompleta.

e Se k = —1, il sistema S_; ha un’unica soluzione, che ¢’

(z,y) = (0, l)T, |

Esercizio 3. L’endomorfismo f : R? — R3 ha l'autospazio relativo all’autovalore A = 1 rappresentato dall’equazione
z+y—2z=0, e lautospazio relativo all’autovalore X = —2 rappresentato dal sistema lineare

r—y—2=0
z—3y+z=0.
Calcolare la matrice rappresentativa Mg(f) di f rispetto alla base canonica € di R3, e una matrice invertibile P ed

una matrice diagonale D tali che P~1 -]\/Ig‘g(f) - P = D. Inoltre, calcolare il polinomio caratteristico py(t) di f, il
polinomio minimo my(t) di f, e la forma canonica di Jordan Jy di f.

Svolgimento. L’autospazio V] e’ generato dai vettori (—1,1,0) e (2,0, 1), mentre 'autospazio V_5 dal vettore (2,1,1).
Tali vettori, messi insieme, formano una base A di autovettori di f. Percio’, posto

-1 2 2
P=M#aGdgs)=|1 0 1
0 11
e
10
D=Mi(f)=|0 1 0 |,
00 —2
si ha
-1 2 2 10 0 -1 0 2 -5 —6 12
ME(f)=P-D-P =1 0 1 01 0f-|-1 -1 3|=|-3 -2 6
0 11 00 -2 11 =2 -3 -3 7

A questo punto e’ chiaro che D = Jy e che

prt)=—(t=1)*t+2), my(t)=(t-1)(t+2). W

Esercizio 4. Sia J = Jy 2 il blocco di Jordan di ordine 2, relativo all’autovalore X € R. Qual e’ la forma canonica
di Jordan di J? ?

Svolgimento. Osserviamo che

A2 2
2 _
=% %)

Percio’, se A = 0 allora la forma canonica di J? e’ la matrice nulla. Altrimenti, e’ data dalla matrice
A2l
{ ) v} =

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy, e verificare che il
risultato ottenuto sia esatto.

a'vl = —2931 — I3 xl(O) =1
C'CQ = —I —41‘2+.1‘3 .1‘2(0) =0
$'3 =2z — 5%3 .1‘3(0) =3

Svolgimento. La matrice dei coefficienti dell’equazione

-2 0 -1
A=1|-1 —4 1
2 0 -5
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ha polinomio caratteristico pa(t) = —(t+3)(¢t+4)2. Entrambi gli autovalori hanno molteplicita’ geometrica 1, percio’

e 3t 0 0

= | 0 e % gt
0 0 e 4
11 vettore (1,0,1) ¢ un autovettore relativo all’autovalore A = —3, mentre i vettori (0,1,0), (1,0,2) formano una

stringa di lunghezza 2 per A = —4.

Possiamo allora calcolare la soluzione y = y(¢) del problema.

1 1 01 e 3t 0 0 2 0 -1 1 24 — 73t
yt)=eM- ol =0 1 0[-] 0 e* te®|.-]0 1 0| -]|0|= 2te~
3 10 2 0 0 e -10 1 3 dem 4 — 73
Per verificare ’esattezza del risultato osserviamo innanzitutto che y(0) = (1,0,3)7, il che verifica la condizione

iniziale. Poi osserviamo che:
71 = —8e M 43¢

che e’ uguale a
—2y —ys = —4e M 4273 — 4o 473,

Cio’ verifica che la prima equazione 7 = —2x; — x3 €’ soddisfatta. Similmente si vede che sono soddisfatte le
rimanenti due equazioni. l

Esercizio 6. Sia q: R® = R la forma quadratica definita ponendo
q(z,y, 2) = 2% + 2zy + 222 + % + 2yz + 22

Determinare gli invarianti di q, e tutti © vettori (x,y, z) tali che q(z,y,z) = 1.

Svolgimento. La matrice di Gram di g, riferita alla base canonica, e’:
1 1 1
G=1|1 11
1 1 1
Applicando lalgoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [ G| I] si ottiene la matrice:

100 1 00
000 -1 10
000 -1 01
Percio’ gli invarianti sono

(nvp’ Ty S) = (37 17 17 1)

Inoltre, posto

1 -1 -1
P=lo 1 o],
0 0 1
ed _
z x!
y| =P |y,
z | 2

nelle nuove coordinate x’ abbiamo )

q(a',y',2") = 2"
Percio’ g = 1 se e solo se 2’ = +1. Poiche’ 2’ = x + y + z, ne consegue che ¢ = 1 se e solo se x +y + 2z = £1. Quindi
tutti e soli i vettori che soddisfano la condizione richiesta sono i vettori del tipo:

(x,y,2) = (£l —h—k h k), hkecR. W
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Geometria (9 CFU), V appello, 25 agosto 2021.

Esercizio 1. Sia N il sottoinsieme di M(2,2) costituito dalle matrici nilpotenti. Sia N il sottospazio di M(2,2)
generato da N'. Dire se e’ vero oppure no che N = N, e determinare una base e la dimensione di N.

a b
A=
B
una matrice nilpotente 2 x 2. Cio’ equivale a dire che il polinomio caratteristico di A e’ il polinomio pa(t) = t2.
Poiche’

Svolgimento. Sia

pa(t) =t* — (a+ d)t + (ad — be),

ne consegue che A e’ nilpotente se e solo se sono soddisfatte le seguenti due condizioni:

{a+d:0
ad — be = 0.

In particolare sono nilpotenti le matrici:
0 1 1 1
St B

1 2
A1+A2:|:71 71:|7

Poiche’

allora A; + Ay non e’ nilpotente. Cio’ prova che N'# N. Le equazioni precedenti ci dicono anche che N e’ contenuto
nel sottospazio U C M (2,2) definito dall’equazione a + d = 0. Percio’ la dimensione di N e’ < 3. D’altra parte le

matrici
0 1 1 1 1 2
S e N R
sono indipendenti, ed appartengono ad N. Ne consegue che dim IV = 3, e le tre matrici predenti formano una base
per N. R

Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, nelle variabili x,y, z:

2e+y+(9+5k)z=0

dr + 3y + (10k+12)z2 =2 —k

2z +y+ (K2 +6k+3)z2=2—k

62 + 4y + (k? + 16k + 15)2z = 4 — 2k.

Sk =

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui S ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare assegnato con le operazioni ea (—2),
es1(—1), ea1(—3), eaa(—1), eq3(—1), si perviene alla matrice

2 1  9+5k 0
0 1 —6 2—k
0 0 kK24+k—6 2—k
00 0 0

Quindi, tenuto conto che k2 +k — 6 = (k+ 3)(k — 2), se k ¢ {—3,2} allora il sistema S}, ammette un’unica soluzione
che e’

1 k2 +k 1 \"
(5“”3)7‘“37‘;?3) :

Se k = 2 il sistema S, ammette le co! soluzioni

T
2
(755,2, 6z, z) , z € R.
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Se k = —3 il sistema S_3 e’ incompatibile. B

Esercizio 3. Sia V = M(2,2) lo spazio delle matrici 2 x 2. Per ogni matrice A € M(2,2), sia fa : V =V
lendomorfismo definito ponendo fa(X) = A-X. Sia ¢ : V. — End(V) Uapplicazione lineare definita ponendo

©(A) = fa. Dire se e’ vero oppure no che ¢ e’ iniettiva, e se e’ vero oppure no che ¢ e’ suriettiva. Infine, calcolare
la matrice rappresentativa di fa rispetto alla base canonica di V.

a b
A=t ]
una generica matrice 2 x 2. Sia & = {F11, E1a, Fa21, E22} la base canonica di V. Allora:

pas=asu=[z [ ][22

Percio’ la prima colonna di M g(f '4) ¢ data dal vettore numerico (a,0,c,0)”. In modo simile si calcolano le altre
colonne di M£(f4), e si perviene al risultato:

Svolgimento. Sia

ME (fa) =

o0 o9
o o o
o oo
QU O O

In particolare, se fa e’ I’endomorfismo nullo, allora Msg (fa) deve essere la matrice nulla, e percio’ A = 0. Ne
consegue che il nucleo di ¢ e’ banale, e quindi che ¢ €’ iniettiva. Infine, per il Teorema della dimensione, sappiamo
che:

dim (V) = dimker ¢ + dim (V) = dimV =4 < dim End(V') = 16.

Percio’ ¢ non e’ suriettiva. B

Esercizio 4. La matrice A e’ quadrata, di ordine 3, non e’ diagonalizzabile, e soddisfa le equazioni A3 = 2A2?,
A3 =3A2%. Qual e’ la forma canonica di Jordan di A?

Svolgimento. Sia ma(t) il polinomio minimo di A. Poiche’ la matrice A annulla i polinomi 2(¢t — 2) e t2(¢t — 3),
allora m(t) ¢’ un fattore del polinomio ¢2. Tale fattore non puo’ essere t, altrimenti A sarebbe la matrice nulla,
in contrasto col fatto che A non e’ diagonalizzabile. Allora m4(t) = t2. Quindi A e’ nilpotente, e nella sua forma
canonica deve esserci un blocco di ordine 2. Percio’

010
Ja=10 0 0. W
0 0 0

Esercizio 5. Utilizzando ’esponenziale di una matrice, risolvere il seqguente problema di Cauchy.

.i'l = —6%1 — 16I2 + 8375 371(0) =1
i’z = 3501 + 8.172 — 4.’E3 $2(0) =-1
i3:I1+3$2—21‘3 333(0):1

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’
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11 polinomio caratteristico di A e’ pa(t) = —t2. Percio’ A% = 0, A ¢’ nilpotente, e possiamo calcolare direttamente
la matrice esponenziale utilizzando la sua definizione, cioe’ lo sviluppo di Taylor:

; /2 1 00 -6 —-16 8 2[4 -8 0
eAf:1+FA+§A2: 01 0|+¢| 3 8 —4 +5 2 4 0] =
: 0 0 1 1 3 -2 1 2 0

1—6t—2t2 —16—4t? 8t
3t+1;2 148t +2t2 —4t

t+ 5 3t+12 1-2t
La soluzione cercata e’ allora:
1 1+ 18t + 2t2
yt)=et | -1 =] -1-9t—¢
1 1—4t— %

Per verificare che il risultato e’ esatto, osserviamo innanzitutto che la condizione iniziale ¢’ soddisfatta y(0) =
(1,—1,1)T. Poi osserviamo che

18 4 4t
yt)=|-9-2t],
—4—t

e che tale funzione vettoriale coincide con la funzione che si ottiene moltiplicando la matrice A con y(t):

-6 —16 8 1+ 18t + 2¢2 18 4 4t
Ayt)=13 8 —4|-|-1-9-¢|=|-9-2|=y). W
1 3 =2 1—4t— & —4—t

2

Esercizio 6. Sia ¢: R® — R la forma quadratica definita ponendo
q(x,y,2) = 2 + zy + 2°.

Sia U il sottospazio di R® rappresentato dall’equazione x —y+2z=0. Sia ¢ : u € U — q(u) € R la restrizione di
q su U. Calcolare gli invarianti di q1, ed una base ortogonale di U per q;.

Svolgimento. La matrice di Gram di ¢, riferita alla base canonica, e’:

L3
100
0 01

Una base B = {by, by} per U €’ costituita dai vettori
by =(1,1,0), by =(-2,0,1).

Se denotiamo con ¢ la polarizzazione di ¢, abbiamo:

1 40 1
¢(b17b1):(17170)' % 0 0 1 :27
0 0 1
1 30 -2
¢(b17 b2) = (17 170) . % 0 0] - 0 = —3,
0 0 1 1
1 10 -2
¢(b27 b2) = (_2707 1) . % 0 0 0 = 5.
0 0 1 1

Percio’ la matrice di Gram di ¢, riferita alla base B, e’:

ot =| % 2|
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Applicando l'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice [G | I] si ottiene la matrice (I denota la matrice identita’ di

ordine 2):
2 01 0
103 :
[0 3 3 1}

(n7p7 r7 S) = (27 27 27 2)'

Percio’ gli invarianti di ¢; sono

Inoltre, la matrice

e’ la matrice del cambiamento delle coordinate da una certa base C = {c1, c2}, ortogonale, alla base B:

2 0

o 1

ME(dy) = P, CS(ar) = {
2

} =P"GE(a)- P
Percio’ una base ortogonale per ¢; €’ costituita dai vettori:

3 13
C1:1'b1+0'b2:(1,1,0), Cz:i.b1+1.b2:(_§7571). | |
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Geometria (9 CFU), VI appello, 10 settembre 2021.

Esercizio 1. Fissata una matrice A € M(2,2), sia Uy il sottospazio di M(2,2) costituito da tutte le matrici X tali
che A-X = X-A. Dire quali delle sequenti affermazioni e’ vera: (0) esiste almeno una matrice A tale che dimUy = 0,
(1) esiste almeno una matrice A tale che dimUy = 1, (2) esiste almeno una matrice A tale che dimUy = 2, (3)
esiste almeno una matrice A tale che dimU = 3, (4) esiste almeno una matrice A tale che dimUa = 4, (5) esiste
almeno una matrice A tale che dimUy = 5.

Svolgimento. Consideriamo una fissata, ma qualunque, matrice
a b
A= .

Ty
z t

A-X=X-A

Allora Uy €’ costituito da quelle matrici

>
Il

tali che

Cioe’ tali che
cy—bz=0

bxr+(d—a)y—bt=0
cx+(d—a)z—ct=0
cy —bz=0.

Quindi, tramite l'applicazione delle coordinate, Uy si identifica con lo spazio delle soluzioni di un sistema lineare
omogeneo nelle quattro incognite z, y, 2z, t, con matrice dei coefficienti data da:

0 c —b 0
b d—a 0 —b
My = c 0 d—a -—c
0 c —b 0

Percio’,
dimUA =4 - 1“1{]\4:,47
ed il problema si riduce al calcolo del rango di una matrice.

E’ chiaro che
0 c —b
rtkMy =1k [ b d—a 0

D’altra parte

Percio’ tkM 4 < 2, e quindi dim Uy > 2.

Ora osserviamo che se A €’ la matrice nulla, allora U4 €’ tutto lo spazio delle matrici, quindi dimUy = 4. Se
b=c=0,ed—a#0, allora rkM4 = 2, e quindi dim U4 = 2. Infine, non e’ possibile che il rango di M4 sia uguale
ad 1. Infatti, se ¢ # 0, M4 possiede il minore nonsingolare

0 ¢
i)
Dunque, in questo caso il rango e’ 2. Similmente, il rango e’ 2 se b # 0. Se invece ¢ = b = 0, il rango si riduce a
quello della matrice
d—a 0
[ 0 d— a} ’

In conclusione, le affermazioni vere sono soltanto la (2) e la (4). W

che e’ o 0, oppure 2.
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Esercizio 2. Al variare del parametro k in R, si consideri il sequente sistema lineare Sy, nelle variabili x,y, z:

r+by+z=1
Sp:=< 3z+15y+(k*—k+3)2=3—-k
3z + 14y + (K> —k+4)2 =3 — k.

Dire per quali valori di k il sistema lineare assegnato S, ammette un’unica soluzione, per quali k ammette infinite
soluzioni, per quali k non ha soluzioni. Nel caso in cui S ammetta soluzioni, rappresentare la generica soluzione di
Sk

Svolgimento. Riducendo a scala per righe la matrice completa del sistema lineare assegnato con le operazioni ea (—3),
e31(—3), pa3, si perviene alla matrice

1 5 1 1

0 -1 K2—k+1 —k

0 0 k*—k —k

Quindi, se k ¢ {0, 1} allora il sistema Sy ammette un’unica soluzione che ¢’

1 T
(b5, -1, 1)

Se k = 0 il sistema Sy ammette le co! soluzioni
(1-6z, z, Z)T7 z € R.
Se k =1 il sistema S; €’ incompatibile. H

Esercizio 3. Sia f : M(n,n) — R lapplicazione lineare che ad ogni matrice A € M(n,n), associa la traccia di
A, cioe’ f(A) e’ la somma degli elementi sulla diagonale principale di A. Calcolare la dimensione ed una base del
nucleo e dell’tmmagine di f. Infine calcolare la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche.

Svolgimento. Sia A = (a;;) una matrice quadrata di ordine n. Allora

n

f(A):Eaii:all +a+-+ann.
i=1

2

Percio’, la matrice rappresentativa di f e’ formata da un’unica riga, con n® componenti, tutte nulle, tranne quelle di

posto in+i+1 (0 <i <n—1), che sono uguali ad 1.

E’ chiaro che f e’ suriettiva, percio’ la dimensione dell’immagine e’ 1, e quella del nucleo e’ n? — 1.

Una base dell'immagine e’ data dal numero 1 € R.

Per quel che riguarda la base del nucleo, osserviamo che, se n = 1, ¢’ il vuoto.

Nel caso n > 2, le matrici canoniche E;;, con i # j, hanno tutte traccia nulla. Altre matrici con traccia nulla
sono le matrici E1; — Ej;, con 2 < i < n. Mettendo insieme tutte queste matrici, otteniamo un sistema linearmente
indipendente '? di matrici, con

2

(n?—n)+n—-1=n>-1

matrici. Quindi tale sistema e’ una base per il nucleo di f. B

Esercizio 4. Un endomorfismo f ha polinomio caratteristico py(t) = [(t — 2)(t — 5)(t + 4)]2. Sapendo che gli
autovettori di f generano uno spazio di dimensione 4, determinare tutte le possibili forme canoniche per f.
12 Sia, "
ZaijEij + Zan‘(En —Ei;)=0
i£j i=2

una relazione tra tali matrici. Possiamo riscrivere tale relazione sotto la forma
n n
> aiEij+ (> ai | B — Y aiEi; =0.
i#j i=2 i=2

Poiche’ le matrici canoniche sono indipendenti, allora ogni a;; deve essere nullo, e percio’ la relazione di partenza e’ necessariamente
banale.
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Svolgimento. 1l polinomio caratteristico assegnato ha grado 6, percio’ '’endomorfismo e’ definito su uno spazio di
dimensione 6. La forma canonica di f sara’ una matrice quadrata di ordine 6, con quattro blocchi, perche’ il numero
dei blocchi corrisponde alla molteplicita’ geometrica, cioe’ alla dimensione degli autospazi. Ciascun autovalore appare
due volte sulla diagonale principale. Se un autovalore appare con due blocchi, allora gli altri due autovalori devono
apparire ciascuno con un solo blocco. E deve esserci necessariamente un autovalore che appare con due blocchi.
Percio’, le forme canoniche possibili per f sono tre:

2000 0 O 2100 0 O 2100 0 O
0200 0 O 0200 0 O 0200 0 O
0051 0 O 0050 0 O 0051 0 O -
0005 0 0]’ 0005 0 o0} 0005 0 O
0000 —4 1 0000 —4 1 0000 -4 O
0000 0 -4 0000 0 -4 0000 0 -4

Esercizio 5. Utilizzando [’esponenziale di una matrice, risolvere il sequente problema di Cauchy.

,’i‘l =T +73 Ll(O):l
i‘g = —23?2 .722(0) =2
i‘g = —T1 — T3 133(0) =2.

Svolgimento. Sappiamo che la soluzione y(t) cercata €’

1
y(t)=et |21,
2
dove A e’ la matrice dei coefficienti dell’equazione
1 0 1
A=|10 -2 0
-1 0 -1

11 polinomio caratteristico di A e’ pa(t) = —t2(t + 2).
E’ chiaro che (0,1,0) € un autovettore per —2, e che {(1,0,—1), (1,0,0)} forma una stringa di lunghezza 2 per
I'autovalore 0. Quindi, la forma canonica di A €’

-2 0 0
J=1]10 0 1},
0 0 0

e -
e 2t 0 0
eft=1 0 1 ¢
0 0 1

Allora, posto

0 -1
si ha:
1 1 0 1 1 e2 0 0 01 0 1 3t+1
yt)=e- |2 =P-*-P 2 =|1 0 ofl-] 0 1 ¢|-{0 0 —1|-|2]|=]2 %
2 2 0 -1 0 0 0 1 1 0 1 2 2 3¢

Per verificare che il risultato e’ esatto, osserviamo innanzitutto che la condizione iniziale ¢’ soddisfatta y(0) =
(1,2,2)T. Poi osserviamo che
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e che tale funzione vettoriale coincide con la funzione che si ottiene moltiplicando la matrice A con y(t):

1 0 1 3t+1 3
Ay®)=]10 =2 0| |22 |=]|-4e?|=y@). B
-1 0 -1 2-3t -3

Esercizio 6. Sia ¢: R?> — R la forma quadratica definita ponendo
q(x,y) = 2® + 2y + 2%,

Determinare una base B di R? tale che, se (2',y') denotano le coordinate rispetto a tale base, si abbia:

g(a,y) = & + 42’y + 5y’

Svolgimento. 11 problema consiste nel determinare una base B di R? tale che si abbia:
B,y _ |1 2
et =y 2|
A tale proposito, cominciamo osservando che la matrice di Gram di g, riferita alla base canonica, e’:
1 1
£ _
G5 =1 4]
Applicando 'algoritmo di Gauss-Lagrange, otteniamo la seguente decomposizione:
10 1 o |1 1 11 -1
01 -1 1 1 2 0o 1|

Similmente, applicando I'algoritmo di Gauss-Lagrange alla matrice

1 2
2 5|’
otteniamo la seguente decomposizione:

L o] _[1 o] [t 2] [1 -2
0 1] |-2 1 0 1

[N
(G130 \V]

Uguagliando le due decomposizioni, otteniamo:
2] _[r o] [t 1] 11
2 5| |1 1] [1 2] [0 1]

Sia B la base formata dai vettori colonna della matrice a destra, cioe’ B = {e1, e; + ez}, ed

: 11
R:ME(IdRz):[O 1}

denoti la matrice del cambiamento delle coordinate dalla base B alla base canonica. La decomposizione precedente
ci dice che:

BHERC-URD

D’altra parte, dalla teoria, sappiamo che
GE(a) = R" -Gi(q) - R.

Percio’, la base cercata e B = {e;, e; +e2}. B



