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Parte 1

Algebra astratta e complessi






Capitolo 1

Prima lezione: Polinomi ed algebra
astratta

1.1 Polinomi, nozioni di base

Definizione 1.1. [AAX00] Definiamo come R[z]| l'insieme dei polinomi a coefficenti in R, l'insieme dei numeri
reali. Dato un polinomio

f(z) € Rlz], f(=x) :Zaixi:an;v"—k~~—|—a1x—|—ao con ag,...,an ER eay, #0
i=0

1. Il grado di f(x) én, e si scrive deg f(x). Il grado del polinomio 0 non & definito.
. I reali a,,...,aq sono i coefficenti del polinomio.
. I termini del polinomio sono gli x* per cui il corrispondente coefficente a; sia non nullo.

2

3

4. Il termine di testa di f(x) é z™.
5. Il coefficente di testa di f(x) & ay,.
6

. Il termine noto di f(x) é ag (abuso di notazione - termine é ambiguo ma di uso corrente).
Esempio 1.2. [AAA03] Dato f(z) =2° + 2z — 1
1. deg(f(x)) =5.
2. 1l termine di testa ¢ x°. Il coefficente di testa é 1.

3. Il termine noto ¢ —1.

4. I coefficenti di f(xz) sono as = 1,a4 = 0,a3 = 0,a3 = 0,a1 = 2,a0 = —1. [ termini di f(z) sono
2?2t 1 =20,

Definizione 1.3. [AAA01] Siano f(z) = Y. jaix’,g(x) = Y iy bz’ € Rlz], con ovviamente deg(f) = n,
deg(g) =m en > m. Allora

e Principio di identita dei polinomi (Ovvero i due polinomi sono uguali come polinomi):

f(x)R[E]g(x)ﬁn:m evi:0,...,na =0
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e Somma e prodotto
n

fl@)+g(x) = Z(ai +b;)x'  ponendo b; =0 peri >m

=0
m+n d
fz)-glw) =" (Z ai- bdi) z?
d=0 \i=0

Esempio 1.4. [AAX03]
o I polinomi f(z) = 2°+2x—1 e g(x) = 23+ 22 — 1 sono diversi dato che hanno grado diverso. Scriviamo

fz) # g(x).
Rlz]

o 22 —2r+1 # 22— 2w+ 3 dato che hanno il termine noto diverso.
R(z]

Osservazione 1.5. [AAQO5] Ricordiamo che [’espressione

22 1
R

B

¢ una uguaglianza tra due polinomi dati, x> e 1 il cui risultato ¢ FALSO, mentre l’espressione

2 =1

e una equazione sui reali, ad incognita x, le cui soluzioni sono x = £1. In questo secondo caso, linsieme delle
soluzioni dell’equazione si puo scrivere, pitu formalmente, come

{reR | 2*=1}={zeR | 22 -1=0}={+1} CR

Osservazione 1.6. [AAAO5] Il polinomio somma di due polinomi ha grado minore od uguale al massimo dei
gradi dei due. Il polinomio prodotto di due polinomi non nulli ha grado la somma dei gradi dei due polinomi.

Esempio 1.7. [AAZ05] Siano dati f(x) = 22 + 2z — 1, g(z) = 2® — 2% + & + 2 polinomi in R[z]. Allora

2?2 - (P -2+ +2)+
(22 —1) - (2® -2 +24+2)= +2r - (@ —224+2+2)+ =2 +2* —22% +52° 4 32— 2
-1 - (@ —-2?+z+2)

Osservazione 1.8. [AACO7] Ricordiamo che ogni numero pari st puo scrivere come 2n ed ogni numero dispari
come 2n+ 1 per un opportuno n intero. Se preferite dirlo in altro modo, per ogni numero intero dispari a esiste
n intero tale che a = 2n + 1. Oppure possiamo dire

V a intero dispari 3 n intero tale che a =2n +1

Analogamente per i pari.

1.2 Gruppi, anelli, campi
Alcune equazioni, e i gli ambiti dove hanno soluzioni.
e x — 2 = 0. Soluzioni nei numeri naturali N.

e 2+ 2 =0. Non ci sono soluzioni naturali. Soluzioni nei numeri interi Z.
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e 3x — 2 =10. Non ci sono soluzioni intere. Soluzioni nei numeri razionali Q.
e 22 — 2 =0. Non ci sono soluzioni razionali. Soluzioni nei numeri reali R.
e 22 +2 = 0. Non ci sono soluzioni reali. Soluzioni nei numeri complessi C.
Definizione 1.9. [AAA87] Sia G un insieme, e € G e @ un operazione tra elementi di G tale che
1. per ognia € G, a®e = a. (e ¢ l’elemento neutro per ’operazione @ ).

2. Per ogni a,b,c € Ga®(bdc) = (a®b)®c. Ha quindi senso scrivere a b ® c. Si possono quindi evitare
queste parentesi. diciamo che @ ¢ un operazione associativa.

3. perognia € G, a+#e, esisteb € G tale che a®b=bda =e. Questo b si dice inverso e spesso si indica

come G,71 .

Allora (G,e,®) si dice gruppo. Se a @b = b @ a ('operazione & é commutativa) per ogni a,b € G, allora
(G,e,®) si dice Gruppo commutativo.

Esempio 1.10. [AAA12] Gli insiemi con operazioni (Z,0,+), (Q — {0},1,-), (K[z],0,4), (K[z,y,z],0,+)
(polinomi nelle tre variabili x,y,z) sono gruppi commutativi

Osservazione 1.11. [AAA18] Siano A C B insiemi e ® un operazione su A. Allora B si dice chiuso rispetto
all’operazione © se per ogni x,y € B abbiamo che x © y € B.

Esempio 1.12. [AAA19] L’insieme Q C R ¢é chiuso rispetto alla somma ed al prodotto, ma non all’estrazione
di radice quadrata.

Osservazione 1.13. [AAA40] Ricordiamo che non tutte le operazioni sono commutative o associative. L’elevamento
a potenza non € né associativo né commutativo, dato che

327 = |3(3) £ (3%)° | =39 32423

Osservazione 1.14. [AAA13] Ricordiamo che il simbolo ¥ significa "per ogni”, il simbolo 3 significa ”esiste”,
il simbolo 3! significa ”esiste unico”, il simbolo B significa "non esiste”.

Definizione 1.15. [AAA14] Sia A un insieme, 0,1 € A e ®,® operazioni tali che
1. (A,0,®) sia un gruppo commutativo con neutro 0 (neutro additivo).
2.YVaeA, 00a=a®0=0.
3. VacA a®l=a. (1émneutro moltiplicativo).
4. VabceAa®(b®dc)=(a®b) ®adc (distributivita del prodotto sulla somma)
5

.VabceAbde)oa=(bOa)dc®a (distributivita del prodotto sulla somma ad destra, nel caso
Uanello sia non commutativo)

Allora (A,0,1,®,0) si dice anello. Se a ®©b = b ® a per ogni a,b € A, allora (A,0,1,®,0) si dice anello
commutativo. (se l'operazione ® commuta....)

Esempio 1.16. [AAA15] (Z,0,1,4+ ), (K[z],0,1,4+,), (K[z,y, 2,t],0,1,+,) sono anelli commutativi.

Osservazione 1.17. [AAQ15] Per semplicita spesso indicheremo un gruppo od un anello omettendo i neutri,
se questt Sono ovvi.
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Osservazione 1.18. [AAW13] L’anello é una generalizzazione dei numeri interi Z con le loro operazioni
standard. Il campo é una generalizzazione dei numeri razionali Q con le loro operazioni standard.

Definizione 1.19. [AAA16] Sia (K, ®,®) un anello commutativo tale che per ogni a € K, a # 0 esista b € K
tale che a®@b=b®a=1. Allora (K,®,®) si dice campo e b l’inverso moltiplicativo di a o inverso e si indica
come a~t o in alcuni casi

a-

Esempio 1.20. [AAA17] (Q,+,:), (R, +,:),(C,+,-) sono campi. Se

flz
&) = 3 20| @), g(0) € K] 9() 2 0
g(z) K[z]
allora (K(x),+,+) & un campo, e si dice campo delle funzioni razionali o campo delle frazioni di K|z].

Osservazione 1.21. [AAT20] L’elemento "ff; € R[z] ¢é ben definito, dato che x —2 # 0. Il fatto che
K(z]

lequazione © — 1 sia uguale a zero se x =1 ¢é irrilevante.
Esempio 1.22. [AAA20] Z C Q non é un campo, visto che 2 non ha inverso.

Definizione 1.23 (Sottocampo). [AAA21] Sia (A, &, ®) un campo e B C A tale che B sia chiuso rispetto alle
operazioni ®, ®. Allora B si dice sottocampo di A. Analogamente per anelli e gruppi.

Osservazione 1.24. [AAA22] Q ¢ sottocampo di R. L’insieme
Zlz) = {f(z) € Q[z] | i coefficenti di f(x) sono tutti interi}
¢ un sottoanello di Q[z].

Osservazione 1.25. [AAA25] Indicheremo sempre con K un campo generico (per noi, sempre un campo
infinito ed in genere, K = Q,R,C). Le operazioni saranno in genere sottointese.

1.3 Prodotto cartesiano

Per descrivere le operazioni in modo piu’ formale, ci servira il concetto di prodotto cartesiano, che risultera
utile in molti altri contesti.

Definizione 1.26. [BBB02] Siano A, B insiemi. Allora l’insieme delle coppie ordinate composte da un
elemento di A ed uno di B si dice prodotto cartesiano di A e B e si scrive A x B. Piu formalmente

AxB={(a,b) | ac A, be B}
Due elementi di A X B sono uguali se sono uguali elemento per elemento, ovvero
(a,b) =(c,d) &a=ceb=d
Esempio 1.27. [BBB03] Alcuni esempi:
1. {2,4,6} x {0,1} = {(2,0),(2,1), (4,0),(4,1),(6,0),(6,1)}
2. QxR={(q,r) | ¢€Q, r eR}.
3. RxR={(z,y) | =,y € R} =R2. Il piano reale.

Possiamo generalizzare il prodotto cartesiano a pit di due fattori.
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4. RxRxR={(z,y,2) | =,y,2 € R} =R3. Lo spazio reale.
5 R"=RxRx---xR={(a1,...,a,) | a1,...,a, € R}.
Osservazione 1.28. [BBQ03] Possiamo generalizzare il prodotto cartesiano a piu di due fattori. Per esempio
1. RxRxR={(z,y,2) | x,9,2 € R} =R3. Lo spazio reale.
22R"=RxRx---xR={(a,...,an) | a1,...,a, € R}.
Definizione 1.29. [BBF07] Dato A insieme, un operazione @& su A é una funzione

@: AxA —» A
(a,b) — a®b

Osservazione 1.30. [BBB04] Notiamo che se (A, +4,-4), (B, +5, ) sono anelli, allora possiamo considerare
A x B anello con le operazioni ovvie. Ouvero (A X B,®,®) é un anello con le operazioni

®: (AxB)x(AxB) — (A x B)
(a,0), (z,y) = (at+az,b+py)

®: (AxB)x(AxB) — (A x B)
(avb)a(x;y) = (Q'Al’,b~3y)

Dimostrazione. Il neutro additivo & (04,0p), il neutro moltiplicativo & (14,1p). Tutte le proprieta che
richiediamo alle operazioni ¢, ® discendono immediatamente dalle proprieta delle operazioni di anello + 4,
‘A, +B, B O

Esempio 1.31. [BBB05] In R? abbiamo
(1,=3)+(1,1) = (2,-2), (1,-3)-(1,1)=(1,-3) (2,3)-(0,2) = (0,6)
In R x Q[z] abbiamo
(L2 = 1)+ (1,1) = (2,2%) (2,22 +1)-(3,2° = 1) = (6, (2® + 1)(2® — 1)) = (6,2* — 1)

In R? abbiamo delle patologie:
(2,0)-(0,3) = (0,0)

Quindi esistono due elementi non nulli il cui prodotto & nullo.

Definizione 1.32. [BBB06] Dato un anello A, un suo elemento a # 0 ¢é detto zero divisore se esiste
be A, b+#0 tale che a-b=0. Chiaramente, secondo la definizione, anche b ¢ uno zero divisore.

Esempio 1.33. [BBB07] (R2 +,:) non ¢ un campo. Basta far vedere che l’elemento (0,1), non nullo, non
e invertibile, dato che in un campo tutti gli elementi non nulli devono avere inverso. Se fosse invertibile,
esisterebbe il suo inverso, un elemento (x,y) € R? tale che

0=1

y=1

(xvy) : (Ovl) = (171) < (05y> = (171) < {

che é assurdo perché 1 # 0. Analogamente, R™ non ¢ un campo con le operazioni ovvie.

Definizione 1.34. [CCW37] Ricordiamo che
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1. due funzioni

fr A —- B g: A — B
a +— f(a) a +— g(a)
sono uguali come funzioni (f = g) se e solo se
VaeeA fla)=g(a)
2. L’operazione di composizione di funzioni é
o: {F:R-R}x{F:R—>R} — {F:R - R}

fog: R — R
(:9) - v oo flg)
Esempio 1.35. [AAB99] Sia F [linsieme delle funzioni da R ad R. Queste non formano un gruppo con
la composizione perché non sempre esiste l'inverso. Dimostriamo che linsieme non € un gruppo con un
controesempio: La funzione costante
fr R —- R
r — 1

non € invertibile, quindi non ha inverso rispetto alla composizione.

Esempio 1.36. [AAB98] Sia IF l'insieme delle funzioni bigettive da R ad R formano un gruppo non commutativo.
Che siano un gruppo é immediato [cfr. corso di Analisi I per le proprieta delle funzioni]. Dimostriamo che il
gruppo non € commutativo con un controesempio:

esistono due funzioni bigettive

3

f: R = R g R —- R
r — r — x+1

tali che
(fog)x) = flg(@) = flx+1) = (z+1)° #2° + 1 = g(«*) = g(f(2)) = (g0 [)



Capitolo 2

Seconda Lezione - Esercizi

Osservazione 2.1. [CCY37] Siano

F: R — RR G: R —- R
t — 3t—2

due funzioni di F = {f: R — R} Allora
(FoG)(5) = F(G(5) = F(3-5—2) = F(13) = 169
(FoG)(z)=F(G(z)) =FBx—2) = 3z —2)> =92? — 122+ 4
(FoG)(x—5)=F(G(x—5) = F(3(x —5) —2) = (3z — 17)? = 92% — 102z + 289

(FoG)(#) =F(G(#)=F36—2)= (36 —2)> =98 — 126 +4

2.1 Esercizi svolti

Esercizio 2.2. [AAX04] Dire per quali a € R, i polinomi 2% + 4z — 1, a2 + (3a — 1)z + 5a € R[x] sono uguali.

I polinomi hanno lo stesso grado. Per avere z? + 4z — 1 R[E] az? + (3a — 1)z + 5a dobbiamo avere che i

coefficienti dei termini dello stesso grado sono uguali uno a uno, ovvero

l=a grado 2
4=3a—-1 grado 1
—1=5a grado 0

Dato che dalla prima equazione si ottiene a = 1 e dalla terza a = —%, il sistema € impossibile e i polinomi

sono diversi per ognia € R (V a € R).
Proposizione 2.3. [BBB08] Sia A un anello, allora se a € A € uno zero divisore, a non & invertibile. Quindi

un campo non ha zero divisori, dato che ricordiamo che logicamente P = Q implica -Q = —P, dove P,Q
sono proposizions logiche e e = la negazione logica

15
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Dimostrazione. Sia a € A zero divisore. Allora esiste b € A, b # 0 tale che a - b = 0. Supponiamo per assurdo
che a sia invertibile. Allora esiste a~' € A tale che ¢! - a = 1. Quindi

a-b=0

at-a-b=a"t-0
1-6=0
b=0

Ed abbiamo ottenuto b = 0 contro l'ipotesi. Questa ¢ una contraddizione (un assurdo) e quindi ¢ assurdo
supporre che a sia invertibile. Quindi a non & invertibile. O

Proposizione 2.4 (Legge di cancellazione per campi). [BBX08] Sia K un campo, e a,b,c € K, a # 0. Allora
ab=ac< b=c.

Dimostrazione. Dato che a # 0, 3 a~ ', quindi
ab=aceatab=atace b=c
O

Se indeboliamo l'ipotesi, prendendo un anello, la legge di cancellazione continua a valere per i non zero
divisori.

Proposizione 2.5 (Legge di cancellazione per anelli). [BBX77] Sia A un anello, e a,b,c € A, a #0, e a non
zero divisore. Allora ab = ac < b = c.

Dimostrazione.
ab=ac< ab—ac=0<%< a(b—¢) =0.Quindi b — ¢ = 0 0 b — ¢ zero-divisore
Da cui
e Se b — ¢ = 0 zero-divisore le & anche a, contro 'ipotesi. Quindi b — ¢ = 0.

e Se b— c =0 abbiamo b = c, tesi.

Proposizione 2.6 (Unicita dell'inverso). [BBX88] Sia A un anello, e a € A invertibile e b,c € A tali che
ab="ba=1 ac=ca=1
Allora b = c.

Dimostrazione. Per semplicita di supponiamo che A sia commutativo. Per A non commutatuvo la dimostrazione
¢ lasciata per esercizio.

ab=1ANDac=1=ab=ac=ab—ac=0=a(b—c)=0

Dato che a ¢ invertibile, a non & zero divisore, e quindi non lo & neppure b —¢. Quindia=00b—c¢c=0. MA
dato che a & invertibile, a # 0 e quindi
b—c=0=b=c
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N.B. Potevano semplificare 'ultima parte del ragionamentoi usando la legge di cancellazione.

Esercizio 2.7. [AAV89]
Dire per quali a,b € Q i polinomi f(z) = az®+ (a+b)x?+3, g(z) = 32% + (a — b)z? +a in Q[z] sono uguali.

Soluzione. Usiamo il principio di identita dei polinomi

ax® 4+ (a+b)z* +3 Q?] 323 + (a— )2’ +a
a=3
a+b=a—>b a=3
=
0=0 b=0
3=a

Esercizio 2.8. [AAA94] Risolvere l’equazione

F(x)? R[E] 2 + 3z + 2

con incognita il polinomo F(z). Stiamo cercando le soluzioni tra i polinomi, ovvero vogliamo determinare
linsteme
{F(x) € R[z] | F(x)? R[E] 2% 4 3z + 2}
xT
Dato che il quadrato di F(z) ha grado 2, necessariamente F(z) ha grado 1. Quindi F(x) = ax+b per opportuni
(ed incogniti) a,b € R. Possiamo quindi riscrivere l'equazione

F(z)? = 2> +3z+2
R[z]
(ax +0)* = 22 +3z+2
R[z]
a’z? + 2abx + b? R[E] x? + 3z + 2

che per il principio di identita dei polinomi si trasforma in

a2=1=a==+1
2ab =3
P=2=b=4V2

e si vede facilmente che in tutti e quattro i casi (a = 1,b=+/2),...,(a = —1,b = —\/2) la seconda equazione
e impossibile. Quindi
F(x)? = x? + 3z + 2

[«]

non ha soluzioni.

Esercizio 2.9. [AAP94] Data a € K, campo, risolvere l’equazione

3xF(x + 2) K?] 322 + 3z + «



18 CAPITOLO 2. SECONDA LEZIONE - ESERCIZI

con incognita il polinomo F(x). Ricordiamo che « ¢ dato, quindi parametro. Stiamo cercando le soluzioni tra
i polinomi, ovvero vogliamo determinare l’insieme

{F(z) e K[z] | 3zF(z+2) Kﬁ] 3% + 3z + a}

Il grado di F(x+2) é uguale al grado di F(x), e per le regole sul grado del prodotto di polinomi xF(x +2) deve
avere grado 2 perché 'equazione abbia soluzione. Quindi F(x) ha grado 1 e F(x) K?] ax +b per opportuni (ed

incogniti) a,b € K. Possiamo, ricordando che

F(m+2)K[E]a(x+2)+b]§]am+2a+b

Usando il principio di idemtita dei polinomi, ’equazione su polinomi diviene il sequente sistema su K

3zF(x +2) K[E] 322 + 32+ a
3z(ax + 2a + b) K[E] 32° + 3z +a
3ax? + 6ax + 3bx K[E] 322+ 3+«
3ax? + (6a + 3b)x K[E] 32° + 3z + a
che per il principio di identita dei polinomi si trasforma in
Ja=3=a==1 a=1
6a +3b=3 S {6+30=3=b=-1
0=a 0=a

e quindi
o Se a# 0 non esiste soluzione (P soluzione).

e Se a =0 allora la soluzione é F(x) K?] x—1

Verifichiamo per scrupolo nel caso o = 0

3F(z+2) = 3z((z+2)—1)=3z(x+1) = 322 +3z+a cona=0
K[z] K[z]

Proposizione 2.10. [BBBO1] Dato un entita i tale che i = —1, definiamo Uinsieme R[i] = {a+ib | a,b € R}
Questo € un campo con le ovvie operazioni:

a+ib =0a=b=0< (a,b) =(0,0)

R[7]

0 = 0+ 0:i é il neutro additivo, 1 = 1+ 0i il neutro moltiplicativo,

R3] R3]
+: R[E xR} — R[¢]
atibetid v~ atcti(btd)
e
R[] x R[i]] — R[¢]
(a+ib,c+id) +— (a+1ib)-(c+id) Rﬁ ac — bd + i(ad + be)

Ricordiamo che i? = —1.
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Dimostrazione. Verifichiamo (R[i], +, ) sia un anello controllando le proprietad una per una:

1. Dimostriamo che se a,b € R, a + ib ]R?] 0 a=0b=0. Infatti, se b # 0

a+ib =0=1i= ¢ € R assurdo
R3] b
Se invece b = 0
a+itb =0=a=0
RYi]
ed abbiamo a = b = 0. Notiamo che due numeri complessi a + ib, ¢ + id sono uguali se e solose a =c e
b=d.

2. Verifichiamo che (R[i],+) sia un gruppo abeliano

(a) L’ insieme R[¢] & chiuso rispetto all” operazione +, dato che per ogni due elementi (a+ib), (c+id) € R[]
abbiamo che
(a+1ib) + (c+1id) R?] (a+c)+i(b+d) € R[i

con a+ ¢, b+ d € R. Notiamo che 'operazione + ¢ commutativa, ovvero che per ogni due elementi
(a +1b), (c +1id) € R[i] ( a,b,c,d € R) abbiamo che

(a+1b) + (c+1id) REM (a+c)+i(b+d) ]R? (c+a)+i(d+b) = (c+1id) + (a+ib)

sfruttando la commutativita della somma sui reali.
(b) Esiste il neutro additivo 0 + 40 = 0, tale che

Va+ibeRj] (a+ib)+0 = a+ib

R[i]
(¢) Ogni elemento di R[¢] ha inverso additivo (che chiamiamo opposto). Infatti

YV a+ib e R[:] 3z +iy € R[i tale che (a+ i) + (z +1iy) = 0

R[]

basta prendere come x + iy I'elemento —a + i(—b) E[ —a — b, sfruttando gli opposti in R.
3

=

Quindi (R[i],+) € un gruppo abeliano.

3. L’ insieme R[i] & chiuso rispetto all’operazione - , dato che per ogni due elementi (a + ib), (¢ + id) € R[i]
(a,b,c,d € R ) abbiamo che

(a+1b) - (c+1id) ]R? ac + iad + ibc + i%bd R?] (ac — bd) + i(ad + be) € R[i]

con ac + bd, ad + bec € R. Notiamo che I'operazione - ¢ commutativa, ovvero che per ogni due elementi
(a4 ib), (c +id) € R[i] abbiamo che

(a+1b) - (c+1id) Rz[i (ac — bd) + i(ad + bc) Ri] (c+1d) - (a+1ib)

sfruttando la commutativita del prodotto sui reali.

4. Esiste il neutro moltiplicativo 1 +:0 = 1, tale che

R[i]

YV a+ibe R[] (a+1ib)-1 iwl—kib'lﬂaa—kib

=
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5. Verifichiamo la commutativita del prodotto

Va+ibc+id eR[i] (a+ib)-(c+id) R? (c+id) - (a+1ib)

Infatti

(a+1b) - (c+1id) REH ac — bd +i(ad + bc)

(c+1d) - (a+1b) R?] ca +icb + ida + idb R?] ca — db+ i(cb + da) R?] ac — bd + i(ad + be)
dato che R e commutativo.

6. Verifichiamo la distributivita:

(a+bi)- ((c+id)+ (e +if))

(a+ib)(c+e+ (d+ f)i)

=

ac—bd+ae —bf + (bc+ ad + be + af)i

=

(a+bi)-(c+id)+ (a+bi) - (e+if))

=

ac —bd + (be+ ad)i +ae — bf + (be + af)i

=

ac—bd+ae —bf + (bc+ ad + be + af)i

Rimane da verificare che R[i] sia un campo, ovvero che tutti gli elementi non nulli abbiano inverso. Vediamo
che dato a + ib € R[i], non nullo ((a,b) # (0,0)) esiste = + iy € R[i] tale che (a + ib)(x + iy) = 1. Proviamo

R[4]
facilmente che se a +ib # 0 < (a,b) # (0,0) < a? + b2 # 0, ponendo
R[]
vty = a—ib _ @ _. b
yﬂ@] a? +b% R a2 + 02 a? + b2
abbiamo che
o a—ib a? + aib —iba — i%b* _ a*+b?
(a+1b) - = = —
a? + b2 R[] a? 4+ b2 R[] a? + b2

Quindi a%jrié’g e l'inverso moltiplicativo di a + ¢b. Indichiamo ’inverso moltiplicativo di a + ib come

1 a—1ib
ib) "1 = =
(a+1b) R[4 a + tb R[] a? + b2

Esempio 2.11. [AAP66] Calcoliamo ['inverso di 2 — 3i

2+3 243 2 3
2-3i)"! = = = — 4+ —1
C=3)" =% 3o 13 a3 B

Esempio 2.12. [AAQ66] Nel piano cartesiano R2, i vettori v dall’origine sono un gruppo commutativo con la
somma secondo la regola del parallelogramma e elemento neutro 0. L’inverso (additivo) di v é —wv.

In futuro, quando non sia necessario specificare, con lieve abuso di notazione, scriveremo spesso = o anche
= per anelli e corpi.
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2.2 Esercizi proposti

Esercizio 2.13. [AAU66] Nel piano cartesiano R?, i vettori v dall’origine sono un gruppo commutativo con
la somma secondo la regola del parallelogramma ed elemento neutro 0. L’inverso (additivo) di v é —wv.

Esercizio 2.14. [AAQ10] Dire, al variare di a,b,c,d € R, quando sono uguali i polinomi
3(a—b+2c)z* — (a+bx—a+b—c, (a+b+c—da®+22° —(2a+b—c)z+3
Esercizio 2.15. [NN02] Risolvere la sequente equazione a variable polinomio F(x)

F(x) - F(z+1) & z* + 623 + 1522 + 18z + 10

Hint: il grado del polinomio F(x) ¢ uguale al grado del polinomio F(x + 1). Dato che il prodotto di questi due
polinomi ha grado 4, deg F(x) = 2 e quindi F(x) Q[E] ax? + bx + ¢ per incogniti a,b,c € Q.

Soluzione: F(x) @?] +(2? + 2z + 2).

Esercizio 2.16. [AAX94] Trovare un polinomio F(y) € R[y] tale che F(y)(3y? + 1) = 3y* + 49> + 1
Esercizio 2.17. [NNT02] Risolvere le sequenti equazioni a variable polinomi in F(x)

o F(x) Qﬁ] F(xz+3)

e 3F(22+2) = F(322-1)

[=]
Esercizio 2.18. [AAX96] Trovare un polinomio F(t) € R[t] tale che 3F(t) + > = 3t* — 2% + 3t
Esercizio 2.19 (Astratto). [AAY23] Esiste un campo K con un numero finito di elementi?
Esercizio 2.20 (Astratto). [AAX33] Trovare, se possibile, un campo finito con 5 elementi.
Esercizio 2.21 (Astratto). [AAX22] Trovare, se possibile, un campo finito con 4 elementi.

Esercizio 2.22 (Legge di cancellazione per anelli). [BBX66] Dimostrare che se abbiamo A anello, e a,b,c € A,
a non zero-divisore. Allora ab = ac < b= c.

Osservazione 2.23. [AAP23] Dato (K, +,-) campo, un insieme A C K si dice sottocampo di K se é chiuso
rispetto alla operazioni +,-. Per esempio, Q & un sottocampo di R che é un sottocampo di C.

Esercizio 2.24. [AAG23] Trovare, se esistono, due sottocampi non banali di R diversi da Q e contenuti ['uno
dentro laltro.

Esercizio 2.25. [AAG22] Trovare, se esiste, un sottocampo non banale di Q.
Esercizio 2.26. [AAT23] Trovare, se esiste, un campo B tale che Q C B C R.
Esercizio 2.27 (Difficile). [AAA23] L’insieme

Q[\/i]Z{a—I—b\/i \ a,beQ}CR

¢ un sottocampo di (R,+,-) che contiene Q? Determinare se del caso il principio di identitd e la formula
dell’inverso.






Capitolo 3

Terza Lezione - Numeri complessi

3.1 Il campo dei complessi

Osservazione 3.1. [BBB00] L ’equazione x2 + 1 =0 non ha soluzioni sui reali. Introduciamo l’oggetto i ¢ R
con la proprieta i2 = —1 & i = \/=1. Abbiamo gia visto che se aggiungo i ad R, ottengo il campo R[i], che
indicheremo d’ora in poi come C, il campo dei complessi. Chiaramente C 2 R, dato che ogni numero reale é
anche un complesso, e che i ¢ R, dato che nei reali i quadrati sono tutti positivi o nulls.

Diamo qualche notazione su C
Definizione 3.2. [BBB50]
1. Un numero complesso scritto come a + ib si dice in forma cartesiana.
Dato z=a+ b e C:
la parte reale di z ¢ a e si indica Re(z).
La parte immaginaria di z ¢ b e si indica Im(z).
Se Rez =a =0 allora z ¢ detto immaginario puro.

SeImz=0b=0 allora z € R.

SEEN R

Il modulo di z é vVa? +b% € R e si indica |z|.
Osservazione 3.3. [BBX50] C’¢ una corrispondenza biunivoca tra C ed R?

T: C - R?
a+ib — (a,b)

Possiamo quindi identificare, dal punto di vista insiemistico, i complessi col piano reale. Ogni punto si puo
identificare come una coppia ordinata di numeri reali (a,b).

23



24 CAPITOLO 3. TERZA LEZIONE - NUMERI COMPLESSI

Osservazione 3.4. [BBG50] Possiamo disegnare un numero complesso a + ib sul piano reale (detto in questo
contesto il piano di Argand-Gauss) mediante la sua identificazione con la coppia reale (a,b).

GNUL:
(a,b) <> a+ib
ib
Ko yo
o :
g S
~§0 S 4% :
g = ¢ :
2 4 :
;
. pcosf \é,a
Reals

Per il teorema di Pitagora abbiamo che la distanza di (a,b) dall’origine é p = v/ a? + b2, il modulo del compesso
a +ib. Diciamo che 6 ¢ 'argomento di a + ib e notiamo che l’argomento dello zero non é definito.

Definizione 3.5. [BBB99] [Forma vettoriale o trigonometrica] Un numero complesso z = a+ib € C pud essere
identificato con I’ elemento (a,b) del piano reale R?, con sulle ascisse la parte reale e sulle ordinate la parte
complessa, che in questo caso si indica come il piano di Argand-Gauss. In questo caso il modulo |z| (si scrive
spesso come p) ¢ la lunghezza del vettore centrato nell’origine (a,b) e possiamo definire l’argomento arg(z) = 6.
L’argomento ¢ noto a meno di multipli intert di 2w, dato che dalla trigonometria elementare abbiamo che

a =Re(z) = pcosf e b=1Im(z) = psinb
e le funzioni sin, cos sono periodiche di periodo 2w. Possiamo scrivere ogni complesso in forma trigonometrica.
z = p(cosf + isinf)
Ricordiamo che l’argomento di 0 non é definito.

Esempio 3.6. [BBB88] Portiamo 1+ i € C in forma trigonometrica. Ricordiamo che

p=Va2+b*, pcosf=a, psinf=>
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Qundi p=+/1+1=+/2 ed abbiamo per 0 € [0, 27)

{a:\/ﬁCOSH :>9=tan9:>0:

™

|

™
b=+/2sind a 4’

dato che sia a che b sono positivi z appartiene al primo quadrante del piano di Argand-Gauss, e quindi delle

™

due possibili soluzioni 7, %ﬂ’, scegliamo T . La forma trigonometrica di 1+ 1 & quindi

T
\@(COS% +isin£)

Osservazione 3.7. [BBB82] Semplicemente disegnando il complesso sul piano di Argand-Gauss spesso possiamo
determinare immediatamente la sua forma trigonometrica

Esempio 3.8. [BBX82] Determiniamo modulo ed argomento del complesso 1 + i

GNU2: Rappresentazione trigonometrica di 14i

] 141

P

Quindi 1 +i = /2(sinZ +icos T)
Esempio 3.9. [BBB98] Portare il complesso z di modulo 3 ed argomento 5 in forma cartesiana. Svolgiamo
semplicemente i conti.
Dato che cos § =0, sin § = 1, abbiamo z = 3 (cos 5 +isin g) =3i
Osservazione 3.10. [BBZ15] Abbiamo un numero complesso in forma trigonometrica p(cos 0+isin@). Possiamo
sempre portarlo in forma ridotta, ovvero trovare un unico 8’ € R, 0 < 0’ < 27 tale che

p(cosf +isinf) = p(cosf’ + isinf")
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Per determinare 6’ basta sommare a 6 un opportuno multiplo intero di 2w, anche negativo se del caso.

Esempio 3.11. [BBZ16] Diverse forme trigonometriche del numero complessod(cos 11w +isin1l7w) come, per
esempio

4(cos9m + isin9m), 4(cos3mw +isin3w), 4(cosm +isinm), 4(cos—m + isin—m)

Tra queste rappresentazioni la forma ridotta é 4(cosm +isinm), dato che l’argomento appartiene all intervallo
[0, 27).

E’ immediato dalla definizione di forma trigonometrica e dal principio di identita dei complessi in forma
cartesiana che due numeri complessi in forma trigonometrica sono uguali se sono ambedue nulli o se hanno
uguale modulo ed il loro argomento differisce per un multiplo intero di 2.

Dalla definizione di forma trigonometrica e dalle proprieta elementari discende il

Osservazione 3.12. [BBB15] /Principio di identita dei complessi in forma trigonometrical

.. .. pP1 = pP2
0, + 01) = 0> + 0:) &
p1(cos by +isiny) = pa(cos b + isinbs) {91 — 0y + 2k per un qualche k € 7

Detto in un altro modo

P1 = p2

0, +ising;) = Oy +isinby) < I ke Zt.c.
p1(costh +isinb) = pa(cosfz +isinbz) ¢ {01292+2/€7T

Valgono le seguenti proprieta del modulo
Proposizione 3.13. [BBB12] Siano z,z1, 29 € C. Allora

1. |z| >0el|z] =0« 2=0.

2. |Z1'22‘=|Z1||22‘.
1 1

3 ===
z| |z

4. |21 + 22| < 21| + |22| [Disuguaglianza Triangolare]

5. |21+ za| > ||z1] — |zl

Dimostrazione. Facili verifiche per le proprieta 1-3. Per le proprieta 4-5, cfr. [?], 11.3, oppure ci possiamo
rifare alla geometria euclidea:
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GNU3: Disuguaglianza Triangolare e regola del parallelogramma
4=

14

Il lato v ha stesso modulo ed orientamento di z; e per il triangolo di lati z1 + 22, 29, v € gia noto che:

e La lunghezza del lato z; + 22 € minore della somma delle lunghezze degli altri due, z5,v.

e La lunghezza del lato z; + 25 & maggiore del valore assoluto della differenza delle lunghezze degli altri
due, zo,v.

E considerando che |z1], la lunghezza di 21, € uguale a |v|, la lunghezza di v ne seguono le proprieta 4,5. O

Definizione 3.14. [BBV11] Dato a +ib € C, il complesso a + ib = a — ib ¢é detto coniugato di a + ib.

Sul piano di Argand-Gauss, il coniugato di un complesso z ¢ il suo simmetrico rispetto all’asse reale
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GNU4: Coniugato di 142i=1-2i

3
1+2
24
14
0
I } } 8 } } i
-3 -2 -1 ) 1 2 3
—0
14
_9o4
1+2t=1-2
— 3

Valgono le seguenti proprieta del coniugio
Proposizione 3.15. [BBB11] Dato z,21 € C,
1.z = |2|.

2. Se arg(z) =0, arg(z) = —0.

ll

= Z.

3
4. 2+ 21 =2+ 7.
5

. R21 =

6’.<>:

=z se e solo se z € R.

|
&

ISEN
|~

se z # 0.

o R
[SINERN

= —z se e solo se z €& immaginario puro..
— 2 —
9. 22=z|" >0 e 2z =0 se e solo se z=0.

10. Possiamo indicare l'inverso moltiplicativo usando coniugio e modulo. Se z =a+ib € C, z #0

(atib)t=2""0 - 2
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Dimostrazione. Facili verifiche O

Esempio 3.16. [BBB40] Alcuni esempi di equazioni risolvibili in C.
o 22 +1, soluzioni z = +i.
o 22+ 2, soluzioni x = +i\/2.

—1+i/3

o 22+ 2+ 1, soluzioni x = 5

o E facile vedere che tutte le equazioni di secondo grado hanno soluzioni in C, basta usare la formula. In
particolare, basta dare un occhiata alla formula risolutiva

—b+ Vb% — dac

T12 =
2a

per vedere che tutti i polinomi di secondo grado a coefficienti reali con discriminante negativo hanno due
radici complesse non reali distinte, una coniugata dell’altra, come nei tre casi dell’esercizio precedente

3.15.

Osservazione 3.17. [BBB41] V a,b € C, a?+b* = (a+ib)(a — ib)

3.2 Potenze e radici di un complesso.

La somma e la differenza di complessi in forma cartesiana sono facili da calcolare. Appena pitu complicati il
prodotto e inverso. La potenza puo presentare dei problemi.

Esempio 3.18. [BBB20] Calcolare i3,i7,i'2,43?3. Dato che i*> = —1 abbiamo che

Notiamo che le potenze di i sono cicliche di ordine 4, e i = i" dove r ¢ il resto della divisione di n per 4.

Quindi

e dato che 323 =4 -80 + 3, (vediamo in dettaglio, ma potremmo saltare direttamente al risultato)

; 80 480 - 480 . . )
328 = S0AES 80 8 ()50 180 =

Notiamo altresi che dall’identita i* = i® - i = 1 discende immediatamente che
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GNUS5: Potenze di ¢

20
it =1
1%
2= —1 =it =1
I = 8 = |
—2 —1 (] 1 2
1Y
%= —i
—_9od

11 Teorema del binomio verra affrontato nel corso di Analisi I. Qui diamo solo I’enunciato ed alcuni metodi
di calcolo.

Esempio 3.19. [BBB21] Usando il teorema del binomio
(@a+d)"=>_ <Z) a"b"h =) (Z) a" ket abeK
k=0 k=0
La seconda uguaglianza discende dalle sequenti proprieta:
eVneN,nl=n-(n—-1)-(n—2)---2-1e0l =1

e Vn,keN, conn >k, (Z):ﬁlk),
(nzk)

(2410)°=2°4+5-2% 4 10-2%% +10-2%3 +5-2i* +4°
=32+ 80i — 80 — 40i + 10 + i
= —38 +41i

eVnkeN, conn>k, (})

Osservazione 3.20. [BBK30] Quindi, fare le potenze di un complesso puo essere lungo e noioso. E come
calcolare le radici di un complesso?
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Richiamo 3.21. [BBB30] Ricordiamo dalla trigonometria elementare la formula della somma per il seno e
coseno
cos(a 4+ b) = cosacosb —sinasinb e sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

e che

& d k €Z tale che 0 = o + 2kw

cos = cos«
sin @ = sin «

Il prodotto e la divisione di complessi in forma trigonometrica, come la loro potenza, sono relativamente
semplici

Proposizione 3.22. [BBB22] Dati i due complessi in forma trigonometrica
z1 = p1(cosfy +isinby) e zg = pa(cos by + isinby)
Abbiamo che
1. z129 = p1p2(cos(01 + 62) + isin(6; + 62))

2. 1_ i(cos(fﬁl) +isin(—64)) = i((:08(191) —isin(6y))
Z1 p1 P1
21 P1 ..

3. — = —(cos(fy — b3) +isin(f; — 03))
22 P2

4. 27 = (p1(cos by +isinby))™ = p¥(cos(nb) + isin(nby)) [Formula di DeMoivre]

Dimostrazione.

1. Tl prodotto p1(cosfy + isinby) - pa(cosfs + isinfy) mi da

p1p2(cos 01 cos B + i cos B sin Oy + i sin 61 cos O — sin 6y sin b)) =
= p1p2(cos b1 cos Bz — sin Oy sin Oz + i(cos 61 sin O3 + sin 61 cos 6s))
= p1p2(cos(by + 02) + isin(f; + 63))

per la regola sul seno e coseno dell’angolo somma.

2. Abbiamo che
1 1 1 cos f; — isin 0

p1(cosfy +isinby) - Hcos@l + ¢sin 6 . cosfy —isinf;
1 cosf; — isinf,

- p1 (cos By + isinfy)(cos 0y — isinby)
1 cos(—01) +isin(—01)

B pT cos? 0 + sin? 6,

1 cos(—01) +isin(—0y)

P1 1
1
= — cos(—01) + isin(—61)
P1
1
= — cos(61) — isin(6;)
P1

usando la formula (a + ib)(a — ib) = a® + b* e le proprieta di seno e coseno.
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3. Discende immediatamente dal punto precedente.

4. Lasciato per esercizio. Discende immediatamente dal primo punto, con una facile dimostrazione per
induzione. Per I'induzione, facciamo riferimento al corso di Analisi.

O

Una immediata conseguenza e la formula per 1’estrazione delle n radici n-esime di un complesso in forma
trigonometrica.

Definizione 3.23. [BBB23]Sia w € C en > 1. Una radice n-esima di w é un complesso z tale che z" = w.
L’insieme delle radici n-esime di w st indica come {/w.

Proposizione 3.24. [BBB24] Sia w un complesso non nullo e n > 1. Allora esistono esattamente n radici
distinte di w. Se w = p(cosf + isinf) e

zk:{b/ﬁ{cos(e—’_%r>+isin<e+2km)] conk=0,....,n—1 (3.1)
n n

Abbiamo che Ywe = {z0,...,2n-1} € gli zi sono tutti distinti

Dimostrazione. Innanzitutto, grazie alla formula di DeMoivre, abbiamo che
zp = pleos (0 4 2km) + isin (6 + 2km)] = p(cos + isinfh) = w

e quindi gli z; sono radici di w (cfr. definzione di radice). Rimane da vedere che siano le uniche e siano tutte
distinte.

Per l'unicita: se z = r(cosa + isina) € una radice n-esima di w, dato che

2" = r"(cosna + isinna) = p(cosf +isinf) = w
dobbiamo avere, per il principio di identita dei complessi in forma trigonometrica
r = {/pena =0+ 2kr per un qualche k € Z

per cui z ¢ della forma 3.1

Dimostriamo ora che gli 2z, con k: 1,...,n — 1 sono tutti distinti. Per costruzione, i loro argomenti sono
distinti e compresi tra % e H%. Quindi per il principio di identita dei complessi in forma trigonometrica gli
z, sono tutti distinti. O

Esempio 3.25. [BBB44] Risolvere z> —1 = 0.
Basta estrarre le tre radici terze dell’unita: z = /1c. Mettiamo 1 in forma trigonometrica

1 =1(cos0+isin0)

9 9
0+31m) +isin (W)) k0. .. 2

Dalla formula

e quindi



3.2. POTENZE E RADICI DI UN COMPLESSO. 33

Definizione 3.26. [BBB25] Si usa scrivere il complesso p(cos + isinf) come pe?. Questa ¢ la forma
esponenziale del complesso. Al nostro livello, questa ¢ semplicemente una notazione.

L’utilita della notazione ¢ immediata, dato che sono rispettate tutte le usuali regole delle potenze, anche
se non lo dimostreremo:

Osservazione 3.27. [BBB26] [Proprietd della forma esponenziale] Dati p, p1, p2 € R0+ e0,01,00 € R

1. Principio di identita dei complessi in forma esponenziale

P1 = P2

7;01 _ i492
el = pge'? & A k € Z tale che
. P2 {91292+2m

i91 i(el +92) .

2. p1e p2€i02 = p1p2€e

3. (pew)fl = %e*ie = pel,;e,

101

PLE " PLLi(61—62)
4=t .
5. | (pe) = p.

6. | =1.

7. arg (pew) =4.

9. ™ = —1.
10. Se a,b € R allora e = e%e® = ¢%(cosb + isin b)

Osservazione 3.28. [BBB46] [Formula delle radici in forma esponenziale] Se z = pe? € C

-0+ k27

Ve = \"/pew(c:{{/ﬁ'el | k:O...nfl}:{{L/ﬂei(%Jrkz%) | k:O...nfl}

o anche, scritto in altro modo, sempre con k:0...n—1

n - A i &4 2 i( & 2m i( & 2m i(&+(n—1)2c
Vpet o = /p-en, o/p e at) p- e (5H2%) o @RTREE) . et (R

k=0 k=1 k=2 k=k k=n—1

Discende immediatamente dall’osservazione precedente che

Corollario 3.29. [BBB60] Le n radici n-esime di un complesso z sono i vertici di un poligono regolare con
n lati nel piano di Argand-Gauss, dato che gli argomenti (angoli associati) di due radici "sucessive” j,j + 1
differiscono sempre per lo stesso angolo.
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GNUG6: Le radici terze di 1 formano i vertici di un triangolo equilatero

2
2w _ _ 1 /3
e'3’ = 2—1—12
€0i 1
” g
IS __ 1 /3
€3 =—5 —1%5

GNUT7: Le radici quarte di —1 formano i vertici di un quadrato

V2ei T = Y2(1 4 4) et = Y2(1 +4)

VBeET = (1) VaetT = (1)
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GNUS: Le radici quinte di 1 formano i vertici di un pentagono regolare

o

ulo

Osservazione 3.30. [BBB95] Dato z = ¢™/* € C
1. 2- €™/ = 2¢7/% il modulo di z viene moltiplicato per 2. [Allunga]
2. /3. e/t = /12 sommo /3 all’argomento di z. [Ruota]

8. 2e7m/3 . eim/h = 27T /12 moltiplico il modulo di z per 2 E sommo ©/3 al suo argomento. [Torce]

Per chi fosse interessato ad approfondire la formula di Eulero e!™ — 1 = 0 che noi abbiamo enunciato senza
fornire dettagli, consigliamo il link

https://maddmaths.simai.eu/divulgazione/eulero/la-matematica-e-piena-di-eulero-la-piu-bella-formula-della-matematica/






Capitolo 4

Quarta Lezione - Esercizi

4.1 Esercizi svolti

Ricordiamo la definizione di ordine totale per un anello.

Definizione 4.1. [BBP55] Su un anello commutativo A un ordinamento totale compatibile con le operazioni
¢ una relazione > tale che

1. ¥V a,be€ A abbiamo a >b ob>a o a="b. [Totalita]
VabeAa>beb>a= a=b.[Proprieta antisimmetrica]

Vabce Aa>beb>c= a>c.[Proprieti transitiva/

YV a,b,c € A abbiamo a > b= a+ c = b+ c. [Compatibilita con la somma

YV a,b,c € A con ¢ >0 abbiamo a > b= ac > bc. [Compatibilita col prodotto]

S = e e

Conseguenze: ¥ a,b,c € A con ¢ < 0 abbiamo a > b= bc > ac.
7. 1>0e—-1<0.
Notazione 4.2. [BBP42] Con lieve abuso di notazione

e Definamo "maggiore o uguale”
a>b & a>boa=b

e se a > b diciamo anche che b < a. Analogamente per >, <.

Se poniamo su R l'ordinamento usuale, vediamo che & impossibile porre su C un ordinamento compatibile
con questo.

Esercizio 4.3. [BBP98] Non esiste su C un ordinamento totale > compatibile con le operazions.
Soluzione. Dato che i # 0, dobbiamo avere i > 0017 <0
e Sei>0,allorai-i>1i-0< —1> 0 assurdo.

e Se i <0, allora —i > 0, ma allora (—i) - (—i) > 0 < i? > 0 < —1 > 0 assurdo.

37
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Esercizio 4.4. [BBQ98] Portare il complesso z = 2e'i in forma cartesiana.Il modulo di z ¢ 2 ed il suo
argomento Z. Svolgiamo semplicemente i conti.

1
Dato che COS% = g, Sin% = g, abbiamo zo = 2 (cos% + ¢sin %) =2+ iv2

Esercizio 4.5. [BBB13] Portiamo 2 — 3i € C in forma trigonometrica. Abbiamo p = 4+ 9 = V13 ed

abbiamo
a =+/13cosf :>b 3 tand = 0 ; ( 3>
— = —— =tan =atan [ —=
b=+/13sin6 a 2 2

Ricordando il grafico dell’arcotangente, funzione dispari positiva sui positivi e negativa sui negativi, atan ( %) >0,
dato che 0 é un angolo con coseno positivo e seno negativo, controllando sul piano di Argand-Gauss 0 appartiene
al quarto quadrante. La forma cartesiana di 2 — 3i é quindi

V13 (cos atan (—g) + isin (+ atan <—g)>)
V13 (cos atan (‘;’) — isinatan (;))

Esercizio 4.6. [BBB47] Cualcolare le radici seste di i + 1. Mettiamo 1 + i in forma esponenziale e usiamo la
formula. Usiamo il piano di Argand-Gauss.

GNU9: Rappresentazione trigonometrica di 1 +

N

P

1+’L — \/§eiﬂ/4
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T -
I H2kw

V1410 = \/V2eim/4 = /et 5 k:0...5

e quindi
Viti= V2 el k=0
61+i:1\2/§-ei¢:lw-ei%%wzlxz/i-ei% k=1
61—1—2':1\2/§-ei%g4ﬂz1\2/5-61'12‘777r k=2
Gl—i—i:l\z/i-ei%zhzlg/i-eﬂgf k=3
STHie 3. v = /3. 0% k=4
STHie 3. dive — ¥3. 0% k=5

Notiamo che per k = 6 avremmo 429—4” = o7 + 27 e quindi per k > n — 1 ritroviamo le radici che avevamo gid.

Y29 = Yo
Esercizio 4.7. [EE01] Trovare le soluzioni in C dell’equazione (z*+1) =0

Soluzione.
AH1=0s2t=-1

quindi cerchiamo le radici quarte di —1 = 1e*". Le radici si calcolano con la formula applicata come segue
4 42k
wy= V1€ 1

con k =0,1,2,3 e otteniamo le quattro radici complesse:

= V2 V2
— A% i~ k=0
Zo=e€1 2—|—z2

- V2 V2
:’Li:fi ‘4 k:]‘
21 e 4 2+12
2o =¢€ 14 ) 12

T 2 2
zgze’%z—\g—i—{ k=3

Una fattorizzazione di 2* + 1 su C[z] & quindi, per il teorema di Ruffini (che vale su qualunque K[x]) & quindi

- 3m 5m Tm
(z—e“)(z—e“)(z—e“)(z—e“)

Notiamo che le quattro radici complesse sono a due a due coniugate (prima e quarta, seconda e terza) e che

(z—e’%) (z—ei%r) =22 4+ 2Re(e')z + |ez%| =224+V22+1

j7m
1

Dove Re(e') @ la parte reale di ('), dato che il coniugato di pe® & pe=% che €T = e~% e che

a+ib+a+ib=a+ib+ (a—ib) =2a
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Trovare per esercizio una fattorizzazione completa di z* + 1 su R[z] Hints:

e Si puo ricorrere alla divisione di polinomi (funziona su qualunque K[z]), dividendo z*+1 per 22 4++/2z+1.

;5

o Si puo procedere come sopra con i fattori lineari eiSTW7e’ 1,
Esercizio 4.8. [BBB56] Risolvere in C l'equazione 4 |z|° = 25
ie; I

Soluzione. Mettiamo z in forma esponenziale: z = pe equazione diviene

4|pei9|3 —(pei®)>

497 = 493610 =pBei®®

Da cui, per la definizione di uguaglianza per i complessi in forma esponenziale abbiamo, ricordando che
p > 0 dato che si tratta di un modulo, che:

4p% = p® con p >0
0=50+2km conk eZ

p° —4p3 =p?(p> —4) =0con p>0
9:—§k7rconk€Z

p=0,2

9:—%k7rconk€Z

Dato che per ogni k € Z ho una soluzione, ho infinite soluzioni,

k=-2 9:é7r
5
2
k=—1 6:37r
2
4
k:2 9:—577
k=3 Qz—gﬂ'
k=4 9:f§7r
5
10
12
k=26 HZ—ETF

Ma queste soluzioni non sono tutte distinte, infatti notiamo che
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e perk=5,0= —1—5? = 27 che ci da gli stessi seno e coseno di k=0, # = 0, e quindi lo stesso complesso.
e Analogamente, k =1 e k = 6 ci danno lo stesso complesso.

e Analogamente, k = —1, § = 2 ci da lo stesso complesso di k =4, § = -8 = 2 — 27

e Eccetera. ..

Se ci limitiamo ai valori di k per cui —%]fﬂ' € (—2m,0], dato che poi i complessi si ripetono abbiamo che i 0
delle soluzioni sono

k=0 6=0

k=1 9:—§7r
k=2 9:—%71'
k=3 Hz—gﬂ
k=4 9:—§7r

Se preferiamo i nostri angoli in [0, 27), prenderemo altri valori di k, oppure pili banalmente, aggiungiamo

27 a questi 6 trovando

2 4 6 8
=0 9—57{' 9—57'(' 9—577' 9—37'('

. . . 3 [ . .
Le soluzioni dell’equazione 4|z|” = z° sono quindi

TET

v

20=2-e0=2 2z =2.¢5", z2:2-ei%”, 2'9,:2~egTr z4:2-ei%”, z5 =0
Esempio 4.9. [BBB45] Trovare le soluzioni in C dell’equazione
2T 4225 +42° + 222 +4iz+20 =0

Soluzione. Per il Teorema fondamentale dell’algebra abbiamo 7 soluzioni in C, contate con la loro molteplicita,
dato che abbiamo un equazione polinomiale di grado 7. Troviamo le soluzioni. Raccogliamo a fattor comune
come segue:

274225 4i2® 4222 +4iz +2i =0
2522+ 2iz +14) +2(22 + 2iz2 + 1) =0
(25 +2)(22 +2iz+14) =0

Quindi le soluzioni dell’equazione sono date dell’'unione delle soluzioni dei due fattori:
P 4+2=0ez2+2iz+i=0

Risolviamo separatamente le due equazioni.
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Risolviamo prima lequazione z° + 2 = 0 che equivale a calcolare le radici quinte complesse di —2.
Innanzitutto scriviamo —2 = 2 - '™ e applichiamo la formula delle radici

6+2km

{‘/ﬁ-ei n conk=0,---,n—1

Pertanto visto che p = 2,0 = m e n = 5 abbiamo che le radici quinte di —2 sono:

{r’/ieiﬁgh con k=0,---,4

Da questa formula otteniamo le cinque radici complesse:

20 =V2-€'% k=0
a=V2-e5" k=1
22:\5/5-61%“:\5/5-6”:—\5[2 k=2
zg—w-ei%” k=3
2y = V2 €57 k=4

L’equazione 22 + 2iz 4+ i = 0 & un’equazione di secondo grado in C. Adesso risolviamo la seconda equazione
che osserviamo trattarsi di un equazione di secondo grado in C. Pertanto usiamo la formula risolutiva delle
equazioni di secondo grado ed otteniamo

—2i + /(20)% — 4i.
2

25,6 =
=2+ /-4 —dic
N 2
=242y -1—i¢
N 2
=—i+vV—-1—ic

Adesso dobbiamo trovare le radici quadrate di —1 — ¢. Innanzitutto calcoliamone il modulo e ’argomento.
Poichca=—-1eb= -1 sihachep:\/ieﬂzgﬂ'equindi

—1—i=v2¢im
Per cui le radici quadrate di —1 — 7 si calcolano con la formula applicata come segue

5Ty okn
wy =\ V277 k=0,1

ed otteniamo le sue due radici complesse:

da cui si ottengono le soluzioni:

13w

25:—i—|—w0:—i+\47§ei%r 26 = —i 4w, = —i+ V25
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Abbiamo cosi trovato le sette radici complesse cercate

20 = V2’5

z1 = \5/562%”

o= — {3

z3 = NoT

2y = V2637

z5 = —1 + V2eis™
—i 4 V2T

%6

O
Esempio 4.10. [BBB93] Trovare le soluzioni dell’equazione
272 =28
e disegnarle sul piano di Argand-Gauss.
Soluzione. Abbiamo
2(z22 - 2%)=0 = z=0oppure 2 — 22 =0

Quindi abbiamo la soluzione banale z = 0 ovvero p = 0.

Adesso possiamo supporre z # 0 e dividere ambedue i menbri dell’equazione per z, ottenendo z? = 22,

Mettiamo il complesso in forma esponenziale z = pe?®, e dato che z # 0 possiamo supporre p > 0.

L’equazione diviene:

72 =22
(pe™ )% = (pe”)?
p2€—2i9 _ p262i9

Da cui, per la definizione di uguaglianza per i complessi in forma esponenziale

p? = p? vera Vp € R
—20=20+2knrconk €Z

Dalla seconda equazione otteniamo che

9:—§7Tconk€Z.

Da cui si deducono gli angoli

T 3
9020 91:—5 92:—7( 93:—57'('

o volendo gli angoli in [0, 27) (mantenendo gli stessi seni e coseni)

m 3T
(90:0 9125 92:77 93:?
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Quindi le soluzioni sono
; 3m
2

20 = pe¥ 21 = pe't 2o =pe" 23 = pe za4 = 0 che avevamo trovato all’inizio

con p qualunque, visto che non abbiamo condizioni su p.
Nel piano di Argand-Gauss le soluzioni di questa equazione sono quattro semi rette dall’origine con angoli
rispettivamente 6 = 0,7 /2, 7, 3/27, origine compresa.
[Qui il disegno, a breve]
O

2241
2447 T 0.

Esempio 4.11. [BBW11] Determinare le soluzioni complesse dell’equazione

Soluzione. Ricordiamo che a? + b* = (a + bi)(a — bi), come si pud facilmente verificare svolgendo i conti.
Ponendo a = 2% e b = 1 vediamo che
A1 (4 (et =) 4.
- = - =z —1
24+ 2t 41

Le radici di 2% + 1 sono otto (le otto radici complesse di —1); per quanto detto prima quattro sono radici di
2% +i e quattro di z* —i. Abbiamo
S 41
24+
Le soluzioni sono quindi le radici quarte complesse di ¢, che troviamo con la formula

=0s2t—i=0

4/ a/ ;m 1@ i i5p i9gp 413.
Vie=Vetc=€e"T k=0,...,3=¢'F,e'5Te 57 ®

Esempio 4.12. [BBB51] Risolvere in C la sequente equazione
Z-1P2=22-2
Soluzione. Sostituiamo w =Z — 1 da cui si ricava che
Z=w+l=z=w+1

L’equazione diventa quindi

Ww=2@+1)-2=2w.
Adesso scriviamo w in forma esponenziale w = pe?® ed otteniamo
i36 i0

P20 = 2pe~

che per il principio di identita dei complessi in forma esponenziale diviene
{p32p j{p(/ﬂ?)O j{p()v\@
30 =—0+2krconkeZ 40 = 2km con k € Z 9:§7TconkGZ
Le soluzioni distinte di questa equazione sono:
wo = V2 =12 dap=+v2, k=0
wy = V2t =/2i dap=+v2 k=1
wgzﬁei%:—\/ﬁ dap=+v2 k=2
wgz\f?ei%w:—\f?i dap=v2, k=3
wg =0 da p=0
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Ricordandoci che z = @ + 1 ricaviamo le soluzioni dell’equazione originaria (z — 1) = 2z — 2

0=V24+1=1+V2
=241 =1—2i
2o=—V2+1=1-2

23 =—V2+1=1+V2i
2=0+1=1

Esercizio 4.13. [BBB57] Trovare il numero di soluzioni in C — R del sistema

2100 _1=0

Im(z) >0
L’equazione ci dice che le soluzioni devono essere le radici di 1. Ce me sono due reali, con parte immaginaria
nulla, £1. Le altre corrispondono a 98 punti simmetricamente disposti sulla circonferenza unitaria. La
disuguaglianza ci dice che le soluzioni devono avere parte immaginaria positiva, ovvero giacere mel primo e
terzo quadrante. Per simmetria, a parte le due soluzioni con parte immaginaria nulla (z = +1), meta delle

98 soluzioni non reali rimaste avra parte immaginaria positiva e meta parte immaginaria negativa. Quindi il
sistema ha 49 soluzioni.

Esercizio 4.14. [M106] Risolvere per z € C
ef=e
|z] <10

Risolviamo prima l'equazione, usando la forma cartesiana di z = a + ib.

N.B. Dato che z € C, non necessariamente z € R e* & '’esponenziale di esponente z, non un complesso in
forma esponenziale. Quindi z € R NON 2z € [0, 27)

z T+ x 1 @"L’zg ’I,‘:].
ef=es M =co e =cs &
=0+4+2km conk € Z y=2km conk €Z

Le soluzioni sono quindi gli infiniti complessi z = 1 + 2kw, con k € Z ed in particolare

k=-2 1—idm V141672
k=-1 1-1427 V1 +4r2
k= 1 di modulo 1

k=1 1+427 V1 + 472
k=2 1+ idr V1 + 1672
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e dato che dobbiamo avere |z| < 10

V1+47?2 < 14+ V4n2 =14 27 ~ 7.28 Soluzione
V141672 > 14+V16r2 =1+47 ~1+12.56 = 13.57 > 10 Non soluzione

e per k > 2 il modulo é maggiore che per k = 2, e che la situazione per k < 0 é speculare a quella per k > 0 Le
soluzioni sono solo tre, per k = 0,+1, rispettivamente z = 1,1 + 2w

4.2 Esercizi proposti
Esercizio 4.15. [BBU77] Disegnare su piano di Argand-Gauss i sequenti complessi
1. (2+41)°.
2. m@ (le radici quarte complesse di /2 € R).
3. z € C tali che |z| = 2.
4. z € C tali che arg(z) = 2.
Esercizio 4.16. [BBY77] Mettere in forma esponenziale i sequenti complessi
1. 24 5.
2. —1—2i.
5.1,
4. 2=
Esercizio 4.17. [BBQ77] Semplificare le sequenti espressioni complesse
1. B+9)B-19) (F+ik).
a’? — b2,
a® + b

a* + v,

a® + b8,
Esercizio 4.18. [BBB77] Calcolare (—1 — i)Y, i2135789 (1 — 54)°
Esercizio 4.19. [BBB83] Calcolare v/1 —i, N/—i, /2 — bi e disegnarli sul piano di Argand-Gauss
Esercizio 4.20. [BBW83] Dato z = e '™/6 4 ¢=7/6
1. Esprimere z in forma cartesiana, trigonometrica, esponenziale.
2. Determinare le radici cubiche di z.
Esercizio 4.21. [BBP83] Trovare le radici complesse delle equazioni

1. 224 z241=0.
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2. 22 -2z—i=0.
3. (3i —9)22 + (5 —3i)2 +2i = 0.
4. 2%i—(i+4)z—-3i+1=0.

Esercizio 4.22. [BBB62] Risolvere in C le sequenti equazionsi:

1. 24 —16=0.
2. 2 —4=0.
3 212-1=0.
4 = =o.

Esercizio 4.23. [BBR83] Risolvere le sequenti equazioni complesse e disegnare le soluzioni sul piano di
Argand-Gauss

1. e# =377
2z—1 _ _z2—Z

2. e =e

3. €7 =3

Esercizio 4.24. [BBL83] Risolvere le sequenti equazioni complesse e disegnare le soluzioni sul piano di
Argand-Gauss

1. 2’z =i
2. 2%zt = 25

3. 227t =21
Esercizio 4.25. [BBB48] (V/1c,-) & un gruppo moltiplicativo con la moltiplicazione di (C,-)?

Esercizio 4.26. [BBX48] Dato n > 1, ({/1¢,-) & un gruppo moltiplicativo con la moltiplicazione di (C,-)?
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4.3 Prima prova di autovalutazione

[Auto1] [Tempo stimato 2h]
1. Determinare 'inverso di 2+ 3v/3 € Q[v/3] = {a + b3 | a,b € Q}.

Soluzione. —2_2—?\)/5 O
2. Q[v/3] & un campo con le operazioni standard? Se si dare la formula per Iinverso di a + bv/3.

Soluzione. Q[v/3] & un campo, e (a + v/3b)~! = 2-bV/3 -

a?—3b?

3. Sia Zs l'insieme dei numeri interi con I'uguaglianza ridefinita: per x,y € Zs
x =1y < il resto della divisione per 5 di z e y € uguale

Quanti elementi distinti esistono in Zs?
Soluzione. 5 O

4. (Difficile) L’insieme Z5 € un gruppo rispetto alla somma? Un anello rispetto alla somma e alla moltiplicazione?
Un campo rispetto alla somma e moltiplicazione?

Soluzione. Si. Si. Si. O

23 —2224i—-2=0

5. Risolvere per z € C il sistema di equazioni { i_1-0
z5 — =

Soluzione. z =1 O

6. Disegnare sul piano di Argand-Gauss le soluzioni dell’equazione e = €27,

Soluzione. z = 2km(1 — 2i) al variare di k € Z. O
7. Disegnare sul piano di Argand Gauss le soluzioni dell’equazione z° = 2°.
Soluzione. Le semirette = %7’1’, con k=0,...,9. [

8. Disegnare sul piano di Argand Gauss le soluzioni dell’equazione e*T1 = e#~1,

Soluzione. Non esistono soluzioni. O
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Capitolo 5

Quinta Lezione - Sistemi e Gauss

5.1 Sistemi lineari su un campo

Esempio 5.1. [CCCO0]Non in classe

e Risolvere 3x — 2 =0 in R equivale a determinare
{r eR | 3z —2=0} CR ovvero {2/3}
e Risolvere (3i — 1)z2 + (i + 1)z — i = 0 in C equivale a determinare

—i—1+4/(i+1)2+4i(3i — 1)
2(3i - 1) C}CC

{reC | (3i—1)2*+ (i+ 1)z —i=0} CC ovvero {

Esempio 5.2. [CCCO1]Non in classeRisolvere il sistema

ety=1 in R
T—y=

equivale a determinare

=1 11
{(x,y) cR? | {$+y }CR2 ovvero {(,)} C R?
T—y= 2°2

Esempio 5.3. [CCC09] Risolvere il sistema
{23:—y—5z:3 in R

equivale a determinare

S:{(x,y,z)GR?’ | {2x—y—5z:3 }CRS

che posso descrivere in svariati modi, esplicitando la x

) 3
S:{(m,y,z)€R3 | {:c:f%—gz+% }CR3 ovvero {(—g—Qz—I—Q,y,z)}CR?’

o1
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oppure la y

Sz{(x,y,z)ERs | {y:2x—5z—3 }CR3 owero {(z,2x — 5z —3,2)} CR?

oppure la z
S = {(m,y,z) eR? | {z: —2z-y¢-3 } C R? ovvero {(x,y,—ga:— % — 2)} CR3
Chiaramente si tratta sempre dello stesso insieme S
Diamo una definizione formale di soluzioni:
Definizione 5.4. [CCCO03] Sia S un sistema di equazioni a soluzioni in K",
filxy,...;20) =0
S fi(zr, ... ,xn) =0
fm(@1, . ,20) =0
dove f1,..., fm sono funzioni : K* — K. Allora le soluzioni di S sono l’insieme

filer,..,en) =0

Sol(S) = ¢ (c1,...,en) €K™ | ¢ filer,.oyen) =0

fm(Cl,...,Cn) =0

Definizione 5.5. [CCC04] Siano dati due sistemi di equazioni a soluzioni in K",

fl(xlw--a-rn)zo 91(1‘1,-.-,3371):0

Sli fi(xl,...,a:n)z() SQI gi(xl,...,xn):O

fm(x1, ..., 2n) =0 gr(x1,...,2n) =0
Diciamo che Sy ¢ equivalente ad Sa, (S1 = S3) se, equivalentemente,

1. Sol(S1) = Sol(S2) (hanno le stesse soluzioni)

2. Posso trasformare le equazioni f1, ..., fm nelle equazioni gy, . .., g, attraverso operazioni che non cambiano
linsieme delle soluzioni.

Per esercizio, provare che le due definizioni precedenti sono equivalents.
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5.2 Metodo di Gauss

Esempio 5.6. [CCC11] Risolviamo su R il sistema lineare

2z 4+3y+z=1

r—y+2z=1

3xr+y—5z=2
Vogliamo risolvere in modo sistematico, eliminando prima le x e poi le y, procedendo dalla prima equazione .
Scambiamo la prima e seconda Tiga

r—y+2z=1

2r+3y+z=1

3r+y—5z=2
sostituiamo alla seconda riga la differenza tra la seconda riga e la prima riga moltiplicata per 2, e alla terza
riga la differenza tra la terza riga e la prima moltiplicata per 3.

r—y+2z2=1 r—y+2z=1
2e+3y+z—2x—-y+22)=1-2(1) = S5y —3z=-1
3x+y—5z—3(x—y+2z)=2-3(1) dy — 11z = —1

Sostituiamo alla terza riga la differenza tra la terza riga e la seconda moltiplicata per %

r—y+2z=1 r—y+2z=1 r—y+2z=1
5y — 3z = -1 = oy — 3z =-—1 = oy — 3z =—1
4y — 11z —4/5(5y — 3z) = 1 — 4/5(—2) —48,=-1 43z =1

Dato che opereremo una serie di sostituzioni, dividiamo le Tighe per avere polinomsi monici

r—y+2z=1
y-52=-3
2= 1
Sostituiamo la z e poi la y
U RSN R S PECE ST T
y=3(m=-35 =yv=-m T \W=-u% > \V="1
i= 1 i= L i= L i= L
Notiamo che
e operare la sostituzione z = 4—13 nella seconda Tiga y — %z = —% e equivalente a sostituire la seconda riga

con la somma tra la seconda riga e 3 la terza

5
3 L 3 1 n 3/1
——z+-z=—+4+-|—
YT 5 5\43
o Sostituire alla seconda riga 2x + 3y + 2z = 1 la differenza tra la seconda riga e la prima riga © —y+2z =1
moltiplicata per 2, che, come abbiamo visto, mi da
5y — 3z = —1
equivale a operare la sostituzione x =y — 2z + 1 nella seconda riga

20y—2241)+3y+2=1=5y—32=-1



54 CAPITOLO 5. QUINTA LEZIONE - SISTEMI E GAUSS

Indichiamo questo procedimento sistematico di soluzione come riduzione di Gauss di un sistema. I singoli
passi di soluzione saranno detti passi di tipo Gauss.

5.3 Sistemi e matrici
Vogliamo scrivere un sistema lineare in forma pit compatta evitando la menzione esplicita delle variabili

Matrici e sistemi lineari

Definizione 5.7. [CCC12] Sia A € K™"™. Se scriviamo A come

a1 a12 A1n

a21 a22 a2n
A= .

Am1 aAm?2 e Amn

diciamo che A ¢ una matrice con m righe ed n colonne. Gli elementi a;; si dicono entrate della matrice.
L’insieme delle matrici con m righe ed n colonne con entrate in K si indica come Mat,,xn, (K). Indicheremo
spesso la matrice A come (a;;), coni:1,...,m, j:1,...,n. Le limitazioni su i,j saranno spesso sottintese.
Se m = n la matrice si dice quadrata.

Definizione 5.8. [CCC13] Le righe di A si indicano come Ay, ..., A, le colonne come A, ... A",
Esempio 5.9. [CCC14] Abbiamo la matrice

1 2 3 4
A:<5 6 7 8>€Mat2><4((@)

allora
A =(1,2,3,4) e A? = <§>
Definizione 5.10. [CCC15] Sia A € Mat,, «, (K) una matrice quadrata. Allora
1. La diagonale di A ¢& data dagli elementi a1, ..., Gnyn.
2. Se tutti gli elementi di A fuori dalla diagonale sono nulli, la matrice A si dice diagonale.
3. Se tutti gli elementi di A sotto la diagonale sono nulli A si dice triangolare superiore.

4. Se tutti gli elementi di A sopra la diagonale sono nulli A si dice triangolare inferiore.

Esempio 5.11. [CCC16] Le matrici
100 1 2 3 1 00
05 0,0 5 6],[4 5 0
0 09 0 09 7 8 9
sono rispettivamente diagonale, triangolare superiore, triangolare inferiore.

Esercizio 5.12. [CCX17] Data l’operazione

+:  Mat,xm (K) X Mat,xm (K)  —  Mat,xm (K)
((aij), (biz)) = (aij +bij)

provare che (Maty,xm (K),+) € un gruppo commutativo con elementro neutro 0 = (0;;), la matrice che ha tutti
gli elementi elemento i,j nulli.
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Definizione 5.13. [CCC17] Sia
a1121 + a12T2 + - - A1 Ty, = by
2171 + G22T2 + * + A2pTp = ba
Am1T1 + GmaXs + - Amp Ty = bm

un sistema lineare con m equazioni ed n incognite. Diciamo che al sistema € associata la matrice completa

aiy ai2 e A1n b1
a1 a2 e a2n bz
Aml Am2 - Qmn | bm
mentre la matrice
ail a2 e A1n
ag1 a9 e aAon,
am1 am?2 co. Qmn
e detta matrice incompleta e la colonna
by
by
bm

¢ detta colonna dei termini noti. Il sistema S si scrive anche

Az =10

Osservazione 5.14. [CCC19] Ricordiamo la definizione generale di equivalenza di sistemi: sia K campo e
Az = b, A'lz =V due sistemi di equazioni lineari su K con A, A’ € Maty, ,(K). Allora i sistemi Az = b,
A'z =V sono equivalenti se e solo se

Sol(Az = b) = Sol(A'z =b')  come insiemi

5.4 Prodotto Scalare

Nella discussione sui sistemi lineari e matrici verra spesso comodo introdurre il prodotto scalare.

Osservazione 5.15. [CCC21] Gli elementi (a1, ...,a,) € K" si dicono vettori e spesso indicheremo il vettore
(a1,...,an) come a. In questo contesto gli elementi di K si dicono scalari.
Definizione 5.16. [CCC22] Sia A un anello commutativo e v = (v1,...,v,), w = (wy,...,w,) € A™. Allora

l’operazione
A" x A" — A

n
((v1y .. on), (W1, . wy)) = (vlwl—i—---—i—vnwn):Zviwi
=1

¢ detta prodotto scalare. Nella maggior parte dei casi , A sard un campo K.
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Esempio 5.17. [CCC23]

1. Sev=(1,2,—4) eu=(1,3,2) sono vettori di R?,
v-u=1-142-3—4-2=—-1€R

2. Sev=(1+1i,1—1i) eu= (i,1+ 2i) sono vettori di C2,

vou=(1+i)-i+(1—-i)-(14+2)=2+2i€C

Proposizione 5.18. [CCC24] Sia K campo, u = (u1,...,un), v = (v1,...,0,), w = (w1,...,w,) € K” ¢
A e K. Allora

1. 11 prodotto scalare ¢ commutativo, ovvero u-v = v - u.

2. (ut+v) - w=u-w+v-w i prodotto scalare si distribuisce sulla somma di vettori.

3. AMu-v) = (M) - v il prodotto scalare é omogeneo.

Dimostrazione.

1. Discende immediatamente dalla definizione.
2. Abbiamo che

(ut+v) - w = (ur+v1,...,u,+vy) (w1,...,w,)
n

= Z(uz + vi)wi

=1
n

= ) (uw; + viw;)
=1

Y uiwl) + (i viwi>
=1 =1

n

S
[
+
|<
[

|

(usw; + vw;)
1

7

E quindi la tesi.
3. Basta fare i conti analogamente al primo punto, raccogliendo .

O

Osservazione 5.19. [CCC26] Sia K campo e Az = b un sistema di equazioni lineari su K con m equazioni ed
n incognite. Possiamo indicare la prima equazione del sistema, a11x1 + - -+ + a1,y = bicome

(alh...,aln)~(x1,...,mn) = b1
A1 - = b1
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Analogamente per le altre equazioni, per esempio peri € {1...n},

a1+t ainTy = b
(aﬂ,...,am)~(x1,...,xn) = bi
Aj-z = b
1l sistema S si pud quindi scrivere come
Ay-x=0by prima riga

Ay -z

=by  seconda Tiga

Ay -z =b, m— esimariga

0 in breve,
(Ar,..o  An) -z =

0, dando un significato alla notazione cha avevamo usato in precedenza,
A-z=b
Definizione 5.20. [CCC27] L’operazione

KxK* — K™
Nv) = Aogy.oo,on) = (A, ..o, Aoy)

si dice prodotto esterno di K", e corrisponde, geometricamente, a moltiplicare per A il modulo di v lasciando
per il resto il vettore invariato (ovvero ad allungare v di un fattore \).

Proposizione 5.21. Se \,p € K e v,w € K" si ha che
1 (A p)v = v+ po.
2. My +w) = v+ w.
3. A = Apw).
4. 00=0,A0=0, lv =v.

Dimostrazione. Immediata dalla definizione O

5.5 Operazioni sui sistemi

Vogliamo dimostrare che le operazioni sui sistemi di cui abbiamo parlato producono sistemi equivalenti.

Proposizione 5.22 (Scambio righe). [CCC30] Sia K campo, Az = b un sistema di equazioni lineari su K con
m equazioni ed n incognite. Sequendo la notazione per le righe abbiamo che

A=[A1,..., A ..., A
~—

i J

G Am] coni < j

)

Se
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b = (by,..., bj yeees by yoi b))
i J
Allora i sistemi Az =b e A’z = b sono equivalenti (hanno le stesse soluzioni).

Dimostrazione. Ovvio, scambiare due equazioni non cambia le soluzioni del sistema. O]

Definizione 5.23. [CCC32] [Combinazioni lineari di due oggetti] Dati due oggetti f,g e due elementi «, 5 di
un anello A per cui sia definito af + Bg, loggetto af + Bg si dice combinazione lineare degli oggetti f,g a
coefficienti o, 3.

Osservazione 5.24. [CCX33] In genere gli oggetti sono polinomi di K[z], vettori di K™, funzioni, matrici.
Esempio 5.25. [CCX32]

1. 5(1,2)43(0,1) = (5,10)+(0,3) = (5,13) & la combinazione lineare dei due vettori (1,2), (0,1) a coefficienti
5,3.

2. —(22 =1)+2(x+2) = —22 +2x+5 ¢ la combinazione lineare dei due polinomi x? — 1,2 +2 a coefficienti
-1,2.

La nozione di combinazione lineare si generalizza facilmente ad un numero finito di oggetti.

Definizione 5.26. [CCX34]/Combinazioni lineari di pit oggetti] Datin oggetti f1,. .., fn en elementiay, ..., ap,
di un anello A per cui sia definito

Zaifi:alfl+"'+anfn:(ala"'7an>'(f17"'afn>
i=1

dove - ¢ il prodotto scalare. L’oggetto y - | a; f; si dice combinazione lineare degli oggetti f1, ..., f, a coefficienti
Q1y.e.ny Oy in A

Proposizione 5.27 (Combinazione lineare di righe). [CCC31] Sia K campo, Ax = b un sistema di equazioni
lineari su K con m equazioni ed n incognite. Sostituire l’equazione j-esima del sistema con la combinazione
lineare di se stessa ed un altra equazione i-esima non cambia le soluzioni del sistema, se il coefficiente della
prima equazione nella combinazione lineare € non nullo.

Piu formalmente, seqguendo la notazione per le righe, abbiamo che

A:[Al,..., A; sy Aj,...,Am] coni1<j
~ ~~

v J
b*ba ) biv ‘,b'w abm
(1 ; J )
v J

Sea,f €K, conB#0

g J
bl - (bla ) bl ) 7abi + 61)]’ 7bm)
B J

Allora i sistemi Ax =b e A'z = b’ sono equivalenti.

Dimostrazione. Proviamo prima che ogni soluzione di Az = b ¢ anche soluzione di A’z = b’, e poi il viceversa.
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e Siav=(v1,...,0,) € Sol(Az = b). AlloraV i:1...m abbiamo A; - v = b;; dobbiamo dimostrare che

1. v € Sol(A'z =1b"), ovvero che Vi:1...m,i # j A;-v=b; che ¢ immediato dall’ipotesi dato che si
tratta di righe diverse dalla j-esima,

e che

2. per la riga j-esima (aAd; + BA;) - v = ab; + Bb; per le proprieta del prodotto scalare.
(A; + BA;j) v =0ad; - v+ BA; - v=ab;, + Bb;
e Siav=(v1,...,v,) € Sol(A’z =b'). Allora
Vi:l...myi#j Ai-v=>b; e (aA; +SA;) v=ab;+ (b,
e vogliamo dimostrare che v € Sol(Az = b) ovvero che
Vi:1...n abbiamo A;-v =1b;

Dato che questo ¢ evidente per ogni i # j perché v sia soluzione di Az = b rimane solo da dimostrare che

Aj-v=0b;
Ma
(ozAi + ﬁAJ) v = ab; + Bb]
aAi-y—i—,BAj-y = Oébi—‘rﬁbj
Dato che Ai-y:biéaAi-y:ozbi
BA;-v = pb;
BlAj-v—1b;) = 0

Dato che 3 # 0 ne consegue che A; - v = b; e quindi abbiamo la tesi.
O

Osservazione 5.28 (Moltiplicazione di una riga per scalare). [CCW33] Nelle ipotesi della proposizione immediatamente
precedente, sostituire [’equazione j-esima del sistema un suo multiplo per uno scalare non nullo non cambia le
soluzioni del sistema.

Proposizione 5.29 (Scambio colonne). [CCC33] Sia K campo, Az = b un sistema di equazioni lineari su K.
Ricordando che le colonne di A sono indicate come A', ..., A™ abbiamo che

A=[AY, ., A", A AT

I\ ;)
i J
con i < j. Se
/ 1 j i /
A =A% .. . AJ ey AZ LAY = (T, my e, T, T)
g J i J

Allora i sistemi Az =b e Az’ =V sono equivalenti.
N.B. i sistemi Ax =b e A'lz =b NON SONO EQUIVALENTI.
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Dimostrazione. Ovvio, cambiare di posto le variabili non cambia le soluzioni del sistema, ma se non mi ricordo
che ho cambiato posto alle veriabili (scambiato il nome) e risolvo il sistema le soluzioni cambiano. O

Definizione 5.30. [CCR31] Una matrice A si dice in forma a scala se il primo elemento non nullo di ogni
riga € a destra del primo elemento non nullo di tutte le righe superiori. Questi elementi non nulli si dicono
pivot.

Esempio 5.31. [CCC96] Data la matrice

i pivot sono quelli indicati, ovvero 1 in posizione 1,1, 5 in posizione 2,4 e 14 in posizione 3,5. Le colonne dei
pivot sono la prima, quarta e quinta.

Tra tutte le possibili operazioni sulle righe di una matrice, alcune sono classificate come operazioni di Gauss.
Definizione 5.32. [CCY31] Data una matrice A € Mat, «n (K) Le operazioni di Gauss per una matrice sono
1. lo scambio di righe A; < A;.

2. La sostituzione di righe A; — A; — AA; per i < j e con un opportuno A che cancelli la prima entrata non
nulla di A;. Pit precisamente, A deve essere tale che la combinazione lineare A; — AA; abbia I’elemento
sotto il pivot di A; nullo.

3. La sostituzione di righe A; — A; — AA; per i > j e con un opportuno X tale che la combinazione lineare
Aj — XA; abbia lelemento sopra il pivot di A; nullo.

Lo scambio di colonne non & considerata un operazione di Gauss, dato che non lascia invariate le soluzioni.

Definizione 5.33. [CCD38] Dati due sistemi lineari Az = b, Cx = d diremo che le matrici [A|b] e [Cld] sono
equivalenti se ¢ sistemi lineari associati sono equivalenti, ovvero se hanno le stesse soluzioni.

Definizione 5.34. [CCD39] Una matrice quadrata di ordine m in cui i soli elementi non nulli sono sulla
diagonale (gli elementi a1y, ..., an,) si dice matrice diagonale. Se gli elementi sulla diagonale di una matrice
diagonale sono tutti uguali ad 1 questa matrice si denota come matrice identita di ordine n o matrice identica
di ordine n o spesso come I,,. Le matrice diagonali sono un particolare tipo di matrici a scala. Per esempio,

1 0 0 0O
01 0 0O
Is=]1 0 0 1 0 O
00 010
00 0 01

Proposizione 5.35. [CCC39] Sia K campo, Az = b un sistema din equazioni lineari ad n incognite (quadrato)
su K. Il sistema ammette un unica soluzione se e solo se posso trasformare [A|b] nel sistema equivalente [I,|c]
mediante operazioni di Gauss, dove I,, é la matrice identica di ordine n.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sul numero n di equazioni (ovvero sull’ordine n della matrice
A € Mat, xn, (K)).

e Base, n = 1. Il sistema &
{aux = bl

Notiamo che
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— Se a;; =0 e by # 0 il sistema & impossibile.
— Se ay1 = 0 e by = 0 tutte le x € K sono soluzioni. Esitono quindi co soluzioni.

Il sistema ammette un unica soluzione se e solo se a1 # 0, ed in questo caso il sistema & equivalente al

sistema

b1
xr=—
{ a11

con matrice associata [Il|ab—111]
Passo induttivo. Supponiamo la tesi vera per n — 1, vediamo che ¢ vera per n.

Vogliamo quindi dimostrare che:

il sistema Az = b, con A € Mat,,«,,(K) ammette un unica soluzione se e solo se posso trasformare [A|b]
nel sistema equivalente [I,,|c] mediante operazioni di Gauss.

sapendo che: (Ipotesi induttiva)
ogni sistema A"z = b’ con A” € Mat,_1x,_1(K) ammette un unica soluzione se e solo se posso

trasformare [A”[b"] nel sistema equivalente [I,,_1|c] mediante operazioni di Gauss

< Se posso trasformare il sistema Ax = b nel sistema equivalente I,,x = ¢ mediante operazioni di
Gauss, il sistema Az = b ¢ equivalente al sistema

Tr1 = C1

Ty = Cp

ed & immediato che ha una ed una sola soluzione, x = ¢. Quindi ammette un unica soluzione.
Notiamo che non ¢ stato necessario usare I'ipotesi induttiva.

= Il sistema Az = b ammette un unica soluzione. Voglio dimostrare che posso ridurre [A|b] alla matrice
equivalente [I,,|c] mediante operazioni di Gauss.

Opero sulla matrice completa [A[b]. Per la prima riga, considero il primo elemento a;;. Se & nullo,
scambio la prima riga con una riga sotto di lei che abbia il primo elemento non nullo. Se non ne
trovo nessuna, vuol dire che tutta la prima colonna ¢ nulla, e dato che questo implica che non ho
condizioni su x1, ed ho quindi co soluzioni, mentre la soluzione esiste unica per ipotesi, questo e’
impossibile.

Posso quindi supporre che a1 # 0 e trasformare la matrice con operazioni di Gauss nella matrice

air aiz e o ai | b

/! / / /

[A'[D] 0 ayp agy - ap, | by
=i (i-esima)® — (i-esima)® — SL]¢

! / !/ /

0 Apa  Ap3z 0 Oy bn

[A’|b'] & equivalente a [A]b]. Posso scrivere [A’[b] come

ai; a2 - eary | b

! / / /
0 azp agg -+ ag, 2

/ ! !
0 a,, a,g - a b},
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la sottomatrice in neretto, che possiamo indicare come [A”[b"] ha ordine n—1 e soddisfa la tesi, quindi
per I'ipotesi induttiva posso ridurla con Gauss alla matrice equivalente I,, 12z = ¢”. Indichiamo gli
elementi di [I,,_1|c”] partendo per le righe dall’indice 2 per comodita.

Quindi il sistema associato alla matrice

a’ll a12 ... PRI PR aln bl

0 1 0 0 | c

0 0o . 0 0

0 0 1 0

0 S | R ||

0 0 1 |en

Dividiamo la prima riga per aj;

1 a12/a11 aln/all bl/all
0 1 0 --- - 0 Cs
0 0 L0 0 :
0 0 1 0
0 0o . 0
0 0 1 Cn

Adesso, posso ridurre la matrice incompleta a diagonale sostituendo n — 1 volte la prima riga con la
differenza della prima riga con la riga ¢ — esima moltiplicata per ay;

10 -+ 0| I — I — ay;(i-esima riga)
01 --- 0cy
oo --- 1 Cn,

con i :2...n. Sto operando una sostituzione all’indietro. O, se si preferisce dirlo in atro modo, sto
mettendo la matrice in forma normale. Indichiamo la forma finale del termine noto della prima riga
(cambia ad ogni operazione) con c¢;.

O

Corollario 5.36. [CCC35] Sia K campo, Az = b un sistema di equazioni lineari suK con tante incognite quante
equazioni (la matrice incompleta é quadrata). Se il sistema ammette un unica soluzione, possiamo sempre
trovare un sistema equivalente A’z = b’ con A’ matrice triangolare superiore con elementi sulla diagonale non
nulli.

Osservazione-Definizione 5.37. [CCQ35] In sistema [DIb], con D = (d;;) diagonale
e Se uno dei coefficienti d;; € nullo, ed il corrispondente b; non lo e, il sistema e impossibile.

e Se per ogni coefficiente d;; nullo il corrispondente b; € nullo, il sistema ha oo soluzioni, ed in particolare
ogni variabile x; puo variare liberamente su K. Sia k il numero dei coefficenti nulli, si dice che il sistema
ha oo® soluzioni.

Non sempre i gradini della scala hanno la stessa lunghezza
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Esempio 5.38. [CCC93] Risolvere il sistema

r+y+z+3t+s =0
r+y+z—2t—s =2
r+y+z+t +35s=3

La matrice associata completa é

1 11 3 110
[A]b] = 1 11 -2 —-1]2
1 1 1 1 3 13
Operiamo una riduzione di Gauss
M:=Mat([[1,1,1, 3, 1,0],
[1,1,1,-2,-1,2]1,
[1,1,1, 1, 3,311);
L:=RiduciScalaVerbose(M);L;
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1, 3, 1, 0]
2"a-1*1"a [0, 0, O, -5, -2, 2]
3"a-1*1"a [0, 0, O, -2, 2, 3]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 4]=-5
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 1, 3, 1, 0]
—————————————— [0, 0, 0, -5, -2, 2]
3"a-2/5%2"a [0, 0, O, O, 14/5, 11/5]
—————————————— [+, 1, 1, 3, 1, 0]
1x2~ax [0, O, O, 5, 2, -2]
5%3"a [0, 0, O, O, 14, 11]
1l sistema associato é
r+y+z+3t+s = 0
5t +2s = -2
14s = 11
Sostituiamo s = % epoit= —% nelle righe precedenti
TH+y+z+3t 4+ =0 c+y+z+3t =-4 r+y+z
5t 428 =-2= t = -3 t
_ 1 _ 1
$ = 1 S= 1u
r+y+z = % T =—y—z+}—2
= t =-2= t = -2
_ 1 _ 11
S= 1 §= 14

se scegliamo di esplicitare la x. Le soluzioni del sistema sono quindi

19 5 11
—y = el _Z = R®

[
=

-
Jon i

e
»b‘»—‘xl
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Notiamo che nella forma finale del sistema la matrice associata é

11100}35
000 10]-2
0000 1]H

Notiamo che invece di operare le sostituzioni, avremmo potuto, come al solito, fare delle opportune operazioni
di Gauss sulla matrice.

Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1

—————————————— 1, 1, 1, 3, 1, 0]
2°ax-1/5 [0, 0, 0, 1, 2/5, -2/5]
3~ax+5/14 [0, 0, 0, 0, 1, 11/14]

Cancello la colonna sopra il 5 pivot

1~a*+1%3%a [1, 1, 1, 3, 0, -11/14]
2°a*+2/6%3%a [0, 0, 0, 1, 0, -5/7]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 1, 11/14]

Cancello la colonna sopra il 4 pivot

1"ax+3x2°a [1, 1, 1, 0, 0, 19/14]
-------------- lo, 0, 0, 1, 0, -5/7]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 1, 11/14]

5.6 Forma standard e normale

Osservazione 5.39. [CCC97] Risulta evidente che in una matrice a scala é possibile cancellare tutti gli elementi
sopra il pivot di una colonna di pivot con operazioni di Gauss lasciando immutati gli elementi a sinistra della
colonna.

Esempio 5.40. [CCC99] Risolvere il sistema

c+2y+3z24+t—-—w=2

z —t+w=1
t+w=20
La matrice associata completa é
2 3 1 -1]2
[Apl=1 0o o [1] -1 1 |1
0 0 0 10

La matrice é gia in forma a scala. Per risolvere il sistema associato, mettiamola in forma standard con
operazioni di Gauss. Iniziamo usando il pivot della terza riga per cancellare gli elementi sopra di lui nella

seconda e prima riga.
2 3 0 -2[2)\ o
0 0 0 2|1 | - e+
0

0 o [1] 1
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Usiamo il pivot della seconda Tiga per cancellare l’elemento sopra di lui nella prima riga

2 0 0 —8|-1)\ I*—=I*—3x]]
0

1l sistema associato alla matrice ¢

r 42y 8w =-1
z +2w =1
t 4+w =0

Da cui abbiamo, esplicitando le variabili legate ai pivot e portando a destra le variabili non legate ai pivot,

r=-1-2y4+8w
z=1-2w

t=—w
Esempio 5.41. [CCC98] Risolvere il sistema
r+y +z +t +w=1

2y =3z +5t —w =2
z —t +w=0

La matrice associata completa ¢é

1 1 1 11
0 [2] 3 5 -1]2
o o0 [1] -1 1]o0

La matrice & gia in forma a scala. Per risolvere il sistema associato, mettiamola in forma standard con
operazioni di Gauss. Iniziamo usando il pivot della terza riga per cancellare gli elementi sopra di lui nella

seconda e prima riga.
1 0 2 01\ r*—r—rrre
0 0 2 2|2 | II*—=II“+3%I1I°
0 0 110
2

[Alb] =

1] -1

Per comodita, dopo dividiamo la seconda riga per

1 -11]0 1% = 1 —11°

OOH
(=]

I

—_

o

1l sistema associato €
T +t—w=0

Y +t4+w=1
z—t+w=0
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da cui abbiamo, esplicitando le variabili legate ai pivot e portando a destra le variabili non legate ai pivot,

r=—-t+w
y=1—-t—-—w
z=t—w

Definizione 5.42. [CCA69] Una matrice a scala con tutti gli elementi sopra i pivot nulli, é detta in forma
standard. La matrice dell’esercizio 5.40 precedente , é in forma standard.

Esempio 5.43. [CCC95] Data la matrice

1] 11 0 o4
0 00 [L] o] -2
0 00 o0 [1] U

i piwot sono quelli indicati, ovvero 1 in posizione (1,1), 1 in posizione (2,4) e 1 in posizione (3,5). Le colonne
dei pivot sono la prima, quarta e quinta.

Definizione 5.44. [CCC65] Una matrice in forma standard in cui le colonne dei pivot siano raggruppate
a sinistra formando una matrice diagonale, con gli elementi su questa diagonale 1, sopra possibilmente una
matrice nulla é in forma normale.

La matrice dell’esercizio 5.41 precedente € in forma normale.

Esempio 5.45. [CCE95] La matrice

1

100 1 1 —u

01000 =2

00100 1%

e in forma normale. Possiamo anche scriverla come

1
1 00 11 fé 1 1 U
010 00 —=2 =\ I 00 —=
00 1 00 4 00 1

Corollario 5.46. [CCC36] Sia K campo, Az = b un sistema lineare con m equazioni ed n incognite su K.
Posso sempre ridurre la matrice [Alb] a [S|b] (S ¢ a scala) con operazioni di Gauss del tipo i < j. Ho che

Sol(Az = b) = Sol(Sz = b')

Corollario 5.47. [CCC37] Sia K campo, Az = b un sistema lineare con m equazioni ed n incognite su K.
Posso sempre ridurre la matrice [A|b] ad una matrice equivalente [S|b'] (S ¢ una matrice in forma standard)

con operazioni di Gauss. Ho che
Sol(Az = b) = Sol(Sz = b')

Corollario 5.48. [CCC66] Sia K campo, Ax = b un sistema lineare con m equazioni ed n incognite su K.
Posso sempre, usando operazioni di Gauss ed opportuni scambi di colonne, ridurre la matrice [Alb] a [N]|]
(N ¢ in forma normale). Le soluzioni Sol(Axz = b) si ottengono dalle soluzioni Sol(Nz = b') riportando al
contrario gli scambi di colonne sulle entrate del vettore generico delle soluzioni.

Ricapitolando,

Osservazione 5.49. [CCW66] Ricordiamo che le operazioni di Gauss su una matrice A € Mat,,x,, (K)
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1. lo scambio di righe A; < A;.

2. la sostituzione di righe A; — A; — AA; peri < j e con un opportuno A che cancelli la prima entrata non
nulla di A; (Piu precisamente, X deve essere tale che la combinazione lineare A; — AA; abbia l’elemento
sotto il pivot di A; nullo).

3. la sostituzione di righe Aj — Aj — AA; per i > j e con un opportuno A che cancelli la prima entrata non
nulla di A; (Piv precisamente, A deve essere tale che la combinazione lineare A; — AA; abbia l’elemento
sopra il pivot di A; nullo)

Osservazione 5.50. [CCZ31] Quindi,

e Con le prime due operazioni di Gauss posso portare qualunque matrice in forma a scala.
e Se uso anche la terza posso portare qualunque matrice in forma standard.

e Se ammettiamo anche scambi di colonna (non sono operazioni di Gauss), posso portare qualunque matrice
in forma normale. Ricordiamo che se la matrice rappresenta un sistema e se vogliamo le soluzioni del
sistema originario, dobbiamo scambiare tra loro le posizoni del vettore delle soluzioni coerentemente con
gli scambi di colonne. Dato che sto sostanzialmente cambiando il nome delle variabili, la struttura delle
soluzioni (B, 3!, Joo¥*) rimane la stessa

Osservazione 5.51. [CCC79] Il metodo usuale ¢ di esplicitare le variabili associate ai pivot, e portare le
variabili non associate ai pivot a destra dell’uguaglianza.






Capitolo 6

Sesta Lezione - Esercizi

6.1 Esercizi svolti

Problema 6.1. [CCC10] Come faccio a testare se due sottoinsiemi S1,S2 C K™ sono uguali, o uno contiene
Ualtro?

1. Se i due insiemi sono finiti, controllo che abbiano stessa cardinalita e stessi elementi.

2. Se i due insiemi sono dati mediante equazioni (descrizione cartesiana, vedremo poi una definizione
precisa), posso controllare se le due descrizioni equazionali si possono trasformare l'una nell’altra.

3. Se i due insiemi sono dati descrivendo un elemento generico (descrizione parametrica, vedremo poi una

definizione precisa) possiamo controllare che ogni elemento del primo insieme appartenga al secondo e
viceversa.

Esempio 6.2. [CCE02]Non in classeSiano dati i due sottoinsiemi di C?
Ay ={zeC | 2*—4diz—4=0} Ay ={2cC | 2* —2xi—x+2i=0}
Determinare se sono uguali o se uno contiene l’altro propriamente.
Soluzione. Abbiamo x? — 4ix — 4 = (x — 2i)?, quindi
Ay={zeC | 2°—4ir—4=0}={zecC | (x—2)?=0}={reC | z—2i=0}= {2}

e dato che 2% — 2xi — x + 2i = (z — 1)(z — 2i), come si pud vedere facilmente applicando la formula risolutiva
per le equazioni di secondo grado ed il Teorema di Ruffini

Ag={reC | 2°+2ix—2+2i=0}={z€C | (z—1)(z—2i) =0} = {1,2}
Quindi Ay C A;. O
Esempio 6.3. [CCC02] Siano dati i due sottoinsiemi di Q2
Ar={(1+2t,2—4t) | teQ} Ay ={(B—-1t,-2+2t) | teQ}
Determinare se A1 = As.

69
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Soluzione. Innanzitutto, per evitare confusioni, cambiamo il nome della variabile legata di Ay da t ad s.
Ricordiamo che i nomi delle variabili ”legate”, che descrivono un insieme, hanno senso solo nella descrizione
dell’insieme stesso.

Ay ={(3—35,—2+2s)
Vogliamo quindi vedere se ogni elemento di A; sta in Ay e viceversa. Ovvero, se per ogni t € Q 3 s € Q tale
che (1+2t,2 —4t) = (3 —s,—24 2s) (incognita s, legata all’3, parametro t legato al V) e viceversa (I’incognita
sard ¢ ed il parametro, s). Abbiamo quindi il sistema a variabile s e parametro ¢

1+2t=3—s

1+2t,2—-4t) =3 —5,—-2+2s5) <
( )= ) {24t—2+25

Mettiamo il sistema nella solita forma

@{5:2—%

14+2t=3— —2 2
(14262 —4f) = (3—5,-2+25) = 4 T
2—4t=-2+42s s=2-—2t

Quindi per ogni valore del parametro ¢ esiste una s = 2 — 2¢ che soddisfa il sistema, ed abbiamo quindi
dimostrato che A; D A,.
1

Il viceversa ¢ immediato dai conti gia fatti, per ogni valore del parametro s esiste una ¢ = 1— 5s che soddisfa
il sistema, e quindi As O A;.

Quindi A1 = AQ. O
Esercizio 6.4. [CCQ25] Sia K campo e v = (v1,...,v,). Allora
1. Se K=R,Q,v-v=0=v=0. Infatti

(U1,...,05) - (V1,...,0n) = 0
i=1
Viv,=0=>v=0

7 A

2. Se K=Cup-cv=0%v=0. Infatti (1,4) - (1,i) =1+ =0
Possiamo operare sulle matrici come sui sistemi, per esempio usando il metodo di riduzione di Gauss.

Esercizio 6.5. [KKO5] Determinare le soluzioni del sistema 4 equazioni in 4 incognite

3r+y+z2—-t=0
2e+y+z+2t=1
r+2y+22+2t=3
3 —3y+z2z+2t=-2

Soluzione. La matrice completa del sistema &

[Al] =

W = N W
W N = =
e
NN
N W= O

Operiamo una riduzione di Gauss
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Ab:=Mat[[3, 1, 1, -1, 0],
[2, 1,1, 2, 11,
1, 2,2, 2, 31,
[3, -3, 1, 2, -211;

L:=RiduciScalaVerbose (Ab) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=3
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (3, 1, 1, -1, 0]
27a-2/3%1"a [0, 1/3, 1/3, 8/3, 1]
37a-1/3%1"a [0, 5/3, 5/3, 7/3, 3]
4~a-1%1"a [0, -4, 0, 3, -2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1/3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— 3, 1, 1, -1, 0]
—————————————— o, 1/3, 1/3, 8/3, 1]
3"a-5%x27a [0, 0, 0, -11, -2]
4~a+12x27a [0, O, 4, 35, 10]
Scambio la 37a e la 47a riga
Adesso la matrice e’
Mat[ [3, 1, 1, -1, 0],
(o, 1/3, 1/3, 8/3, 11,
[0, o, 4, 35, 10],
[0, o, 0, -11, -2]]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=4
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— 3, 1, 1, -1, 0]
—————————————— fo, 1/3, 1/3, 8/3, 1]
—————————————— [0, 0, 4, 35, 10]
0 sotto pivot[0, 0, O, -11, -2]

Il sistema F ¢ quindi equivalente a

3x+y+z —t =
y+z +8 =

4z + 35t = 10

— 11t = -2

che possiamo facilmente risolvere con la sostituzione all’indietro

3xr+y +z —t =

3r + +z —t
’ TR TR

y+ i+ 58t =1 _ ; _

4z +35:% =10 .
_ 2 -

¢ =11
3xr+y +z—-1t =0 3r+y+z—t
1 1 10 8 2
3Y Tty antsoa= L Y
2

~
-
—

-
o = O

gl

[
=

SEl~ o

o Dl
o |

[
=
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3x +L-+ 02— 9 T -2

_ T _ 7
Y =11 Yy = 1

2 2
t =11 t 11

e quindi
5 7 10 2 1
(A z=b=<(-——=,—,—,— | p =4 —(-5,7,10,2 R*
sa-z =)= {(- 3. hqp o) b= {Fesnon}c

Esercizio 6.6. [EE97]Non in classeRisolvere in R il sistema lineare
y +32+2t=0
r +4dy+2z —t =1
20 +y + =z =2
Yy +2z24+2t=1

Soluzione. La matrice completa [A | b] associata al sistema &

013 2|0
1 41 —-1]|1
21 1 0|2
01 2 2|1

Riduciamo questa matrice con Gauss

Ab:=Mat([[0,1,3,2,0],
(1,4,1,-1,1],
[2,1,1,0,2],
[0,1,2,2,111);
L:=RiduciScalaVerbose (Ab);
Scambio la 17a e la 27a riga
Adesso la matrice e’
Mat[ [1, 4, 1, -1, 1],
o, 1, 3, 2, 0],
2, 1, 1, o0, 2],
o, 1, 2, 2, 11]
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [+, 4, 1, -1, 1]
0 sotto pivot[0O, 1, 3, 2, 0]
37a-2x1"a [0, -7, -1, 2, 0]
0 sotto pivot[O, 1, 2, 2, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 4, 1, -1, 1]
—————————————— [0, 1, 3, 2, 0]
3"at+7x2”a [0, 0, 20, 16, 0]
4~a-1%2"a [0, 0, -1, 0, 1]
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Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=20
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 4, 1, -1, 1]
—————————————— o, 1, 3, 2, 0]
—————————————— (o, 0, 20, 16, 0]
4~a+1/20%3"a [0, O, 0, 4/5, 1]

La matrice ¢ adesso in forma triangolare superiore, e dato che tutti i pivot sono diversi da zero, ammette
un’unica soluzione. Troviamo questa soluzione mettendo la matrice incompleta in forma diagonale mediante
operazioni di tipo Gauss, il che & equivalente ad operare una sostituzione all’indietro.

Scala2DiagonaleVerbose(L) ;
Metto tutti i pivots a 1
—————————————— [1, 4, 1, -1, 1]
—————————————— o, 1, 3, 2, 0]
37a+1/20 [0, O, 1, 4/5, 0]
4~a*x+5/4 [0, 0, 0, 1, 5/4]
Cancello la colonna sopra il 4 pivot
1"a-1¥4"a  [1, 4, 1, 0, 9/4]
27ax+2*%4"a [0, 1, 3, 0, -5/2]
37ax+4/5%4%a [0, O, 1, 0, -1]
—————————————— [0, 0, 0, 1, 5/4]
Cancello la colonna sopra il 3 pivot
1"a*x+1x3%a [1, 4, 0, 0, 13/4]
27ax+3%3"a [0, 1, 0, 0, 1/2]
—————————————— [0, o, 1, 0, -1]
0,

—————————————— (o, 0, 1, 5/4]
Cancello la colonna sopra il 2 pivot
1"a*x+4x2”a [1, 0, 0, O, 5/4]
—————————————— (o, 1, 0, 0, 1/2]
—————————————— [0, o, 1, 0, -1]
—————————————— [0, 0, 0, 1, 5/4]

Dalla matrice in questa forma leggiamo immediatamente la soluzioni:

[N

U

IL seguente esercizio ci permette di esaminare il comportamento dell’algoritmo di Gauss in presenza di un
parametro tra le entrate della matrice.

Esercizio 6.7. [CCE38] Al variare del parametro reale a, dire quando il sistema 3 X 3 associato alla matrice

a a—1

1
A=1a—-1 a 2
a—2 2a 0

O NN

ha un unica soluzione.
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Dimostrazione. Soluzione

e Procediamo senza indugio: riduciamo la matrice con Gauss

M:=Mat([[a, a-1,1,2],
[a-1, a,2,2],
[a-2,2a,0,0]]1);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=a
Procedo considerando a<>0, il caso a=0 verra’ svolto a parte
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [a, a -1, 1, 2]
2"a-((a - 1)/a)*1"a [0, (2a - 1)/a, (a + 1)/a, 2/al
3"a-((a - 2)/a)*1"a [0, (a"2 + 3a - 2)/a, (-a + 2)/a, (-2a + 4)/a]
Dato che a<>0 moltiplico per a la seconda e terza riga, ottenendo la matrice
Mat ([[a, a-1, 1, 2],
[0, 2a -1, a + 1, 2],
[0, a2 + 3a - 2, -a + 2, -2a + 4]])

Procedo considerando a<>1/2, il caso a=1/2 verra’ svolto a parte

Cancello la 27a colonna, sotto il pivot

—————————————— [a, a -1, 1, 2]

—————————————— [0, 2a - 1, a + 1, 2]

3"a-((1/2a"2 + 3/2a - 1) [0, 0, (-1/2a"3 - 32”2 + 2a)/(a - 1/2), (-3a"2 + 2a)/(a - 1/2)]
/(a - 1/2))*2"a

Dato che a<>1/2 moltiplico per a-1/2 la terza riga,
e dato che a<>0 divido la terza riga per a, ottenendo la matrice

[a, a-1, 1, 2]
[0, 2a - 1, a+1, 2]
[0, 0, -1/2a"2 - 3a + 2, -3a + 2]

Consideriamo quindi i tre casi

1. a #0, % Abbiamo tre elementi sulla diagonale, i primi due sicuramente diversi da zero. Per il terzo,

dato che
—6++52 —6+2v13
2 N 2

~1/2¢* -3a+2=0&a’+6a—4=0a=

abbiamo due ulteriori casi:

(a) a # %. Abbiamo tre pivot e quindi un unica soluzione.

(b) a= % abbiamo che la terza riga e nulla tranne 'ultimo elemento. L’equazione associata

diviene 0 = —3% + 2che & chiaramente impossibile.

2. a = 0. Possiamo sostituire nella matrice dove abbiamo posto la condizione, ovvero la matrice iniziale
a con 0, ottenendo

M:=Mat([[oy _1’1:2] s

[_1’ 0,2:2] s
[-2,0,0,0]11);
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Moltiplichiamo la terza riga per -1 e la scambiamo con la prima
M:=Mat([[2,0,0,0],
[-1, 0,2,2],
o, -1,1,211);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=2
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 0, 0, O]
2"a-(-1/2)*1"a [0, 0, 2, 2]
0 sotto pivot[0, -1, 1, 2]
Scambio la 27a e la 37a riga
Adesso la matrice e’
Mat([[2, o0, 0, 0],
[o, -1, 1, 21,
[0, o, 2, 211)

Ho tre pivot, e quindi un unica soluzione.

3. a= % Possiamo sostituire nella matrice dove abbiamo posto la condizione, ovvero la matrice

Mat([[a, a-1, 1, 2],
[o, 2a - 1, a + 1, 21,
[0, a2 + 3a - 2, -a + 2, -2a + 4]])

a con %, ottenendo la matrice

Mat([[1/2, -1/2, 1, 2],

(o, 0, 3/2, 21,

o, -1/4, 3/2, 311);
Scambiando la seconda e terza riga, otteniamo la matrice
Mat([[1/2, -1/2, 1, 2],

(o, -1/4, 3/2, 31,

(o, 0, 3/2, 211);

che & gia in forma a scala, con tre pivot, e quindi esiste un unica soluzione.

—6+2v13
2

Ricapitolando, il sistema ha un unoca soluzione tranne che per a = , quando ¢ impossibile.

e Dato che non ci sono chieste le soluzioni, ma solo quando ne esiste una sola, possiamo scambiare la
prima e terza colonna senza alterare il problema per quanto vogliamo sapere, ovvero la numerosita delle
soluzioni. N.B. Non possiamo scambiare una delle prime tre colonne con la quarta, perché questa ¢ la
colonna dei termini noti, non dei coefficienti di una variabile. Otteniamo quindi la matrice

M:=Mat([[1, a, a-1, 2],

[2, a-1, a, 2],

[0, a-2, 2a, 011);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot

—————————————— [1, a, a-1, 2]
2"a-(2)*1"a [0, —a - 1, -a + 2, -2]
0 sotto pivot[0, a - 2, 2a, 0]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-a - 1
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Pomgo a<> -1 e procedo, il caso a=-1 sara’ svolto a parte

Cancello la 27a colonna, sotto il pivot

—————————————— [1, a, a - 1, 2]

—————————————— [0, —-a -1, -a + 2, -2]

3"a-((-a + 2)/(a + 1))*2"a [0, 0, (2”2 + 6a - 4)/(a + 1), (-2a + 4)/(a + 1)]
Moltiplico per a+l, dato che lo so non nullo, ottenendo

Mat ([[1, a, a-1, 21,
[0, -a - 1, -a + 2, -2],
[o, 0, a2 + 6a - 4, -2a + 4]])
Esaminiamo i due casi, ricordando che le radici di a® 4+ 6a — 4 sono a = % = -3+ +13.
1. a#-1.
(a) se a # —3 £ /13 ho tre pivot ed una sola soluzione.
(b) se a = —3 £ v/13, come sopra ho un sistema impossibile.
2. a = —1: opero la sostituzione nella matrice in cui ho posto la condizione,

1 a a—1 2
0O —a—1 —a+2 -2
0 a—2 2a 0

ottenendo
1 -1 -2 2

0 0 4 =2

0 -3 -2 0
che dopo aver scambiato la seconda e terza riga diviene

1 -1 -2 2

0 -3 -2 0

0O 0 4 =2

matrice a scala con tre pivot e quindi esiste una soluzione unica.
Come prima (ovviamente), esiste un unica soluzione se e solo se a # —3 £ /13, altrimenti il sistema &
impossibile.
Oppure, rifrasando, il sistema ¢ impossibile se a = —3 £ /13, altrimenti esiste un unica soluzione .
Notiamo che
e ¢ convenuto scegliere una strada che semplifichi i conti rispetto a partire senza pensare.

e La teoria che abbiamo sviluppato ci garantisce che le soluzioni siano le stesse, NON che il processo
risolutivo sia lo stesso. Alcune scelte possono portare a calcoli pit lunghi e a casi spuri, inutili, come i
casi 0, % del primo metodo sopra..

O

Esercizio 6.8. [CCC38]Non in classeRisolvere il sistema

tt 5 t(2—t
3zt 4+ yt + H=s) :7(2)

S x—i—y—l—tz:O
rT—y—z2=t

nelle incognite x,y,z € R al variare di t € R. (t é quindi parametro).
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Dimostrazione. Soluzione Questo equivale a descrivere piu in dettaglio I'insieme delle soluzioni

3zt +yt +1/221% —5/22t = —1/2t% + ¢
Sol(S) =4 (z,y,2) eER|{z+y+tz=0
r—y—2=1

Scriviamo il sistema nella forma equivalente mediante la matrice completa

3t ot 1/2t2—-5/2t —1/2t2 +t
11 t 0
1 -1 —1 t

Per semplificare i calcoli, riordiniamo le righe in modo da non avere nella posizione a1; un entrata dipendente
da ¢, riconducendoci mediante scambio di righe al sistema

11 t 0
1 -1 -1 t
3t ot 1/2t2—5/2t —1/2t% +t

A:=Mat[ [1, 1, t, 0],
[15 _15 _1: t]’
[3t, t, 1/2t°2 - 5/2t, -1/2t"2 + t]1]1;

L:=RiduciScalaVerbose(A);L;

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1

Cancello la 17a colonna, sotto il pivot

—————————————— [1, 1, t , 0]
2"a-1*1"a [0, -2, -t -1, t]
3"a-3t*1"a [0, -2t, -5/2t"2 - 5/2t, -1/2t"2 + t]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— 1, 1, t, 0]
—————————————— [0, -2, -t -1, t]
37a-t*27a [0, 0, -3/2t"2 - 3/2t, -3/2t"2 + t]

Moltiplichiamo la seconda riga per —1 e la terza riga per —%

11 t 0
0 2 t+1 —t
0 0 t(t+1) tt—2)

Rimettendo il sistema nella forma equazionale

z+y+tz=0
2+ (t+ 1)z =—t
tt+1)z=tt—2)

Notiamo che in ogni passo di Gauss il coefficente della combinazione lineare relativo alla riga che stavamo
manipolando ¢ sempre stato sicuramente non nullo. Quindi non & mai stato necessario spezzare i casi.
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L’ultima equazione
2
tt+1)z=t (t— 3)

ha soluzione unica se e solo se t # 0, —1; tratteremo a parte questi due casi. e questa soluzione e

3t —2
S O3(t+1)
Sostituendo la z nella seconda equazione otteniamo
3t—2
2 t+1 =t
y+ s
da cui
13t
Y73
Sostituendo la z e la y nella prima equazione otteniamo
n 3t—1 iy 3t—2 0
x =
3 3(1+1)
da cui
1—4t
Tr =
3(t+1)

e quindi le soluzioni sono

1—4t 1-3t 3t—2
Sol(S) = , , teR
olS) {(3(t+1) 3 3(1+t)> }
Trattiamo a parte i due casi t =0, —1.

t = 0 Il sistema diviene, sostituendo ¢t = 0 nella forma triangolare superiore,

z+y=0
—2y—2=0
0=0

da cui

e quindi le soluzioni, per ¢ = 0, sono

Sol(S) = {(x,y,z) ER| {::—Zy }

ovvero
Sol(S) ={(=y,y,—2y)) |y € R} = {(-=A, A, =2X)) [ A e R}
t = —1 In questo caso la terza equazione del sistema diviene
 —(2+3)
0="3

che e chiaramente impossibile, e quindi il sistema ¢ impossibile.
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Riassumendo, il sistema, S
e per t = —1 & impossibile.

e Per ¢t = 0 ha oo soluzioni

Sol(S) = {(=\ A\ 20) [ A€ R} = {A(=1,1,2) | A€ R} = {-A(1,~1,-2)) | A € R}

e Per t £ 0,—1 ha un unica soluzione (al variare del parametro ¢t € R)

1—6t2 3t—1 3t—2
= R
Sol(S) {<3t+3, 3 ,3(1“)) | te }

Esercizio 6.9. [EE7] Risolvere al variare di t € R 1l sistema lineare

—tr+(t—-1ly+z=1
t-1y+tz=1
204+ 2=5

Soluzione. La matrice completa associata al sistema e
—t t—1 1

0 t—-1

1
t|1
2 0 115

Scegliamo di non fare scambi di righe.

79

Andiamo avanti con Gauss con la trasformazione I11% — IT1* + % - I®. Dato che stiamo dividendo per t,

dobbiamo porre t # 0. risolveremo a parte piu tardi il caso ¢t = 0.

Dato che t # 0 possiamo operare con Gauss

-t t—-1 1 1
0 t—1 ¢t 1

0 222 d2 52 ) grreqre+2.e

N.B. Avremmo potuto anche operare sulla terza riga con la trasformazione IT1* — t-IT1*+2-1*. Avremmo
dovuto considerare a parte il caso t = 0 perché avremmo avuto nullo il coefficente riga che stiamo sostituendo

Possiamo moltiplicare per t la terza riga, dato che ¢ # 0, ottenendo

-t t—-1 1 1
0 t—-1 t 1
0 2t—-2 t+2 5t+2) III*—t-111?

Continuiamo con la seconda colonna

-t t-—-1 1 1
0 t—-1 t 1
0 0 —t+2 5t) II[*—I1I[*—-2-]]¢

Ed abbiamo messo il sistema in forma triangolare superiore.
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Abbiamo gia la condizione t # 0, e quindi il primo pivot. Abbiamo il secondo pivot se ¢ # 1, il terzo se
t#2. Seté¢{0,1,2} il sistema ha un’unica soluzione. Verificheremo a parte i tre casi particolari. Calcoliamo
ora le soluzioni con la sostituzione all’indietro. La terza riga ci dice che

1 5 5t
1— 2t)z =2t =
(I-ghz=gt = 2=5—

Sostituendo nella seconda riga otteniamo
5t
(1f—1)y—&—t72 t:1 = y=———

e sappiamo che t? — 3t +2 = (t — 1)(t — 2) # 0 per le condizioni poste. Sostituendo nella prima riga otteniamo

5t2 4+t —2 5t
—ta:+(t—1)t2_3t+2+2_t:1

5t2 4t —2 5t
t—2  t—2
—awt? + 2wt + 5t — 5t
(t—2) ;
—t? 4+ 2at + 5t — 5t =0

_5t—5

ot —2

—tx + 1=0

0

Quindi se t ¢ {0,1,2} ho la soluzione, unica al variare del parametro ¢ (questo vuol dire che per ogni dato
t € K ¢’e’ una ed una sola soluzione)

t— 2+t—2 5t 1 2+t —2
5 575 + , 5 _ 5t_575+7,_5t
t—2"12-3t4+2'2—¢ t—2 t—1

notando che 2 — 3t + 2 = (t — 1)(t — 2) e raccogliendo 15
Analizziamo adesso i casi particolari.

t =1 Sostituiamo ¢t = 1 nella forma triangolare superiore

-t t—-1 1 1
0 t—-1 t 1
0 0 —t+2 5t

(possiamo farlo perché siamo arrivati a calcolare la forma triangolare superiore senza supporre che ¢ # 1)

-1 0 1 1
0 0 11
0 0 1 5

Dalla seconda riga otteniamo ’equazione z = 1 e dalla terza ’equazione z = 5. 1l sistema e pertanto
impossibile.

t = 2 Sostituiamo ¢ = 2 nella forma triangolare superiore (possiamo farlo perché siamo arrivati a calcolare la
forma triangolare superiore senza supporre che t # 2) ed otteniamo

-2 1 1 1
0 1 2 1
0 0 0 10

Dall’ultima riga otteniamo 1’equazione 0 - z = 10 che non ha soluzione. Quindi il sistema ¢ impossibile.
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t = 0 Il sistema, sostituendo ¢ = 0 nella forma iniziale

—tr+(t—-1y+z=1
(t—1y+tz=1

20 +2=5
diviene
—y+z=1
—y=1
20 +2=5
che ha immediatamente soluzione unica xz = %,y = —1,z = 0. Abbiamo dovuto sostituire nella

forma iniziale del sistema e non nella forma triangolare superiore perché quest’ultima ¢ ststa calcolata
supponendo t # 0.

Ricapitolando, il sistema
e Per t = 1,2 ¢ impossibile.
e Per ¢t = 0 ha soluzione unica (5 -1, 0)

2

e Per t ¢ {0,1,2} (caso generico) ha soluzione unica 5 (5t — 5, 5{?:72_2, —5t).

Notiamo che sostituendo ¢ = 0 nella formula della soluzione del caso generico otteniamo

1 2 -2
—(5t—5, 5t+7t’_5t — ?7_1’0
t—2 t—1 =0 2

Quindi potremmo compattare la descrizione:

e Per t = 1,2 ¢ impossibile.
e Pert ¢ {1,2} (caso generico) ha soluzione unica (5t -5, 5{?:73_2, —St)

Questo accade perché abbiamo trattato a parte il caso t = 0 soltanto perché abbiamo scelto un particolare
elemento come primo pivot. Altre scelte avrebbero potuto portare ad altri casi particolari, che ugualmente
sarebbero confluiti nel caso generale. O

Provate a rifare l’esercizio scambiando la prima e terza riga della matrice iniziale.
Esercizio 6.10. [MM77] Determinare le soluzioni in R del sistema

3z+y +z2+3t=1
x +4y +t =1
5T + 2y =1
20 +y =1

Soluzione. La matrice completa [A]b] associata al sistema &

N Ot =W
— N s
OO O =
SO = W
[EG N Sy —
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Notiamo che se mettessimo come prime colonne la terza e la quarta, la riduzione Gaussiana sarebbe molto piu’
semplice. Possiamo farlo, tenendo presente che questo equivale a introdurre nuove variabili ' = z, ¥y = t,
2/ =z, t' = y e a risolvere il sistema nelle nuove variabili associato alla matrice

oo O
O O = W
DN Ot = W
=N R =
— ===

Svolgiamo i passi di riduzione di Gauss necessari a mettere il sistema in forma triangolare superiore, basta
sostituire la quarta riga con la quarta riga meno 2/5 le terza, ottenendo

o O O
OO = W
O Ut = W
(S NGRS
AU = =

Risolviamo con la sostituzione all’indietro nelle variabili x',y’, z',t' ed otteniamo facilmente
t'=3, 7 =-1,¢y =-10, 2’ =31,

da cui
t=y =-10, z2=2" =31, y=t =3, 2 =7 = —1,
O
N.B. Avremmo potuto risolvere la terza e quarta equazione ricavando la soluzione unica in x = xg, Yy = Yo,

e sostituire poi x = xg, y = Yo nella prima e seconda Tiga, ottenendo un sistema di due equazioni nelle due
variabili y,t facilmente risolubile.

Esercizio 6.11. [MM16]Non in classeRisolvere in K il sistema lineare associato alla matrice completa

2 3 1 -1 2 1]1
2 3 1 00 1|0

Ap=] 0 0 2 1 2 22
—2 -3 0 -1 6 0|4

2 3 -1 -2 4 00

Soluzione. Mettiamo la matrice incompleta in forma il piti possibile vicino alla diagonale mediante operazioni
di Gauss:

Ab:=Mat[[ 2, 3, 1, -1, 2, 1, 11,
[2, 3 1, 0,0, 1, 01,
Lo, o, 2, 1, 2,2, 21,
[-2, -3, 0, -1, 6, 0, 41,
[2, 3, -1, -2, 4, 0, 0]1;

L:=RiduciScalaVerbose (Ab);
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=2
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 3, 1, -1, 2, 1, 1]
27a-1%1"a [0, 0, O, 1, -2, 0, -1]
0 sotto pivot[0, O, 2, 1, 2, 2, 2]
4~a+1x1"a [0, O, 1, -2, 8, 1, 5]

>
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57a-1%1"a [0, 0, -2, -1, 2, -1, -1]
Scambio la 27a e la 37a riga
Adesso la matrice e’
Mat[[2, 3, 1, -1, 2, 1, 1],
[0, 0, 2, 1, 2, 2, 2],
(o, o, o, 1, -2, 0, -1],
o, o, 1, -2, 8, 1, 51,
[0, o, -2, -1, 2, -1, -1]]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 3]=2

Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— 2, 3, 1, -1, 2, 1, 1]
—————————————— [0, 0, 2, 1, 2, 2, 2]
0 sotto pivot[0, O, O, 1, -2, 0, -1]
4~a-1/2%2"a [0, O, O, -5/2, 7, 0, 4]
5~at+1x2”a [0, O, O, O, 4, 1, 1]

Ho trovato il pivot in posizione A[3, 4]=1

Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
—————————————— 2, 3, 1, -1, 2, 1, 1]

—————————————— [0, 0, 2, 1, 2, 2, 2]
—————————————— [0, 0, 0, 1, -2, 0, -1]
4~a+5/2%3"a [0, 0, 0, 0, 2, 0, 3/2]

0 sotto pivot[0O, O, O, O, 4, 1, 1]

Ho trovato il pivot in posizione A[4, 5]=2

Cancello la 57a colonna, sotto il pivot

______________ (2, 3, 1, -1, 2,1, 1]
______________ 0o, 0o, 2, 1, 2,2, 2]
______________ o, o, o, 1, -2, 0, ~-1]
______________ [0, o, o, 0, 2,0, 3/2]

5~a-2%4"a [0, 0, O, O, O, 1, -2]

83

Abbiamo ridotto la matrice [A]b] in forma a scala. Vediamo ora di fare la sostituzione all’indietro mediante

operazioni di Gauss

Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1

1~ax+1/2 [1, 3/2, 1/2, -1/2, 1, 1/2, 1/2]

2"ax+1/2 [0, 0, 1, 1/2, 1,
—————————————— (o, 0, 0, 1, -2,

4~ax+1/2 [0, 0, 0, 0, 1,
—————————————— (o, 0, 0, 0, 0,
Cancello la colonna sopra il 6 pivot

1, 1]
0, -1l
0, 3/4]
1, -2]

17a-1/2%5"a (1, 3/2, 1/2, -1/2, 1, 0, 3/2]

2°a-1%5"a [0, 0, 1, 1/2, 1, 0, 3]
—————————————— [0, 0, 0, 1, -2, 0, -1]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 1, 0, 3/4]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 0, 1, -2]

Cancello la colonna sopra il 5 pivot

17a-1%4"a (1, 3/2, 1/2, -1/2, 0, 0, 3/4]

2°a-1*4a [0, 0, 1, 1/2, 0, 0, 9/4]
3~a+2x4”a [0, 0, 0, 1, 0, 0, 1/2]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 1, 0, 3/4]
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—————————————— [0, 0, 0, 0, 0, 1, -2]
Cancello la colonna sopra il 4 pivot
17a+1/2%3"a [1, 3/2, 1/2, 0, 0, 0, 1]
27a-1/2%3%a [0, 0, 1, 0, 0, O, 2]
—————————————— [0, 0, 0, 1, 0, 0, 1/2]
—————————————— [0, 0, 0, O, 1, O, 3/4]
—————————————— [0, 0, 0, 0, O, 1, -2]
Cancello la colonna sopra il 3 pivot

1"a-1/2%2"a [1, 3/2, 0, 0, 0, O 0]

______________ o, 0,1, 0, 0,0, 2]
______________ [0, 0,0, 1, 0, 0, 1/2]
______________ [o, 0,0, 0,1, 0, 3/4]
______________ [o, 0,0, 0,0, 1, -2]

Da cui otteniamo le equazioni:

3
r+sy=0, z=2 t=

Le soluzioni sono

O

Esercizio 6.12. [KK06]Non in classeRisolvere su Q il sistema di 4 equazioni in 4 incognite con matrice
completa

5 2 1 —1] 0
71 3 2|-1
AR =15 5 1 4| 1
1 4 -3 -7| 2

Soluzione. Riduciamo la matrice [A]b] con Gauss

Ab:=Mat[[5, 2, 1, -1, 0],
[z, 1, 3, 2, -1],
[3, 3, -1, -4, 11,

(1, 4, -3, -7, 211;
L:=RiduciScalaVerbose (Ab);L;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=5
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [5, 2, 1, -1, 0]
27a-7/5%1"a [0, -9/5, 8/5, 17/5, -1]
37a-3/5%1~a [0, 9/5, -8/5, -17/5, 1]
4"a-1/5%1"a [0, 18/5, -16/5, -34/5, 2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-9/5
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [5, 2, 1, -1, 0]
—————————————— [0, -9/5, 8/5, 17/5, -1]
3~a+1%2"a [0, 0, 0, 0, O]
4~a+2%2%a [0, 0, O, 0, O]
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Ci sono elementi nulli sulla diagonale dell’incompleta. Abbiamo quindi infinite o nessuna soluzione.
Il sistema dato € quindi equivalente al sistema

Sxr+2y +z —1t =0
—§y+§z+%7t =1 Sr+2y+z —t = 0
0= 0 < —9y+82+4+17t = -5

0= 0

Dato che ogni riga nulla della matrice incompleta corrisponde ad un termine noto nullo (le righe sono nulle
anche nella matrice completa), ci sono infinite soluzioni che possiamo riscrivere, esplicitando z,y, come

— _5,_54_2

x =525t —3
1

Y :%z+§7t+g

La procedura standard ¢ di esplicitare le variabili associate ai pivot non nulli e di trattare le altre variabili
come parametri. Pertanto chiamiamot=ae z=pcon o, €R e

7
SOl(Al':b):{(—gﬁ—ga—;, §ﬁ+%a+ga aaﬂ) | a)ﬁe(@}

Esercizio 6.13. [LL81] Al variare di k € R risolvere il sistema

1 2 0 1 x 0
0 k-1 1 -1 y| | k*+3k
0 0 6 k+5 2| 0
2 3 1 2 t 0
Soluzione. La matrice completa del sistema e
1 2 0 1 0
0 k—1 1 -1 |k*>+3k
[A T8 = 0 0 6 k+5 0
2 3 1 2 0
Scambiamo la seconda e quarta riga, ottenendo
1 2 0 1 0
2 3 1 2 0
0 0 6 k+5 0
0 k—1 1 -1 |k*>+3k

Riduciamo con Gauss

Use R::=Q[x,y,z,t,k];

M:=Mat([[1, 2,0, 1, o],
[2, 3)1’ 2’ O]’
[O’ 0’6,k+5, O],

[0,k-1,1, -1,k"2+3k]]);
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L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 0, 1, 0]
2"a-2x1"a [0, -1, 1, 0, O]
0 sotto pivot[0, O, 6, k + 5, 0]
0 sotto pivot[0, k - 1, 1, -1, k™2 + 3k]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— 1, 2, 0, 1, 0]
—————————————— [0, -1, 1, 0, 0]

0 sotto pivot[0, O, 6, k + 5, 0]

4a+k - 1x27a [0, 0, k, -1, k™2 + 3k]

Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=6
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot

______________ 1, 2, 0, 1, 0]
______________ o, -1, 1, 0, 0]
______________ o, o, 6, k + 5, 0]

4~a-1/6k*3"a [0, O, 0, -1/6k"2 - 5/6k - 1, k™2 + 3k]

Esaminiamo I'ultima riga: osserviamo che k% + 5k + 6 = (k + 2)(k + 3), moltiplichiamo per —6 e 1'ultima

riga della matrice si riduce alla seguente:

(0,0,0,(k+2)(k+3), —6k(k +3))

1. Se k = —2 l'ultima riga ci dice che il sistema & impossibile, dato che ’equazione corrispondente &

0-t=—6(—2)(1)=0=12

2. Se k = —3 la matrice diviene
1 2 0 110
0 -1 1 0|0
0 0 6 2|0
0 0 0 010
ed il sistema, associato e
x+2y+t=0
—y+z=0 >

3z4+t=0

Abbiamo scelto arbitrariamente di esplicitare x,y, ¢ in funzione di z per semplicita. Pertanto il sistema

ha ool soluzioni ed esse sono

Sol(Az = b) = {(\, A\, =3\, \) | AeR}

3. Se k # —2, -3 il sistema ha quattro pivot, quindi un unica soluzione, che troviamo facendo i conti, per

esempio mettendo la matrice in forma normale,
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Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1
-------------- [1, 2, 0, 1, 0]

27ax-1 [0, 1, -1, 0, 0]
3"a*+1/6 [0, 0, 1, 1/6k + 5/6, 0]
4~a*x-6/(k"2 + 5k + 6) [0, O, O, 1, -6k/(k + 2)]

Cancello la colonna sopra il 4 pivot

1"a-1x4"a [1, 2, 0, 0, 6k/(k + 2)]
—————————————— [0, 1, -1, 0, 0]
3"a-1/6k + 5/6%4”a [0, 0, 1, 0, (k"2 + 5k)/(k + 2)]
—————————————— [0, 0, 0, 1, -6k/(k + 2)]

Cancello la colonna sopra il 3 pivot

—————————————— [1, 2, 0, 0, 6k/(k + 2)]
27a+1*37a [0, 1, 0, 0, (k"2 + Bk)/(k + 2)]
—————————————— [0, 0, 1, 0, (k"2 + Bk)/(k + 2)]
—————————————— [0, 0, 0, 1, -6k/(k + 2)]
Cancello la colonna sopra il 2 pivot
17a-2%2"a [1, 0, 0, 0, -2k]
______________ [0, 1, 0, 0, (k2 + 5k)/(k + 2)]
—————————————— [0, 0, 1, 0, (k"2 + Bk)/(k + 2)]
—————————————— [0, 0, 0, 1, -6k/(k + 2)]

La soluzione ¢ unica al variare di kK € R e

k+2  k+2 k42

2 2 .
SoKAx::b)::{(—Qk,k +5k k%+5k 6k>}

Esempio 6.14. [DDW0OO] Risolviamo il sistema

rT—y—2=2
3r—2y+32=0

ovvero descriviamo in forma semplice linsieme

—y—2z2=2
A={(zy2)ek? | {77V 77
3 —2y+32=0

Costruiamo la matrice completa del sistema e riduciamo con Gauss

A:=Mat([[1, -1,-1,2],
[3, -2, 3,011);
L:=RiduciScalaVerbose(A);
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Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, -1, -1, 2]

2"a-3*1"a [0, 1, 6, -6]

Scala2DiagonaleVerbose(L);

’

Metto tutti i pivots a 1
—————————————— [1, -1, -1, 2]
—————————————— [0, 1, 6, -6]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot

1"a*-1x2"a [1, 0, 5, -4]
—————————————— [0, 1, 6, -6]

5z =—4
A=y er® | (7T
y+6z=—6
Quindi se applichiamo le due condizioni x = —5z — 4 y = —6z — 6 al vettore generico di
K® = {(z,y,2) € K*} = {(x,9,2) | =,y,2 € K*}

per ottenere il vettore generico di A otteniamo (—5z — 4, —6z — 6, 2) senza nessuna ulteriore condizione su z.
Quindi
A={(-52—-4,-62—6,2) eK*® | z €K}

6.2 Esercizi proposti

Osservazione 6.15. [GGD0O1] Quando diciamo che un sistema ha oo® soluzioni, intendiamo che l’insieme delle
soluzioni ha bisogno di almeno s parametri per essere descritto. Questa nozione sara dettagliata in sequito.

Esercizio 6.16. [GGO1] Dato il sistema di equazioni lineari

20 +z2z+2t—1=0

—t-1=0
F: Y
—y—2z+t=0
2c+t—-1=0
Determinare le soluzioni.
Soluzione. Esiste un’ unica soluzione: (z,y, z,t) = (0,2,—1,1). O

Esercizio 6.17. [GG02] Dato il sistema di equazioni lineari

20 +24+2t-1=0
3xr+y—t—1=0
—y—z2+t=0

20 +2z4+t—-1=0

Determinare le soluzioni.
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4 1 1
Soluzione. Esiste un’unica soluzione: (z,y,z,t) = (11, 0, 1 11).

Esercizio 6.18. [GG03] Dato il sistema di equazioni lineari

2c+y+32+4t=0
2r+y+32-1=0

6z +3y+92+4t—-2=0
8r+4y+ 122+ 12t —-1=0

Determinare le soluzions.

Soluzione. Esistono oo? soluzioni (z,vy, 2,t) = (—%y — %z + %,y, z, —%).

Esercizio 6.19. [GG04] Dato il sistema di equazioni lineart

20 4+y+32+4 =0
2r+y+32—1=0
6x+3y+92+4t—-1=0
8r+4y+ 1224+ 12t =0

Determinare le soluzioni.
Soluzione. 1l sistema e impossibile.
Esercizio 6.20. [GGO5] Dato il sistema di equazioni lineari

20 +y+32+4 =0

2 +y+32—1=0
6x+3y+92+4t—-—2=0
rt+y+z+t—1=0
Sr+4y+122+12t —-1=0
20+ 3y+52+2t+1=0

Determinare le soluzions.

3 9 1
Soluzione. Esiste un’ unica soluzione (z,y, z,t) = <2, 3Ty 4)

89

O

Esercizio 6.21. [CCA15] Mettere in forma a scala, standard e normale la matrice, conservando le soluzioni
nei primi due casi, conservando le soluzioni, se mecessario, solo a meno di un riordino delle variabili per la

normalizzazione.

OO O OO
OO DD OO WL,
OO OO Uto
O OO OO
O OO =
O OO~ O
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Esercizio 6.22. [CCA14] Mettere in forma a scala, standard e normale la matrice

— = O
W NN - DN
— == O

Esercizio 6.23. [CCA13] Mettere in forma a scala, standard e normale la matrice

1 501 1 4
215 040
0010 21
3 00101
1 01 010
4 0 0 2 3 1

Esercizio 6.24. [CCA12] Mettere in forma a scala, standard e normale la matrice

15 0 1 1 4
2 1 5 0 4 0
0 0 10 2 1
3 6 6 1 7 5
09 -7 2 -6 6
4 0 0 2 3 1

Esercizio 6.25. [CCC08] Determinare relazioni di uguaglianza ed inclusione tra gli insiems

A = {(z,y) eR? | 2®+2%y=0}
Ay = {(z,y) eR® | 2°+ 2y =0}
Ay = {(z,y)eR* | z+y=0}

Esercizio 6.26. [CCCO7] Determinare relaziont di uguaglianza ed inclusione tra gl insiems
Ay = {(1+t1-t)eR?* | teR}

Ay = {(1+t31-t)cR? | teR}
A = {(1+t3,1-t3)eR? | teR}



Capitolo 7

Settima Lezione - Matrici

7.1 Indipendenza lineare

Uno dei concetti basilari dell’Algebra Lineare: nel contesto dei sistemi di equazioni si puo esprimere cosi : quali
equazioni sono utili e quali inutili in un sistema di equazioni? Ovvero, quali si possono ricavare dalle altre?
Queste equazioni ”inutili” si definiranno linearmente dipendenti, quelle ”utili”, linearmente indipendenti.

Esempio 7.1. [CCC64] Risolviamo in K il sistema

r+y=1
T—y=2

Vediamo facilmente che nessuna delle due equazioni é superflua.

Esempio 7.2. [CCC60] Risolviamo in K il sistema

r+y+z=1
20+ 5y —z=2
3x+6y =3

Vediamo facilmente che la terza equazione é la somma delle altre due, ed € quindi superflua.

Esempio 7.3. [CCC53] Risolviamo in K il sistema

r+y+z=1
20+ dy—z=2
—r—Ty+5z=-1

Riduciamo con Gauss la matrice completa associata al sistema

A:=Mat ([ [1,1,1,1],

[2,5,-1,2],

(-1,-7,5,-111);
L:=RiduciScalaVerbose(A);
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 1, 1]

91



92 CAPITOLO 7. SETTIMA LEZIONE - MATRICI

27a-2x1"a [0, 3, -3, 0]
3"a+1x1"a [0, -6, 6, O]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1, 1]
—————————————— [0, 3, -3, 0]

37at+2x2”a [0, 0, 0, 0]

Notiamo che la terza Tiga é stata ridotta a zero, e quindi un sistema equivalente al dato é
r+y+z=1

{31/ —-32=0
Facendo Uoperazione (di Gauss) sulla seconda riga al contrario 2~ a=>2"a+2x1"a otteniamo il sistema equivalente

r+y+z=1

{Zx +5y —2=2

Abiamo scoperto che la terza equazione & combinazione lineare delle prime due e quindi inutile.
Problema 7.4. [CCC54] Dato un sistema di equazioni, come faccio a riconoscere le equazioni superflue?
Notazione 7.5. [CCC43] Siano v,,...,v, € K*. Indichiamo il vettore (v, ...,v,) € K" come v.

Definizione 7.6. [CCC41] Siano vq,...,v, € K°. Diciamo che vy,...,v, sono linearmente indipendenti se

r=n

una loro combinazione lineare nulla ha forzatamente tutti i coefficenti nulli. Piu formalmente, se
VAL o €K Mo+ 4+ 00, =0=(A,..., ) =0
Scritto in forma piu compatta
VAEK", Au=0=A=0A1,...,\,) =0

Vettori che non siano linearmente indipendenti si dicono linearmente dipendenti. Volendo, la definizione
che non si riferisce esplicitamente all’indipendenza ¢ la sequente:

Definizione 7.7. [CCC44] I vettorivy,...,v, € K® sono linearmente dipendenti se e solo se
FA€K™ A#0 tale cheA~g:Q
o0, scritto in modo meno compatto, se e solo se
A, €K (A, ) #0, tali che vy + ...+ Ay, =0
Esempio 7.8. [CCC91] E facile vedere che i vettori (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) non sono linearmente dipendenti

(sono quindi linearmente indipendenti) applicando la definizione: sto cercando oy, ag, s non tutti nulli tali
che
a1(1,0,0) + @2(0,1,0) + a3(0,0,1) = (0,0,0)
(21,0,0) + (0, 2,0) + (0,0, 03) = (0,0,0)
(a1,a9,a3) = (0,0,0)

(1120
a2:O
a3:0

L’unica soluzione del sistema lineare ¢ oy = ag = a3 = 0, quindi non esiste una soluzione non nulla e quindi
i tre vettori non sono linearmente dipendenti. Sono quindi linearmente indipendents.
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Definizione 7.9. [CCC68] Un sistema lineare Az = 0 si dice omogeneo. Un sistema lineare omogeneo ha
sempre almeno la soluzione x = Q.

Osservazione 7.10. [CCC92] Per werificare che i vettori vq,...,v, € K® siano linearmente indipendenti o
meno, basta verificare che il sistema lineare v-x = 0 abbia una unica soluzione (quella nulla é sempre presente,
il sistema € omogeneo).

Osservazione 7.11. [CCC75] Posso copiare le definizioni che ho dato per i vettori per polinomi univariati e
multivariati, equazioni, funzioni, matrici etc. etc....... Tutto quello che mi serve é la somma, la moltiplicazione
per uno scalare e la definzione precisa di uguaglianza.

Definizione 7.12. [CCC50] Siano fi(z),..., fn(z) € Klz]. Diciamo che fi(z),..., fo(z) sono linearmente
indipendenti se
VAL A €K Afi() +. 4+ Anfalz) Kl 0= (A1,...,An) =0
Analogamente, per le funzioni

Definizione 7.13. [CCA51] Siano fi1,..., fn funzioni : K® — K. Diciamo che f1,..., fn sono linearmente
indipendenti se

VAl,...,AnEK, >\1f1++)\nanQ:>()‘1;7>\n):0
Richiamo 7.14. [CCC51] Ricordiamo che due funzioni

f: A —- B g: A
a — f(a) a

sono uguali come funzioni (f = g) se e solo se
VaeA f(a)=g(a)

Se un insieme di vettori & linearmente dipendente, ne posso esprimere uno mediante una
combinazione lineare degli altri.

Proposizione 7.15. [CCC45] Se vy,...,v,, € K*® sono linearmente dipendenti, allora esistono 1 < j < n,
(Moo Aj21, A1, - -+, Ap) tale che

v =AUyt A0y Al e Ay,

0, scritto in modo piu compatto,

n

v, = E /\iﬂi
i=1
i#]

Dimostrazione. Dato che vy, ..., v, sono linearmente dipendenti allora esiste o, ..., a, non tutti nulli tali che

n
E o;v; =0
i=1

Per ipotesi esiste un a; # 0. Possiamo allora scrivere

n n

Q5
Q;V; = — E U, = v, = — —U;

. - Q

i=1 i=1

i#] i#]

< g Q . . .
e la tesi & dimostrata prendendo \; = —— peri:1,...,n, i # j. O

Q;



94 CAPITOLO 7. SETTIMA LEZIONE - MATRICI

Osservazione 7.16. [CCP45] E immediato dalla proposizione precedente che posso esprimere mediante una
combinazione lineare degli altri vettori tutti e soli © vettori il cui coefficiente nella combinazione lineare é non
nullo.

Esempio 7.17. [CCF11] [ wettori v, = (1,1,1),v, = (2,1,1),v3 = (3,2,2),v, = (0,0,1) in R® sono
linearmente dipendenti?

Soluzione. T quattro vettori sono linearmente dipendenti, dato che la quadrupla (1,1, —1,0) di coefficenti, non
tutti nulli, mi da la combinazione lineare nulla

(1)(1,1,1) + (1)(2,1,1) + (-1)(3,2,2) + (0)(0,0,1) =0

ovVVero v, + vy —vg = 0.

Notiamo che da questa relazione possiamo esplicitare v;, vy 0 Vg
V) = U3 — Uy O Uy = V3 — V; OppUre v3 = v; + Uy
ma non v,, perché il suo coefficente nella combinazione lineare ¢ 0. O

Il campo da cui posso scegliere gli scalari (i coefficienti della combinazione lineare) pud essere importante

7.2 Prodotto di matrici

Una motivazione

Notazione 7.18. [DDD0O0] Spesso faremo riferimento alla matrice

ai,i . ain
A =
Am,1 -+ Qmmn
come (aij)ij 0 (aij) coni:1...m,j:1...n.
Ricordiamo che
Osservazione 7.19. [DDD10] Data la matrice
aip a2 A1n by
A= an ap ... an ed il vettore | b;
Am1l Am2 . Qmn b,

possiamo scrivere il sistema di equazioni lineare Ax = b

a1121 + a1222 + ... + aip®y, =0 ai; Qa2 ... Qin T by

11 + 2T + ... + QinTy, = 0 come [¢75] a;9 ‘e Aim xX; = bz

A1 T1 + Qoo + ...+ Qo Ty, = 0 Am1  Am2 ... Omn Tn
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Che, usando il prodotto scalare, possiamo scrivere come

Az =b
Ai L = bz
in breve,
(AY,..., A" -z =D
0
Ax =b
Esempio 7.20. [DDC10] Risolvere i tre sistemsi
r+y—z2=3 ¥ty -2 =1 " +y' =2 =0
Si:qx—y—2=0 Se:qa’ —y —2 =1 Szgiqa’ —y"—2"=1
2e+2y+32=1 2" +2y +32' =1 22" 4+ 2y" 4+ 32" =2
Indichiamo le tre colonne dei termini noti come
3 1 0
b=10],0=[1],' =1
1 1 2

Risolviamo il primo sistema mediante una riduzione di Gauss a triangolare superiore

Ab:=Mat([[1, 1,-1,3],
[1,-1,-1,0],
(2, 2, 3,111);
L:=RiduciScalaVerbose (Ab) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, -1, 3]
2"a-1%1"a [0, -2, 0, -3]
3~a-2x1"a [0, 0, 5, -5]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, -1, 3]
-------------- [0, -2, 0, -3]
0 sotto pivot[0, O, 5, -5]

Notiamo che i tre pivot sono tutti nelle prime tre colonne. Portiamo la matrice incompleta in forma diagonale

Scala2DiagonaleVerbose (L) ;

Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=5
Risultato Matrix:Pivots:Row swaps,Splits
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;

Metto tutti i pivots a 1

—————————————— (1, 1, -1, 3]
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27ax-1/2 [0, 1, 0, 3/2]
37ax+1/5 [0, 0, 1, -1]
Cancello la colonna sopra il 3 pivot

1"ax-1¥3"a [1, 1, 0, 2]
—————————————— [0, 1, 0, 3/2]
—————————————— [0, 0, 1, -1]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot
1"ax+1*x2~a [1, 0, 0, 1/2]
—————————————— [0, 1, 0, 3/2]

-------------- [0, 0, 1, -1]
Quindi
13 x1 1/2
Sol(Az =b) = {(,,—1>} 0VVero T = To = 3/2
2°2
3 -1

Notiamo che, come affermato nella Proposizione 5.85, anche nel procedimento di sostituzione all’indietro,
nessuna operazione e dipesa da particolari valori nella colonna dei termini noti.

Potremmo risolvere gli altri due sistemsi

Al/ - Ag” _ b//

nello stesso modo usando Gauss, ma dato che la matrice incompleta dei tre sistemi

1 1 -1
1 -1 -1
2 2 3

e uguale, e basandoci sulle osservazioni precedenti, invece di mettere in forma a scala le altre due matrici
(A | b2),(A | bs) possiamo mettere a scala la matrice

(A by | ba | b3)

dato che durante il procedimento di risoluzione i pivot, come gid motato, possono essere sempre comunque
limitati alla matrice incompleta, e quindi le colonne dei termini noti non influiscono sulle operazioni di Gauss
che vengono effettuate. Avremo in un colpo solo le risoluzioni dei tre sistemi facendo le stesse operazioni di
prima sulla matrice incompleta e replicando le operazioni di prima sulle altre colonne dei termini noti, b',b”.

Abbb:=Mat([[1, 1,-1,3,1,0],
[1,-1,-1,0,1,1],
(2, 2, 3,1,1,211);
L:=RiduciScalaVerbose (Abbb) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [t, 1, -1, 3, 1, 0]
27a-1x1"a [0, -2, 0, -3, 0, 1]
37a-2x1"a [0, O, 5, -5, -1, 2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, -1, 3, 1, 0]
—————————————— [0, -2, 0, -3, 0, 1]
0 sotto pivot[0, O, 5, -5, -1, 2]
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Scala2DiagonaleVerbose (L) ;

Metto tutti i pivots a 1

—————————————— (1, 1, -1, 3, 1, 0]
27ax-1/2 [0, 1, 0, 3/2, 0, -1/2]
3~ax+1/5 [0, 0, 1, -1, -1/5, 2/5]

Cancello la colonna sopra il 3 pivot

1"ax-1x3"a [1, 1, 0, 2, 4/5, 2/5]

—————————————— o, 1, 0, 3/2, 0, -1/2]

—————————————— (o, o, 1, -1, -1/5, 2/5]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot

1"ax+1%2°a [1, 0, 0, 1/2, 4/5, 9/10]
—————————————— [0, 1, 0, 3/2, 0, -1/2]
-------------- [0, 0, 1, -1, -1/5, 2/5]

Abbiamo ritrovato la soluzione del primo sistema e abbiamo trovato le soluzioni del secondo e terzo sistema

@} 4/5 xf 9/10
=1 24 | = 0 e 2'=| af | = -1/2
xh -1/5 al 2/5

Possiamo scrivere il sistema come

A | 2/ | 2)=@0 |V |V
1 1 -1 xp xy o 310
1 =1 =1 a2 b 2] =10 1 1
2 2 3 x3 xh  xf 1 1 2
1+ T2 — X3 xy +ahH — xh ) + 2l — Y 310
Ty — T2 — X3 xy —ah — of = -2 | =10 1 1
2x1 + 220 + 323 2] + 225 + 32 2z + 228 + 32 11 2

7.3 Prodotto di matrici - definizione formale

Definizione 7.21 (Prodotto di matrici). [DDD02] Siano A, B € Mat, x, K Definiamo il prodotto © delle
matrici A, B come

A®B con (A® B),; ;= (A; - BY) ,j:1...n
ovvero
a1 c.. QA1n b171 bl,'rb A1 'B1 A1 - B™
: © : = : € Maty, x, (K)
Gni - Gnn o1 ... bonm A,-B' ... A, -B"

) )

Piu formalmente

®: Mat,x, K x Mat,x, K — Mat,x, K
(A,B) = (A B
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Esempio 7.22. [DDD60]

1 1 -1 x1 oz 1+ 22 — T3 xh +ah — af +al) —af
1 -1 —1)o|a = 2| = 1 — To — T3 xh —ah —af af —al) —af
2 2 3 x3 ah af 2x1 4 220 + 3x3 22y + 2xh + 3af 22 + 228 + 3af

Osservazione 7.23. [DDC60] In genere indicheremo il prodotto di matrici A® B come A - B o anche AB

Esempio 7.24. [DDD13]

Esempio 7.25. [DDD11]

2 | (o005 ] (1,00-| 38

(0,0,1) - (0,0,1) -

=
= o O
—= = O
W N =
S O

2 (1,1,1)- | 5 (1,1,1)- | 8

© o0
Il
—
=
=
—_
N—

N
[N
(G2 TSN
o

1(1,4,7) +0(2,5,8) + 0(3,6,9) 1 4 7
oppure = | 0(1,4,7) +0(2,5,8) +1(3,6,9) | =3 6 9
1(1,4,7) + 1(2,5,8) + 1(3,6,9) 6 15 24

Molto utili per il calcolo pratico del prodotto matriciale in molti casi sono le due osservazioni seguenti:

Corollario 7.26. [DDD81] I risultato della moltiplicazione di una matrice A a sinistra per una matrice M é
una matrice la cui riga i-esima é la combinazione lineare delle righe di A a coefficenti le componenti della riga
i-esima di M.

Ed analogamente

Osservazione 7.27. [DDD82] [l risultato della moltiplicazione di una matrice A a destra per una matrice M
e una matrice la cui colonna j-esima € la combinazione lineare delle colonne di A a coefficenti le componenti
della colonna j-estima di M.
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Esempio 7.28. [DDD83] Riprendendo l’esercizio 7.24, vediamo che sequendo l'osservazione 7.27 sopra,

woy-( +) wo-(?
pyey [t

7.4 Anello delle matrici

Studiamo le proprieta di alcune operazioni sulle matrici: somma, prodotto esterno, prodotto interno

Osservazione 7.29. [DDDO5] Ricordiamo che due matrici A = (a;;),B = (bij) appartenenti a Mat,, , (K)
sono uguali se e solo se

VZ,]].H, aij:bl-j
Osservazione 7.30. [DDD06] Ricordiamo che ’operazione

+:  Mat,xn(K) X Mat,xn(K) —  Mat, x,(K)
(aij, bij) = (g + big)

st dice somma di matrici.

Osservazione-Definizione 7.31. [DDD77] Ricordiamo che l'insieme (Mat,, x,,(K), +) é un gruppo commautativo
con neutro 0,, la matrice n X n con entrate tutte nulle.

Definizione-Proposizione 7.32. [DDD08] L operazione

K x Mat,,wn(K) — Mat,xn
(A, aiz) = (Aagy)

st dice prodotto esterno o prodotto per uno scalare ed ha tutte le solite proprieta del prodotto esterno.

Esempio 7.33. [DDS08] Le matrici in Mataxo(K)
1 2 0 1 0 1
3 4)° 1 0/ \0 1

Soluzione. Dato che abbiamo la somma ed il prodotto esterno, possiamo usare 'usuale definizione di indipendenza
lineare. La domanda si traduce nella domanda: 1’equazione matriciale nelle variabili z,y, z

12 0 1 0 1
(5 Do) e 1)

sono linearmente indipendenti su K?
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ha solo la soluzione nulla Ogy5?

x2x+0y+0270
3r 4z y 0 0 z) 22

T 2r+y+=z —0
3e+y  dx+z ) X2

20 4+y+2=0 0=0
=
3r+y=0 y=20
4 +2=0 2=0
E le tre matrici sono quindi linearmente indipendenti [

N.B. Quando questo non crei confusione, le matrici nulle 0,,,x, saranno indicate, per semplicita, come 0.

Proposizione 7.34. [DDDO7] L’insieme (Mat, x,(K),+,:) é un anello non commutativo con neutro additivo
0 e neutro moltiplicativo I,,, la matrice quadrata diagonale di ordine n con 1 sulla diagonale.

Dimostrazione. E facile verificare tutte le proprieta. In particolare, date A, B € Mat, xp,
o [,-A=A-1I, per ogni A € Mat,, «x,. Segue immediatamente dalla definizione.

e Per vedere che il prodotto di matrici & in genere non commutativo, basta vedere che esistono A, B € Mat,, x»,
tali che A- B # B - A. Abbiamo gia visto che

G 3) 6 3)-(a )
G360 )

Notiamo che, essendo [’anello non commutativo, valgono tutte e due le proprieta distributive, destra e
sinistra.

Verifichiamo che
O

(A+B)-C=A-C+B-C
C-(A+B)=C-A+C-B

vV A, B,C € Mat, x,(K)
Vale anche le proprieta di omogeneita
V¥ A, B € Mat,,«n(K), A€ K AMA-B)=(\A)-B)=A-(AB)

Spesso indicheremo le matrici I,, come I.

Richiamo 7.35. [DDD99] Una matrice non nulla A € Mat, x,(K) & detta zero-divisore se esiste una matrice
non nulla B € Mat, x,(K) tale che
A-B=0

(& )G 5=

Esempio 7.36. [DDD78]

Queste matrici sono zero divisori.
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Osservazione 7.37. [DDD79] Segue immediatamente dalla definizione di prodotto di matrici che per A € Mat,, xp (K)
e B € Mat, x5 (K) si ha

(A-B)ij = (4A;-B)) = aiby;
k=1

cont:1l...m, j:1...s.

7.5 Matrici invertibili

Ricordiamo che il prodotto di matrici non ¢ commutativo. Una matrice puo avere inverso rispetto all” operazione
di prodotto tra matrici, naturalmente.

Definizione 7.38. [EEE00] Sia A € Mat,, «,(K). Una matrice X € Mat, x,(K) si dice inversa moltiplicativa
destra di A, o semplicemente inversa destra, se A-X = I,. Si dice inversa moltiplicativa sinistra di A, o
semplicemente inversa sinistra, se X - A = I,,. Una matrice che sia sia inversa destra che sinistra di A si dice

. . . . 1
inversa di A e si scrive come A_l. Ricordare: mai come K

Esempio 7.39. [EEE01] Troviamo l’inversa destra della matrice

(; g) € Matyxn(Q)

Soluzione. Introduciamo la matrice di incognite

<‘"§ 3;) € Matyxn(Q)

e (o) (216

col metodo che abbiamo visto precedentemente, ovvero riducendo con Gauss la matrice

e risolviamo il sistema

M:=Mat([[1,3,1,0],
[2,2,0,111);

L:=RiduciScalaVerbose(M);L;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 3, 1, 0]

27a-2x1"a [0, -4, -2, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-4
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1
—————————————— [1, 3, 1, 0]

2°ax-1/4 [0, 1, 1/2, -1/4]
Cancello la colonna sopra il 2 pivot

1"a%-3%2"a [1, 0, -1/2, 3/4]
—————————————— [0, 1, 1/2, -1/4]
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La soluzione, e quindi 'inversa destra di A, & quindi
¥ (:r y) _ <1/2 3/4>:1<2 3>
z t /2 —1/4 4\ 2 -1
Dato che la soluzione del sistema ¢ unica, 'inversa destra
X= i < 22 —31>
€ unica. O

Osservazione 7.40. [EEE02] Dato che abbiamo fatto solo operazioni di Gauss, questo calcolo é indipendente
dal campo, sarebbe stato lo stesso calcolo su Q[\/i],R,(C .....

Esempio 7.41. [EEE03] Troviamo linversa sinistra della matrice

(3 3) € Matua(@

dell’esempio 7.59.

Soluzione. Proviamo a vedere se I'inversa destra € anche inversa sinistra, ed effettivamente

-2 3\ (1 3\_(1 0
2 -1 2 2) \0 1
Lasciamo per esercizio il verificare che questa inversa sinistra & unica, ovvero che

1/-2 3
X-A—12:>X_4<2 1)

Questo si puo fare risolvendolo esplicitamente il sistema X-A = I e vedendo che I'unica soluzione & <_22 _31> ,
oppure, pii rapidamente, che il sistema X - A = I ha un unica soluzione e quindi ha come unica soluzione
1 (2 _31>. O
Problema 7.42. [EEE04]

1. L’inversa destra & sempre uguale all’inversa sinistra?

2. L’inversa é sempre unica?

3. Trovare un metodo efficente per calcolare linversa.

4. Determinare se una matrice é invertibile senza calcolare esplicitamente l’inversa.

Per i primi tre problemi, possiamo dare una risposta immediata:

Proposizione 7.43. [EEX04] Se esistono inverse destra e sinistra di una matrice quadrata, sono uguali.
Dimostrazione. Data A € Mat,,«,, (K), siano X, Y € Mat,, «,, (K) le sue inverse destre e sinistre rispettivamente.

Dobbiamo dimostrare che X =Y.

Per ipotesi abbiamo

Allora
Y A=I,=Y A) -X=I, - XY A X)=XeY [, =XeY=X



7.5. MATRICI INVERTIBILI 103

Proposizione 7.44. [EEY04] L’inversa se esiste € unica

Dimostrazione. Data una matrice A € Mat,, x,, (K), siano X, Y € Mat,,«, (K) sue inverse. Dobbiamo dimostrare
che X =Y.

Per ipotesi abbiamo

Allora

AX =AY & AX -AY =0,
& AX-Y)=0,
& XAX-Y)=X0,
& L(X-Y)=0,
& (X-Y)=0,

& X=Y

O

Definizione 7.45. [FFF24] Il vettore di K™ che ha tutte le componenti nulle tranne la i-esima si indica come
e; o vettore canonico i-esimo.
(0,0,1,0,0) =¢; € K®
(1,0,0,0) =¢, € K*

Con abuso di notazione, ometteremo quando non necessario l'indicazione precisa della dimensione dello spazio
di riferimento, per evitare notazioni tipo €3 per indicare (0,0,1,0).

Osservazione 7.46. [EEQ05] Possiamo scrivere la matrice I, come [eq,€s,...,¢€,], intendendo sia le righe
che le colonne. Piu formalmente

Osservazione 7.47. [EEZ04] Data una matrice A € Mat,,x,, (K), posso calcolare lVinversa destra risolvendo
1l sistema matriciale

AX =1,

ovvero gli n sistemi lineari
T11 Tin

A ; =e,...,A

Tnl Tnn

Il
)

Notiamo che questo ¢ equivalente a mettere la matrice A in forma normale.

e Se ci sono righe nulle, il sistema non ha un unica soluzione per la Proposizione 5.35, e la matrice A non
ha inversa destra e quindi non é invertibile.

e Se non ci sono righe nulle, la forma normale é
L | X]

e leggo Uinversa destra direttamente dalla matrice, A~' = X
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Esempio 7.48. [EEE47] Calcolare se possibile l’inversa della matrice

A:

~N &~ =
oo Ot N
O O W

A:=Mat([[1,2,3,1,0,0],
[4,5,6,0,1,0],
[7,8,9,0,0,111);
L:=RiduciScalaVerbose(A);L;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 1, 0, 0]
2"a-4x1"a [0, -3, -6, -4, 1, 0]
3"a-7*1"a [0, -6, -12, -7, 0, 1]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 1, 0, 0]
—————————————— [0, -3, -6, -4, 1, 0]
37a-2%x27a [0, O, 0, 1, -2, 1]

SISTEMA IMPOSSIBILE MATRICE NON INVERTIBILE

Esempio 7.49. [EEE40] calcolare se possibile linversa destra della matrice

A:

~ &~ =
oo Ov N
o S W

A:=Mat([[1,2,3,1,0,0],
[4,5,6,0,1,0],
(7,8,8,0,0,111);
L:=RiduciScalaVerbose(A);L;
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 1, 0, 0]
2"a-4x1"a [0, -3, -6, -4, 1, 0]
3"a-7*x1"a [0, -6, -13, -7, 0, 1]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 3, 1, 0, 0]
—————————————— [o, -3, -6, -4, 1, 0]
3"a-2x2"a [0, O, -1, 1, -2, 1]
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1
—————————————— [1, 2, 3, 1, 0, 0]
2"ax-1/3 [0, 1, 2, 4/3, -1/3, 0]
3"ax-1 [0, O, 1, -1, 2, -1]

Cancello la colonna sopra il 3 pivot



7.5. MATRICI INVERTIBILI 105

1"a-3%3"a [1, 2, 0, 4, -6, 3]
2°a-2+¢3%a [0, 1, 0, 10/3, -13/3, 2]
—————————————— [0, 0, 1, -1, 2, -1]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot

1~a-2#2"a [1, 0, 0, -8/3, 8/3, -1]
—————————————— [0, 1, 0, 10/3, -13/3, 2]
-------------- [0, 0, 1, -1, 2, -1]

Linversa & quindi
-8/3 8/3 -1
10/3 -13/3 2
-1 2 -1
Proposizione 7.50. [EEE08] Sia A € Mat,,«,(K). Allora le sequenti condizioni sono ecquivalenti
1. A ha inversa destra.
2. A ha inversa sinistra.
3. A ¢ invertibile.
4. Il sistema omogeneo Az = 0 ha unica soluzione x = 0.
5. 1l sistema Ax = b ha unica soluzione.

Dimostrazione.

e Dimostreremo in seguito, usando il determinante, che le prime due condizioni sono equivalenti. Per la
Proposizione 7.43, la terza condizione ¢ quindi equivalente alle prime due.

e Le condizioni 4 e 5 sono equivalenti, dato ’esistenza di una soluzione unica per una matrice quadrata si
decide, facendo una riduzione di Gauss, guardando solo la matrice incompleta.

e La condizione 3 implica la 4, dato che

Az =0=A"" Az=A"1. 0=DLhrx=0=2=0

e La condizione 5 implica la 1, dato che se il sistema Az = b ha un unica soluzione per ogni b anche il
sistema

A-[zq,...,z,)=1[by,...,b,)| & AX =B

»Yn

ha unica soluzione e quindi A & invertibile.

O

Proposizione 7.51. [EEE11] Date A, B € Mat,,«,(K), abbiamo che A- B ¢é invertibile se e solo se A, B sono
invertibili e in questo caso (A-B)™t = B71. A1
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Dimostrazione. Vediamo che se A, B sono invertibili A - B ¢ invertibile e la sua inversa ¢ proprio B~!- A~!

(B7'-A™Y).(A-B) = B A1 4B
= B '.I1,-B
— B 1.RB
= I,

e quindi la matrice (A- B)~! & I'inversa di 4 - B.
Vediamo ora l'altra implicazione. Supponiamo che A - B sia invertibile e dimostriamo che A, B sono
invertibili.
(A-B)-(A-B) ' =1, Dato che A - B & invertibile
A-[B-(A-B)7 '] =1,

e questo mi dice che il prodotto di A per la matrice B - (A - B)~! & I,,, e quindi A ha inversa destra, quindi &
invertibile. Posso fare lo stesso ragionamento su B ed ho quindi la tesi. O

7.6 Prodotto di matrici non quadrate

Possiamo facilmente generalizzare il prodotto matriciale A - B a matrici non quadrate, avendo cura che sia
possibile fare i prodotti scalari, ovvero che il numero delle colonne di A sia uguale al numero di righe di B.

Definizione 7.52. [DDD04] Sia A € Mat,,xn (K) e B € Mat, «x (K). Allora la matrice A - B € Mat,, «x (K)
cost definita

A-B:(Ai-Bj) cconi:l...m, j:1...k

,J

si dice prodotto matriciale di A, B.

’Notiamo che il numero delle colonne di A ¢é uguale al numero di righe di B |. I prodotti A;-B? hanno quindi
senso

Valgono tutte le osservazioni e le definizioni che abbiamo visto sul prodotto di matrici quadrate, adattate
naturalmente a questo caso. Le matrici non quadrate non formano un anello, visto che non é possibile definire
un prodotto interno per matrici in Mat,, ., (K) con m # n del tipo che ci interessa.

Esempio 7.53. [DDD12]

1. 1l prodotto delle due matrici di dimensiont 2 X 3 e 3 X 2 ha dimensioni 2 X 2

A:=Mat([[1,2,3],
[4,5,611);

B:=Mat([[1,2],
[4,5],
[1,111;
A*B;
Mat[[12, 15],
[30, 39]1];
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2. Il prodotto delle due matrici di dimensioni 1 x 3 e 3 X 1 ha dimensioni 1 x 1

A:=Mat ([[1,2,3]11);
B:=Mat ([[1],
41,
[111;
A*B;
Mat[[12]]

Si tratta in effetti, in questo caso, di un prodotto scalare

3. Il prodotto delle due matrici di dimensioni 4 X 1 e 1 x 4 ha dimensioni 4 X 4

A:=Mat ([[1],

[41,

(11,

[011);
B:=Mat([[1,2,0,3]1);
AxB;

Mat[ [1, 2, 0, 3],
[4, 8, 0, 12],
[1, 2, 0, 3],
[0, 0, 0, 011

4. Il prodotto delle due matrici di dimensioni 3 X 2 e 2 x 4 ha dimensioni 3 X 4

A:=Mat([[1,2],
[4,1],
[1,011);

B:=Mat([[1,2,0,3],
[0,2,1,111);

A*B;

Mat([[1, 6, 2, 5],

(4, 10, 1, 131,
[1, 2, 0, 311

Esercizio 7.54. [DDD23] II prodotto matriciale di
1

1 2
A= ( ) s
3 4 9

Soluzione. 1l prodotto matriciale di sopra non ¢ definito perché il numero di colonne di A € Matays (K) &
diverso dal numero di righe di B € Mat, 3 (2) K. Infatti non ¢ possibile fare, per esempio, il prodotto scalare

4
3| =8B
0
e definito ?
1

(1,2)- |5
9
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7.7 Matrice trasposta
Definizione 7.55. [EEE20] Data una matrice
A=(ay)y; i:1...m, j:1...n

la matrice
(ajl-)ij zlm,jln

¢ detta matrice trasposta di A e si scrive AT. Trasporre una matrice lascia invariata la diagonale e scambia
gli elementi sopra di essa con i corrispondenti elementi al di sotto. Da un altro punto di vista, trasporre una
matrice ne scambia le righe con le colonne.

Osservazione 7.56. [EEX20] Notiamo che l'operazione di trasposizione di una matrice (a;;)i; sé puo definire
anche come
T
((ai;)")ij = (azi)is
Esercizio 7.57. [EEE48]

M:=Mat ([[1,1,1],
[2,2,2],
[3,3,311);

Transposed (M) ;

Mat[ [1, 2, 3],

[1, 2, 31,
[1, 2, 311

Esercizio 7.58. [EEW48]

M:=Mat([[1,2,3],
[4,5,6],
[7,8,811);

Transposed (M) ;

Mat[ [1, 4, 7],

[2, 5, 8],
[3, 6, 8] ]

Proposizione 7.59 (Proprieta della trasposta). [EEE17] Siano A, B € Maty,xn (K). Allora
1. (AT = A,
2.vteK  (tA)T =¢tAT.
3. (A+B)T = AT + BT.
4. (A-B)T =BT . AT.
Dimostrazione.
1. Immediata.
2. Immediata.

3. Immediata.
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4.

5. Vediamo che (A - B)T = BT . AT [Non svolta in classe]

T

((A4-B)7),, = (Z aikbkj> = ajrbii
k=1 ij B k=1
ij

(BT AT);; = <§3(BT%k(AThv> ::ﬁéb“aﬂ
ij k=1

k=1

e dato che il prodotto di scalari ¢ commutativo le due sommatorie sono uguali.
Notiamo che

e per la prima riga, la prima uguaglianza segue dalla definizione di prodotto di matrici

(aij)ij - (bis)is = <i az‘kbkj)
k=1

ij
e la seconda dalla definizione di trasposta ((a;;)”)i; = (aji)ij-

e Analogamente per la seconda riga.

Esercizio 7.60. [EEE16]

A:=Mat([[1,2,3],
[0,1,0]1,
[1,1,111);

B:=Mat([[1,2,0],
[1,2,0],
[1,2,111);

AxB;

Mat[[6, 12, 3],

[1, 2, 0],
[3, 6, 111

Transposed (A*B) ;

Mat[[6, 1, 3],
[12, 2, 6],
[3, 0, 111

Transposed (B) *Transposed (4) ;
Mat[[6, 1, 31,

(12, 2, 61,

[3, 0, 111

109
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7.8 Matrici a Blocchi

Definizione 7.61 (Matrici a blocchi). [CCQ00] Una matrice M € Mat,, x»(K) si puo scrivere come

- (34)

dove A, B,C,D sono opportune matrici. La matrice M scritta in questo modo si dice matrice a blocchi e
la matrici A, B,C, D si dicono blocchi della matrice M. Possiamo facilmente generalizzare la definizione a

matrici con un numero qualunque di blocchi.

Esempio 7.62. [CCQO1] FEsempi di matrici a blocchi

1.
1 1 5 6
1 1] | |7 8
9 1] | [2 2]
2 2|2 2]
1 1 6 0
L 1] |[1 6

3.
1 1 1 3
1 1 1 3
1 2 3 2
9 1 4] | [2]

4.
A|lB|C
Alo|B
c|ci|c

Osservazione 7.63. [CCD17] Una matrice M € Mat,, «x,(K) in forma normale si puo scrivere come

I,| A
= (1)

ove 0 & una opportuna matrice di zeri, e A, B opportune matrici.

Osservazione 7.64. [EEE41][Prodotto a blocchi] Date matrici Ay, As, B1, By di opportune dimensioni sullo
stesso campo,

B
(A1 Ag)- (BD = A1 -By+ Ay - By
e quindi
A A\ (Bu Bz _ Air - Bii+ A1z Bar An - Bia + Aig - Boo
A1 Az By Ba Az1 - B+ Azz - Bor Az - Bia + Aso - By

Quando gli ordini delle matrici, sullo stesso campo, rendono possibile calcolare i vari prodotti.
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Esercizio 7.65. [EEE43] Data la matrice a blocchi

trovare una formula per A™.

Soluzione. Calcoliamo quanche potenza finche non abbiamo un idea della formula, che poi dimostreremo per
induzione.

Il
7N 7N 7N 7N
o

Abbiamo calcolato A%, A3. Pensiamo che la formula sia
Lo\ _(Is] ke
0 ‘ 1 L0 ‘ 1

Dimostriamolo per induzione sull’esponente della matrice, k.

e Base. k£ = 3. Gia fatto.

e Passo induttivo. Supponiamo che valga

Llo\'_ (L] ke
oj1/) " \Lo]|1
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e dimostriamo che vale

Infatti

»—l‘\@

~~—

B

= —~ —
(=] Prul \o‘gr
=l )—“\@
N~

Il |
e e




Capitolo 8

Ottava lezione - Esercizi

8.1 Indipendenza lineare

Esercizio 8.1. [CCB42] I numeri complessi 1 + i, 4 sono linearmente indipendenti su C? Su R?

1. Risolviamo per «, 8 € C il sistema omogeneo
1414
Q@
4

(135 1<

dato che ci sono altre soluzioni oltre a 0 © numeri complessi 1 + i, 4 sono linearmente dipendenti su C.

{a(l+i)+B4=0={3=—

le soluzioni sono quindi

2. Risolviamo per «, € R il sistema omogeneo

a+48=0

Sa=p=0
a=0 a=p

{a(1+i)+5420©{a+46+ai20©{

l'unica soluzione é quindi O ed i numeri complessi 1 4+ i, 4 sono linearmente indipendenti su R.
Esercizio 8.2. [CCS42] [l vettore O ¢ dipendente anche da se stesso, infatti 3-0 =0 ma 3 # 0.
Esercizio 8.3. [KK13]Stabilire se i tre vettori (1,2,3),(1,2,4),(2,4,7) € R® sono linearmente indipendenti.
Soluzione: Usando la definizione di indipendenza lineare, questa domanda equivale a chiedersi se il sistema
a(1,2,3) + B(1,2,4) +v(2,4,7) =0

ammette solo la soluzione 0. Dato che (1,2,3) 4+ (1,2,4) = (2,4,7) il sistema ammette anche la soluzione
a=p=1e~v=—1;1i tre vettori non sono quindi linearmente indipendenti. U

Esercizio 8.4. [LL82] Dati i polinomi in R[z]

pi(z) =27 +32° — 327 + 1
po(x) = 527 +22% + 3
p3(z) = —4a® + 322 + 2
pa(z) = 627 — 2% + 222 + 6

stabilire se sono linearmente indipendenti e in caso contrario, determinare una relazione lineare tra di essi.

113
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Soluzione. Usiamo la definizione di indipendenza lineare, cercando le soluzioni del sistema omogeneo in «, 3,7y, 0

0

a(x” 4+ 325 =322 + 1) + (52" + 2% + 3) + y(—4a® + 32% +2) +0(62" — 2° + 222 + 6) W

B,

ovvero, raccogliendo le potenze della la x

x7(a+56+60)+x5(3a74779)+x2(73a+2ﬁ+3’y+20)+a+35+27+69R[E]O

che per il principio di identita dei polinomi ci da il sistema in quattro equazioni, quattro incognite

a+554+60=0
3a—4y—60=0
—3a+28+3v+20=0
a+36+2y+60=0

che risolviamo con Gauss

A:=Mat[[1, 5, 0, 6,0],
[3, 0, -4, -1,0],
[-3, 2, 3, 2,01,
[1, 3, 2, 6,0]1];
L:=RiduciScalaVerbose(A);L;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 5, 0, 6, 0]
27a-3*1"a [0, -15, -4, -19, 0]
37at+3x1~a [0, 17, 3, 20, 0]
4~a-1x1"a [0, -2, 2, 0, 0]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-15
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 5, 0, 6, 0]
—————————————— [0, -15, -4, -19, 0]
37a+17/15%2"a [0, 0, -23/15, -23/15, 0]
4~a-2/15%2"a [0, O, 38/15, 38/15, 0]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-23/15
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 5, 0, 6, 0]
—————————————— [0, -15, -4, -19, 0]
—————————————— [0, 0, -23/15, -23/15, 0]
—————————————— [0, 0, 0, 0, O]

Gia dalla penultima matrice, che ha due righe multiple una dell’altra, possiamo vedere che non esiste un’unica
soluzione, quindi i quattro polinomi sono linearmente dipendenti.
Cerchiamo quindi una relazione lineare tra i polinomi, ovvero una soluzione non nulla del sistema

a+584+60=0 a= -0
—158 —4y—-190 =0 ovvero ¢ 3= —0
v+60=0 v=—0

Quindi
Sol(Azx =b) = {(—d,—d,—d,d) | d € R}
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e quindi (1,1,1,—1) € Sol(Az =b) e
p1(x) + p2(x) + p3(x) —pa(x) = 0
€ una relazione lineare tra i quattro polinomi. O
Esercizio 8.5. [CCBOO] I polinomi in K[z]
2 +r+2,22-1,32—2,6
sono linearmente indipendenti su K?

Soluzione. Basta vedere il numero di soluzioni del sistema omogeneo

alx® +x+2)+B(* —1) +v(3x —2)+ 66 =0
ar® + Bx® + (a+3y)r+2a— B -2y +65 =0

B=0 L s=0
a+3y=0 v=0
20— —2y4+65 =0 0=0
Quindi Sol = {0} ed i quattro polinomi sono linearmente indipendenti su K O

Esercizio 8.6. [CCB03] le funzioni

F: R — R G: R - R H: R
T

R
r +— sinx T +— COST T

%
’_>
sono linearmente indipendenti su R?

Soluzione. Usando la definizione di indipendenza lineare, dobbiamo vedere se 1'unica soluzione dell’equazione
a variabili a, 8,7 € R
asinx + fcosx +vr =0

¢ la tripla (a, 8,7) = 0, dove 0 ¢ la funzione nulla

0: R —- R
z — 0

L’uguaglianza sulle funzioni diviene, per il principio di identita delle funzioni,
VayeR asinzg + fcosxg + yrg =0

e queste sono infinite equazioni nelle tre variabili «, 3,7, una equazione per ogni xy € R.

us

Dato che questa uguaglianza vale per tutti gli o € R, vale in particolare per zg = 0,7, 7,

semplicita dei calcoli relativi, avrei potuto prendere altri numeri.

che scelgo per la

asin0+ Bcos0+~+0=0 9=

asinT + fcosm+yr =0 1z

Il
oy 3 O

3 s s L — J—
asing +fBcos§ +75 =0 z0=
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ovvero, dato che sin0 = 0,cos0 =1, sinw = 0,cosm = —1, sing = 1,COS% =0
B=0 B=0
—B+yr=0 = =0
a+v5=0 a=0

Quindi necessariamente o = = v = 0 e le tre funzioni sono quindi linearmente indipendenti.

Ricordiamo che il nome della variabile associato a V, che si comporta come parametro, puo essere cambiato
a piacere. Avremmo potuto considerare la relazione

VaelR asina + fcosa+vya =0

oppure
V&R asin® + Scost + v =0

8.2 Prodotto di matrici

Esercizio 8.7. [DDD24] Dimostrare che per il prodotto di matrici non vale la legge di cancellazione del prodotto
owvvero, per A, B,C € Mat,,x,(K) non vale necessariamente

AB+AC=0=B+C=0
() (Y o)
A-B+A-C=A-(B+C)

(% )G o)+ 6 D)

() -

Soluzione. Date le matrici

Abbiamo che

O

Corollario 8.8. [EEE12] Abbiamo che ({A € Mat,x,(K) | 3 A7'},) ¢ un gruppo rispetto al prodotto di
matrici - con neutro I,.

Dimostrazione. L’insieme & chiuso rispetto al prodotto e soddisfa tutte le condizioni di gruppo. O
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Osservazione 8.9. [DDD15] Dimostrare che date due matrici A, B € Mat,x,(K) abbiamo che
(A+B)?=(A+B)(A+B)=A*>+ AB+ BA+B?
Se le due matrici commutano (se AB = BA) allora ritroviamo la formula usuale
(A+B)* = A? +2AB + B?
Esercizio 8.10. [DDD32] Trovare una matrice A € Maty,«,, (K) tale che A% =0

Soluzione. Proviamo con una matrice 2 X 2 quasi nulla, ma con diagonale nulla (altrimenti ripetiamo una riga

non nulla nel quadrato)
0 1\’ _ (0 1\ (0 1y _ (0 0)_,
0 0/ \0 O 0 0/ \0 0)

Definizione 8.11. [DDD14] Una matrice non nulla A € Mat, «,(K) é detta nipotente se esiste k € N — {0}
tale che

O

Ak =0

8.3 Matrici elementari

Vediamo che le operazioni di Gauss possono essere interpretate come moltiplicazioni per matrici speciali, dette
matrici elementari.
Per lo scambio di righe:

Definizione-Proposizione 8.12. [DDD50] La matrice identita I,, con le righe i-esima e j-esima scambiate
st indica come S . Data una matrice B € Mat, x,(K), la matrice S¥ - B é uguale alla matrice B ma con le
righe i-esima e j-esima scambiate.

Dimostrazione. Dalle proprieta del prodotto matriciale. O

Esercizio 8.13. [DDD51]

1 0000
000 10
S =00 100
0100 0
00001
€
11111 1 0000 11111
2 2 2 2 2 00010 2 2 2 2 2
S2#.13 3333 |=[00100 33 3 3 3
4 4 4 4 4 0100 0 4 4 4 4 4
55555 00001 55555
111 11
4 4 4 4 4
=33 3 3 3
2 2 2 2 2
555 5 5

Per la cancellazione:
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Definizione-Proposizione 8.14. [DDD53] La matrice identita I, con le riga i-esima sostituita dalla riga
(I.)i + MI,); (la somma della riga i-esima e della riga j-esima moltiplicata per X) si indica come GH ().
Data una matrice B € Maty,x,(K), la matrice G¥()\) - B ¢ uguale alla matrice B ma con le riga i-esima B;
sostituita da B; + \DB;.

Dimostrazione. Dalle proprieta del prodotto matriciale. O

3
G3! <_2) | -

e vediamo che moltiplicare a sinistra per G5 (—%) Uopportuna matrice equivale a fare un operazione di Gauss

Esercizio 8.15. [DDD54]

0 0
10
0 1

ONIW

100 2 2 3 2 2 3
310|312 ])=l0 -2 =3 | —Ir-3r1
00 1 11 1 1 1 1

Definizione 8.16. [DDD57]1 Le matrici del tipo S, G () si dicono matrici elementari.

8.4 Matrici non quadrate
Osservazione 8.17. [EEE13] Diciamo che una matrice non necessariamente quadrata A € Matmxn(K) ha

inversa destra X € Matpxm(K) se A-X = I,,,. Analogamente, diciamo che ha inversa sinistra’Y € Maty xm (K)
se Y - A=1,. Le due inverse non possono essere uguali per semplici ragioni di ordine se la matrice non ¢

quadrata.
1 10
A= ( 1 11 )

determinare una sua inversa destra ed una sua inversa sinistra.

Esercizio 8.18. [EEE14] Data

Esercizio 8.19. [DDD22] Data la matrice

0 1 1
A=1(0 0 1
0 0 0
dire se e nilpotente.
Soluzione. Svolgiamo i conti:
0 1 1 0 1 1 0 0 1
0 0 1 001 |=]1000
0 0 0 0 0 0 0 0 0
e quindi A2 # 0. Vediamo A3 = A - A2,
0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 |=0
0 0 0 0 0 0

Quindi A% =0 e A & nilpotente. O
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Esercizio 8.20. [DDA24] Determinare una matrice X in Matax2(C) tale che

s (0 1
(o)

Soluzione. Procediamo con la forza bruta: costruiamo la matrice di incognite

_ (T Y
X_(z t) x,y,2,t €R

e vediamo quando

z y\. [0 1

z t) \0 -1
?+yz zy+yt\ (0 1
xz4+ 2t yz+t2 ) T \0 -1

?+yz ay+yt—1Y\ _ (0 0
rz4+2t yz+t24+1 ) \0 0

22 +yz=0
zy+yt—1=0
zz+2t=0

yz+t2+1=0

Il sistema e complesso, e a noi € richiesta solo una soluzione. Proviamo a dare dei valori opportuni ad una
variabile per semplificare il sistema, sperando che il sistema semplificato abbia soluzioni. Poniamo ¢ = ¢ 'ultima
equazione che diviene yz = 0. Scegliamo z = 0. Il sistema diviene quindi

2 =0

zy+yi—1=0 T = =0
0=0 yi—1=0 y=1=—i
0=0 - z=0 = z=0
z2=0 t=1i t=i

t=i

Quindi una soluzione &

Esercizio 8.21. [MMX56] Data la matrice

S Mat4 X4 (R)

SO~ W
O = O O
N OO =
— o O O

determinare, se esiste, l'inversa di A.
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Soluzione. Proviamo a calcolare I'inversa per forza bruta, visto il numero di zeri presenti in A. Stiamo quindi
cercando una matrice incognita X € Matyx4(R) tale che

A-X=1
3 0 1 0 Tr11 Tr12 T13 14 1 0 0 O
1 0 0 O 21 I22 23 T24 _ 01 0 0
01 0 O T31 I32 33 T34 o 0 0 1 0
0 0 2 1 41 X492 T43 X444 0 0 0 1
3r11 +w31 —1 3312 +232 3713 + 733 3T14 + 34
11 T12 — 1 13 T14 —0
T21 T22 To3 — 1 T4
2231 + Ta1 2239 +Ta2 233 + 43 2w34 + 44 — 1
ed otteniamo il sistema
3r11 +w31 =1 z11 =0
3T12 +x32 =0 T1o =1
33313 + X33 =0 13 =0
3r14 +234 =0 T14 =0
11 =0 z91 =0
T1o =1 Too =
13 =0 To3 =1
:0 =
T14 N LT 0
291 =0 r31 =1
I22 =0 32 =-3
23 = 1 I33 =0
o4 =0 234 =0
2031 +x41 =0 Ty1 = —2
2039 + x40 =0 Ty2 =
23;‘33 +.T43 =0 T43 =0
2234 + 144 =1 T4q =1
Quindi
0 1 00
0 0 1 0
-1 _
A7 = 1 -3 00
-2 6 0 1
O
Esercizio 8.22. [MMX59] Data la matrice
3 01 0
1 0 0 0
A= 010 0 EMat4X4(R)
00 2 1
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determinare, se esiste, l'inversa di A.

Soluzione. Procediamo con il metodo dell’identita:

AT4:=Mat[[3 , 0, 1, 0, 1, 0, O, O],
(t,o0,0,0,0,1,0,0],
[ ,1,0,0,0,0,1,0],
[o,o,2,1,0,0,0, 11];

L:=RiduciScalaVerbose(AI4);

Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=3
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (3, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0]
27a-(1/3)*1"a [0, 0, -1/3, 0, -1/3, 1, 0, O]
0 sotto pivot[0, 1, O, O, 0, O, 1, O]
0 sotto pivot[0O, O, 2, 1, O, O, O, 1]

Scambio la 27a e la 37a riga

Adesso la matrice e’

Mat([[3, 0, 1, 0, 1, 0, 0, O],
(o, 1, o, o, o, o0, 1, 01,
(o, o, -1/3, o, -1/3, 1, 0, 0],
(o, o, 2, 1, 0, 0, 0, 111D

O O = O

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (s, o, 1, 0, 1, 0, 0, 0]
—————————————— [0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0]
0 sotto pivot[O, O, -1/3, 0, -1/3, 1, 0, O]
0 sotto pivot[0, O, 2, 1, 0, 0, 0, 1]

Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-1/3
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— [s, o, 1, 0, 1, 0, O, O]
—————————————— (o, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0]
—————————————— (o, o, -1/3, o, -1/3, 1, 0, 0]
4~a-(-6)*3"a [0, O, 0, 1, -2, 6, 0, 1]

Scala2DiagonaleVerbose (L) ;

Metto tutti i pivots a 1
17ax(1/3) [1, 0, 1/3, 0, 1/3, 0, 0, 0]
—————————————— (o, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0]
37ax(-3) [0, 0, 1, O, 1, -3, 0, O]
—————————————— (o, o, o0, 1, -2, 6, 0, 1]

Cancello la colonna sopra il pivot nella 4 colonna

______________ (1, 0, 1/3, 0, 1/3, 0, 0, 0]
______________ [0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0]

121



122 CAPITOLO 8. OTTAVA LEZIONE - ESERCIZI

1, 0, 1, -3, 0, 0]
, 0,1, -2, 6,0, 1]

Cancello la colonna sopra il pivot nella 3 colonna

1"a-(1/3)*3%a [1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]
—————————————— 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0]
—————————————— (o, o, 1, 0, 1, -3, 0, 0]
—————————————— [0, 0, 0, 1, -2, 6, 0, 1]

______________ (1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]
______________ (0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0]
______________ o, o, 1, 0, 1, -3, 0, 0]
______________ o, 0, 0, 1, -2, 6, 0, 1]
0 1 00
0 0 1 0
. . 17
Quindi A™" = 1 -3 0 0
-2 6 0 1

Esercizio 8.23. [MM25] Cualcolare, se esiste, linversa della matrice

2 3 1
A= -1 2 2 GM&tgxg(R)
6 2 -2

Soluzione. Procediamo col calcolo mediante I’aggiunta dell’identita. Costruiamo la matrice

3 1|1
(AIf)=| -1 2 2 |0
2 —210

o = O
— o O

e riduciamola in forma diagonale mediante il procedimento di Gauss.

AI3:=Mat[[2, 3, 1, 1, 0, 0],

(-1, 2, 2, 0, 1, 0],

6, 2, -2, 0, 0, 111;
L:=RiduciScalaVerbose(AI3);
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=2
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 3, 1, 1, 0, 0]
27a+1/2%1"a [o, 7/2, 65/2, 1/2, 1, 0]
37a-3*1"a [o, -7, -5, -3, 0, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=7/2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 3, 1, 1, 0, 0]
—————————————— [0, 7/2, 5/2, 1/2, 1, 0]
3"a+2*2"a [0, 0, 0, -2, 2, 1]
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La terza riga della matrice incompleta € nulla quindi A non ¢ invertibile. ma avrei potuto capirlo immediatamente
dopo la riduzione della prima colonna: la seconda e terza riga della matrice incompleta sono miltiple 'una
dell’altra, e quindi i determinante dell’incompleta, e quindidi A, € nullo. O

8.5 Esercizi proposti
Esercizio 8.24. [MMW25] Date due matrici A, B € Mat,,x, (K), é vero che
AB=0=BA=07

Hint: No, cercare un controesempio.

Esercizio 8.25. [DDW22] Date

0 1 1 01 1 0 0 1
A=1|1 0 1 B=|[5 01 C=12 01
100 1 3 2 1 01

calcolare

1. Calcolare A- B, (A+B)-C, (3A+2C)-(A-C).

2. Un inversa destra di A. Un inversa sinistra di A. Se esistono.
Un inversa destra di B. Un inversa sinistra di B. Se esistono.

Un inversa destra di C. Un inversa sinistra di C. Se esistono.

AR

Risolvere le equazioni A X =C, XA=C, AX+BX+CX=0
Esercizio 8.26. [FFE01] Il vettore (1,2,3,1,3,4,4) puo essere combinazione lineare dei vettori (4,2,1,0,1,—4,,4),
(37 27 717 Oa 33 2’ 1)7 (67 23 43 Oa 37 37 4) ?

Sol: No

Esercizio 8.27. [FFE02] Determinare delle relaziont lineari tra le righe della matrice

3 3 2 1
-3 0 —-11 -4
3 2 5 2
3 5 -4 -1

Sol: —2A1 + Ay + 343 = 0, —5A; — 245 +34, =0

Esercizio 8.28. [FFE03] Determinare due colonne linearmente indipendenti tra quelle di

3 3 2 1

-3 0 —-11 -4

M= 3 2 ) 2
3 5 -4 -1

e le relazioni di dipendenza lineare per le altre due.

Sol: Le ultime due colonne sono combinazione lineare delle prime due, che sono linearmente indipendenti.
Le relazioni sono —4A' +3A4%2 4+ 34* =0, —11A' 4+ 9A! + 343 =0
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Esercizio 8.29. [FFE04] Determinare combinazioni lineari div, = (1,3), vy = (=1,2) che mi diano us = (1,1),
Uy = (275)7 Us = (073)

Sol: 3/5vy —2/5vy = uy, 9/5v; — 1/5v, = uy, 3/5v; + 3/5vy = us.

Esercizio 8.30. [DDA21] Swolgere le sequenti moltiplicazioni di matrici

1.
1 2 0 0 2 1 6 4 3
01 1 311 Soluzione 5 2 2
2 01 2 1 1 2 5 3
2.
0 2 1 1 2 0 2 2 3
3 11 . 01 1 Soluzione 5 7 2
2 1 1 2 0 1 4 5 2
3.
0 2 0 1 2 6 —2
1 0 0 . 3 -1 Soluzione 1 2
2 3 1 —1 1 10 2
4.
1 2 0 2 21 0 0 1 2 0 3 2 0 5
1 1 0 . 0 -1 1 1 0 2 Soluzione 21 2 1 0 3
1 1 1 1 2 1 0 0 3 33 310 6
5.
2 0 1 3 5 1
2 -1 2 1 2 0 3 5 2
1 1 1 11 0 Soluzi 3 4 1
0 1 0 Y oluzione 11 0
0 0 0 0 0 O
1 2 3 6 7 3
0.

Esercizio 8.31. [DDA11] Dimostrare che il prodotto di matrici diagonali é ancora diagonale.

Esercizio 8.32. [DDA12] Dimostrare che tutte la matrici diagonali con gli elementi sulla diagonale non nulli
hanno inversa e determinare tale inversa.
1 2
=1 %)

Trovare se possibile una matrice non nulla B € Matax2(R) tale che A- B = 0

Esercizio 8.33. [DDA17] Data

Soluzione. Non & possibile. O

()

Trovare se possibile due matrici diverse, non nulle By, By € Matayx2(R) tali che A- By =0y = A+ Bs.

Esercizio 8.34. [DDD17] Data
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Soluzione. Una possibile soluzione ¢
0 -2 -2 -2
-y 7] w7
O

Esercizio 8.35. [DDD80] Determinare 302 matrici radici quadrate di I, ovvero 302 matrici A € Mataxo(R)
tali che A2 =1,.

Esercizio 8.36. [DDD18] Trovare tutte le matrici in Matoyxo(R) nilpotenti. [Difficile]
Esercizio 8.37. [DDD20] Trovare due matrici in Matayo(R) nilpotenti con a1; =0

Esercizio 8.38. [DDX80] Determinare 302 matrici radici quadrate di —I5, ovvero 302 matrici A € Matayo(R)
tali che A?> = —1I,,.

Soluzione.

0 1
(a Oa> a=1{1,2,3....,302}

Esercizio 8.39. [DDD95] Data

= 2)

Trovare se possibile una matrice non banale (non nulla, non identita) B € Matax2(R) tale che A-B =B - A

Soluzione. B = (4 2) O

0 2
1 2
=6 3)

Trovare tutte le matrici B € Matgoyxo(K) tali che A-B=B-A

Esercizio 8.40. [DDD88] Data

y+t y

Soluzione. B = ( 0 .

) z,y € K O

Esercizio 8.41. [DDD96] Dimostrare che il prodotto di matrici quadrate triangolari superiori dello stesso
ordine & ancora triangolare superiore. [Hint: usare linduzione]

Esercizio 8.42. [DDA96] Una matrice A € Mat,x,, (K) diversa dalla matrice identica si dice idempotente di
indice n se esiste un intero n > 1 tale che A™ = 1.

1. Determinare una matrice idempotente non banale in Mataxo (R).
2. Determinare una matrice idempotente non banale in Matgxs (R).
3. Determinare una matrice idempotente non banale in Matgy4 (R).
4. Determinare tutte le matrici idempotenti di indice 2 in Matayxo (R).
Esercizio 8.43. [EEA18] Dimostrare che il prodotto di matrici triangolari superiori é triangolare superiore

Esercizio 8.44. [EEQ18] Calcolare, se esiste, l’inversa delle sequenti matrici:
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124 2 4 1 2 O

1576 12075 7] |11 10

(2 4 2 2 1 3 2 1 0 2 1 0] 111
2. 11 5 1f,]1 2 3|,/0 2 3|,/0 0 0], |2 2 2
1 4 1] [1 3 4 1 -3 4| |1 -3 4| |1 3 4
1 1 1 1 11 3 1 1 1 0 1 01 00
5)2221 2 2 4 1 2 2 0 1 2 0 2 1
11 3 4 1]7]1 3 4 1|71 3 0 11’10 3 0 1
1 2 4 0] [T 23 0] [L 200 [T 210

Esercizio 8.45. [EEW18] Risolvere la sequente equazione matriciale per l'incognita X

X .

o N O
w O =
=N =
I
SO =
o o o

1
0
3

Esercizio 8.46. [EES18] Risolvere la sequente equazione matriciale per l'incognita X

01 1 1 1 1 1 0 1
3X-1212 0 2] —-2|1-2 0 =2(]=1(0 O O
0 3 4 0o 1 1 0 0 3
Esercizio 8.47. [EER21] Data la matrice
01 1
A=1|2 0 2
0 3 4

Risolvere (3X + A)(A+ 2I) =0 per lincognita X .

Esercizio 8.48. [EES19] determinare se possibile quattro matrici X tali che

1 11 1 11
X2 2 2|=12 2 2
3 3 3 6 6 6

Esercizio 8.49. [EES20] determinare se possibile quattro matrici X tali che

1 11 1 01
2 2 2]-X=1(2 0 2
3 3 3 3 0 3

Esercizio 8.50. [CCA11] Determinare se i vettori
vy =(1,2,1), v,=(1,4,0), vg=(1,-11), v,=1(22,5)
sono linearmente indipendenti. In caso contrario, determinare tra loro una relazione lineare.
Esercizio 8.51. [CCA00] Determinare se i vettori
v, =(1,2,1,1), wvy,=(1,3,4,0), wvy=(0,1,—-1,1), wv,=(1,2,2,5),v5 = (1,0,4,0)

sono linearmente indipendenti. In caso contrario, determinare tra loro una relazione lineare.
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Esercizio 8.52. [CCD0O0] Quale ¢ il massimo numero di vettori linearmente indipendenti in K™ ¢
Esercizio 8.53. [CCA02] Determinare se i polinomi
x2+2x+1, 22 —20+1 22+zx+1
sono linearmente indipendenti su R. In caso contrario, determinare tra loro una relazione lineare.
Esercizio 8.54. [CCA03] Determinare se i polinomi
322 +2x—5, x°>—-3x+2, 4z>+10x—14
sono linearmente indipendenti su C. In caso contrario, determinare tra loro una relazione lineare.

Esercizio 8.55. [CCA04] Determinare se le funzioni

)

r —  sin®(z) r +— cos®(z)’

)

fr R - R g R - R h: R — R
T = 5

sono linearmente indipendenti su R. In caso contrario, determinare tra loro una relazione lineare.

Esercizio 8.56. [CCBO1] I polinomi in K|x]

304,9637332, z,1

sono linearmente indipendenti su K?
Esercizio 8.57. [CCDO1] Quale ¢é il massimo numero di polinomi linearmente indipendenti in Klz]?

Esercizio 8.58. [CCB29] I polinomi fi(x),..., fu(z) € Klz], tutti di grado diverso tra loro, sono linearmente
indipendenti su K?

Esercizio 8.59. [CCB47] I numeri reali 1 + \/5, 1 — /5 sono linearmente indipendenti su R? Su Q?
Esercizio 8.60. [CCB04] Determinare se le funzioni

fr R —- R g R — R h: R — R T R — R
2 x = 11

x +— sin“z x — sin(2z) x +—  cos(2z)
sono linearmente indipendenti su R.
Esercizio 8.61. [CCB48] Determinare se le funzioni

fr R —- R gs R — R T R —- R
Tz = €e* r — x+1 x = |z

sono linearmente indipendenti su R.

Esercizio 8.62. [CCB02] Sia FF = {f: R — R}. Quale é il massimo numero di funzioni linearmente
indipendenti in F'?

Esercizio 8.63. [EEE53] Dimostrare che la legge di cancellazione del prodotto
vV A, B,C € Mat,, x, (K) AB=AC=B=C
vale se A ¢& invertibile.

Esercizio 8.64. [DDA32] Dimostrare che se (A,+,-) é un anello, allora A non ha zero divisori se e solo se
vale in A la legge di cancellazione del prodotto. Un anello senza zero-divisori si dice integro.
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8.6 Seconda prova di autovalutazione

[Auto2] [Tempo stimato: 2h15m]

1. Risolvere usando Gauss il sistema

1 2 1 1 x 1
3 1 2 0 Y _ 0
4 -2 2 =2 z - -2
1 2 0 1 t 3
Soluzione.
=1+ %)\
y=1-2A
z=—2
= A
O
2. Discutere al variare di k € R il sistema lineare
T+2y+z2=-3
r4+yk+y+zk—2thk+2t=-2k—-1
ok + 2z + yk + 3y + 2k? + 22k + 2 — 2tk + 2t = —k? — 4k — 4
Soluzione.
e k#0,1: ool soluzioni.
e k=0,1: 0o? soluzioni.
O
1 110 1 2 3 4
01 1 0 2 1 2 2
3. Date M = 2 0 2 0 e A= 42 1 4 Calcolare M A
0 0 0 3 31 11
Soluzione.
7 5 6 10
6 3 3 6
MA = 10 8 8 16
9 3 3 3
O
4. Risolvere l'equazione matriciale
1 3 1 1 2 1
X 2 1 4 ])=13 30
5 2 3 1 0 2
Soluzione.
1 22 2 2
X = 36 27 =27 27
-7 19 1
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Capitolo 9

Nona lezione - Determinante

9.1 Determinante

Vediamo cosa si puo dire sul’invertibilita delle matrici 2 x 2:

Esempio 9.1 (Matrici 2 x 2). [EEE05] Sia A € Mataxo(K); vogliamo trovare tutte le matrici X € Matgya(K)
tali che
A-X=1

Determiniamo l’inversa destra risolvendo il sistema A - X = I

Use R::=Q[x,y,z,t,a,b,c,d];

M:=Mat([[a,b,1,0],
[c,d,0,111);

L:=RiduciScalaVerbose (M) ;L;

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=a
FACCIO A PARTE IL CASO a=0
POSSO SUPPORRE a<>0

Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [a, b, 1, 0]
2"a-c/ax1”a [0, (-bc + ad)/a, -c/a, 1]

CASO a<>0, bc - ad=0 TRATTO IL CASO A PARTE
POSS0O SUPPORRE bc - ad<>0
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
1"a*x+1/a [1, b/a, 1/a, 0]
2"a*-a/(bc - ad) [O, 1, ¢/(bc - ad), -a/(bc - ad)]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot
1"a-b/a*2"a [1, 0, -d/(bc - ad), b/(bc - ad)]
—————————————— [0, 1, c/(bc - ad), -a/(bc - ad)]

CASO a=0

131
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M:=Mat ([[0,b,1,0],
[c,d,0,111);
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;L;
Scambio la 17a e la 27a riga
Adesso la matrice e’

Mat[ [c, 4, 0, 1],
[0, b, 1, 0]]

DEVO AVERE c<>0. SE a=0, c=0 TRATTO IL CASO A PARTE
DEVO AVERE b<>0. SE a=0, c<>0, b=0 TRATTO IL CASO A PARTE
PROSEGUO CON a=0, c<>0, b<>0
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1
1~ax+1/c [1, d/c, 0, 1/c]
27ax+1/b [0, 1, 1/b, 0]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot

1"a-d/c*2"a [1, 0, -d/(bc), 1/c]
—————————————— [0, 1, 1/b, 0]

FEsaminiamo 1 cinque cast

e a# 0,bc —ad # 0. Soluzione

b;dd bibd 1 d —b ) .
X = cpae vetad ) = soluzione unica
bc—ad  bc—ad ad — be -c¢ a

e a#0,bc —ad=0. Il sistema diviene
1 b/a| 1/a O
0 0 |—c/a 1

che & impossibile. Si vede facilmente dalla seconda Tiga, che con la seconda colonna dei termini noti mi
da 0z + 0t = 1.

e a=0, b,c#0. Il sistema diviene (usiamo la forma triangolare superiore)

—-d 1 —d b
c

be bec—ad bec—ad 1 d —b
1 g B c —a _<ad—bc<—c C‘>)|a_o

b bec—ad bc—ad a=0

b

soluzione unica, e quindi questo caso é compreso nel primo, si tratta di uno di quet cast in cui le condizions
vengono dal processo di riduzione, non sono intrinseci.

e a=0,c=0. Il sistema diviene

7N\
o O
= O
N~

SRS
O =
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ovvero
bz =1
0 b\ [z y\ _ (1 0 - bt =10
dt =1

Dalla prima e quarta equazione, z,d # 0. Dalla terza dz = 0. Assurdo, il sistema é impossibile.
e
e a=0,c#0,b=0.
0 0|1 O
c d|0 1
La prima riga ci dice che il sistema é impossibile.

Possiamo quindi ricapitolare

o Se ad —be # 0 Uinversa destra di A, esiste e precisamente A~' = —1— ( d —b >
—c a

o Altrimenti, ovvero se ad — bc = 0, la matrice A non ha inversa destra, e quindi non ¢ invertibile.

. . , N , , d —b . , L .
Si verifica facilmente, come gia sappiamo, che la matrice —* ¢ anche inversa sinistra di A.
’ ’ ad—bc —c a

Esempio 9.2. [EEE51] Cualcolare se possibile l'inversa della matrice

11
2 2
Abbiamo che ad —bc =2 —2 =0 e quindi la matrice non é invertibile.

Esempio 9.3. [EEE50] Calcolare se possibile l'inversa della matrice

G )

Abbiamo che ad —bc =1 —3 = =2 e quindi la matrice é invertibile. Usiamo la formula

101 -1\ 1/-1 1
-2\ =3 1) 2 3 -1
Definizione 9.4. [EEE60] Data una matrice quadrata A € Mat,, ,,(K) e due interi i,j tali che 1 <1i,j < n,

definiamo minore (¢, j) di A, e scriviamo A, j la matrice appartenente a Mat,_1 ,—1(K) ottenuta dalla cancellazione
della i-esima riga e della j-eseima colonna di A.

Esempio 9.5. [EEE61] Sia
1 2 3
A= 4 5 6 LI,HOT&Allz 5 6 ,A32: L3 61431: 23
78 9 ’ 8 9 ' 4 6 ’ 5 6

Usiamo la solita convenzione per cui le righe della matrice A € Mat,, ,,(K) sono indicate come Ag,..., A4,
e le colonne come A', ..., A",
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Teorema 9.6 (Determinante). [EEE64] Esiste un unica applicazione
det: Mat,x,(R) = R
tale che date A, B € Mat,,x,(R)
1. Se A = (a11) € Matyx1(K), det(A4) = ay;.

2. Sviluppo di Laplace sulla riga i-esima, i :1...n

det(A) =Y (=1)"a; jdet(A; ;)  N.B.i ¢ fissato

j=1

3. Sviluppo di Laplace sulla colonna j-esima, j:1...n

det(A) =Y (=1)"a; ;det(4; ;) N.B. j ¢ fissato

i=1

4. Teorema di Binet det(AB) = det(A) det(B).

Dimostrazione. Non e richiesta la dimostrazione. Per i dettagli, Abate capitolo 9. O

Vediamo ora alcune proprieta del determinante. Nelle ipotesi del teorema precedente:

Corollario 9.7. [EEE67] det (‘CL Z) — ad — be

Dimostrazione. Basta sviluppare per una riga o colonna qualunque. O

oo Ot N
O S W

1
Esempio 9.8. [EEE79] Cualcoliamo il determinante della matrice | 4
7

Soluzione. Sviluppiamo per la seconda riga

8 9 79 7 8

2 3 1 3 1 2
4det(8 9>+5det <7 9)6det (7 8)

= —4(2-9-3-8)+5(1-9-3-7)—6(1-8—2-7)
=24-60+36=0

1 2 3
det |4 5 6] =(-1)*""-4-det <2 3)+(—1)2+2-5-det (1 3>+(—1)2+3-6-det (1 2>
78 9

Esempio 9.9. [EEE80] Culcoliamo il determinante della matrice

—
w = o
N DN
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Soluzione. Sviluppiamo per la seconda colonna

1 0 2
det |1 1 2 ::(—4)3-0-det<1 2><+(—1)4~1-dct(1 2>~+(—J)5-3~dot<1 2)
P 11 11 1 2

=(=1)-0-(-1)+1-1-(-1)=1-3-0
=0-1-0=-1

Corollario 9.10. [EEE65] det(0,,) =0 e det(l,) = 1.

Dimostrazione. La prima uguaglianza ¢ immediata. La seconda segue immediatamente dalla definizione
sviluppando per una riga qualunque ed usando l'induzione, ma la matrice identica ¢ un caso particolare di
matrice diagonale, quindi ci rifacciamo alla dimostrazione del determinante di matrici diagonali. O

Corollario 9.11. [EEE68] Se una riga (o una colonna) di A é nulla ho det(A) = 0.
Dimostrazione. Basta calcolare il determinante sviluppando per quella riga (o colonna). O

Corollario 9.12. [EEE88] Il determinante di una matrice diagonale D é il prodotto degli elementi sulla
diagonale, ovvero

det D = ﬁdii

i=1

In particolare, & non nullo se e solo se tutti gli elementi sulla diagonale sono non nulli.

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione sull’ordine della matrice diagonale

dii1| 0 ... ... 0

0 |dys O :
D= Diag(dn, .. 7dnn) = : :

: : : . 0

0 0 0 ... dun

e Base: n =1 Ovvio.

e Passo induttivo: possiamo suppore, per 'ipotesi induttiva, che la tesi sia vera per tutte le matrici diagonali
di ordine n — 1, e quindi per il blocco in basso a destra, il minore A1, che e diagonale di ordine n — 1.
Sviluppiamo secondo la prima riga.

det(D) = dll det A11 = d11 Hd“ = Hdu
i=1

=2

ed abbiamo concluso.

Corollario 9.13. [EEE91] Sia A una matrice triangolare superiore. Allora

det A = ﬁ (077
i=1
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Dimostrazione. Lasciata per esercizio. [Hint: ricalcare la dimostrazione per le matrici diagonali vista al
corollario precedente]. O

Corollario 9.14. [EEE69] Abbiamo det(AT) = det(A)

Dimostrazione. Posso calcolare il determinante sviluppando sia per riga che per colonna, e le righe di A sono
le colonne di AT e viceversa. O

9.2 Operazioni di Gauss e determinante

Moltiplicazione di una riga/colonna per uno scalare

Definizione-Proposizione 9.15. [EEW76] Data A € Mat,, «, (K), loperazione di moltiplicazione della riga
i —esima di A per A € K si puo effettuare mediante la sua moltiplicazione a sinistra per la matrice

S:L(A) = ey, 1 €i—15 /\§i7§i+17 s aQn]
Analogamente per le colonne, con moltiplicazione a destra.

Esempio 9.16. [EEY02] Per esempio,

123 1 0 0y /1 2 3
S22)- {4 5 6] = (o [2] o] -4 5 6
78 9 o0 1)/ \7 89

1 2 3

= |8 10 12

78 9

Proposizione 9.17. [EEE78] Data A € Mat, «,, (K), moltiplicare una riga (colonna) di A per uno scalare
moltiplica il determinante per .

Dimostrazione. Si vede immediatamente sviluppando il determinante con Laplace secondo la i-esima riga e
raccogliendo A\ tra tutti gli addendi. Analogamente per le colonne.

La dimostrazione puo anche essere dedotta, immediatamente, dal teorema di Binet. O

Esempio 9.18. [EEW02]

1.
10 0 0O
0 3 03 3
det|]O 0 1 0 O = 3
0 0010
0 00 01
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2.
1 5 0 1 50
det|3 6 3 = 3-det|1 2 1
2 0 4 2 0 4
1 5 0
= 3:2-det|1 2 1
1 0 2
1

~ (1 (2 D) -seaa(l D)o (1 2))

= 6(1-4—5-1+0-(-2))=—6

Abbiamo raccolto 3 dalla seconda riga e 2 dalla terza riga. Abbiamo poi sviluppato con Laplace per la
pPrima riga.
Scambio di righe e colonne

Osservazione 9.19. [EEU71] Ricordiamo che S ¢ la matrice elementare uguale alla matrice identita tranne
che ha le Tighe i,j scambiate.

Esempio 9.20. [EEY71]

1,4
Sy =

o= O OO
SO O = O
OO = OO
OO OO
—_ o O oo

Proposizione 9.21. [EEW71] Abbiamo che det S¥ = —1

Dimostrazione. Sviluppiamo il determinante ed i determinanti dei minori sucessivi per le righe non scambiate
ottenendo che

[Proposto: formalizzare la dimostrazione con un procedimento di induzione/

Esempio 9.22. [EEW01] Vediamo che det S3* = —1

01000 00 10 010
detSéA:detOOlOO:det(l)(l)ggzdetloo:det<(1) é):—1
1000 0 O 00 1

00001

Abbiamo sviluppato rispettivamente per la seconda riga, per la seconda riga, per la terza riga.

Corollario 9.23. [EEE71] Sia A € Mat, ,(K) e BY la matrice ottenuta da A scambiando le righe i e j.
Allora -
det BY = —det(A)



138 CAPITOLO 9. NONA LEZIONE - DETERMINANTE

Dimostrazione. Dato che BY = S . A e che det S = —1, per il teorema di Binet, consegue che
det(B;;) = det(S7 A) = det(S) det(A) = --- = — det(A)
Analogamente per le colonne, moltiplicando la matrice A per S¥ a destra. O

Passo di riduzione di Gauss

Osservazione 9.24. [EEV71] Ricordiamo che G (\) ¢ la matrice identita con al posto della riga j-esima (e;)
la riga ej + Ae;.

Esempio 9.25. [EET71]

Q

Sy

¥

—

-3

~—

I
=l eBaoBel S
SO N+~ O
[N el o No]
o= O OO
— o O OO

Proposizione 9.26. [EEG71] Abbiamo che det G¥(\) =1

Dimostrazione. Dato che una matrice G (\) ¢ triangolare superiore od inferiore (a seconda se i > j 0 i < j),
e gli elementi sulla diagonale sono tutti uguali ad 1, il determinante e 1. O

Osservazione 9.27. [EEX71] Ricordiamo che data A € Mat,, ,,(K), la matrice
B = [Al, . 7Aj—1a Aj + )\Ai7Aj+17 ey An]

risultato dell’operazione di Gauss

Aj — Aj +>\AIL

si puo ottenere come
B=G49(\)-A

Notiamo che, per il teorema di Binet,
det B = det(GY(\) - A) = det GY(\)det A=1-det A =det A

Abbiamo visto l'effetto che le operazioni di Gauss hanno sul determinante della matrice. Vediamo quindi
cosa succede riducendo con Gauss una matrice a scala, in forma standard, in forma normale

Corollario 9.28. [EEC99] Data una matrice A € Mat,x, (K), loperazione sulle colonne C; — C; + AC;
(sosituire la colonna j-esima con la somma della colonna j-esima per la colonna i-esima moltiplicata per lo
scalare \) lascia invariato il determinante.

Dimostrazione. L’operazione sulle righe lascia il determinante invariato, ed il determinante di A & uguale
al determinante di AT, le cui righe sono le colonne di A e su cui operazione C; — C; + AC; diviene
R; — R; + AR;, che sappiamo non cambiare il determinante. O

Possiamo riassumere quanto visto con i seguenti enunciati:

Proposizione 9.29. [EEF99] Data una matrice A € Mat,,x, (K), ed usando la notazione A; per le righe e A’
per le colonne, abbiamo che
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1. L’operazione A; — aA; + BA;, che si puo realizzare moltiplicando a sinistra A per la matrice

le1, - v€j1,0€; + B €jins 6]

ottenendo la matrice
[Al, faay Aj_l,(XAj + /8141; Aj+17 s aAn}

moltiplica il determinante per .

2. L’operazione A7 — aAJ 4+ BA?, che si puo realizzare moltiplicando o destra A per la matrice

[217 s 851,085 + Bﬁiaﬁj.:,.ly ce 7§n]

ottenendo la matrice ) ) o
[Al,...,Ajfl,ozA] + BAL, AT A

moltiplica il determinante per a.

Dimostrazione. Dalle proposizioni precedenti, oppure possiamo notare che in ambedue i casi il determinante
della matrice per cui moltiplichiamo A & uguale ad « e la tesi segue per il teorema di Binet. O

Osservazione 9.30. [EEA98] Nel caso precedente, se i > j abbiamo una matrice triangolare inferiore, se
i < j triangolare superiore per le righe. Viceversa per le colonne.

Osservazione 9.31. [EEZ99] Nelle ipotesi della proposizione 9.29
1. Se a=1 abbiamo un passo di riduzione di Gauss.
2. Se a =0, il determinante della matrice risultato ¢ 0.

3. Se a £ 0, B = 0 stiamo moltiplicando la riga (colonna) j-esima per o ed il determinante di A ¢é il
determinante della matrice risultato moltiplicato per .

Proposizione 9.32. [EEX99] Per una matrice quadrata A e la sua riduzione in forma normale N, ottenuta
con lo scambio di k righe ed s colonne e la moltiplicazione di righe per gli scalari Ay, ..., A\ abbiamo che

t
det(N) = (—=1)""* ] Aidet A
i=1

Dimostrazione. La riduzione in forma normale S si puo ottenere da A mediante una serie di operazioni di
scambio riga e/o colonna, riduzioni di Gauss e moltiplicazione di righe per scalare. Quindi N = LAR dove L &
il risultato del prodotto di k matrici del tipo S%, G%(\) e S’ () (scambio colonne, riduzione, moltiplicazione
riga per scalare) in un certo ordine,

e k matrici S¥, (scambio riga).
e ¢ matrici S ()\), una per ogni pivot p; = )\i
e Un certo numero di matrici G (\).

e R ¢ il risultato del prodotto di s matrici S¥ (scambio colonna), a destra.

Ricordando che
e det S¥ = —1.

o det SP(\) = A
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o det GY(\) = 1.

Per il teorema di Binet

N = L-A-R
det(N) = det(L-A-R)
det(N) = det(L)det(A)det(R)

det(N) = (=1 (ﬁA) det(A)(—1)*

t
det(N) = (=1)**J]AidetA
i=1
O
Corollario 9.33. [EEX45] In particolare,
o det A =0 se e solo se c’e’ almeno una riga di zeri in N.
o Se det A # 0, ovvero se N = I, abbiamo n pivot p1,...,p, con p; = )\i e
t
det(N) = (=DFJ]Aidet A
i=1
l=detl, = (=1)"]]XidetA
i=1
da cui
n 1 n
det A= (=) ] — = (-1)k+ i
(=1) 1;[1 N (1) };[lp
Corollario 9.34. [EEY47] Una matrice quadrata ha inversa destra se e solo ha determinante non nullo.
Dimostrazione. Immediata dal corollario precedente. O

Proposizione 9.35. [EEN99] Una matrice quadrata A ¢& invertibile se e solo se det A # 0.
Dimostrazione.
e Abbiamo che det A # 0 se e solo se A ha inversa destra.

e Dimostriamo che det A # 0 se e solo se A ha inversa sinistra.
Infatti

A ha inversa sinistra < X - A = I,, per opportuna X
& (X A)T = ()T
e AT . XT =1,
& det(AT) £0
& det(AT) = det(A) £ 0
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Abbiamo dimostrato che A ha inversa destra e sinistra se e solo se det A # 0, quindi per la Proposizione 7.43,
A ¢ invertibile se e solo se det A # 0. O
Definizione 9.36. [EEK46] Una matrice quadrata si dice singolare se ha il determinante nullo.

Osservazione 9.37. [EEY46] Per il corollario precedente, per una matrice quadrata essere invertibile e
equivalente ad essere non singolare.

Corollario 9.38. [EEE70] Se la matrice A € Mat,x,, (K) é invertibile abbiamo

1
~ det(A)

det(A™1)

Dimostrazione. Usiamo il Teorema di Binet. Da A=A = I,, Abbiamo

det(A™'A) = det(I,)
det(A™')det(4) = 1
det(47) = detl(A)

O

Corollario 9.39 (Trasposta e inversa). [EEQ17] Sia A € Mat,x,,(K). Allora A invertibile se e solo se AT
invertibile, ed abbiamo

(AT) "= (4’
Dimostrazione. Che A sia invertibile se e solo se AT ¢ invertibile segue immediatamente da det(A”) = det A
e dalla Proposizione 9.35 precedente.
Per la seconda parte
AMA=T, A =1, 047 (A =1,
quindi (A*I)T ¢ inversa destra, quindi inversa di AT, e quindi (A*I)T = (AT)fl. O

Corollario 9.40 (Righe/colonne uguali). [EEE75] Una matrice A con due righe (o colonne) uguali ha determinante
nullo.

Dimostrazione. Per semplicita di notazione, supponiamo che la prima e seconda riga siano uguali. Applichiamo
un operazione di Gauss che lascia invariato il determinante

Aq Aq
Al 0 e — Jo

det | A3 —det | 43 =0
A'IL An

dato che la matrice ha una riga nulla. Analogamente per le colonne. O
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) ¢ 1/5- 19
1
0
7
2
5

Un esempio completo di calcolo del determinante
Esempio 9.41. [EEE83]
5

det = 5det

= O W

NN W W ot
W NN W ot
I e s
TN g W Ot

1 — 1i*—-3-1°
= 5det

R R, OORKF, R P OWR

DN WO NN WW—

WO W DN W
—

o~

Sviluppo per la seconda riga

Vel

1
= —10det ?
1

1
9
-1
1
Sviluppo per la terza riga

1 1 1
=10det [3 2 7
2 3 5
calcolo a parte questo determinante

=10-(=7) = =70

= —10det 111 — [I19 — 2. ]a

NN W

W NN =
W O N

[SAEN NOREN B
U‘O\]P—‘w

N O W

9.3 Determinante e lineare indipendenza

Proposizione 9.42. [EEX46] Le righe e le colonne di una matrice quadrata sono linearmente indipendenti se
e solo se la matrice é non singolare.

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla definizione di lineare indipendenza e dalla caratterizzazione dell’invertibilit
data dal Teorema 7.50.

Infatti per A € Mat,, «n (K) det A # 0 se e solo se A ¢ invertibile se e solo se il sistema Az = 0 ha un unica
soluzione se e solo se le colonne di A sono linearmente indipendenti. Per le righe, si ripete il ragionamento

recedente con A che ¢ non singolare perché A ¢ non singolare.
’
]

Esempio 9.43. [FFQ81] I vettori (1,2,0),(4,2,0),(4,4,5) sono linearmente indipendenti? Si, dato che

1 2

1 0
det [ 4 0] =5det =5(—6) =30 £ 0
A 5 4 2

=N N

Sviluppando per la terza colonna
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Osservazione 9.44. [FFF25] Vediamo il costo computazionale del calcolo del determinante di una matrice
3 x 3 con i vari metodi. Il costo di una divisione viene calcolato uguale a quello di una moltiplicazione. Il costo
di una somma viene ritenuto irrilevante rispetto al costo di una moltiplicazione.

e Calcolare il determinante di una matrice 3 X 3 con la regola del Sarrus richiede 12 moltiplicazioni.
e Calcolare il determinante di una matrice 3 X 3 con lo sviluppo di Laplace richiede 9 moltiplicazions.
e Cualcolare il determinante di una matrice 3x3 con riduzione a scala mediante Gauss richiede 8 moltiplicazions.

Si vede immediatamente che il costo computazionale del calcolo del determinante di una matrice n X n con
lo sviluppo di Laplace ¢ molto alto.

Mediante sviluppo di Laplace

e Matrice 4x4: quattro determinanti di matrici 3x3 e quattro moltiplicazioni: 4(9)+4 = 40 moltiplicazioni.
e Matrice 5x5: cinque determinanti di matrici 4x4 e cinque moltiplicazioni: 5(40)+5 = 205 moltiplicazioni.
e Matric2 6 x 6: sei determinanti di matrici 5 x 5 e sei moltiplicazioni: 6(205) + 6 = 1236 moltiplicazioni.

Esercizio 9.45. [FFW25] Determinare il costo computazionale del calcolo del determinante di una matrice
n X n mediante sviluppi di Laplace.

Esercizio 9.46. [FFQ25] Determinare il costo computazionale del calcolo del determinante di una matrice
n X n mediante riduzione a scala.

Osservazione 9.47. [HHH61] Notiamo che il determinante della matrice a blocchi

che ¢ 4, é uguale al prodotto dei determinati dei singoli blocchi

1 3 3 2
det(0 1>~det(1 2)—1-4—4

Proposizione 9.48. [HHH71] Data la matrice quadrata

A|B
v=(5)
con matrici A, B,C di dimensioni opportune abbiamo che

det M =det A-detC

Dimostrazione. Lasciata come esercizio. Hint: operare una riduzione di Gauss O






Capitolo 10

Decima lezione - Esercizi

10.1 Esercizi svolti

Esempio 10.1. [EEZ32] Effettuamo l'operazione A3 — 2A3 —5A4 (operiamo sulle righe di A) sulla matrice

11 2 4
3 2 2 2
A= 7 1 0 3
1 1 11
Abbiamo
1 1 2 4 1 1 2 4 1°
3 2 2 2 _ 3 2 2 2 Ik
7 1 0 3 9 -3 -5 1 2-I11*—-5-1ve
1 1 1 1 1 1 1 1 e
Questo equivale alla moltiplicazione
1 0 0 O 1 1 2 4 1 1 2 4
01 0 O 32 2 2] |3 2 2 2
0 0 2 =5 710 3 |19 -3 =51
00 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

La matrice per cui moltiplichiamo A = [Ay, Aa, As, Ay, As] a sinistra pud essere scritta come

]
[917§2a2§3 —5ey,e4] = (

S o O

o o= O

O NN OO
o

ed il risultato come

[Alv A27 2A3 - 5A47 A4]

= O W~
|

W N
|

(G200 \]
—o N

145
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Esempio 10.2. [EEZ37] Effettuamo l'operazione A> — 3A3 + TA? (operiamo sulle colonne di A) sulla
matrice

11 2 4
3 2 2 2
A= 7 1 0 3
1 1 1 1
Abbiamo
2 1 6 7 13
2 2 6 14 20
3 2 _ _
3A°+T7A° =3 0 +7 1 0 + . = .
1 1 3 7 10
Questo equivale alla moltiplicazione
11 2 4 10 0 0 1 1 13 4
3 2 2 2 01 70 3 2 20 2
7 1 0 3 0 0 3 0 71 7 3
1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 10 1
La matrice per cui moltiplichiamo A = [Ay, Aa, Az, Ay, As] a destra puo essere scritta come
1 0 00
01 70
[§17§23323+7§2,Q4] =10 0 3 o
0 0 01

ed il risultato come

[A', A%, 343 + 7A% A% =

[ NSV
— = N
-3
w

Esempio 10.3. [EEE49]

A:=Mat([[1,2,3],
[031’0] b
[1,1,111);

Inverse(A);

Mat[[-1/2, -1/2, 3/2],
[ o, 1, 0],
[1/2, -1/2, -1/2]1 1

Transposed(Inverse(4));

Mat[[-1/2, 0, 1/2],
[-1/2, 1, -1/2],
[3/2, 0, -1/2]1 1]

Inverse(Transposed(A));
Mat[[-1/2, 0, 1/2],
[-1/2, 1, -1/2],
[ 3/2, 0, -1/21]
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Corollario 10.4 (Regola del Sarrus). [FFFO7] Segue immediatamente dalla definizione del determinante che,
date le matrici

a1 a2 ais aix a2 aiz a1 @12
A=|axn azx axs € S= a2 a2 as axn axn
azr asz2 ass azi azz2 dasz agzr as2

det A = a11a22a33 + a12a23a31 + A13G21032 — 11023032 — A12021033 — G13022031

Owvero il determinante di A ¢ la somma del prodotto degli elementi su ogni diagonale meno la somma del
prodotto degli elementi su ogni antidiagonale della matrice S, costruita aggiungendo ad A, a destra, la sua
prima e seconda colonna.

Esempio 10.5. [FFF09] Calcolare il determinante della matrice

1 11
A=1[1 2 3
4 5 6

111 11
S=1(1 2 3 1 2
4 5 6 4 5

det(A)=1-2-6+1-3-4+1-1-5—-1-2:4—1-3.5-1-1-6=0

La regola del Sarrus € un caso particolare della Formula di Leibnitz. La riportiamo qui per completezza,
ma non ¢ nel programma del corso.

Proposizione 10.6 (Formula di Leibnitz). [FFA25] Data una matrice A € Mat,, x,, (K)

det A= )" sgn(o) f[ Gio (i)
i=1

ocEeS,

dove S,, & linsieme delle permutazioni di n oggetti, o (i) la permutazione dell’i-esimo oggetto e

(o) 1 o € pari
sgn(o) =
& —1 o é dispari

Una permutazione o ¢ detta pari o dispari a seconda che sia ottenibile come prodotto di un numero pari o
dispari di trasposizioni, ovvero permutazioni che si limitino a scambiare tra loro due elementi.

1l costo computazionale del calcolo del determinante di una matrice n X n mediante la formula di Leibnitz
¢ di n!(n — 1) moltiplicazioni. Questa regola ha quindi scarsa utilita pratica per matrici di ordine grande.

Esercizio 10.7. [B27] Calcolare il determinante di

1 -1 1 1
1 -1 -1 -1

A= 1 1 1 -1 S Mat4><4(R)
1 1 1 -1

Soluzione.
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M:=Mat([[1, -1, 1, 11,
[1, -1, -1, -17,
1, 1, -1, -11,
(1, 1, 1, -111;

RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, -1, 1, 1]
27a-(1)*1"a [0, 0, -2, -2]
3"a-(1)*1"a [0, 2, -2, -2]
4~a-(1)*1"a [0, 2, 0, -2]
Scambio la 27a e la 37a riga - e mi segno di averlo fatto.
Adesso la matrice e’
Mat([[1, -1, 1, 1],
(o, 2, -2, -21,
o, o, -2, -21,
o, 2, 0, -211)
Divido la seconda, terza e quarta riga per due - e mi segno di averlo fatto.
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, -1, 1, 1]
—————————————— [o, 1, -1, -1]
0 sotto pivot[0, O, -1, -1]
4~a-(1)*2"a [0, O, 1, 0]

Non ¢ necessario arrivare fino alla completa riduzione a scala, si tratta di una matrice B 4 x 4 a blocchi 2 x 2,
e quindi il suo determinante ¢ uguale a

1 -1 -1 -1
det(O 1)-det<1 O)zl-lzl

Abbiamo fatto uno scambio di riga ed abbiamo diviso tre righe per 2 e quindi

det A= (-1)'-2%.det B = -8

Esercizio 10.8. [esercitazione21] Data [’equazione matriciale XA = B con

2 1 3 10 0
A= 1 1 2 € Mat3X3(R), B= ( 01 1 ) € Matgxgg(R)
3 -1 -1

Dopo aver determinato le dimensioni della matrice X, dire se il sistema ha una unica soluzione e in caso
affermativo, esplicitare la matrice X .

Soluzione. Abbiamo il sistema XA = B con le matrici A di dimensione 3 x 3 e B di dimensione 2 x 3.
Supponiamo che la matrice X abbia dimensione p X ¢ quindi per la definizione della moltiplicazione di matrici
le dimensioni di X A devono essere p X 3 = 2 x 3. Quindi le dimensioni di X sono 2 x 3.

Per rispondere alla seconda domanda, se A ¢ invertibile, riscriviamo il sistema come segue:

XA=B — XAA'=BA™! — X =BA™!
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Quindi calcoliamo il determinante di A; se & diverso da 0 sappiamo che A & invertibile. Calcoliamo il
determinante di A:

2 1 3
det 1 1 2 —Qdet( 1 2 >1det<1 2 )+
3 1 -1 -1 3 -1

-1
1 1
+3det<3 _1>:

=2.(=1+2)—1-(-1-6)+3-(-1-3)=-3#£0

Pertanto A & invertibile e il sistema ha un’unica soluzione X = BA~1.
Per determinare la matrice X calcoliamo innanzitutto I'inversa di A col metodo dell’identita:

Al:=Mat[[2, 1, 3, 1,0,0],

[1, 1, 2, 0,1,0],

[3, -1, -1, 0,0,117;
L:=RiduciScalaVerbose(Al);L;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=2
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 1, 3, 1, 0, 0]
2°a-1/2%1"a [0, 1/2, 1/2, -1/2, 1, 0]
37a-3/2%1"a (o, -56/2, -11/2, -3/2, 0, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1/2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— 2, 1, 3, 1, 0, 0]
—————————————— (o, 1/2, 1/2, -1/2, 1, 0]
37a+bx27a [0, 0, -3, -4, 5, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-3
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1

17a*x+1/2 (1, /2, 3/2, 1/2, 0, 0]
27ax*+2 o, 1, 1, -1, 2, 0]
37ax-1/3 [0, o, 1, 4/3, -5/3, -1/3]

Cancello la colonna sopra il 3pivot
17a-3/2*%3"a (1, 1/2, o0, -3/2, 5/2, 1/21]
2"a-1x3"a o, 1, 0, -7/3, 11/3, 1/3]
—————————————— (o, o, 1, 4/3, -5/3, -1/3]
Cancello la colonna sopra il 2pivot
17a-1/2%2"a (1, o, o0, -1/3, 2/3, 1/3]
—————————————— (o, 1, o, -7/3, 11/3, 1/3]
—————————————— (0, o, 1, 4/3, -5/3, -1/3]

Pertanto la matrice inversa e:

1
A7l = -3 7 —11 -1
—4 5 1
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A questo punto calcoliamo la matrice X:

1 -2 -1
X:BA‘1:<5(1)1><—;) 7 —11 -1
—4 5 1
1/1 00 L2 -l
~ 3011 [
-4 5 1
11 -2
o 33 -6 0

Esercizio 10.9. [esercitazione23] Determinare il determinante e se possibile linversa della matrice

2 2 3
A= 1 -1 2 | € Matse3(R)
2 1 -1

Soluzione. Procediamo col calcolo mediante I’aggiunta dell’identita, perché ci permette di calcolare determinante
e inversa allo stesso tempo. Costruiamo la matrice

2 2 3[1 0 0
[A|I5] = 1 -1 20 10
—2 -1 -1]0 0 1

e riduciamola in forma diagonale mediante il procedimento di Gauss.

AI3:=Mat[[ 2, 2, 3, 1
[1, -1, 2, O,
[-2, -1, -1, 0,0,11];
L:=RiduciScalaVerbose(AI3);L;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=2
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
-------------- (2, 2, 3, 1, 0, 0]
27a-1/2x1"a [0, -2, 1/2, -1/2, 1, 0]
3"a+1x1”a [0, 1, 2, 1, 0, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 2, 3, 1, 0, 0]
—————————————— [0, -2, 1/2, -1/2, 1, 0]
37a+1/2%2%a [0, 0, 9/4, 3/4, 1/2, 1]
Il determinante ¢ il prodotto dei pivot det A =2 - (—2) - % = —9 pertanto possiamo calcolare I'inversa:
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1
1~ax+1/2 [1, 1, 3/2, 1/2, 0, 0]
2~ax-1/2 [0, 1, -1/4, 1/4, -1/2, 0]
3"ax+4/9 [0, O, 1, 1/3, 2/9, 4/9]
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Cancello la colonna sopra il 3pivot
1~a-3/2%3"a [1, 1, 0, 0, -1/3, -2/3]
27a+1/4%3%a [0, 1, O, 1/3, -4/9, 1/9]
—————————————— [0, 0, 1, 1/3, 2/9, 4/9]
Cancello la colonna sopra il 2 pivot
17a-1%2"a (1, o, o, -1/3, 1/9, -7/9]
—————————————— (o, 1, o, 1/3, -4/9, 1/9]
______________ (o, o, 1, 1/3, 2/9, 4/9]

Quindi la matrice inversa e :

_ 1 1 _7 _
JREURY s B i L N N (N B
P R

Esempio 10.10. [FFF71] Calcolare al variare di a,b € K il determinante della matrice

a+1 a 1
A= 1 b+2 a+b]| € Matsys (K)
a—b a+b a

Scambio la prima e seconda riga perché voglio procedere con Gauss. Mi segno che ho effettuato uno scambio
di righe, dovro cambiare segno al determinante che trovo. Riduco con Gauss la prima colonna.

Use R::=Q[a,b];
A:=Mat([[1,b+2,a+b],
[at+1,a,1],
[a-b,a+b,al]l);
RiduciScalaVerbose(A); -- Cancello solo la prima colonna sotto a_11
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, b+ 2, a + b]
27a-a - 1*¥17a [0, -ab - a - Db -2, -a™2 - ab - a - b + 1]
3"a-a + bx17a [0, -ab + b2 - a + 3b, -a"2 + b"2 + a]

Sviluppo quindi con Laplace, per la prima colonna

1. det —ab—a—-b—2 —a?—ab—a—-b+1
—ab+b%>—a+3b —a®?+ b +a

>:a2b+2ab2+2ab—a—3b

Quindi
det(A) = —(a®b + 2ab* + 2ab — a — 3b) = —a*b — 2ab* — 2ab + a + 3b

11
Esercizio 10.11. [FFQ05] La matricce A= |1 2 ha determinante nullo (facile verifica, ma lo vederemo
4 5

D W =

riducendola). Vediamo che le sue colonne
U1 = (1,1,4) Uy = (1,2,5) U3 = (1,3,6)

sono linearmente dipendenti. Vogliamo determinare dei coefficienti cv, B,y di una loro relazione di dipendenza
lineare (i coefficenti che danno una loro combinazione lineare nulla).
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Per definizione di dipendenza lineare basta determinare le soluzioni del il sistema lineare omogeneo

avy + Pug +yvs =0 a(l,1,4) + 5(1,2,5) +v(1,3,6) =0
a+B8+v=0
a+28+3y=0
4o+ 55 + 67
1 11 o
1 2 3 8l1=0
45 6/ \y

Risolviamo con Gauss

M:=Mat([[1,1,1],
[1,2,3],
[4,5,611);
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1]
27a-1x1"a [0, 1, 2]
37a-4x1"a [0, 1, 2]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1]
—————————————— [0, 1, 2]

37a-1x2"a [0, 0, 0]
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1

______________ (1, 1, 1]
______________ [0, 1, 2]
______________ [0, 0, 0]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot
17a-1%2"a [1, 0, -1]

—————————————— [0, 1, 2]

—————————————— [0, 0, 0]

Ricordiamo che questa matrice é associata al sistema

a—v=0
B+2y=0

L’esistenza della riga nulla nella riduzione ci conferma che le colonne (e le righe) di A sono linearmente
dipendenti. Abbiamo che le soluzioni del sistema sono o = vy, 8 = —27, o se preferiamo {(vy,—27v,v) | v € R}.

le soluzioni sono

YU =270y w3 =0 v #0
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Una relazione di dipendenza lineare tra v,,v,,vs € quindi data da
vy — 20y + w3 =0

Dato che tutti i coefficienti della relazione sono non nulli, potremmo espicitare ogni vettore in funzione degli
altri due; otterremmo

v = 20y —Us

1 1
Vo = 522 + 523
vy = v+ 222

10.2 Tag variable Gauss

Proposizione 10.12 (Tag variable Gauss). [FFF11] Sia A € Mat,,xn(K) una matrice di righe Ay, ..., Am,
V1, ..., Uy variabili, B la matrice

wy | p1(v1,-.-,Um)
B = : :
W, | P (V1. Um)
con p;(v1,...,vm) € K[vg, ..., vn] polinomio omogeneo di grado 1 tale che per ognii:1,...,m

B, = (Miapi(vla ce 7'Um)) €pz'(A1’ ce 7Am) =w, € K"

ed S ottenuta da B con uno scambio di riga o un operazione S; = Bj + AB;

Allora ogni riga S; di S, coni:1,...,m, si puo scrivere nella forma
S; = (W, pi(v1, ... vm)) (10.1)
con pi(vi,...,vm) € Ky, ..., vy] polinomio omogeneo di grado 1 tale che
pi(Ay, .. Ay) =w € K" (10.2)
Dimostrazione. Lasciata per esercizio. O

Corollario 10.13. [FFQ21] Dato che abbiamo dimostrato questa proprieta per un passo di riduzione di Gauss
(scambio riga o riduzione), e che vale per il caso iniziale

Al (%1}
A/ — . .

A | Um

(¢ un caso particolare della dimostrazione precedente), la tesi vale per S risultato di una riduzione a scala di
B come sopra, ovvero se B si riduce ad S a scala.

Esempio 10.14. [FFX20] Determinare le relazioni lineari tra i vettori
yl = (1’ 25 37 2)792 = (17 17 07 3)a23 = (37 47 37 8)524 - (_1a la 6) _5)7

Mettiamo i vettori per riga in una matrice, aggiungiamo una colonna di variabili tag e riduciamo.
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Use R::=Q[v[1..4]];
M:=Mat([[ 1, 2, 3, 2,v[1]],
[1, 1, 0, 3,v[2]],
[ 3, 4, 3, 8,v[3]],
-1, 1, 6,-5,v[4111);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 2, v[1]]
2"a-1%1"a [0, -1, -3, 1, -v[1] + v[2]]
3"a-3*1"a [0, -2, -6, 2, -3v[1] + v[3]]
4"a+1x1"a [0, 3, 9, -3, v[1] + v[4]]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 2, v[1]]
—————————————— [0, -1, -3, 1, -v[1] + v[2]]
3"a-2%2"a [0, 0, O, O, -v[1] - 2v[2] + v[3]]
4~a+3*2%a [0, 0, 0, O, -2v[1] + 3v[2] + v[4]]

I vettori vi,vy sono linearmente indipendenti, gli altri due sono combinazioni lineari dei primi due e si
esplicitano dalle relazions lineari trovate

—o[l] = 2v2] +v[3] =0 = v[3] =v[1] + 2v[2]

—20[1] 4+ 3v[2] +v[4] =0 = v[4] = 2v[1] — 3v[2]
11 3 1
. . 1 1 1 2 . . .
Esempio 10.15. [FFF10] Data la matrice A = 13 1 2 vogliamo vedere se le sue righe sono linearmente
4 3 2 2

indipendenti, ed in caso contrario vogliamo determinare i coefficienti o, B8, ,d di una loro relazione di dipendenza
lineare (i coefficenti che danno una loro combinazione lineare nulla).

Denominiamo le righe di A come vy, ..., v4.
1 1 3 1 U1
1111 2w
5= 1 3 1 2]uws
4 3 2 2 V4

All’inizio ogni riga di S é uguale a se stessa. Operiamo una riduzione di Gauss fino ad ottenere una forma
triangolare superiore per A.

Use R::=Q[v[1..4]];
S:=Mat([[1,1,3,1,v[1]],

[1,1,1,2,v[2]],

[1,3,1,2,v[3]],

[4,3,2,2,v[4111);
RiduciScalaVerbose(S);
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 3, 1, v[1]]

2"a-1x1"a [0, 0, -2, 1, -v[1] + v[2]]
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37a-1x1"a [0, 2, -2, 1, -v[1] + v[3]]
4~a-4x1"a [0, -1, -10, -2, -4v[1] + v[4]]
Scambio la 27a e la 37a riga
Adesso la matrice e’
Mat[[1, 1, 3, 1, v[1]],
(0, 2, -2, 1, -v[1] + v[3]],
[o, o, -2, 1, -v[1] + v[2]],
[0, -1, -10, -2, -4v[1] + v[4]1]1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 3, 1, v[1]]
—————————————— [0, 2, -2, 1, -v[1] + v[3]]
0 sotto pivot[0, O, -2, 1, -v[1] + v[2]]
4"a+1/2%2%a [0, O, -11, -3/2, -9/2v[1] + 1/2v[3] + v[4]]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-2
Cancello la 3"7a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 3, 1, v[1]]
-------------- [0, 2, -2, 1, -v[1] + v[3]]
—————————————— [0, o, -2, 1, -v[1] + v[2]]
4~a-11/2%3"%a [0, 0, 0, -7, v[1] - 11/2v([2] + 1/2v[3] + v[4]]

La matrice A ha quindi determinante 1-2-—2-—7 = 28 # 0, l'unica soluzione & quella nulla e le sue righe
quindi sono linearmente indipendenti. Gli elementi dell’ultima colonna continuano dare i coefficenti di una
combinazione lineare, ma mai di una relazione di dipendenza lineare tra le righe di A. Per esempio

9 +1
4=
2t 9

9 1
5 (1,1,3) + 3 (1,3,1) + (4,3,2) = (0,0, —11)

Uz + 04 = (0707 _11)

10.3 Esercizi proposti

Esercizio 10.16. [FFW73] Dato a,b,c € R discutere l’invertibilita e calcolare quando possibile linversa delle
matrict

a 0 b
1.A=1 2 0 b | Sol3 A~! se e solo se —3ab+ 6b # 0. In questo caso
0 3 b
1 —-3b  3b 0
Al = —— | -2 b —ab+2b
—3ab + 6b @ T

6 —3a 0

204+6 3b+1 3c
2. 2a 1 0 La matrice non é invertibile per nessun valore di a, b, c.
2 b c
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a 3b 0
3. A= 2a 1 0 | Sol: 3 A7 se e solo se —6abc + ac # 0. In questo caso
2 b c
c —3bc 0
1 1
A7 = “6abe ac —2ac ac 0
—babetac \ 9uh 90 _ab 456 —6ab+a
a 0 a b
4. A= Z 2 al— 1 2 Sol 3 A7 se e solo se ab # 0. In questo caso
a 0 0 0
0 0 0 b2
A1 RN —ab 0 ab ab—b?
ab? —ab? ab> 0 0
a*b+ab —a? 0 —ab

Esercizio 10.17. [DDR53] Abbiamo la matrice A, A’ € Mat,xn (K), con la matrice A’ identica alla matrice
A tranne che per avere le sue righe i,j scambiate.

1. Se det A # 0, allora l'equazione X - A= A’ ha come unica soluzione X = Si.
2. Se det A = 0, allora 'equazione X - A = A’ ha infinite soluzioni, tra cui X = S¥.

Esercizio 10.18. [EEA33] Cualcolare se possibile i determinanti delle sequenti matrici

[ ]
3 2 2 4
3 1 2 0
3 1 _2 3 [Sol: 0]
12 21 32 21
o Con lo sviluppo di Laplace
1 2 2 4
3100
A= 9 1 3 1 [Sol: 57]
-1 2 0 1
o mediante riduzione a triangolare superiore
1 2 2 4
3100
A= 9 1 3 1 [Sol: 57]
-1 2 0 1
[ ]
0 2 2 4
21 00 [Impossibile]
-1 2 0 1
[}
10 0 0
21 00
5 1 2 0 [Sol: 6]
-1 2 0 3
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[Sol: — 42]

O OO N
O OO N
W= oo
= O Ot o O
o= O OO

Esercizio 10.19. [EEA13] Date le matrici

(-1 5 _ (V2 3454
A_(2 7) B_(103 23)
calcolare det (BT - (A° - BT)=1. A7) [Sol : 289[

Esercizio 10.20. [EEA00] Data la matrice A = (; %) calcolare det ((A+ I3) - (A — I3)) Sol: 0.

Esercizio 10.21. [EEA02] Date le matrici

el/Siﬂ' 1 i i
A= ( i 62/3”> b= (z 2¢>

calcolare det (A - B). Sol: 14 1i.

Esercizio 10.22. [LL96] Risolvere l’equazione matriciale CX = D dove

2 0 4 1 3 1
C = 11 0], D=3 -1 2
3 1 1 1 2 1
Soluzione:
_3 3 _5
2 2 6
9 _5 17
2 2 6
2
1 0 3

Esercizio 10.23. [LLX96] Risolvere l’equazione matriciale XC = D dove

2 0 4 1 3 1
c=1 10, D=3 -1 2
3 1 1 1 2 1
Soluzione:
2 14 5
3 3 3
0 -3 2
;3 3 -1
15 10 20 20
Esercizio 10.24. [EEE87] Data la matrice A = 13 é 23 g calcolare det(5 - A) [Sol:det(A) = 300,
3 2 4 1

det(5 - A) = 187500 |
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Esercizio 10.25. [EEA14] Determinare i valori di k € K per cui e nullo il determinante della matrice

A=

NN
o
N A

[Sol:k = —1,2]

Esercizio 10.26. [EEA03] Determinare i valori di k € Q per cui € nullo il determinante della matrice

1 3 k
A= E 1 5
5t k b
[Sol:0]
Esercizio 10.27. [EEA15] Determinare il numero di valori k € C per cui é nullo il determinante della matrice
1 3 k
A= E 1 5
5k k b

[Sol:3]
Esercizio 10.28. [EEA16] Determinare il numero di valori k € C per cui il determinante della matrice

E+9 —6 2
A=1 22 k—14 4
11 —6 k

é nullo [Sol:2]



Capitolo 11

Undicesima lezione - Rango

11.1 Rango di una matrice

Problema 11.1. [EEH46] Se una matrice quadrata ha determinante nullo, possiamo dire quante tra le sue
righe e colonne sono linearmente indipendenti e quali?

Problema 11.2. [FFF22] Se riduco una matrice A € Mat,, xn (K) in forma a scala, standard o normale S, le
righe e colonne della matrice S che corrispondono ai pivot sono chiaramente linearmente indipendenti. Anche
le corrispondenti righe e colonne della matrice A sono linearmente indipendenti?

Problema 11.3. [FFF40] Data una matrice quadrata A di ordine m e una sua riduzione a scala S, con
esattamente n pivot. Il prodotto dei pivot non dipende dalla particolare riduzione attuata, dato che é uguale al
determinante. Anche il numero dei pivot ¢ indipendente dalla particolare riduzione effettuata?

Problema 11.4. [FFF33] Una matrice quadrata puo avere determinante nullo. Tra tutte le matrici con
determinante nullo, possiamo dare una distanza da essere la matrice nulla?. Possiamo dire che le matrici

1 3 1 1 1 1 1 3 1 1 3 1
0 0 0,1 1 1] sono pit vicine alla matrice nulla delle matrici |4 2 1,11 1 1] ¢
0 0 0 1 1 1 0 0O 1 11

Problema 11.5. [FFF26] Per una matrice quadrata abbiamo il determinante. Possiamo generalizzare a
matrici non quadrate?

La risposta a questi problemi sta nel concetto di rango di una matrice. Servira questa

Definizione 11.6. [EEE84] Data una matrice A € Mat,xn(K), 1 < p < min(n,m) e due insiemi di interi

distinti {1 < i3 < --- <y, < n}, {1 <j1 < - < jp < m} definiamo sottomatrice di indici {i1,...,%p},
{j1,---,Jp} di A, e scriviamo Ay ,.sin)i(G1sennin) @ matrice quadrata appartenente a Mat,x,(K) ottenuta da A
mediante la cancellazione di tutte le righe all’infuori delle righe i1,...,1, e di tutte le colonne all’infuori delle

colonne ji,...,Jp.
Esercizio 11.7. [EEB84] Generalizzare la definizione di sottomatrice ad una sottomatrice rettangolare.

Esempio 11.8. [EEE62]

1 2 3
A=15 6 7
9 0 1

N OO W~

2 3
allora A 3);(2.3) = <0 1) e A@yea) = (6 8)

Definizione 11.9 (Rango di una matrice). [FFF27] Sia A € Mat,,«,(K) tale che

159
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1. FEsiste una sottomatrice quadrata di ordine r non singolare.

2. Tutte le sue sottomatrici quadrate di ordine > r sono singolari.
Allora diciamo che la matrice A ha rango r e scriviamo rk(A) =r
Osservazione 11.10. [FFF32] Se A € Maty,x,(K), 0 < rk(A) < min(m,n). Si ha rk(A) = 0 se e solo se
tutte le entrate della matrice A sono nulle.
Esempio 11.11. [FFF31] il rango della matrice
1 2
1 3

¢ 2 dato che A é non singolare.

Esempio 11.12. [FFF28] Il rango della matrice
1 1 1
A=1|1 2 3
4 5 6

non pud essere 3 dato che det(A) = 0. E almeno 1 dato che esiste una entrata non nulla. Dato che

det(Alyg;l’Q) = det <1 ;) =1 7é 0

abbiamo che rk(A) = 2.

11.2 Rango e matrici a scala

Il rango ed il numero di righe e colonne linearmente indipendenti sono particolarmente semplici da determinare
per una matrice a scala, e sono uguali al numero di pivot.

Proposizione 11.13. [FFQ11] Sia S € Mat,,xn (K) una matrice a scala con esattamente r pivot, in posizione
(ilajl)v LRRE (irajr)' Allora

1. rk(S) =r.
2. Il numero di righe linearmente indipendenti ¢ r; le righe con i pivot sono linearmente indipendents.

3. Il numero di colonne linearmente indipendenti é r; le colonne coi pivot sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Immediata dalla struttura della matrice a scala e dalle definizioni. Le righe e le colonne
indipendenti sono quelle coi pivot, e la sottomatrice non singolare di ordine massimo ¢ quella che ragguppa le
righe e le colonne dei pivot.

1. Lasottomatrice Sg;, ... i) ), quadrata, di ordine r, & triangolare superiore, con r pivot per costruzione.

HEET
E quindi non singolare. Ogni sottomatrice quadrata di ordine maggiore di r include righe nulle, e quindi

e singolare. Quindi rk(S) = r.

2. Le righe non nulle di S sono Sy, ...,S,. Ciascuna, per esempio Sk, ha tutte le componenti nulle prima
della componente del pivot ji. Grazie a questa proprieta, il sistema omogeneo

k
Z ;S =0
i—1

che ha r equazioni ed r incognite, € triangolare superiore con r pivot. Ha quindi un unica soluzione,
quella nulla e le righe Sy, ..., .S, sono linearmente indipendenti.
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3. La dimostrazione per le colonne ¢ analoga a quella per le righe.

Esempio 11.14. [FFQ12] Data la matrice

95}

Il
SCococ oo
ooooH
coo o w
ooo!w
cCo o u

o w o
cow o

OOHGB t

0

Le posizioni dei pivot sono (1,2),(2,4), (3,6). Si vede facilmente che le righe 1,2, 3 sono linearmente indipendenti,
e non ce ne sono altre, le colonne 2,4,6 sono linearmente indipendenti, e non ce ne sono altre. Dato che la

matrice
3 5
S(1,2,3);(2,4,6) = 0 6
0

0

e non singolare, ed ogni matrice quadrata di ordine maggione di 3 contiene forzatamente una riga nulla, e ha
quindi determinante nullo, rk(S) =3

Calcolo del rango con la definizione - semplificazioni
Un primo passo e la seguente
Proposizione 11.15. [FFF30] Sia A € Mat,,x,(K) tale che
1. Esiste una sottomatrice quadrata di ordine v di A non singolare.
2. Tutte le sottomatrici quadrate di ordine r + 1 di A sono singolari.

Allora rk(A) =r.

Idea della dimostrazione. Le sottomatrici di ordine r 4 1 sono singolari per ipotesi. Sia S una sottomatrice di
ordine s, s > r+1. Vogliamo dimostrare che det(S) = 0. Sviluppando il determinante di S con Laplace abbiamo
una combinazione lineare di determinanti di matrici di ordine s — 1, i cui determinanti, sempre sviluppando
con Laplace, sono combinazioni lineari di determinanti di sottomatrici di ordine via via minore, s —2,...,r+1.
Quando arriviamo alle sottomatrici di ordine r 4 1, queste sono tutte singolari, e quindi il determinante di S
& zero.

Per esercizio: formalizzare con una dimostrazione per induzione. O

Teorema 11.16 (Orlati). [FFF43] Sia A € Mat,,xn(K) € A, .. in)i(u,...50) UG sua sottomatrice non singolare
di ordine r. Allora rk(A) = r se e solo se tutte le sottomatrici

A(il st 1) (1o Jrodr 1)
sono singolari.

Si tratta delle sottomatrici quadrate ottenute ”orlando” A, . i )i(j,,....j,) con una riga ed una colonna.
Non fatta a lezione e non richiesta .

e Se rk(A) = r allora per definizione tutte le sottomatrici quadrate di ordine r+ 1 sono singolari, comprese

le matrici ottenute orlando A, . i.):(jy,...5,)-
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e Abbiamo che tutte le sottomatrici ottenute orlando A, .. 4,):(ji.....5,) Sono singolari. Vogliamo dimostrare
che rk(A) = r. Per la Proposizione 11.15, basta dimostrare che tutte le sottomatrici quadrate di ordine
r 4 1 sono singolari.

Vogliamo dimostrare che ogni sottomatrice quadrata A vy di ordine r + 1 & singolare.

1‘-~7i:‘+1);(ji:“'7j7‘+1
Cerchiamo le soluzioni del sistema

Brdi + o+ Brya i, =0

Yt

Claim: Ogni riga di A(ii>~~wi/r+1)§(3'iw~7j£+1) ¢ combinazione lineare delle righe A;,,..., A;.
Quindi
Ay = and;, +- + a4,
Air,, = oandi o gy,
con parametri a. Sostituendo ogni Al—/j con la sua rappresentazione mediante A;,, ..., A; otteniamo il
sistema
Bilani Ay + -+ ar Ay )+ + Bryi(rrnn Ay +- -+ a1 di) = 0

e raggruppando le righe otteniamo

(Brair + -+ Brprarp11) A + -+ (Brane + -+ Brgprargr ) Ai, 0
Dato che A;,,...,A,;, sono linearmente indipendenti per ipotesi, abbiamo che
(Brair + -+ Bryrapgprn) = 0
(ﬂlalr +---+ Br+1ar+1,r) = 0
e questo € un sistema omogeneo con r + 1 incognite fi,..., 8,41 ed r equazioni, che quindi ha infinite
soluzioni, e non solo 3 = 0.
Dimostrazione del Claim: Ogni riga di A(iix~~wi'r+1)%(j{wwj£+1) ¢ combinazione lineare delle righe A; , ..., 4;,
Prendiamo una riga di indice ¢ con i € {iy,...,i.}, una colonna di indice j € {j1,...,j,} ed orliamo la

matrice Ag, i )i(y,....j») con esse , ottenendo la matrice quadrata A Questa matrice

Q1seeeyiry8)5(J15eeesdirnd)

¢ ottenuta orlando A, i ):(y,....j») € quindi & singolare.
La riga A; € quindi combinazione lineare delle righe i1, .. .,4,.. Abbiamo dimostrato che ogni riga di A ¢
combinazione lineare delle righe A;,,..., A;.

O

Richiamo 11.17. [FFP44] La riduzione a scala di una matrice quadrata non singolare di ordine n ha n pivot,
e quindi tutti gli scalini sono di altezza 1 e non ci sono righe nulle, la matrice ridotta é triangolare superiore.
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Richiamo 11.18. [FFP45] Dati i vettori v, ...

a1 + -+ ap, =0

si scrive in notazione matriciale come

yl - Qn

0

3

Owvero i vettori sono le colonne della matrice associata.

Esempio 11.19. [FFP58] Il sistema lineare omogeneo

st scrive in notazione matriciale come

110 N
1 2 2 !
13 0 a | =0
1 4 4 &3

U, € K™, il sistema lineare omogeneo

al(la 1; 17 1) + 0[2(1,2,374) + 043(0,27074) = Q

163

Vogliamo ridurre il calcolo del rango di una matrice generica ad il calcolo del rango di una matrice a scala.

Osservazione 11.20. [FFY44] Uno scambio di riga per una matrice A non cambia il numero di righe
linearmente indipendenti e, a meno dell’indice della riga scambiata, neppure la lineare indipendenze di un

sottoinsieme di righe.

Proposizione 11.21. [FFW44] Sia A € Mat,,xn (K) e S la matrice ottenuta un passo di riduzione di Gauss

Aj — Aj+ NA;, ovvero S; = A; + AA;. Allora le righe Ay, ..

le righe S1,...,S, sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione.

e 7="": proviamo che se le righe Ay, ..

indipendenti. Dobbiamo dimostrare che 22:1 oS, =0=>a=0

.
D> S
k=1

Z apSL + a;S; + Othj
k=1
ki,
Z apAg + A + aj(Aj + M\A;)
k=1
ki,
Z ap A + Oszj + (ai + aj)\)Ai
k=1
ki,
Z apAg + (ai + aj)\)Ai

k=1
k#i

., A, sono linearmente indipendenti, le righe Sy, . .

o

o

e}

e}

o

., A, sono linearmente indipendenti se e solo se

., Sy sono linearmente
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Per la lineare indipendenza degli A, otteniamo che tutti i coefficenti di questa combinazione lineare sono
nulli, quindi o, =0 per k # i e

o+ o A=0=0;=0 ricordiamo che j # i = a; =0
e quindi a = 0 e la tesi.

e 7<”: procedimento analogo, sfruttando sempre la relazione S; = A; + AA;.

Questa proposizione ha diversi utili corollari.

Corollario 11.22. [FFW66] Sia A € Mat,,xn, (K) e S la sua riduzione a scala. Allora il numero di righe
linearmente indipendenti di A ¢ uguale al numero di righe linearmente indipendenti di S.

Proposizione 11.23. [FFQ66] Sia A € Mat,,x, (K) ed S una sua riduzione di Gauss senza scambi di riga
che coinvolgano le righe di indice maggiore od uguale ad i. Allora se S; = 0 se e solo se le righe A1, ..., A;
sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione. Lasciato per esercizio. Hint: usare induzione sul numero di operazioni di Gauss che non siano
scambi di riga. Considerare il coefficente di A;. O

Possiamo determinare anche gquali righe/colonne di A sono linearmente indipendenti considerando una
riduzione a scala di A.

Proposizione 11.24. [FFQ03]Sia A € Mat,, xn (K) e S una sua riduzione a scala. Se le posizioni dei pivot
di S sono (i1,51)y .-, (ir, jr)

1. le righe di indice i1, ..., i, (considerando gli scambi di riga) sono linearmente indipendenti. Le righe che
non hanno pivot sono linearmente dipendenti da quelle che lo hanno.

2. Le colonne di indice ji,...,jr di A sono linearmente indipendenti. Le colonne che non hanno pivot sono
linearmente dipendenti da quelle che lo hanno.

Dimostrazione.

1. Per lerighe, dalla Proposizione 11.23, una riga di A & linearmente indipendente dalle precedenti (considerati
gli scambi di riga) se e solo se ha un pivot.

Chiaramente non ci possono essere piu di r righe linearmente indipendenti, dato che dopo la riga che
contiene il r-esimo pivot tutte le righe di .S sono nulle e si applica la Proposizione 11.23.

2. Per le colonne: dimostriamo che le colonne A%, ..., A% sono linearmente indipendenti, ovvero che il
sistema lineare
A"+ . 4+, A =0

ammette solo la soluzione @ = 0. Possiamo applicare a questo sistema la stessa riduzione di Gauss che
ha trasformato A in S, ottenendo il sistema equivalente

a8 4+ . 4. ST =0
Ma S%, ..., S% sono linearmente indipendenti, e quindi o = 0 e anche A%, ..., A% lo sono.

Dimostriamo che una colonna A* che non contiene un pivot ¢ linearmente dipendente da A%, ... A%r.
Costruiamo analogamente a prima il sistema

a1 A" + . 4 ap Al = a AP
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dove trattiamo «j come un parametro ¢ A* come termine noto. Se riduciamo con Gauss la matrice
associata, otteniamo

[S7]-- ]S ]a = g S”

e dato che la matrice [S%|---|S%] & quadrata con r pivot, esiste un unica soluzione del sistema per ogni
oy, € quindi anche per ay, = 1, il che vuol dire che A¥ ¢ combinazione lineare di A*, ..., A% .

O
Possiamo raggruppare quanto dimostrato finora nel teorema

Teorema 11.25. [FFX111/Del rango] Sia A € Maty,xn, (K) e S una sua riduzione a scala. Allora i numeri
sequenti sono uguali

1. il numero di righe linearmente indipendenti di A, S

2. il numero di colonne linearmente indipendenti di A, S.

3. rk(A) e rk(S)

4. Il numero di pivot di S
Dimostrazione. Immediata dal discorso precedente. O
Problema 11.26. [FF032] Come trovare facilmente righe/colonne linearmente indipendenti in una matrice?
Proposizione 11.27. [FFW32] Sia data una matrice A € Mat,;, xn(K)

1. Se A har righe linearmente indipendenti A;,, . .., A;, esistonor colonne A%, ..., AJr tali che la sottomatrice
AGiy,in)i(senngy) Sia mon singolare.

2. Se A ha r colonne linearmente indipendenti A%, ... A" esistono esistono r righe A;,,..., A;, tali che
la sottomatrice A, ... i)i(j,....j») Sia non singolare.

3. Se A ha una sottomatrice quadrata A, . . i yi(,....j.) "o singolare, le righe A; ..., Ai, e le colonne
Ao AV di A sono linearmente indipendenti.
Dimostrazione.
1. Costruiamo la sottomatrice A, . i ):(ji,....s); Dato che le righe iy, ..., 4, sono linearmente indipendenti,

ci sono r pivot. La tesi segue applicando la Proposizione 11.23.
2. Basta considerare la trasposta di A e procedere come sopra.
3. Dimostriamo per le righe, per le colonne possiamo procedere analogamente.

Abbiamo la sottomatrice B' = A, .. ;.):(ji,...,j,) non singolare. Vogliamo provare che le righe A;,, ..., A;
della matrice A sono linearmente indipendenti. Consideriamo la sottomatrice di A formata dalle stesse
righe i1,...,7,. e da tutte le colonne ji,...,75n, Ag,,...i.);(1,....jn)- Riordiniamo le colonne di questa
matrice in modo tale da avere le colonne ji,...,J, a sinistra delle altre, in quest’ordine, ottenendo la
matrice

B = [B'|C] per un opportuna matrice C'

Questa operazione non cambia le relazioni di dipendenza lineare tra le righe, dato che non cambia il
numero di soluzioni del sistema omogeneo associato che usiamo, secondo la definizione, per verificare la
lineare indipendenza. Riduciamo la matrice B a scala con Gauss senza effettuare scambi di colonna.

[B'|C] — [S]C"]
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Per costruzione, se riduciamo la matrice B’ con Gauss otteniamo la stessa matrice S, quadrata, di ordine
r e a scala, che & non singolare perché B’ ¢ non singolare e ha quindi r pivot. Per la Proposizione 11.24
anche la matrice B ha quindi r pivot e le sue r righe sono linearmente indipendenti.

O

Ricapitolando

Corollario 11.28. [FFQ89] Sia A € Mat,,xn (K) € S una sua riduzione a scala senza scambi di riga o di
colonna. Se le posizioni dei pivot di S sono (i1,J1),-.., (ir,jr) il Tango di A é r e le colonne di A di indice
J1y---yJr € le Tighe di A di indice iy, ...,4. sono linearmente indipendenti. Se nella riduzione ho effettuato
scambi di riga o di colonna, devo ricordarmene quando determino le righe o le colonne linearmente indipendenti.

Corollario 11.29. [FFU55] Sia A € Mat,,x, (K) € S una sua riduzione a scala.

1. Tenendo conto degli scambi di riga, le Tighe di A mon associate ai pivot sono combinazione lineare delle
righe di A associate ai pivot, e anche delle righe di S associate ai pivot.

2. Le colonne di A non associate ai pivot sono combinazione lineare delle colonne di A associate ai pivot.

3. Le colonne di A non associate ai pivot non sono necessariamente combinazione lineare delle colonne di
S associate ai pivot.

Dimostrazione. Immediato per i primi due casi dai teoremi/poposizioni precedenti. Per il terzo, visto che
vogliamo dimostrare che non sempre qualcosa accade, basta prendere un controesempio. Prendiamo la matrice

—_ =
— N

e riduciamola a scala alla matrice

o O =
S =

Vediamo immediatamente che la colonna (1,1, 1) non pud essere combinazione lineare delle colonne (1,0, 0), (1, 1,0)
dato che (1,1, 1) ha terza componente non nulla mentre i vettori (1, 0,0), (1, 1,0), e quindi ogni loro combinazione
lineare, hanno la terza componente nulla. O

Ho due utili strumenti per discutere dell’indipendenza lineare in un insieme di vettori.

Osservazione 11.30. [FFW55] Posso discutere l'indipendenza lineare dei vettorivy,. .., v,, diK" considerando
le sottomatrici non singolari nella matrice le cui righe sono i vettori vy,...,v,,
Osservazione 11.31. [FFW27] Sianov,,...,v,, € K*. Posso vedere quali vettori sono linearmente indipendent:
riducendo la matrice le cui righe sono i vettori v, ...,v,,.

- v, -

- v, -

Le righe che non vengono ridotte a zero mi danno i vettori indipendenti, tenendo conto di eventuali scambi di
righe.
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Osservazione 11.32. [FFW29] Sianov,,...,v,, € K". Posso vedere quali vettori sono linearmente indipendents
riducendo la matrice le cut colonne sono vy,...,v,.
yl DY yn

Gli indici delle colonne delle ridotta senza pivot mi danno gli indici delle colonne di A linearmente dipendenti,
e quindi quali tra i vettori vq,...,v, sono combinazioni lineari degli altri. Questo puo dipendere da scelte
arbitrarie - e.g. dalla relazione v+ 2u = 0 posso prendere v come combinazione lineare di u o viceversa.

Osservazione 11.33. [FFQ09] Notiamo che data una matrice A € Mat,,xn(K) ed una sua sottomatrice
quadrata Ag, .. i )i(y,....j.), Puo succedere che Agy i yi(i,....j.) Sia singolare ma le righe A; ..., A; e le
colonne A%, ... A’ (in entrambi i casi, della matrice grande) siano linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Basta prendere la matrice

a= Lo} [o]
10
0 1

0 0
A<1,2>;<1’2>=(0 0)

¢ singolare ma le righe A;, As e le colonne A', A% sono linearmente indipendenti. O

LW O
N = = O

La sottomatrice

Esempio 11.34. [FFQ82] [ vettori (1,2,3,0),(1,1,1,2),(1,1,1,0) sono linearmente indipendenti? Si, dato
che la matrice

1 2 30
A=1(1 1 1 2
1110
ha sottomatrice
2 30
Aa2syesy = |1 1 2
1 10
con determinante 2 # 0.
Osservazione 11.35. [FFW41] Notiamo che se i veltori vq,...,v, sono combinazione lineare dei vettori
linearmente indipendenti v, ...,v,, e s > t, non e possibile che v,...,v, siano linearmente indipendenti.

11.3 1l teorema di Rouché-Capelli
Teorema 11.36 (Rouché-Capelli). [FFF39] Dato il sistema Az = b, con A € Mat,,xn (K), abbiamo che
1. Se rk([AlD]) # rk(A) il sistema non ha soluzioni.

2. Se rk([A[b]) = rk(A) il sistema ha 0co™ "*4Y) soluzioni. (N.B. n —rk(A) ¢ il numero di variabili meno il
rango della matrice incompleta)

Dimostrazione. La dimostrazione viene rimandata a quando avremo a disposizione piu teoria. U
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Osservazione 11.37. [FFQ5] La notazione oo™ wuol dire che il numero minimo di parametri necessari per
descrivere le soluzioni del sistema & m, é solo una notazione. Sempre per notazione oo® wvuol dire che la
soluzione ¢ unica.

Corollario 11.38. [FFF65] Nelle ipotesi del teorema di Rouché-Capelli, il sistema Az = b ha soluzione unica
se e solo se rk([Alb]) = rk(A) =n



Capitolo 12

Dodicesima lezione - Esercizi

12.1 Calcoli in K(a)

Esercizio 12.1. [FFU67] Risolvere per f(a,b),g(a,b) € K(a,b) il sistema

a a+1\ [ fla,b) \ _ [ 2
b—1 b gla,b) )\ 1
Ricordiamo che indichiamo con K(a,b) il campo delle frazioni polinomiali nelle variabili a,b.

Soluzione. Costruiamo la matrice completa del sistema e riduciamola con Gauss,

A:=Mat([[a, a+1,2],

[b-1, b, 111);
L:=RiduciScalaVerbose(A);
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [a, a+1, 2]
27a-((b - 1)/a)*17a [0, (a - b + 1)/a, (a - 2b + 2)/al

Il determinante dell’incompleta ¢ il prodotto dei pivot
a-(a—b+1)/a=a—-b+1#£0

Il sistema ammette un unoca soluzione, calcoliamola
Mettiamo il sistema nella forma [I|b]
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1

17ax(1/a) (1, (a + 1)/a, 2/al
2~ax(a/(a - b + 1)) [0, 1, (a-2b+2)/(a-Db + 1)]

Cancello la colonna sopra il pivot nella 2 colonna

1"a-((a + 1)/a)*2"a [1, 0, (-ka+ 2b - 1)/(a - b + 1)]
—————————————— [0, 1, (a-2b+2)/(a-Db + 1)]

169
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Le soluzioni sono quindi le frazioni polinomiali

—a+2b—1 a—2b+2

fa,b) = a—b+1 9(a,b) = a—b+1
O

Osservazione 12.2. [FFU15] Quando risolvo un sistema o calcolo un determinante/rango con Gauss, se
cerco le soluzioni in K(a) posso dividere per qualunque polinomio diverso da zero (come polinomio). Se cerco
le soluzioni su R, con aq,...,a, parametri, devo spezzare i calcoli quando divido per un polinomio che si puo
annullare per qualche valore di a.

MORALE: posso evitare di spezzare i calcoli quando faccio Gauss nel caso generico, ovvero per quasi
tutti i valori dei parametri. Perdo pero i casi particolari

Osservazione 12.3. [FFU47] Se ho una matrice A € Maty, ., (Kla]), il suo determinante appartiene a Kla],
dato che se calcolo il determinante mediante sviluppi di Laplace non divido mai. Quindi anche riducendo con
Gauss trovero che il prodotto dei pivot e un polinomio e non una frazione razionale.

Osservazione 12.4. [FFU77] Se ho una matrice A € Mat, ., (K), od un sistema Ax = b con dei parametri,
e voglio calcolare il determinante/rango/risolvere il sistema, posso operare sul campo delle frazioni razionali
K(a) a variabili i parametri a. Devo prestare particolare attenzione.

1. Se entrate di A o b hanno parametri al denominatore gli oggetti potrebbero avere senso in K(a) ma non
i K. Per esempio

det (8 }) =1¢eK(a)

ma se interpretiamo a come parametro (ovvero le entrate in K), per a = 0 la matrice perde di senso.

2. Se woglio che il risultato finale abbia sempre senso in K (ovvero dopo una qualunque sostituzione degli
a con dei valori) non mi sard permesso moltiplicare/dividere una riga/colonna per polinomi che possano
annullarsi. Per esempio,

ar +ay =g) ¢ & T+ Yy =g@) 1 dato che a Fg(q) 0
ma mon é vero che

VaceRar+ay=a<xz+y=1 dato che a potrebbe essere 0

Lavorare con dei parametri pud portare a conti molto complessi

Esercizio 12.5. [FFU05] Calcolare con Gauss il determinante della matrice

a 1 a O

a+1 a 2 a

A= a—1 0 a O
0 a 2 a

Soluzione. Riduciamo con Gauss senza toccare la matrice

A:=Mat([[ a, 1,a,0],
[a+1,a,2,a],
[a-1,0,a,0],
[ 0,a,2,all);
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RiduciScalaVerbose(A);
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [a, 1, a, 0]
27a-((a + 1)/a)*1"a [0, (a2 - a - 1)/a, —a + 1, a]
3"a-((a - 1)/a)*1"a [0, (-a + 1)/a, 1, O]

0 sotto pivot [0, a, 2, a]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=(a"2 - a - 1)/a

Cancello la 27a colonna, sotto il pivot

—————————————— [a, 1, a, 0]

—————————————— [0, (&"2 - a - 1)/a, -a + 1, a]

37a-((-a + 1)/(a"2 - a - 1))*27a [0, 0, (a-2)/(a"2-a-1), (a"2-a)/(a"2-a-1)]
4~a-(a"2/(a"2-a-1))*2"a [0,0,(a"3+a"2-2a-2)/(a"2-a-1),(-a"2-a)/(a"2-a-1)]
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot

—————————————— [a, 1, a, 0]

—————————————— [0, (a"2-a-1)/a,-a + 1,a]

—————————————— [0, 0, (a -2)/(a"2 - a - 1), (a"2-a)/(a"2-a-1)]
4~a-((a"3+a"2-2a-2)/(a-2))*3"a [0, 0, 0, (-a"3-a"2)/(a-2)]

a((a"2-a-1)/a)((a - 2)/(a"2 - a - 1)) ((-a"3-a"2)/(a-2));
Moltiplichiamo i quattro pivot

u- a? 4—a‘4—1. a—2 ’—fa3 —a? ::(a2 Ca—1) 1

3 2y _ 3 2
a a?—a—1 a—2 a (-a”—a%)=—a"—a

2—a-1
Gauss smart
Riduciamo con Gauss spostando qualche colonna per semplificare i conti. Notiamo che scambiamo la prima
e terza e la seconda e quarta colonna, e il segno del determinante rimane quindi invariato.

A:=Mat([[a,0, a, 1],
[2,a, at+1l,a],
[a,0, a-1,0],
[2,a, 0,all);
RiduciScalaVerbose(A);
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=a
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [a, 0, a, 1]
2"a-(2/a)*1"a [0, a, a - 1, (a"2 - 2)/al
3"a-(1)*1"a [0, 0, -1, -1]
4~a-(2/a)*1"a [0, a, -2, (a"2 - 2)/al]
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [a, 0, a, 1]
—————————————— [0, a, a -1, (a"2 - 2)/a]
0 sotto pivot[0, O, -1, -1]
4~a-(1)*2"a [0, O, -a - 1, 0]

Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-1
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— [a, 0, a, 1]

—————————————— [0, a, a -1, (a”2 - 2)/a]
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—————————————— [o, o, -1, -1]
4~a-(a + 1)*3"a [0, 0, 0, a + 1]

Moltiplichiamo i quattro pivot
a-a-(-1)-(a+1)=—-a®—a

12.2 Dipendenze lineari

Richiamo 12.6. [FFF00] Siano dati vy,...,v;, € K. E immediato che a parte casi patologici (tutti i vettori
sono nulli) i vettori vy, ...,v, sono linearmente dipendenti se e solo se uno é esprimibile come combinazione
lineare degli altri. Quindi v,,...,v, sono linearmente indipendenti se e solo se nessuno di loro e esprimibile
come combinazione lineare degli altri.

Esercizio 12.7. [FFF05] La matrice A =

N N

11
2 3| ha determinante nullo (facile verifica, ma lo vederemo
5 6

nel prosiequo) e quindi le sue righe sono quindi linearmente dipendenti. Vogliamo determinare i coefficienti
a, B, di una loro relazione di dipendenza lineare (i coefficenti che danno una loro combinazione lineare nulla).

Uy = (1717 1) Uy = (17273) Uz = (4,5,6)

Per definizione di dipendenza lineare, cerchiamo una soluzione non nulla del sistema lineare omogeneo

auy + fuy +yuy =04 o1,1,1) + 5(1,2,3) +v(4,5,6) =0

a+B+4y=0
S ca+28+57y=0
a+ 38 + 6y
1 1 4 a
<11 2 518 =0
1 3 6 ¥

Notiamo che la matrice associata & AT, e troviamo facilmente una soluzione con Gauss

M:=Mat ([[1, 1, 4],

[1, 2, 5],

[1, 3, 6]11);
L:=RiduciScalaVerbose(M);

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 4]

27a-1x1"a [0, 1, 1]

37a-1x1"a [0, 2, 2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 4]
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—————————————— [0, 1, 1]
3~a-2%27a [0, 0, 0]

Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1

______________ [1, 1, 4]
______________ (o, 1, 1]
______________ (o, o, o]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot

1"a-1x2"a [1, 0, 3]
______________ (o, 1, 1]

Dato che c¢’¢ una riga nulla, il determinante della matrice € nullo. Dato che si tratta della trasposta di A, é
nullo anche il determinante di A. Abbiamo che le soluzioni del sistema sono o = =3, B = —~, o se preferiamo
{(=3v,—,v) | v€R}. Le relazioni di dipendenza lineare tra u;,uq,us sono date da

—3yuy —yus +yus =0 v#0

ed essenzialmente da
_3ﬂ1 _@2 +ﬂ3 == O

Dato che tutti i coefficienti della relazione sono non nulli, possiamo esplicitare ogni vettore in funzione degli
altri due.

1 1
u, = _gﬂz‘f'gﬂg
Uy = *321 + ug
us = 3@1 + uy
12.3 Esercizi vari
Esercizio 12.8. [FFF50] Sia data la matrice
1 11 4 0
1 21 01
A= 01 1 2 0
00 1 1 2

Determinare il suo rango r e un insieme di r righe linearmente indipendenti. Dato che

1 1
A1,a):01,3) = (0 1)

e non singolare la prima e quarta riga sono linearmente indipendenti. La prima e terza colonna sono linearmente

indipendenti. Avremmo potuto scegliere altre sottomatrici 2 x2 non singolari, per esempio A1 2y;(4,5) = <0 (1)>

Dato che
2 1
1 1

S =

A@3.4),(123) =
0 01

e non singolare, la seconda, terza e quarta rTiga sono linearmente indipendenti. La prima, seconda e terza
colonna sono linearmente indipendents.

Sappiamo che 3 < rk(A) < 4. Determiniamo il rango attarverso una riduzione di Gauss
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M:=Mat([[1,1,1,4,0],
[1,2,1,0,1],
[0,1,1,2,0],
[0,0,1,1,211);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 1, 4, 0]
2"a-1x1"a [0, 1, 0, -4, 1]
0 sotto pivot([0, 1, 1, 2, 0]
0 sotto pivot[0, O, 1, 1, 2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— 1, 1, 1, 4, 0]
—————————————— [0, 1, 0, -4, 1]
3~a-1%2"a [0, 0, 1, 6, -1]
0 sotto pivot([0, O, 1, 1, 2]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=1
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1, 4, 0]
—————————————— [0, 1, 0, -4, 1]
—————————————— [0, 0, 1, 6, -1]
4~a-1*3~a [0, 0, 0, -5, 3]

Quindi rkA = 4; le righe e le prime quattro colonne sono linearmente indipendenti.
Esercizio 12.9. [LL04] Calcolare il rango della matrice

1 2 -1 1 3 2 1 1 4
A=10 2 1 0 -2 2 1 1 2] € Matgxlo(R)
26 -1 0 4 6 0 0 3

Soluzione. Consideriamo la sottomatrice quadrata 3 x 3 scegliendo la seconda, terza, quarta colonna e calcoliamone
il determinante con lo sviluppo Laplace:

2 -1 1 5
det |2 1 0 :(—1)1+3det<6
6 —1 0

1

1>:1~(—2—6)=—87é0

quindi 7k A = 3.
Notiamo che per esempio, scegliendo altre colonne e calcolandone il determinante:

11 4 L1
det [1 1 2 :(—1)3+3det<1 1):1-0:0
0 0 3

Questo non vuole dire nulla perché il rango sia > 3 basta che esista una sottomatrice con determinante non
nullo di ordine 3. Le altre possono avere determinante nullo o no, non importa. O

Esercizio 12.10. [LL03] Calcolare il rango della matrice

1 2 -10 3 2
0 02 1 0 -2 2

A=l9 6 -1 0 1 ¢ |Mataxs(®)
1 2 30 7 -2
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Soluzione. La matrice A ¢ una matrice 4 x 6 pertanto abbiamo che rk A < 4. Consideriamo la sottomatrice

1 2
An2y0.2) = <0 2)
che ha determinante 2 quindi rk A > 2.
Si puo verificare con un certo lavoro che tutte le sottomatrici di ordine 4 (che sono, per chi abbia fatto un
po di combinatorica, (j) . (2) =1-6 =6 ) e tutte le sottomatrici di ordine 3 che sono (g) . (6)3 =4-20=280
hanno determinante nullo. Ma sarebbe veramente un lavoro di calcolo enorme. Pertanto scegliamo di calcolare

il rango con la riduzione a scala dato che il rango della matrice non cambia per operazioni di Gauss.

M:=Mat([[1,2,-1,0,3,2],

———————— [0,2,1,0,-2,2],

———————— [2,6,-1,0,4,6],

———————— [1,-2,-3,0,7,-2]11);
L:=RiduciScalaVerbose(M);L;

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, -1, 0, 3, 2]

0 sotto pivot [0, 2, 1, 0, -2, 2]
37a-2x1"a —————- [o, 2, 1, 0, -2, 2]
4"a-1%1"a -————- [0, -4, -2, 0, 4, -4]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, -1, 0, 3, 2]

—————————————— [0, 2, 1, 0, -2, 2]
3"a-1*2"a —----- [0, 0, 0, 0, 0, 0]
4~a+2%2"a —--—-- [0, 0, 0, 0, 0, 0]

La matrice ridotta con Gauss ha due righe nulle quindi rango 4 — 2 = 2.

N.B. Tutte le sottomatrici 3 X 3 0 4 x 4 sono singolari dato che includono necessariamente almeno una riga
nulla. O

Esercizio 12.11. [FFE10] Determinare il massimo numero possibile di colonne linearmente indipendenti tra
quelle della matrice

3 3 2 1 0

3 3 5 2 1

-3 -3 —-11 -4 -3

2 2 -2 -1 -2

M =

e dare per ciascuna delle le dipendenti una relazione lineare.

Soluzione. Ricordiamo che il massimo numero di colonne indipendenti & dato dal rango, ma in generale possiamo
scegliere queste colonne con molta liberta.

Vediamo di procedere con la tecnica standard. Ridurre la matrice M con Gauss senza scambi di colonne ci
dara le posizioni dei pivot, e quindi sapremo quante colonne al massimo possono essere indipendenti ed avremo
una scelta di colonne dipendenti/indipendenti. Per trovare le relazioni lineari, bisogna risolvere il sistema

zA' 4 yA? 4 2A3 4 aA* + A% =0

le relazioni sono le soluzioni. Ma per risolvere il sistema riduciamo la matrice associata, che ¢ poi M. Riduciamo
senza scambi di colonne
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M:=Mat([[ 3, 3, 2, 1, 0],
[3, 3, 5, 2, 11,
[-3, -3, -11, -4, -3],
2, 2, -2, -1, -211);
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=3
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [3, 3, 2, 1, 0]
2"a-1%1"a [0, 0, 3, 1, 1]
3"a+1x1"a [0, 0, -9, -3, -3]
4"a-2/3%1"a [0, 0, -10/3, -5/3, -2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 3]=3
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— [3, 3, 2, 1, 0]
—————————————— [o, o, 3, 1, 1]
3"a+3%2"a [0, 0, 0, 0, O]
4~a+10/9%2"a [0, 0, 0, -5/9, -8/9]
Scambio la 37a e la 47a riga
Adesso la matrice e’

>

Mat([[3, 3, 2, 1, 0],
[0, o, 3, 1, 11,
(o, o, 0, -5/9, -8/9],
[0, 0, 0, 0, 011)

DODICESIMA LEZIONE - ESERCIZI

Vediamo che ci sono tre pivot e le loro posizioni sono (1,1), (2,3) e (3,4). Il rango & quindi tre, una possibile
scelta di colonne indipendenti ¢: prima, terza e quarta. Le altre (seconda, quinta) sono quindi dipendenti. 1

sistema e
3r+3y+224+a=0
3z4+a+b=0
5/9a +8/9b =0

Noi vorremmo trovare le combinazioni lineari della prima, terza e quarta colonna che mi danno la seconda e
quinta. Questo vorrebbe dire, esplicitare le variabili y,b (quelle relative alle colonne dipendenti) in funzione
delle variabili z, z,a (quelle relative alle colonne indipendenti). Pero il sistema ¢ messo in forma tale per cui

questo non ¢ immediato.
Mettiamo la matrice in forma standard, senza scambi di colonna.

Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1
1"ax+1/3 [1, 1, 2/3, 1/3, 0]
27ax+1/3 [0, O, 1, 1/3, 1/3]
37ax-9/5 [0, 0, 0, 1, 8/5]
—————————————— [0, 0, 0, 0, O]
Cancello la colonna sopra il 4 pivot

1"a-1/3%3"a [1, 1, 2/3, 0, -8/15]
2"a-1/3*3"a [0, 0, 1, 0, -1/5]
—————————————— [0, 0, 0, 1, 8/5]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 0]

Cancello la colonna sopra il 3 pivot
1~a-2/3%2"a [1, 1, 0, 0, -2/5]
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______________ (0, o, 1, 0, -1/5]
______________ o, o, 0, 1, 8/5]
______________ (o, 0, 0, O, 0]

Dalla matrice leggiamo immediatamente che
e La seconda colonna & uguale alla prima. 42 = Al

e La quinta colonna: A5 = —2/5A! —1/5A43 + 8/5A4%.

12.4 Come usare la riduzione

Abbiamo i seguenti passi elementari di riduzione su una matrice A € Mat,, x, (K)
1. Scambio delle righe A; <+ A;. Passo di Gauss.
2. Scambio delle colonne A; <+ A;.

3. Riduzione A; — A; +AA;, con i < j e cancellazione della componente non nulla piuti a sinistra della riga
A;. Passo di Gauss.

4. Riduzione A; — A; + AA;, con i > j e cancellazione della componente non nulla piu a destra della riga
A;.

5. Moltiplicazione di riga per scalare A; — AA; con A # 0.

6. Sostituzione di riga con combinazione lineare di righe, comoresa quella di partenza: A; — aA; + SA;,
con a # 0. I casi 3, 4 e 5 possono essere visti come casi particolari di questo.

7. Moltiplicazione di colonna per scalare A; — AA; con A # 0.

8. Sostituzione di colonna con combinazione lineare di colonne, comporesa quella di partenza: A7 — oA +BA",
con o # 0.

Ricordiamo che ciascuno di questi passi puo essere attuato moltiplicando la matrice A a destra o a sinistra per
una opportuna matrice.

Ricordiamo quali passi possiamo usare e come durante una riduzione per svolgere le seguenti operazioni
complesse:

a Risolvere un sistema di equazioni: tutte, avendo cura di scambiare le variabili nella soluzione se ho
effettuato uno scambio di colonne nella riduzione.

b Ridurre una matrice a scala: possibile anche solo usando lo scambio di righe 1 e la riduzione 3 con i < j.

¢ Ridurre una matrice in forma standard: possibile anche solo usando lo scambio di righe 1 e le riduzioni
34coni<jet>].

d Ridurre una matrice in forma normale: possibile anche solo usando lo scambio di righe 1, le riduzioni 3,4
con ¢ < jei>jeloscambio di colonne 2.

e Calcolare il determinante (solo matrice quadrata): le riduzioni 3 e 4 sempre. Gli scambi di riga/colonna
1, 2 ricordandomi che devo cambiare segno. Le moltiplicazioni di riga/colonna 5/7/8 e le combinazioni
lineari 6, ricordandomi che devo moltiplicare per A, a.
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f Vedere se il determinante € nullo: tutte le operazioni, senza memoria.
Calcolo del rango: tutte le operazioni, senza memoria.

h Determinazione di colonne indipendenti in A mediante il metodo dei pivot. Tutte le operazioni, ma se
effettuo uno scambio di colonne devo ricordarmene.

i Determinazione delle righe indipendenti in A mediante il metodo dei pivot. Tutte le operazioni, ma se
effettuo uno scambio di righe devo ricordarmene.

j Vedere se vi sono righe indipendenti in A mediante la tecnica della riga nulla: tutte le operazioni.

k Determinare le righe indipendenti e le relazioni lineari tra le righe di A usando la tecnica delle tag-variabli
o tag-vettori: tutte le operazioni.

Ricordiamo anche che

A Se una riga di una matrice si riduce a zero senza scambi di riga, questa riga ¢ combinazione lineare di
tutte le righe precedenti. Se uso il metodo delle tag-variabli o tag-vettori, posso anche sapere di quali
righe esattamente ed i coefficenti della combinazione.

12.5 Esercizi Rango e Rouché-Capelli

Esempio 12.12. [JJS37] Calcoliamo il rango della matrice

M:=Mat([[ 1, 3, 1, 4, 0, 3],

[1, 3,1, 0, 1, 2],

[-1,-3,-1, 8,-3, 0],

[1, 3, 1,12,-2, 5]11);
RiduciScalaVerbose (M) ;

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 3, 1, 4, o0, 3]

27a-1*1"a [0, O, O, -4, 1, -1]
37at+1x1~a [0, O, O, 12, -3, 3]
4~a-1x1"a [0, O, O, 8, -2, 2]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 4]=-4
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 3, 1, 4, 0, 3]
—————————————— [o, 0, 0, -4, 1, -1]
3"a+3*2"a [0, 0, O, O, 0, O]
4~a+2*2~a [0, O, O, O, 0, O]

Il rango della matrice é 2, le colonne linearmente indipendenti sono la prima e la quarta, le Tighe linearmente
indipendentila prima e la seconda (non ha operato scambi di riga).

Esempio 12.13. [FFF81] Calcoliamo il rango della matrice

11 2 2 3
1 1 1 2

A= 02 1 2 0 € Matyys (K)
1 3 4 4 4

Abbiamo che 1 < rk(A) < 4. Riduciamo la prima colonna con Gauss
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A:=Mat([[1,1,2,2,3
[1,1,1,2,2],
[0,2,1,2,0],
[1,3,4,4,411);

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 2, 2, 3]

2~a-1%1"a [0, 0, -1, 0, -1]

0 sotto pivot[0, 2, 1, 2, 0]
4~a-1x1"a [0, 2, 2, 2, 1]

1,
]

’

vediamo facilmente che la sottomatrice A 2 3);(2,3,4) € non singolare. Questo ci dice che rk(A) > 3. Il rango ¢é
quindi 3 o 4. Notiamo che la quarta riga della matrice é la differenza della terza e della seconda. Quindi non
ci sono quattro righe indipendenti e il rango é 3.

Avremmo potuto considerare ugualmente la sottomatrice A 23y(1,2,3)

Esercizio 12.14. [LL25] Calcolare il rango della matrice

A — 3¢ a—1 -1 —a-—2b
- a a+b a+b —2a-2

) € Mataoyq

al variare di a,b € R e poi a,b € C.

Soluzione. Svolgiamo i conti e alla fine distingueremo i casi R, C.

Dato che esiste un elemento della matrice —1 # 0 non dipendente dai parametri a, b, il rango di A ¢ almeno
uno. Inoltre la matrice A ha ordine 2 x 4 quindi il rango ¢ al massimo 2.

Per stabilire se € 1 o 2 dobbiamo considerare le sottomatrici di ordine 2: se tutte le 6 sottomatrici 2 x 2
di A sono singolari allora abbiamo che il rango ¢ 1 altrimenti ¢ 2 . Potremmo mettere a sistema queste sei
equazioni non lineari, sperando di risolvere il sistema facilmente, ma ¢ piu efficiente esaminare la matrice.

Scegliamo una sottomatrice 2 x 2 per cui calcoliamo il determinante e discutiamo per quale valore di a,b e
diverso da 0. Per esempio, prendiamo in considerazione la matrice

a—1 -1
a+b a+b
che ha determinante uguale a

(a—1)(a+b)+(a+b)=(a—1+1)(a+b) =ala+b) #0 <= a# 0 oppure a # —b

In tal caso il rango di A sia su R che su C ¢ 2.
Studiamo quindi il caso a = 0. La matrice diviene

0o -1 -1 -=-2b
0 b b -2

Osserviamo che tale matrice ha la prima colonna nulla, la seconda e la terza uguali, pertanto le sottomatrici
che coinvolgono due su tre di tali colonne sono singolari. L’unica matrice non singolare di cui calcoliamo il

determinante ¢ : )
-1 -2
det( by 9 >:2(b2+1)

A questo punto possiamo concludere che per a = 0 il rango di A su R e esattamente 2 per ogni b € R;
mentre il rango di A su C & esattamente 2 per a = 0 e b # =i, altrimenti & 1.
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Adesso consideriamo il caso b = —a. La matrice assegnata diventa:

3a¢ a—1 -1 a

a 0 0 —2a-2
Anche in questo caso scegliamo una sottomatrice che ha determinante dipendente dal parametro a, che ci
sembra semplice, e ne calcoliamo il determinante. Per esempio la sottomatrice

3a a—1
det< u 0 )za(a—l)

Affinche tale determinante sia nullo bisogna che a =0 0 a = 1.

Se a = 0 anche b = —a = 0 e otteniamo che
0 -1 -1 0
det(0 0 0 _2)—2750
Se a = 1 quindi b = —1 e otteniamo

3 0 -1 1
det ( 10 0 -4 ) =40
Riassumendo: il rango di A su C & 2 per ogni a € C e b # 44, altrimenti 1, mentre su R & 2 per ogni a,b € R.

Svolgiamo adesso esercizio mediante la forza bruta. Iniziamo con il calcolare tutti i determinanti delle sei
matrici 2 x 2:

det A(1,9);1,2) = 3a(a +b) —a(a — 1) = 2a® + 3ab+a
det A(1,9);1,3) = 3a(a +b) +a = 3a*> + 3ab + a
det A(12);(1,4) = 3a(—2a — 2) + a(a + 2b) = —5a* + 2ab — 6a
det A(12),(2,3) = (a—1)(a+b) + (a+b) = a® + ab = a(a + b)
det A(1 2),(2,4) = (a — 1)(—2a — 2) + (a + b)(a + 2b) = —a® + 3ab+ 2b° + 2
det A(1 2),3.4) = (2a +2) + (a + b)(a + 2b) = a® + 3ab + 2a + 2b* + 2
Poi mettiamo a sistema queste sei equazioni ponendole a zero e cerchiamo di semplificarle per quanto possibile:
20> +3ab+a=a(2a+3b+1)=0
3a2+3ab+a=a(3a+3b+1)=0
—5a? + 2ab — 6a = a(—5a +2b—6) =0
ala+b)=0
—a® +3ab+20*+2=0
a’?+3ab+2a+2b>+2=0

Notiamo che la pid semplice & la quarta equazione: a(a + b) = 0 da cui deduciamo che a = 0 0 a = —b.
Sfruttando queste uguaglianze il sistema trovato € equivalente ai due seguenti sistemi ottenuti rispettivamente
ponendo nel primo a = 0 e nel secondo b = 0:

0=0 —a2+a=0

0=0 a=0

0=0 —Ta? —6a=0
U

0=0 0=0

>4+1=0 —2a24+2=0

2+1=0 2a + 2
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Osserviamo che il secondo sistema ¢ chiaramente impossibile quindi discutiamo solo le soluzioni del primo dove
abbiamo posto a = 0 e ottenuto I’equazione b? 4+ 1 = 0. Pertanto possiamo concludere che il rango di A su R
¢ 2 per ogni a = 0 e per ogni b € R, mentre il rango di A su C e 1 per a =0 e b= +i ed ¢ 2 altrimenti.

Riassumendo: il rango di A su C ¢ 2 per ogni a € C e b # +i, , altrimenti 1, mentre su R & 2 per ogni
a,beR. O

Esempio 12.15 (Esercizio di esame, 8pt). [ES10] Dato k,a,b,c € R ed il sistema di equazioni lineari

kx+y+z=0
F:ix+y+3z=a
kx+y+2z=c

discutere le soluzioni del sistema al variare di k,a,b,c € R.

Soluzione. Per comodita scambiamo la prime e seconda equazione.

Riduciamo con Gauss la matrice completa del sistema
M:=Mat[[1, 1, 3, al,
[k, 1, 1, bl,
(k, 1, 2, cll;
L:=RiduciScalaVerbose(M);L;
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 3, al
27a-kx1%a [0, -k + 1, -3k + 1, -ka + b]
3%a-k*1%a [0, -k + 1, -3k + 2, -ka + c]
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot

—————————————— (1, 1, 3, al
—————————————— [0, -k + 1, -3k + 1, -ka + b]
3"a-1x2"a [0, 0, 1, -b + c]

e Se k # 1 la matrice incompleta ha tre pivot non nulli ed & quindi non singolare per ogni a, b, ¢, il suo
rango e 3, questo forza il rango della completa ad essere 3 e per Rouché-Capelli il sistema ammette un
unica soluzione per ogni a, b, c € R.

e Se k = 1 il rango della matrice incompleta, dato che ha solo due pivot non nulli € 2 per ogni a,b,c.
Abbiamo quindi infinite o nessuna soluzioni. La matrice completa diviene

1 1 3 a
M = 0 0 —2|—-a+bdb
00 1 |-b+c

Dato che la prima e seconda colonna sono uguali, il rango di M’ & uguale al rango della sottomatrice

1 3 a
M(/17213);(2,3,4) = 0 —2 —a+b
0 1 —=b+ec

Questa € una matrice quadrata di ordine tre e si vede facilmente che

-2 —a+b
det(M{; 5 3).(2,3.4)) = 1 - det ( . c) =-2(-b+c)—(—a+b)=a+b—2c

Quindi per k=1
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—Sek=1,a+0b—2c # 0 il rango della matrice completa & 3, diverso dal rango dell’incompleta, e
quindi il sistema non ha soluzioni.

— Sek=1,a+b—2c=0 e si verifica facilmente che il rango della matrice completa & 2, uguale al
rango dell’incompleta, e quindi il sistema ha 00372 = co! soluzioni.

Ricapitolando
e Se k # 1 esiste un unica soluzione.
e Sek=1

— ea+b—2c=0 il sistema ha oo! soluzioni.

— ea—+b—2c+#0 il sistema non ha soluzioni.

O
Proposto: determinare esplicitamente le soluzioni del sistema.
1 11
Esempio 12.16. [FFF23] Abbiamo la matricce A= |1 2 3| Voglo trovare le righe linearmente indipendenti,
4 5 6
e per quelle dipendenti la loro espressione come combinazione linerare delle indipendenti.
v 1 1 1]|wn
Invece di aggiungere a destra la colonna | ve | producendo la matrice S=| 1 2 3| va aggiungiamo
VU3 4 5 6 V3

1 vettori ey, ey, €5 alla prima, seconda e terza riga rispettivamente, producendo la matrice

1
Si=(AlL) = | 1
4

Ut DN

111 0 0
310 1 0
6/0 0 1
Riduciamo fino ad ottenere una forma triangolare superiore per A.

Use R::=Q[v[1..3]];

S:=Mat([[1,1,1,v[1]],
[1,2,3,v[2]],
[4,5,6,v[3111);

S1:=Mat([[1,1,1,1,0,0],
[1,2,3,0,1,0],
(4,5,6,0,0,111);

RiduciScala(S);
Mat[[1, 1, 1, wv[1]1],
[0, 1, 2, -v[1] + v[21],
[0, 0, 0, -3v[1] - v[2] + v[3]]

RiduciScala(S1);

[Mat[[1, 1, 1, 1, 0, 0],
[o, 1, 2, -1, 1, o],
[o, o, o, -3, -1, 111

In ambedue i casi, trovo che la prima e seconda riga sono linearmente indipendenti, mentre per la terza

Az =341+ Ay
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Osservazione 12.17. [FFF20] Quando opero con questo metodo sulla matrice [A|B] (A matrice, B colonne
aggiunte, una sola colonna di polinomsi oppure la colonna coi vettori ey, ..., e,, come nell’Esempio 12.16 posso

effettuare scambi di colonna (entro la matrice A) senza alterare il risultato - cambiare coerentemente l’ordine
delle componenti dei vettori non altera le relazioni lineari tra essi.

Esercizio 12.18. [EE88] Dato a,b,c,d € R e la matrice

a b 2 1 2
c d 2 11

A= 100 0 1 S Mat4x5(R)
0 1.0 0O

Determinare, al variare di a,b,c,d il rango di A.

Soluzione. 1l rango di A ¢ al massimo 4 e al minimo 1. Per semplificare la matrice, facciamo due operazioni.

1 —=1*—=b-4* fa b 2 1 2 a 0 2 1 2
29 -2 —d-4* ¢ d 2 1 1| [|c 0 2 1 1
100 0 1) |1 00 01
0 1.0 00 01 0 0O

Dobbiamo ora calcolare il rango di questa matrice. Osserviamo che la terza e quarta colonna sono multiple
I’'una dell’altra, quando cerco un minore non le considero contemporaneamente. Tra le due sottomatrici possibili
scelgo quella con la quarta colonna per semplicita di calcolo e ne calcolo il determinante sviluppando con Laplace
secondo la quarta riga e poi secondo l'ultima riga:

a 0 1 2
c 011 a 12
det =(-D*2det [c 1 1
1 00 1 L o1
010 0
1 2 a 2 a 1
_(_1)\3+11. -0N. .
=(=1)"""1-det <1 1) 0 det(c 1>+1 det <c 1>
=-1-0+a—c

Quindi se @ — ¢ — 1 # 0 si ha che det A # 0 e quindi il rango di A ¢ 4.
Sea—c—1=0< a=c+1 il rango ¢ forzatamente minore di 4. Consideriamo la matrice

c+1 0 2 1 2
c 0 2 1 1
A= 1 0 0 0 1
0 1 0 0 O
Consideriamo adesso la sottomatrice
0 1 2
0 1 1
1 0 0

Questo minore ha determinante non nullo pertanto il rango di A ¢ > 3 ma ¢ anche minore di 4, quindi se
a—c—1=0il rango di A & uguale a 3.
O
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Esempio 12.19. [FFX21] Determinare le relazioni lineari tra i vettori
Ql = (]'7 27 37 27 3)722 = (17 ]-7 07 33 3)793 = (17 _27 _97 67 3)3&4 = (37 47 33 87 3)
Mettiamo i vettori per riga in una matrice, aggiungiamo una colonna di variabili tag e riduciamo.

Use R::=Q[v[1..4]];
M:=Mat ([[1, 2, 3, 2, 3, v[1]],
[1, 1, o, 3, 3, v[2]],
[1,-2,-9, 6, 3, v[3]],
[3, 4, 3, 8, 3, v[4111);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 2, 3, v[1]]
27a-1x1"a [0, -1, -3, 1, 0, -v[1] + v[2]]
3~a-1*1"a [0, -4, -12, 4, 0, -v[1] + v[3]]
4~a-3%1"a [0, -2, -6, 2, -6, -3v[1] + v[4]]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [+, 2, 3,2, 3, v[1]]
—————————————— [0, -1, -3, 1, 0, -v[1] + v[2]]
3"a-4*2"a [0, O, O, 0, O, 3v[1] - 4v[2] + v[3]]
4~a-2x2"a [0, O, O, 0, -6, -v[1] - 2v[2] + v[4]]

T vettori vy, vy, vy sono linearmente indipendenti, il vettore vs & combinazione lineare dei primi due con relazions
lineare
3u[1] — 4v[2] + v[3] = 0 = v[3] = —3v[1] + 4v[2]

Esercizio 12.20. [UI22] Dato il sistema lineare

r+hy+kz=k
kx4+2=0
r+hy+z=2

Al variare dei parametri reali h,k € R discutere il numero di soluzioni.

Soluzione. La matrice completa associata al sistema &

(Alb) =

L=
> oS
— =
N O T

Possiamo semplificare la matrice usando ’algoritmo di Gauss:

1 A k k
20 4920 _ .1 0 —hk —k241| —k?
3% — 30— 1@ 0 0 —k+1 | -k+2

Notiamo che abbiamo potuto fare queste operazioni di Gauss perché non abbiamo effettuato divisioni per
elementi che possano essere nulli al variare di h, k; inoltre sostituire ad una riga la riga stessa eventualmente
sommata una riga nulla & sempre ammissibile perché le operazioni di Gauss non cambiano il valore assoluto
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del determinante, e dato che non abbiamo effettuato scambi di righe non cambia neppure il determinante. Ne
cambia il rango della matrice.
La matrice incompleta A ¢ in forma triangolare superiore, quindi

det A=h-k-(k—1)

Osserviamo che
det A#0 < h#0ek#0,1

In questo caso il rango della matrice incompleta e 3, il rango della completa & forzatamente 3 e quindi il sistema
ammette un’unica soluzione. Analizziamo adesso singolarmente i tre casi particolari.

Caso k = 0. Preferiamo considerare la matrice [A[b] e non la sua forma ridotta con Gauss per semplicita.
11 rango della matrice incompleta & < 2. Sostituiamo k& = 0 nella matrice [A|b] ottenendo

1 h 010
0 0 1]0
1 h 12

Notiamo che il rango della matrice incompleta e 2, dato che la sottomatrice (O (1)> ¢ non singolare. Calcoliamo

il rango della matrice completa. Tale determinante ¢ chiaramente 3 dato che la sottomatrice

_ o
== O
N OO

¢ non singolare. Il sistema € quindi impossibile per il teorema di Rouché-Capelli.

Caso k = 1. Anche in questo caso preferiamo considerare la matrice [A[b]. Dato che det A=0=rk A < 2.
Sostituiamo k = 1 ottenendo la matrice

1 h 1|1
1 0 10
1 A 1|2

Calcoliamo i ranghi delle matrici incompleta e completa prendendo in considerazioni due sottomatrici che
hanno entrambe determinante uguale, in valore assoluto, ad h:

h 1|1
det <} g) =h det 0 1]0 =h
h 1|2

Quindi se h # 0, il rango della matrice incompleta & 2 mentre il rango della matrice completa € 3 e pertanto il
sistema non ammette soluzioni. Se h = 0 invece la matrice diviene

1 0 11
1 0 10
1 0 12

In questo caso il rango della matrice incompleta & 1 (una sola colonna dell’incompleta ¢ linearmente indipendente),
. N 1 1
mentre il rango della completa e 2, dato che det (1 0 #0.
In ogni caso se kK = 1 il rango della completa e dell’incompleta sono diversi quindi per il teorema di
Rouché-Capelli il sistema non ammette soluzioni.
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Caso h = 0. Sostituiamo ~A = 0 nella matrice ridotta:

1 h k k 10 k k
0 —hk —k*+1| —k? — [ 0 0 —K2+1| —k? =A
0 0 —k+1|-k+2 00 —k+1|-k+2

Il rango della matrice incompleta dipende da k

e Se k =1 la matrice diviene
1

1 0 1
0 0 0|-1
00 01

il rango della incompleta & 1, quello della completa & 2 e quindi non ci sono soluzioni.

e Se k # 1, 'incompleta ha due pivot, ed ha quindi rango 2, la completa ha una unica sottomatrice
potenzialmente non singolare, A(; 2 3);(1,3,4)- Svolgiamo i conti

det A(123);1,34) = O
1-k)2-k) — (-k)1-k) = 0
(1-k)[A+E)E2-k+(F)] = 0
L-k)@E+k) = 0
k+2 = 0
Quindi il rango dell’incompleta e 2,
— Se k = —2 il rango della completa & 2 e quindi abbiamo 00?72 = co! soluzioni.

— Se k # —2 il rango della completa ¢ 3 e non esistono soluzioni.
Sintetizziamo ’esercizio:
e h#0,k # 0,1 il sistema ha un’unica soluzione;
e se h =0, k= —2 il sistema ha oo! soluzioni;

e altrimenti il sistema e impossibile

Esercizio 12.21. [LL12] Dati a, b, c € R, calcolare il rango della matrice

A_<a+1 20+3c a+1 a+c b

1 a—+2c ¢ b+c a+b+c>eMat2X5(R)

Soluzione. La matrice A ha ordine 2 x 5 pertanto il rango di A risulta per definizione minore uguale a 2.
Consideriamo la sottomatrice A2y = (1) che ha determinante 1 quindi non nullo. Possiamo affermare che
1 <rk A <2. Affiche il rango sia 1, bisogna che tutte le sottomatrici 2 x 2 di A abbiano determinante nullo.

Vogliamo esaminare determinanti il piu’ possibile semplici, quindi cominciamo dalla sottomatrice formata
dalla prima e terza colonna e ne calcoliamo il determinante:

det (aYl a?) =cla+1)—(a+1)=(a+1)(c—1)
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Osserviamo immediatamente che se a = —1 e ¢ = 1 la matrice assegnata diventa

010 0 b
1 1 1 b4+1 b
la cui sottomatrice formata dalle prime due colonne ha determinante non nullo per ogni valore di b. Quindi se

a=—1,¢=1,V b abbiamo che rk A = 2.
Supponiamo adesso a # —1,c = 1. Allora la matrice A diventa

a+1 2a+3 a+1 a+1 b
1 a—+2 1 b+1 a+bdb+1

Calcoliamo il determinante di una sottomatrice 2 x 2, per esempio scegliamo la prima e la quarta colonna:

1 1
det (“T ZL) —(a+ Db+ —(a+1)=(@+)(b+1—1)=ba+1)
Poiche ¢ = 1,a # —1 abbiamo che se b # 0 = rk A = 2, altrimenti la matrice diventa

a+1l 2a4+3 a+1 a+1 0
1 a+2 1 1 a+1

Prendiamo per esempio la prima e 'ultima colonna:

a+1 0 _ 2
det( 1 a+1>—(a+1) #£0 < a# -1

ma essendo in questo caso abbiamo che rk A = 2.

Rimane 'ultimo caso a = —1, ¢ # 1 dove la matrice ¢&:
0 —243c 0 —-1+c¢ b
1 -142¢c ¢ b+c —-1+b+c

Basta scegliere la prima e la quarta colonna

0 —1+4+c\ 4
det<1 b+c)1(1+c)1 c#0 < c#1

Quindi esiste una sottomatrice con determinante non nullo e anche in questo caso rk A = 2.

Notiamo che, per vedere se fosse possibile avere 7k A = 1, avremmo potuto imporre che tutti i determinanti
delle sottomatrici 2 x 2 fossero nulli. Questo perod avrebbe richiesto di risolvere un sistema di equazioni non
lineari non banale nelle variabili a,b,c. Il procedimento seguito equivale a risolvere le equazioni una dopo
I’altra, ed in in questo caso ha permesso una rapida risoluzione dell’esercizio. O

Esercizio 12.22. [MK01] Discutere (NON determinare) le soluzioni del sistema

tr+y+tz+2=0
tr+3y+z2=1
(t+ 1Dz +2y+22=2

1. SuR, cont e R.

2. SuC, conteC.
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Soluzione. Scriviamo la matrice completa associata al sistema.

t 1 t+110
A= ¢t 3 1 |1
t+1 2 2 |2

Non e immediato calcolare i ranghi delle matrici completa ed incompleta. Vogliamo operare almeno un passo
di riduzione di Gauss, ma preferiremmo non avere come primo pivot un termine dipendente dal parametro
t. Scambiamo la prima e seconda colonna, operazione che lascia invariato il rango sia della matrice completa
(ovviamente) che dell’incompleta (non abbiamo spostato la colonna dei termini noti).

1 t t+1|0
3 t 1 1
2 t+1 2 2

e procediamo con Gauss per cancellare gli elementi sotto questo primo pivot.

1 t t+1 |0
2¢ -3-1° 0 -2t =3t-2]|1
3¢ —-2-1 0 —t+1 —2t 2

In questa forma e piu semplice calcolare il rango. Calcoliamo il determinante della matrice incompleta sopra
scritta, sviluppando con la regola di Laplace rispetto alla prima colonna ed otteniamo facilmente il polinomio
t2 4+t + 2. Tale polinomio & di secondo grado con discriminante negativo. Pertanto

e in R il polinomio t? + ¢ 4+ 2 e quindi il determinante della matrice incompleta ¢ sempre non nullo. La
matrice incompleta ¢ quindi non singolare ed ha rango 3, forzando la matrice completa ad avere rango
uguale, 3. Il sistema ha pertanto una unica soluzione.

e In C, il determinante della matrice incompleta & non nullo se ¢ # —% + 24 e in tal caso il sistema, come
V7

sopra, ammette un’unica soluzione. Mentre nel caso in cui t = —% +45" il rango della matrice incompleta
¢ 2. Calcoliamo il rango della matrice completa. Abbiamo

t t+1 0
det(A(1’2,3);(2,3’4)) = det —2t =3t—2 1
—t+1 —2t 2

(Laplace su terza colonna)

t t+1 t t+1
=01 det <t+1 2t> 2 det (21& 3t2>
=1-1¢

e dato che questo polinomio ha radici £+1 non si annulla in f% + zg
Quindi se t = —% + zg c’e¢ una sottomatrice 3 x 3 della completa non singolare e quindi il rango della

completa & 3 mentre il rango dell’incompleta, come visto, & 2 ed il sistema non ha soluzioni per il teorema
di Rouché-Capelli.

O
Vediamo adesso negli Esercizi 12.23, 12.24 e 12.25 tre modi diversi di trovare le righe indipendenti di una

matrice e, per le dipendenti, le loro espressioni come combinazione lineare delle indipendenti. Naturalmente
potremmo risolvere il problema per le colonne della matrice trasposta.
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Esercizio 12.23. [FFE11] Determinare il massimo numero di righe linearmente indipendenti, r, della matrice

3 2 2 1 0
3 2 5 2 1
M= -3 -2 —-11 -4 -3
6 4 1 1 1
-3 -2 -2 -1 =2

= =N O

e scelte r righe indipendenti, trovare le descrizioni delle rimanenti da queste mediante combinaziont lineari.

Soluzione. Procediamo col metodo delle tag-variabili.

Mi:=Mat([[3, 2, 2, 1, 0, 1,v[1]],
(3, 2, 5, 2, 1, o,v[2]],
[-3, -2, -11, -4, -3, 2,v[3]],
6, 4, 1, 1, 1, 1,v[4]],
[-3, -2, -2, -1, -2, 1,v[5]11]);
L:=RiduciScalaVerbose(M1);
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=3
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [3, 2, 2, 1, 0, 1, v[1]]
27a-1*x1"a [0, O, 3, 1, 1, -1, -v[1] + v[2]]
3"a+1*1"a [0, 0, -9, -3, -3, 3, v[1] + v[3]]
4~a-2x1"a [0, O, -3, -1, 1, -1, -2v[1] + v[4]]
5%a+1*1~a [0, O, O, 0, -2, 2, v[1] + v[5]]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 3]=3
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot

—————————————— [3, 2, 2, 1, 0, 1, v[1]]

—————————————— [0, o, 3, 1, 1, -1, -v[1] + v[2]]
37at+3x2”a [0, 0, O, O, O, O, -2v[1] + 3v[2] + v[3]]
4~a+1%2"a [0, O, O, 0, 2, -2, -3v[1] + v[2] + v[4]]

0 sotto pivot[0, O, O, 0, -2, 2, v[1] + v[5]]

Scambio la 37a e la 47a riga

Adesso la matrice e’
Mat([[3, 2, 2, 1, 0, 1, v[1]],
(0, o, 3, 1, 1, -1, -v[1] + v[2]],
[0, 0, 0, 0, 2, -2, -3v[1] + v[2] + v[4]],
[0, 0, 0, 0, O, O, -2v[1] + 3v[2] + v[3]],
(0o, 0, 0, 0, -2, 2, v[1] + v[5]11])
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 5]=2
Cancello la 57a colonna, sotto il pivot

—————————————— [3, 2, 2, 1, 0, 1, v[1]]
—————————————— [0, 0, 3, 1, 1, -1, -v[1] + v[2]]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 2, -2, -3v[1] + v[2] + v[4]]
0 sotto pivot[0, 0, 0, 0, 0, O, -2v[1] + 3v[2] + v[3]]
5~a+1*3"a [0, 0, 0, 0, 0, O, -2v[1] + v[2] + v[4] + v[5]]

Il rango della matrice ¢ 3, dato che abbiamo tre pivot. Abbiamo quindi esattamente tre righe indipendenti.
Abbiamo anche le due relazioni lineari

—2A1 +3A,+ A3=0
—2A1 + A2+ Ay +A5=0
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Volendo tenere come linearmente indipendenti le righe A;, As, A4, quelle dei pivot (ricordiamo lo scambio
righe), abbiamo che
A3:2A1—3A2+A3 €A5:2A1—A2—A4

Notiamo che, anche se ci fossimo dimenticati di aver scambiato la terza e quarta riga, il fatto che nella matrice
ridotta ci fosse come terza riga un vettore i cui compare la variabile v4 e non vs ce lo avrebbe ricordato.
Avremmo potuto scegliere la triple di righe indipendenti in modo diverso, usando le relazioni lineari.

Per esempio, avremmo potuto scegliere come dipendenti la prima e la seconda, e quindi come indipendenti
la terza, quarta e quinta. Dalle relazioni avremmo ottenuto

—2A; +342+A3=0 241 =345+ A3
—2A1+As+ A4+ A5 =0 —3A5 — A3+ Ay + Ay +A5=0

2A, = 3A2 + A3
—2A5 — A3+ A4+ A5=0

o JA=32441/24
Ay = —1/243 +1/24, +1/24;

Pero abbiamo dovuto risolvere il sistema

—2A1 +3A,+A3=0
—2A1+ A+ AL+ A5=0

rispetto alle variabili A1, As. Se avessimo scelto le variabili A3, A5 la soluzione sarebbe stata immediata. [
Esercizio 12.24. [FFE12] Determinare il massimo numero di righe linearmente indipendenti, v, della matrice

3 2 2 1 0
3 2 5 2 1
M=| -3 -2 —-11 —4 -3
6 4 1 1 1
-3 -2 -2 -1 =2

e =

e scelte r righe indipendenti, trovare le descrizioni delle rimanenti da queste mediante combinazioni linears.

Soluzione. Ripetiamo ’esercizio precedente col metodo dei tag-vettori

Mi:=Mat([[ 3, 2, 2, 1, 0,1, 1,0,0,0,0],
[ 3, 2, 5, 2, 1, 0, 0,1,0,0,0],
(-3, -2, -11, -4, -3, 2, 0,0,1,0,0],
[ 6, 4, i, 1, 1,1, 0,0,0,1,0],
(-3, -2, -2, -1, -2, 1, 0,0,0,0,111);

L:=RiduciScalaVerbose (M1);

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=3
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (3, 2,2,1,0,1, 1, 0, 0, 0, 0]

27a-1*1"a [0, O, 3, 1, 1, -1, -1, 1, 0, 0, O]
3"a+1*1~a [0, O, -9, -3, -3, 3, 1, 0, 1, 0, O]
4~a-2%1"a [0, O, -3, -1, 1, -1, -2, 0, O, 1, O]
5"atix1”a [0, 0, 0, 0, -2, 2, 1, 0, 0, 0, 1]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 3]=3
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Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— 3, 2, 2,1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0]
—————————————— (o, o, 3, 1, 1, -1, -1, 1, 0, 0, 0]
3"a+3%2"a [0, O, O, O, O, O, -2, 3, 1, 0, O]
4~a+1*27a [0, O, 0, 2, -2, -3, 1, 0, 1, 0]
0 sotto pivot[0, O, 0, -2, 2, 1, 0, 0, 0, 1]
Scambio la 37a e la 47a riga
Adesso la matrice e’

>
B

3
0
0
0
a

Mat([[3, 2, 2, 1, O, 1, 1, O, O, O, O],
o, 0o, 3, 1, 1, -1, -1, 1, 0, 0, 0],
o, o, 0, 0, 2, -2, -3, 1, 0, 1, 01,
(o, o, 0, 0, 0, 0, -2, 3, 1, 0, 01,

[o, o, 0, 0, -2, 2, 1, 0, 0, 0, 111)
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 5]=2
Cancello la 57a colonna, sotto il pivot
—————————————— 3, 2, 2,1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0]

—————————————— [0, 0, 3, 1, 1, -1, -1, 1, 0, 0, 0]
-------------- [0, 0, 0, 0, 2, -2, -3, 1, 0, 1, 0]
0 sotto pivot[0, O, O, O, 0, O, -2, 3, 1, 0, O]

5~a+1x¥3~a [0, O, O, O, O, O, -2, 1, 0, 1, 1]

e fin qui avremmo trovato le stesse relazioni lineari

—2A1 +3A,+A3=0
—2A1+ A+ A4+ A5=0

Ma continuiamo la riduzione, il che vuol dire che stiamo risolvendo il sistema delle relazioni con Gauss

Ho trovato il pivot in posizione A[4, 7]=-2
Cancello la 7"a colonna, sotto il pivot

______________ (3, 2, 2, 1, 0, 1, 1, 0, 0,0, 0]
______________ o, o, 38, 1, 1, -1, -1, 1, 0, 0, 0]
______________ (o, o, 0, 0, 2, -2, -3, 1, 0, 1, 0]
______________ o, o, 0, 0, 0, 0, -2, 3, 1, 0, 0]

5~a-1*4"a [0, 0, 0, 0, 0, O, 0, -2, -1, 1, 1]

Dalla quarta e quinta riga della matrice leggiamo immediatamente che
A1 = 3/2A2 + 1/2143 [§ A2 = —1/2143 + 1/2A4 + 1/2145

O

Esercizio 12.25. [FFE13] Determinare il massimo numero di righe linearmente indipendenti, r, della matrice

3 2 2 1 0
3 2 5 2 1
M = -3 -2 —-11 -4 -3
6 4 1 1 1
-3 -2 -2 -1 =2

— =N O

e scelte r righe indipendenti, trovare le descrizioni delle rimanenti da queste mediante combinazioni linearsi.
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Soluzione. Ripetiamo ’esercizio precedente con la definizione: cerchiamo le x1,...,z5 € R tali che
IlAl + -4 1‘5A5 = Q =4 I1(37 27 2, 1, 0, 1) + -+ 1‘5(—3, —2, —2, —17 —2, 1) = Q

ovverlo le soluzioni del sistema

3 3 -3 6 -3
2 2 =2 4 =2
2 5 —-11 1 -2
1 2 -4 1 -1
01 -3 1 -2
10 2 1 1

ovvero le soluzioni del sistema ATz =0

MT:=Transposed (M) ;
MT:=Mat([[3, 3, -3, 6, -3],

[2, 2, -2, 4, -21,
[2, 5, -11, 1, -2],
(1, 2, -4, 1, -1],
(o, 1, -3, 1, -21,

(1, 0, 2, 1, 111);
L:=RiduciScalaVerbose (MT) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=3
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [3, 3, -3, 6, -3]
2"a-2/3*1%a [0, 0, 0, O, O]
3"a-2/3*1"a [0, 3, -9, -3, 0]
4~a-1/3%1"a [0, 1, -3, -1, 0]
0 sotto pivot([0, 1, -3, 1, -2]
6~a-1/3x1"a [0, -1, 3, -1, 2]
Scambio la 27a e la 37a riga
Adesso la matrice e’

Mat([[3, 3, -3, 6, -3],
fo, 3, -9, -3, 0],
(o, o, o0, 0, 0],
(o, 1, -3, -1, o],
(o, 1, -3, 1, -21,

o, -1, 3, -1, 21D
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [3, 3, -3, 6, -3]
—————————————— [0, 3, -9, -3, 0]
0 sotto pivot[0, O, 0, 0, O]
4~a-1/3%2"a [0, O, O, O, O]
57a-1/3%2"a [0, 0, O, 2, -2]
6~a+1/3%2"%a [0, 0, 0, -2, 2]
Scambio la 37a e la 57a riga
Adesso la matrice e’
Mat([[3, 3, -3, 6, -3],
(o, 3, -9, -3, 01,
[0, o, 0, 2, -2],
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(o, o, o0, 0, 01,
[0, 0, 0, 0, 0],
o, 0, 0, -2, 211D
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 4]1=2
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
—————————————— [3, 3, -3, 6, -3]
—————————————— [0, 3, -9, -3, 0]
—————————————— [0, 0, 0, 2, -2]
0 sotto pivot[0, O, O, O, O]
0 sotto pivot[0, O, 0, O, O]
6~a+1*3%a [0, O, O, O, O]

Abbiamo che il rango ¢ 3, dato che ci sono 3 pivot. Abbiamo anche che la prima, seconda e quarta colonna
sono indipendenti. Lo sono quindi la prima, terza e quarta riga della matrice M, visto che stavamo lavorando
sulla trasposta M. Vogliamo trovare le relazioni, ovvero le soluzioni. Continuiamo con la riduzione allindietro,
mettendo la matrice in forma standard.

Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1
17ax+1/3 [1, 1, -1, 2, -1]

2"ax+1/3 [0, 1, -3, -1, 0]

3~ax+1/2 [0, 0, O, 1, -1]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 0]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 0]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 0]

Cancello la colonna sopra il 4 pivot

17a*+2%x3%a [1, 1, -1, 0, 1]

27a+1%3"a (o, 1, -3, 0, -1]
—————————————— [0, o, 0, 1, -1]
—————————————— (o, o, 0, 0, 0]
—————————————— (o, o, 0, 0, 0]
—————————————— (o, 0, 0, 0, 0]
Cancello la colonna sopra il 2 pivot

17a-1%2"a [t, o, 2, 0, 2]
—————————————— o, 1, -3, 0, -1]
—————————————— (o, 0, 0, 1, -1]
—————————————— (o, o, o0, 0, 0]
—————————————— (o, o, o0, 0, 0]
—————————————— (o, 0, 0, 0, O]

ed abbiamo
T = 72%3 — 2%5

To = 3x3 + x5
Ty = Ts

Sostituiamo

(1,2, 3, x4, x5) — (—2x3 — 2253w3 + x5, 23,25, T5) =
= .1’3(—2, 3,1,0,0) + x5(—2, 1,0,1, 1)

Quindi abbiamo le relazioni, al variare delle variabili x5, x5. Per esempio, se
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e z3 =1, x5 =0 che ci da che (—2,3,1,0,0) & soluzione ed quindi abbiamo

—2A1 +3A2+A3 :Q—) Al :3/2142 + 1/2A3

e 3 =0, x5 =1 che ci da che (-2,1,0,1,1) & soluzione ed quindi abbiamo

—2A1+A2—|—A4—|—A5 ZQ—>A2 = 1/2A3+1/2A4+1/2A5

12.6 Formula di Cramer e formula dell’ inversa
Teorema 12.26 (Cramer - dimostrazione non vista in classe e non richiesta). [FFF37] Sia dato il sistema
Az = b, con A € Mat, x, (K) con A= [AL,... A"] non singolare (data per colonne). Sia
B; = (Al,...,Ai_l,b, Ai“,...,A")
la matrice uguale ad A tranne che la i-esima colonna viene sostituita con b. Allora
T =
" det(A)
Dimostrazione. Sappiamo gia che la soluzione esiste unica, dato che A & non singolare. Partendo a ritroso dalla
formula

o det(BZ)
¥ T Qet(A)

vorrei usare il teorema di Binet sulla formula

< det(A)x; = det(B;)

AX; = B;
Quindi devo trovare delle matrici X;, con i:1,...,n tali che det X; = z; e A- X; = B;.
Costruiamo X; per colonne:
X, = (gl,...,gi_l,§,§i+1,...,§n)
Per costruzione, det X; = z;. Se moltiplichiamo a destra A per X, ricordando che Az = b ed usando le regola

della moltiplicazione a destra (le colonne di X; mi danno la combinazione lineare delle colonne di A per ottenere
il risultato) otteniamo che Vi:1,...,n

AXZ :A (§17""§i71’£7§i+17"'7§n)
= (A'§17~-~aA'§i_1aA£;A'§i+1a---vA'QA)
= (AL, AL AL AR

:Bi

Applichiamo il teorema di Binet a questa uguaglianza

det(A - X;) = det B;
det(A) det(X;) = det B;
det(A)z; = det B;

det B;

T et A
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Osservazione 12.27. [FFA17] Se la matrice é singolare, la regola di Cramer non si applica. Quando si parla
di risolvere con Cramer si deve sempre avere che la matrice associata al sistema € non singolare.

Esempio 12.28. [FFF61] Risolvere con Cramer il sistema (2 1) (g) = (g)

3 0
Soluzione.
det (g é) _3 det (; 2) _3
TN T 3 YTy T
det (3 0) det (3 O)

Esercizio 12.29 (Proposto). [FFF62] Risolvere con Cramer il sistema

2 1 2\ [z 3
30 1) [yl=1(1
11 2/ \z 0

Osservazione 12.30. [FFF63] In genere, per quanto elegante, la risoluzione con Cramer é molto costosa,
dato che per un sistema n X n richede il calcolo di n + 1 determinanti. Puo essere competitiva con Gauss in
condizioni particolari, per matrici 2 X 2 o se il sistema dipende da molti parametri.

Formula per l’inversa
Definizione 12.31. [FFF66] Sia A € Mat,x, (K). La matrice A* = ((—1)"* det Aji)ij si dice matrice
complemento di A.

Esempio 12.32. [FFF90] Data

b

Il
e =
0o T N
0 O W

Calcoliamo A* elemento per elemento
(A*)ll = (—1)1"1‘1 det A11 = det <Z g) — _8

(A*)32 = (—1)3+2 det Ay3 = —det (; ;) = —(—6) =6

Completare la matrice per esercizio.

Proposizione 12.33 (Inversa - non dimostrata a lezione e non richiesta). [FFF38] Sia A € Mat,x, (K),
invertibile e A* la sua matrice complemento. Allora
1 1

~ det(4) AT= det(A) ((=1)"" det A;:)

-1

©j
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Dimostrazione. Sia

det(A',... A7 e, AT AT .
bij = eB=(bj)coni,j:1,....,n

4 det(A)

Voglio dimostrare che B ¢ inversa destra di A, ovvero che AB = I,,. Da questo segue che B & proprio I'inversa
di A.

L’inversa X di A, che esiste unica, € la soluzione di dell’equazione AX = I,,, ovvero degli n sistemi

AXt =¢, AXj:§j AX"=¢

A- (%‘1)1‘:1 ..... n—=E€ A- (%)zln =€ - A- (Cﬂm)izl ..... n = Ep
Usando la regola di Cramer su questi sistemi per trovare le soluzioni x;;, vediamo che

det(Al, ... A7l e

=50

det(A)

AL AmY

CL’ij =

e quindi z;; = b;;, X = (x;5) = (bij) = B e B ¢ l'inversa di A. Notiamo altresi che se sviluppiamo con Laplace
il determinante della matrice (A',..., A" e;, A" ... A™) secondo la i-esima riga abbiamo che, essendo
I'unico elemento non nullo di questa riga quello nella colonna j-esima,

det(AY, ..., A e AT LA™ = (—1)" det Ay

k) =7 )
e questo conclude la prova. O

a b

Esempio 12.34. [FFF69] Determiniamo linversa di A = (c d> Usando la formula

(—1)1+2 det A12 (—1)2+2 det A22 —a921 aiq

B 1 d —b
det<a b) B ad — be T ad—be\—c a

<(—1)1+1 det Au (—1)2+1 det A21> ( a922 —CL12>
A—l

c d

Abbiamo ottenuto qualche lezione fa lo stesso risultato attraverso una riduzione di Gauss, ma il calcolo era
stato molto laborioso per la gestione dei parametri durante la riduzione.

Esempio 12.35. [FFF70] Determiniamo linversa della matrice

2 1 2
A=13 0 1] ¢ Matsy 3 (Q)
1 1 2
Svolgendo qualche calcolo vediamo che det A = —1 # 0, e la matrice A é quindi invertibile e possiamo usare la

formula per linversa. Raccolto il determinante (—1) la prima riga dell’inversa é

T11 = (—1)1+1 det A1; = +det ((1) é) - 1

T12 — (—1)1+2 det A21 = —det (1 g) =—0=0

13 — (—1)3+1 det A31 = +d€t (é ?) =1
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Usando la formula abbiamo quindi per ora

-1 0
X:— [ ]
[ ]

1
°
°

Le altre due righe sono lasciate per esercizio. E chiaro che il calcolo dell’inversa

1 0 -1
5 -2 —4
-3 1 3

con la formula é molto costoso.

Osservazione 12.36. [FFF73] In genere, per quanto elegante, il calcolo dell’inversa con teorema precedente
¢ estremamente costosa, dato che per una matrice n X n richede il calcolo di n® determinanti (n —1) x (n—1).
Puo essere competitiva con Gauss in condizioni molto particolari, in particolare se la matrice dipende da molti
parametri.

Esercizio 12.37. [FFZ73] Calcoliamo con la formula Uinversa della matrice generica 3 x 3

-1

a b ¢
d e f
g h i
[Soluzione:]
a -t —fh+ei ch—bi —ce+bf

b ¢

1

d e f = - - fg—di —cg4+ai cd—af
g h i —ceg+bfg+ cdh —afh — bdi + aet “eg+dh bg—ah —bd+ae

Esempio 12.38. [FFQ23] [ vettori(1,2,3,1,4),(4,2,5,2,2),(5,—2,1,1, —8) non sono linearmente indipendenti,

dato che che la matrice
4

3 1
5 2 2
1 1 -8

1 2
A=1[4 2
5 -2

ha tutte le sottomatrici 3 x 3 singolari. (Fare i conti per esercizio, ci sono 10 sottomatrici 3 x 3). Che i tre
vettori siano linearmente dipendenti si puo vedere anche notando che

—3(1,2,3,1,4) +2(4,2,5,2,2) = (5,-2,1,1, —8)

In questo caso, se non si nota ad occhio la relazione lineare (difficile). E molto piu efficace usare la riduzione
di Gauss

Esempio 12.39. [FFQ77] I vettori(1,2,3,1,4),(4,2,5,2,2),(5,—2,1,1, —8) non sono linearmente indipendenti,

A:=Mat([[1,2,3,1,4],

[4,2,5,2,2],

5, -2, 1, 1, -811);
RiduciScalaVerbose(A);
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 3, 1, 4]
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27a-4x1"a [0, -6, -7, -2, -14]
37a-5*%1"a [0, -12, -14, -4, -28]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-6
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [+, 2, 3, 1, 4]
—————————————— [0, -6, -7, -2, -14]
3"a-2x2"a [0, O, O, O, 0]

La prima e seconda riga sono linearmente indipendenti. La prima, seconda e terza riga sono linearmente
dipendenti.

Esempio 12.40. [FFA62] Dati a,b,c,d € R risolvere con Cramer il sistema lineare

¢ 0)()-(3)

sapendo che det A = ad — bc # 0

1 b
det<3 d) - d—3b det<

Soluzione.

o oo o

S5
Nl

IS

IS8

I

o

3

(e by ad—we T -
e d ¢ d
O
Esercizio 12.41 (Proposto). [FFA63] Dati a,b,c € R risolvere il sistema lineare
a 1 b T 0
2 b c)l-|y | = 1
3 a c z 3
Soluzione. Hint: risolvere con Cramer, usare la regola del Sarrus per il determinante.
Se —a%c 4 abc + 2ab — 3b% + ¢ # 0 abbiamo
ab — 3b% + 2¢
r =
—a?c+ abe + 2ab — 3b% + ¢
o —2ac+ 3b
v= —a?c+ abe + 2ab — 3b% + ¢
—a®+ 3ab—3
U
—a?c + abe + 2ab — 3b% + ¢
Risolvere per esercizio nel caso —a?c + abc + 2ab — 3b* + ¢ = 0 (calcoli lunghi). O

Esercizio 12.42. [MA03] Usando Cramer, risolvere al variare dei parametri a,b,c € R il sistema

ar +2y —az=a
ar+ (a+ 1)y =2
(a+1Dzx+2ay+(a+2)z=—a
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Soluzione. Sia A la matrice incompleta e A;, A,, A, le tre matrici di sostituzione di Cramer, abbiamo

a 2 —a

A= a a+1 0

a+1 2a a+2
a 2 —a a a —a
A, = 2 a+1 0 Ay = a 2 0
—a 2a a+2 a+1l —a a+2

a 2 a

A, = a a+1l 2

a+1 2a —a

Calcoliamo i quattro determinanti con la regola del Sarrus creando la matrice di Sarrus, cominciando con il

determinante di A
a 2 —a a 2

a a+1 0 a a+1
a+1 2a a+2|a+1 2a

e svolgendo i calcoli

det A

a-(a+1)-(a+2) + 2:0-(a+1) + (—a)-a-(2a)

—a-0:-(2a) — 2-a-(a+2) — (—a)-(a+1)-(a+1)

= a®*+3a*+2a + 0 + —2a® —0 — (2% +4a) — (—a® —24* —a)
= 3a*—a=a(3a—1)

Abbiamo che det A =0 < a =0, % Trattiamo tre casi a =0, a = % ea#x0ea# % separatamente.

Poniamo a = 0 nel sistema dato ottenendo
2y =0
y=2
r+22=0

che & chiaramente impossibile.

Poniamo adesso a = % nel sistema dato ottenendo il sistema:

1 1, _ 1 —
sr+2y—35z2=3 r+6y—2=1
o+ gy = = Sz+4y=6
et Zy+lz=-1 dr +2y+ 72 = -1
con matrice completa
16 -1 1
B=(1 4 0 6
4 2 7 -1

Sappiamo che il determinante dell'incompleta ¢ 0 ed ¢ immediato vedere che la sottomatrice B(1 2)(1,2) ¢ non
singolare, quindi il rango della matrice incompleta ¢ uguale a 2. La sottomatrice B(y 2 3);(2,3,4) della matrice
completa & non singolare, dato che

6
det B(1,2,3);(2,374) = det 4 0 6 = —240
2
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(basta sviluppare per la seconda riga o colonna) quindi il rango della completa ¢ 3 ed il sistema dato non ha
soluzioni per a = %

Per ultimo studiamo il caso a # 0, %: il determinante della matrice completa ¢ non nullo e quindi per
il teorema di Rouché-Capelli esiste un’ unica soluzione che possiamo calcolare con la regola di Cramer.

Procedendo come prima calcoliamo

detA, = —-24>—2a-38
det A, = 2a®+6a=2a(a+3)
det A, = —5a*+3a+4

La soluzione, unica ma dipendente dal parametro a (per ogni valore di a # 0, % ¢’¢ una sola soluzione) &

det A, —2a% — 2a — 8

detA  a(3a—1)
det A, 2a(a+3) 2(a+3)
Y7 deta a(3a—1) T 3a-1
det A, —5a®+3a+4
T detA a(3a —1)

In questo caso la risoluzione con Gauss avrebbe comportato delle difficolta per la presenza del parametro
a, che complica i calcoli e puo portare a dover trattare casi particolari spurii. O

12.7 Esercizi proposti

Dimostrare la seguente proposizione

Proposizione 12.43. [EEE76][Riga/colonna somma di altre] Se v,w € K™,

det((A1,...,v+w,...,A,)) =det((A1,..., v ,...A,)) +det((4A1,..., w,...,4,))
Esercizio 12.44. [GG25] Al variare dei parametri a,b € R calcolare il rango della matrice

a b b1 9
a b b 2 -1
a b b 2 1

Soluzione: il rango della matrice ¢ 2 se a,b = 0, altrimenti 3. O

Esercizio 12.45. [GG06] Dato il sistema di equazioni lineari

24+ y+32+4 =0
2r4+y+32—-—1=0
6z+3y+92+4t—-2=0
r+y+z+t—1=0
8r+4y+ 122+ 12t —-1=10
3r+y+5z2+7t+1=0

Discutere le soluzioni del sistema.
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Soluzione. Esistono co' soluzioni.

Esercizio 12.46. [GGO7] Dato il sistema di equazion: lineari

204+ 3z4+4t+v—-4=0

2e +y+3z+u+v—-1=0
20 +3y+9z+4t+u—-1=0
8rx +4y+ 122+ 12t +u =0

Discutere le soluzioni del sistema e determinarne le soluzionsi.

Soluzione. Esistono co? soluzioni.

Esercizio 12.47. [GG80] Dati a,b € R ed il sistema

—x+2z4+a+b=0
Fiqr—y—z—a+2=0
r+y+z+a—-1=0

Discutere le soluzioni al variare di a,b.
Soluzione. Esiste un unica soluzione.

Esercizio 12.48. [GG81] Dato k € R ed il sistema di equazioni lineari

20k 4+ 2yk + 2y + 22k + 42+ 2k+4=0
Ficak+yk+y+zk+2z2+k+2=0
zk—zk+1=0

Discutere il sistema al variare di k.

Soluzione. Se k = 0 il sistema & impossibile; Se k = —1 ci sono 0o? soluzioni; Se k # 0, —1, oo' soluzioni.

Esercizio 12.49. [GGW81] Al variare di a,b,k € R determinare il rango delle matrici

1.
1 1 3 4 4
2 1 1 0 2
2 1 1 0 O Sol:4
-3 0 6 12 10
1 0 2 1 3
2.
1 1 3 4 4
2 1 1 0 2
2 1 1 0 0 Sol:4
—2a—1 —a+1 —a+7 12 —2a+12
1 0 2 1 3
3.
01 3 1 4
21 1 0 a
9 a 1 0 0 Sol:4
1 0 2 3 3
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Esercizio 12.50. [GGW82] Al wariare di a,b € R determinare quattro colonne linearmente indipendenti nella
matrice

a 1 3 4 4
2 1 1 0 2
2 1 1 0 0
-3 0 6 12 10
a> 0 2 b 3a—2b

Esercizio 12.51. [GGT83] Al variare di a,b € R determinare due righe linearmente indipendenti nella matrice

a 1 b (a+b)? 3
a—b b a® 0 2
2 a1 a?+1 b
-3 7 6 12 V5
a> 0 a+b b 5

Esercizio 12.52. [GGWs4] E possibile trovare una matrice A € Matyxq (K) le cui entrate dipendono da un
parametro a € K che sia sempre non singolare se K =R ma possa essere singolare se K = C?

Esercizio 12.53. [GGWs5] E possibile trovare una matrice A € Matyxq (K) le cui entrate dipendono da un
parametro a € K che sia sempre singolare se K = R ma possa essere non singolare se K =C?

Esercizio 12.54. [GGW86] E possibile trovare un sistema lineare Ax = b, con A € Mat,,xn (K), b € K™ che
abbia soluzione unica se K =R ma non se K=C?

Esercizio 12.55. [GG82] Dato k € R ed il sistema di equazioni lineart
20k =2z +yk —y+2k—32+6=0

Fiq2zk —2x+3yk+2y+4zk+11=0
zk—r—y—2242=0

Discutere il sistema al variare di k.
Soluzione. Se k = 0,41 il sistema e impossibile, se k # 0, 41, il sistema ha un’unica soluzione. O]

Esercizio 12.56. [GG77]Dato k € R ed il sistema di equazioni lineart

zk+y+224+3=0
Fiqzk+y+2=0
y+2z+2=0

Discutere il sistema al variare di k.
Soluzione. Se k = 0 il sistema e impossibile; se k # 0 il sistema ha un’unica soluzione. O

Esercizio 12.57 (Proposto). [FFA00] Introduciamo l’operazione sostituzione di colonna con combinazione
lineare di colonne: A7 — «qAI + BA*, con o # 0. Per cosa posso usare questa nuova operazione e con che
cautele?
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12.8 Terza prova di autovalutazione

[Auto3] [Tempo stimato 1h]

a> 0 1 a 2—a
a 1 0 2 a’
1. Al variare di a € R calcolaredet | 3 0 0 a a-+1
0 0 0 a -1
0 0 0 1 a
Soluzione. Sol: det(A) = —3(a? + 1). O

2. Al variare di z,y, z € R determinare il rango della matrice M := <alc Z x_—12 g)

Soluzione. lrango di M e 1sex =1e y =z =3; il rango di M ¢ 2 altrimenti. O

3. Dati i parametri a,k € R ed il sistema di equazioni lineari

y+2z=2a+1
rk+2z2=2a+1
zk+y+22=3a+1

Discutere le soluzioni del sistema al variare di a, k.

Soluzione. Se k # 0 Il sistema ha un’unica soluzione; Se k = 0,a = 0 ha oo! soluzioni, se k = 0,a # 0
non ha soluzioni. O
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Capitolo 13

Tredicesima Lezione - Spazi Vettoriali

13.1 Definizione e prime proprieta

Definizione 13.1. [GGG00] Sia (V,+) un gruppo commutativo, K un campo e -: K x V.— V un prodotto
esterno. Diciamo che V' é un K-spazio vettoriale o K-spazio. Gli elementiv € V' si dicono vettori e si indicano
sempre sottolineati. Gli elementi di K st dicono scalari.

Osservazione 13.2. [GGA09] Ricordiamo le proprieta di un prodotto esterno: dato (V,+) gruppo commutativo,
un operazione

K - V
Nv) = Ao

si dice prodotto esterno su V se soddisfa le sequenti proprieta.
1.VXIeK, v,weV MNuv+w)= v+ dw (Distributivita del prodotto sulla somma,).
2.V NpueK veV (A+p)u= v+ pp (Distributivita della somma sul prodotto).
3V NpeK veV Auww) = (Ap)v.
4. YveV lv=wvelv=0.
Osservazione 13.3. [GGG09] Ricordiamo la differenza tra 0 € V e 0 € K.
Esempio 13.4. [GGG01] (K", +,-) dove - ¢ il prodotto esterno é un K-spazio.
Esempio 13.5. [GGG02] K[z], K[z1,...,z,] sono K-spazi con le operazioni ovvie.

Esempio 13.6. [GGG03] Mat,, . (K) é un K-spazio con le operazioni ovvie (il prodotto per uno scalare, non
il prodotto tra matrici).

Esempio 13.7. [GGG04] I wvettori geometrici di R? ed R® centrati sull’origine sono un R-spazio con le
0PETAZIONT 0VVIeE.

Esempio 13.8. [GGG05] C ¢ sia un C spazio (ovvio) che un R-spazio, dato che (C,+) é un gruppo commutativo
e il prodotto

RxC — C
(N a+1ib) — Aa+i\b
e ben definito e soddisfa le condizioni di prodotto esterno
Esercizio 13.9. [GGG11]/Proposto] Dati due campi Ky 2 Ky, dimostrare che K; é un Ka-spazio.

Esempio 13.10. [GGGO6] Q[\/ﬁ} D Q ¢ un Q-spazio con le operazioni ovvie. Non é un R spazio perché I’
operazione di prodotto esterno per un elemento di R non ¢ ben definita - ©(1 4 /2) ¢ Q[v/2).

207
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13.2 Sottospazi

Definizione 13.11. [GGG13] Dato il K-spazio (V,+,-) e W CV, diciamo che W ¢ K-sottospazio di V se e
solo se W ¢é chiuso rispetto alle operazioni di somma e moltiplicazione (esterna) per elementi di K, ovvero se
il risultato di tali operazioni su elementi di W appartiene ancora a W. In altre parole, W é K-sottospazio di
V se e solo se

o Vw,,w, €W wy+w,eW
e VAeK, woeW Jwy,eW
Scriveremo W C V.
SSP
Osservazione 13.12. [GGR13] La definizione precedente é equivalente se si sostituisce alle condizioni
s Vw,wo €W w;+wyeW
e VIeK, woeW Jw,eW

la condizione
Vw,wye W, VApeK Aw, +pw, e W

Dato un K-spazio vettoriale V', un suo K-sottospazio W & anch’esso un K-spazio vettoriale rispetto alle
stessse operazioni. Le verifiche sono semplici, perché tutto si scarica sul fatto che V' & un K-spazio vettoriale,
basta che le operazioni siano chiuse in W.

Esempio 13.13. [GGG14] L’insieme 7 : {(a,2a) | a € R} C R? ¢ un R-sottospazio di R2.
Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare la chiusura su somma ed il prodotto. Dati v,w € r, A € R
1. Per definizione di r, 3 z,y € R t.c. v = (z,22) e w = (y, 2y). Allora
v+w=(z,22) + (y,2y) = (z +y,2(x +y)) €r
per la definizione di r

2. Aw € r. Dimostrazione analoga.

O
N.B. Si tratta della retta v : y = 2x, passante per Uorigine.
Esempio 13.14. [GGT14] L’insieme 1’ : {(a,3a —1) | a € R} C R? non ¢ un R-sottospazio di R?.
Dimostrazione. Vediamo facilmente che (0,0) & r/, dato che
(0,0) e’ < {g z ga o, ® {Z za impossibile
O

N.B. Si tratta della retta r' : y = 3x — 1, che non passa per l'origine.
Esempio 13.15. [GGW14] L’insieme V : {(x,y) € C* | 22 4+ y*> =0} non & un C-sottospazio di C2.

Dimostrazione. E facile verificare che per V vale la proprieta di omogeneita, ma non la somma:
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e Il punto (1,7) € V dato che 12 + 4% = 0.
e Il punto (1,—4) € V dato che 12 + (—i)? = 0.
e Ma (1,i) + (1,—i) = (2,0) ¢ V dato che 22 + 0% # 0.
O

N.B. Dato che 22 + y? = (x +iy)(x — iy) si tratta dell’unione delle due rette y = ix e y = —ix. Abbiamo
preso i nostri due punti uno su una retta ed uno sull’altra.

Esempio 13.16. [GGG36] I polinomi in K[x] di grado uguale a d > 1 non formano un sottospazio vettoriale di
K[z] dato che questo insieme & chiuso sul prodotto per uno scalare ma non & chiuso per la somma, per esempio
> +x,2?—1€K[w)eg maa?+1—22—1=12-1¢K[z]-0.

Esempio 13.17. [GGG37] I polinomi in K|x] di grado minore od uguale a d formano un sottospazio vettoriale
di K[z]

Klo]<a = {p(a) € Kla] | deg(p(z)) <d} C K]

Dato che somma di polinomi di grado minore od uguale a d ha ancora grado minoro od uguale a d, e lo stesso
vale per il prodotto per uno scalare.

Esempio 13.18. [GGG18] L’insieme {(a,a,b) | a,b € R} C R3 ¢ un R-sottospazio di R3. N.B. Si tratta del
piano m:x —y =10

Esempio 13.19. [GGG16] Ogni retta passante per l'origine & un sottospazio di R?
Proposizione 13.20. [GGG22] Dato il sistema Ax = b, con A € Mat,,xm (K)

Sol(Az =b) C K"<b=0

sSSP

Dimostrazione.

e Dimostriamo per il cas

0 Vediamo la chiusura: se ¢;,¢, € Sol(Az = 0) vogliamo dimostrare che
VA neK A(Ag + pey)

b=0.
= 0. Abbiamo infatti

A(Xey + pcy) = AMcy + pAcy = A0+ p0 =0

e Se b # 0 abbiamo che 0 non ¢ soluzione del sistema Sol(Az = b) e quindi 0 ¢ Sol(Ax = b) e quindi
Sol(Az = b) non puo essere uno spazio vettoriale.

O

13.3 Generatori

Definizione-Proposizione 13.21. [GGA24] Sia V un K-spazio e vy, ...,v,, € V. Allora l’insieme

Spang (vy,...,v,) ={ v +...+ Ay, | A,..., €K} C V
SsP

e un K-sotto spazio di V.
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Dimostrazione. Dobbiamo far vedere che per ogni «, 8 € K e w;, w, € Spang(vy,...,v,) abbiamo
aw; + Bw, € Spang (vy,. .., v,)

ovvero che
N, A K e, awy + Bwy = Nvy ...+ N,

Infatti
wy € Spang (vy,...,v,) < IA,..., A\ € Ktic. wy; = Ay +... + A,
wy € Spang (vy,...,v,) € I\, .. A, €K te. wy =Ny, +...+ N,
e quindi
aw; + fwy = a(Avg + ...+ Awy,) + AL+ A,
= (M + BNDyy + .+ (o, + BA)u,
=Ny +...+ N,
con

V= ad+ BN N = ad, + BN,
0

Osservazione 13.22. [GGQ25] A meno che mon sia mecessario esplicitare il campo a cui ci Tiferiamo per
evitare ambiguita, scriveremo Span al posto di Spang.

Definizione 13.23. [GGG24] Sia V un K-spazio e vy,...,v, € V. SeV = Span(v,...,uv,,) i vettorivy,...,v,

r=n
st dicono generatori di V' come K-spazio o generano V come K-spazio o sono un sistema di generatori di V'
come K-spazio.
Esempio 13.24. [GGA25] I vettoriey,...,e, generano K".

Dimostrazione. Per ogni vettore (ay,...,a,) € K",

(a1,...,an) = a1(1,0,...,0) +an(0,...,0,1) = are; +--- + ane,

O
Esempio 13.25. [GGA31] I polinomi 1,2,22%,..., 2% € K[z] generano K[z]<q4.
Dimostrazione. Infatti
d
Y p(x) :Zaixl €Klz]<g Ici,...,cqa €K talicheag-1+...+aq 2% = p(x)
=0
e si dicono generatori canonici di Ky4< d[z]. Dato che 1,z,22,..., 2% € K[z] e che ogni polnomio di K< d[x]
sta in Span(1,z,2?%,...,2%) possiamo dire che Span(1,z,2?%,...,2%) = K4< d[z]. O

Esempio 13.26. [GGA78] I polinomi 1,z,2% 2% + x + 1 € K[z] generano K|z]<s.
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Dimostrazione. Infatti, per ogni f(x) = a® + bz + ¢ € K[z]<s il sistema

a+pr+yi+o(@®+r+1) = a*+brtec
at+d=c 1,0,0,1, —c g
8+d=b < |0,1,0,1,-0D =0
vti=a 0,0,1,1, —a g
ammette co?~3 soluzioni, come si vede immediatamente applicando il Teorema di Rouché-Capelli. O

Esempio 13.27. [GGF31] L’insieme Mat,,x, (K) forma un K-spazio vettoriale con neutro additivo 0., e le
operazioni di somma di matrici e prodotto per uno scalare (esterno).

Dimostrazione. Facile verifica. O

Definizione 13.28. [GGG32] Le matrici E;; € Maty,xn (R) con tutti gli elementi nulli tranne quello in
posizione ij, che vale 1, si dicono generatori canonici di Mat,, «r, (K). Per esempio,

0 0 O
0 0 1
000 |= E»3 € Matyys (R)
0 0 O

Osservazione 13.29. [GGG33] Abbiamo che Spang ({E;; | i:1,...,m, j:1,...,n}) = Maty,x, (K)

13.4 Basi
Problema 13.30. [GGG40]
e Quali sistemi di generatori sono ”speciali”?
e Quanti generatori sono necessari per generare tutto uno spazio (o sottospazio) vettoriale?

Decidiamo di dare un posto speciale ai generatori che non hanno relazioni lineari tra loro, ovvero sono
linearmente indipendenti.

Definizione 13.31 (Base). [GGG41] Sia V un K spazio vettoriale e vq,...,v, € V. Se
sono linearmente indipendenti.

1. Uyyeooh Uy

2. vq,...,v, generano V. Oppure, equivalentemente, Spang (vy,...,v,,) =V 0 vy,...,v,, sono un sistema
di generatori di 'V come K-spazio

Diciamo che vy, ...,v, sono o formano una base di V come K-spazio
Esempio 13.32 (Base). [GGG51] E’facile verificare che
1. e4,...,e, formano E,, una base di K", detta la base canonica di K".
2. Id+1 polinomi 1,x,...,x" formano una base di K[x]<,, detta la base canonica di K[z]<y,.

3. Le matrici {M;;}i1,... .m.j1,....n formano una base di Mat,,x, (K), detta la base canonica di Mat,, x,, (K)
0 Epp.
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Problema 13.33. [GGG45] Una base esiste sempre per ogni spazio? Se ne esistono, quante ne esistono? E
possibile determinare computazionalmente una base di uno spazio V2 A partire da dei generatori? A partire
da vettori linearmente indipendenti?

Definizione 13.34. [GGG80] Sia V un K-spazio. I vettori vy,...,v, € V si dicono sistema minimale di
generatori di V' se generano V' e se togliendone uno non lo generano pitu. Piu precisamente se valgono le due
condiziont

o V = Span(vy,...,u,).
o Vi V #Span(vy,...,0 1,01,2,)
Proposizione 13.35. [GGG81] Sia V un K-spazio e B=wv,,...,v, € V. Allora
B é base < B ¢ un sistema minimale di generatori di V

Dimostrazione. Proviamo che se B e base allora ¢ un sistema minimale di generatori: basta provare che

Vi, Yi_1,V41, 0, NoON generano v. Se infatti, per assurdo,

Span(gh cee ayi—layi-‘rlayn) = V
avremmo che v, sarebbe esprimibile come combinazione lineare di v,...,v; ,v;,1,2,, € questo ¢ assurdo in
quanto vy, ...,v,, sono linearmente indipendenti.

Proviamo che se B ¢ un sistema minimale di generatori di V' allora ¢ base. Basta dimostrare che vy,...,v,,
sono linearmente indipendenti. Supponiamo per assurdo che non lo siano. Allora 3 i tale che v; & combinazione
lineare degli altri. Ma questo implica che vy,...,v;, 1,v,;,1,v, generano V, dato che v,,...,v, lo generano e
v; = Zj;&i Aj;. O
Osservazione 13.36. [GGG91] Possiamo eliminare da un sistema di generatori vy,...,v, di V i vettor:

dipendenti dagli altri e quando raggiungiamo un sistema di generatori minimale di V' abbiamo ottenuto una
base.

Definizione 13.37. [GGG50] Sia V un K-spazio. I vettori vy,...,v, € V, linearmente indipendenti su K si
dicono sistema massimale di vettori linearmente indipendenti per V' se non esiste w € V' tale che w,vy,...,v
sono linearmente indipendenti.

n

Proposizione 13.38. [GGG93] Sia V un K-spazio e B=1vy,...,v, € V linearmente indipendenti. Allora
B ¢ base & B ¢ un sistema massimale di vettori linearmente indipendenti in 'V

Dimostrazione. Dimostriamo che se B ¢ base, allora & un sistema massimale di vettori linearmente indipendenti
in V. Supponiamo per assurdo che esista v € V tale che v,v,,...,v, siano linearmente indipendenti. Allora
v non sarebbe combinazione lineare di v, vy, ...,v,,, ma questo ¢ assurdo perché B ¢ base, e quindi vy, ...,v

Y =n>’ n
generano tutto V.

Dimostriamo che se B ¢ un sistema massimale di vettori linearmente indipendenti in V', allora & base. Basta

dimostrare che vy,...,v, generano V, dato che sono gia linearmente indipendenti. Prendiamo un qualunque
vettore v € V; vogliamo dimostrare che v € combinazione lineare di vy,...,v,,. Per ipotesi, v,v;,...,v,, sono
linearmente dipendenti, quindi esistono A, A1, ..., A, tali che

AU+ Aoy + -+ Ay, =0 con A # Q.

Se avessimo X # 0, potremmo scrivere v =), —%yi ed avere la tesi. Ma non & possibile avere A = 0, dato che
questo implicherebbe

o

)\121+--~+Anﬂn:Q:>)\17---7>\n:

dato che vy, ...,v, sono linearmente indipendenti, ma allora avremmo A = 0.
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Osservazione 13.39. [GGG94] Aggiungo uno ad uno ad un vettore v, € V dei vettori v; € V' in modo tale

che vy,...,v, siano sempre linearmente indipendenti, SE ad un certo punto non riesco pitu a procedere (vuol

dire che i vettori che ho trovato generano tutto lo spazio) ho trovato una base.

Osservazione 13.40. [GGX94] Se ho un sistema di generatori finito di V', se continuo a togliere quelli
ridondanti fino a trovare un sistema di generatori minimale ad un certo punto devo fermarmi ed ho trovato
una base.

Esempio 13.41. [GGG97] In K[z] posso creare gli insiemi di vettori

2 .3

1 1,z 1z, x Lz, 27,

tutti composti da vettori linearmente indipendenti senza mai fermarmi. Quindi K[x] non puo avere base.

13.5 Rappresentazione unica e coordinate

Vediamo come si puo rappresentare un vettore di uno spazio rispetto ad un sistema di generatori dello spazio
stesso.

Esempio 13.42. [GGE46] Sia v; = (1,2),vy, = (1,3),v5 = (1,4) un sistema di generatori di R?. Allora il
sistema

TV + Yy + 2u; (
2(1,2) +y(L,3) +2(1,4) = (
(x+y+z2x+3y+4z) = (

11 1\ (YY) (1
2 3 4)\ Y] = (1
z
ammette infinite soluzioni, tra le quali (1,1,—1) e (5,—7,3); infatti

(1,1)

1-(1,2)4+1-(1,3)=1-(1,4) = 1v, + 1lv,—1uv,

99

(1,1) = 5(1,2)—7(1,3)+ 3(1,4) = bv;—Tvy + 3vg

Notiamo che nell’esempio precedente i tre vettori ovviamente non formano una base di R2. Vediamo che
I'unicita di rappresentazione vale solo per le basi.

Proposizione 13.43. [GGG46]
Sia dato un K spazio Ve B = vq,...,v, € V. Allora B ¢é base di V se e solo se per ogni vettore v € V

esiste una unica n-pla di elementi di K, A\1,..., A\, tale che
AMup st A, = Ao =w (13.1)
Dimostrazione.
e Dimostriamo che se B e base per ogni vettore v € V esiste una unica n-pla di elementi di K, Ay,..., A,
tale che
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Dato che i vettori v generano V, per ogni vettore v € V' esistono scalari A tali che A - v = v. Vogliamo
dimostrare I'unicita.

Supponiamo per assurdo che a # 8 e a -

<

™

-v = v. Allora avremmo

(@a—=pB)-v=0
ma dato che i vettori v sono linearmente indipendenti, questo implica

a-p=0=a=p

assurdo.

e Dimostriamo che se per ogni vettore v € V esiste una unica n-pla di elementi di K, A,..., A, tale che

Ay 4 Ay, = A

IS

=0
allora B ¢ base.

Dato che la n-pla esiste, B ¢ un sistema di generatori. Dato che la n-pla esiste sempre unica, per ogni v,
esiste unica anche per 0 e quindi
AUy + -+ A, =0

ha solo la soluzione A = 0, che vuol dire che i vettori di B sono linearmente indipendenti.

O

Definizione 13.44. [GGG47] Sia dato un K spazio V be una sua base B = v,,...,v,. Allora per ogni vettore
w €V gli scalari A1,. .., per cui v - A = w si dicono coordinate di w secondo la base B e possiamo scrivere
w= (A, M)

Esempio 13.45. [GGG48] Le coordinate sono uniche fissata una base. Rispetto a basi differenti un vettore
puo avere coordinate differenti
In R? il vettore (1,2) ha coordinate

o 1,2 rispetto alla base Ez = e1,¢e5. Notiamo che (1,2) = ey + 2e,. Scriviamo anche (1,2) = (1,2) g, .

e 1,0 rispetto alla base B = (1,2),(1,3). Notiamo che (1,2) = 1-(1,2) +0-(1,3). Scriviamo anche
(172) = (130)3'

o 1,—1 rispetto alla base By = (3,4),(2,2). Notiamo che (1,2) =1-(3,4) —1-(2,2). Scriviamo anche
(1,2)=(1,-1)p,.

e 1,1 rispetto alla base By = (1,0),(0,2). Notiamo che (1,2) = 1-(1,0) +1-(0,2). Scriviamo anche
(1,2) = (1,1)B,.

Osservazione 13.46. [GGG60] In un certo senso, quando do una base sto considerando una spazio vettoriale
come un K™, dato che stabilisco una corrispondenza biunivoca tra i vettori di V e le loro coordinate in un certo
K™,

Osservazione 13.47. [GGQ60] Data una base B =wvy,...,v, di un K-spazio V' Notiamo Uapplicazione

Fg: V — K"
v —  coordinate di v rispetto a B
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che ¢& invertibile (é una corrispondenza biunivoca). La sua inversa é

Fgt K" - |4
(Ck], LR an) = Z?:l a1y,

Valgono le proprieta
Vo,weV a,8 €K Fglav+ pw) = Fp(av) + Fp(Bw)

VoweK” a,ﬁeKFgl(ay-&-ﬁw) :Fgl(ay)—i-Fgl(ﬁg)

13.6 Dimensione

Definizione 13.48. [GGA34] Dato un K-spazio vettoriale V e uno suo sottospazio W generato da vy, ...,v,,
diciamo che un vettore generico di W é dato da a1v, + -+ + anv,, con parametri ay,...,a,. Vedremo pitd in
dettaglio questo argomento quando avremo parlato di morfismi. Per ora notiamo che ogni vettore di W puo
essere scritto come combinazione linare di v, ..., v,,, e quindi ogni vettore di W puo essere ottenuto dal vettore
generico dando opportuni valori ad ay,...,a,

Esempio 13.49. [GGA27]

Span((1,070,2),(0,1,1,1),(1,2,0,2)) = {a(l,0,0,Q)+ﬂ(0,1,1,1)+’y(1,2,0,2> | a,ﬂ,'yER}
{a+7v,8+2v,8,2a+B8+2y | o,B,7€R}

Un wvettore generico di Span((1,0,0,2),(0,1,1,1),(1,2,0,2)) é (e 4+ 7,8+ 2v,5,2a+ 5+ 27) con o, 5 € R.

Osservazione 13.50. [GGA39] Dato un K-spazio V' possiamo definire un suo sotto spazio W C 'V mediante
SSP

un suo vettore gemerico. Questa descrizione si dice descrizione parametrica di W

Enunciamo ora il teorema del completamento che servira per vedere che tutte le basi di uno spazio vettoriale
hanno lo stesso numero di elementi. Chiameremo questo numero dimensione dello spazio. L’ esercizio seguente
ci chiarira il metodo dimostrativo.

Esercizio 13.51. [HHH16] Completare se possibile a base di R® i vettori
vy =(1,2,1,2,0),v5 = (1,2,1,4,1),v5 = (1,2,2,0,0),v, = (1,2,-1,10,2) € R®

Soluzione. Costruiamo la matrice che ha i vettori come righe e riduciamola a scala

M:=Mat ([[1,2, 1, 2, 0],
(1,2, 1, 4, 11,
(1,2, 2, 0, 0],
[1,2,-1,10, 211);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 3]=1
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 1, 2, 0]
—————————————— (o, 0, 1, -2, 0]
0 sotto pivot[0, O, 0, 2, 1]
4~a+2x2”a [0, 0, 0, 4, 2]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 4]=2
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
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—————————————— (1, 2, 1, 2, 0]
—————————————— [0, 0, 1,-2, 0]
—————————————— [0, 0, 0, 2, 1]

4~a-2%3%a [0, 0, 0, 0, 0]

Non sono avvenuti scambi di riga. Questo ci dice che le prime tre righe della matrice (e quindi i vettori vy, vy, v3
sono linearmente indipendenti e che il vettore v, € combinazione lineare dei primi tre. I vettori v;,vs,vs, vy
non possono essere quindi completati a base, ma i vettori v;, vy, v5 si.

I pivot sono nella prima, terza e quarta colonna. Affermiamo che vy, vy, v, €5, €5 € una base di R5. Basta
dimostrare che i cinque vettori sono linearmente indipendenti, ovvero che il rango della matrice

2
-2

N

I
(eNeNeNal
O = O O N
O OO = =
S O N
o Rk OO

Basta sviluppare per la quarta e quinta riga per avere che il determinante di A & nullo se e solo se € non nullo
il determinante della matrice

11 2

01 -2

00 2
che € non nullo in quantro triangolare superiore con tre pivot. Quindi rkA =5 e B = v;,v,, 03,65, €5 € base
di R?, completamente dei vettori vy, vy, vy O
Teorema 13.52 (Del completamento). [GGG96a] Sia V un K -spazio e wy, ... sw, € V linearmente indipendenti.
Sia B = vyq,...,v,, una base di V con n > p. Allora esistono (posso scegliere) n — p wvettori in B, siano
Vipr oY tali che

n—p
Wiy Wy V5o o5 Uy SIATIO UNG base di V
(dico che ho completato i vettori wy,. .. ,w, alla base wy,...,w,,v; ;... Vi, di'V).
N.B. Si afferma che esistono gli indici i1,...,i,—p ma non st dice esplicitamente a priori come sceglierli.

I vettori che scelgo sono in ordine casuale, non definito a priori, la notazione dei loro indici
i1,...,in_p riflette questo fatto.

Dimostrazione. Scriviamo i vettori wy,...,w,,vy,...,v, nelle coordinate della base B ottenendo dei vettori
di K™. Stiamo identificando i vettori di V' con il vettore delle loro coordinate in base B. Stiamo quindi
trasformando il nostro problema su V ad un problema su K", dove possiamo usare la teoria delle matrici.

Ricordiamo altresi che in coordinate B i vettori v,,...,v,, siscrivono, rispettivamente, come
v, = 1-v340-05+---4+0-2v, =(1,0,...,0)B
v, = 021+0y2++12n:(075071)B
Costruiamo la matrice per riga A = [w;, ..., w,] e riduciamola con Gauss alla matrice a scala S. Essendo

le righe di A linearmente indipendenti per ipotesi nessuna si riduce a zero e la matrice S ha p pivot. Siano
Jis---,Jn—p gli indici delle colonne senza pivot.

Dimostriamo che Sy,...,5p,v. ,...,v; sono base di V.
J1 In—p
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Costruiamo la matrice quadrata C' =[Sy, ..., Sps Vs ,yj%p]. Se calcoliamo il determinante con Laplace,
sviluppando secondo le righe p + 1,...,n (quelle associate ai vettori della base B che abbiamo aggiunto) ci
riduciamo al calcolo del determinante di una matrice quadrata p x p a scala con p pivot, che ¢ non nullo.

La matrice C si ottiene riducendo a scala soltanto le prime p righe della matrice [wy, ... s Wy Uy e ,gjn_p],
che quindi ¢ anche’essa non sigolare. I vettori

&D e 7@1)72]'1’ e 72]'",?
sono quindi linearmente indipendenti. E facile verificare che generano V (dettagliare per esercizio) e che quindi
formano quindi una base di V' O

Corollario 13.53. [GGG98a] Siano B,C basi di un K-spazio V. Allora B e C hanno lo stesso numero di
eleemnti (hanno la stessa cardinalita, #B = #C).

Dimostrazione. Sia By = vy,... Uy € By = wy,...,w,. Se n = p non c’¢ nulla da dimostrare. Supponiamo
per assurdo che p < n. Possiamo allora completare v,,...,v, a base di V' con n — p vettori di Bs. Ma questo
¢ impossibile, dato che B; ¢ gia base e quindi sistema massimale di generatori. Abbiamo una contraddizione e
quindi ¢ assurdo supporre p < n. Procediamo analogamente per p > n. Abbiamo quindi dimostrato p =n. O

Definizione 13.54. [GGG99] Sia V un K-spazio con base B = v4,...,v,,. Diciamo che V ha dimensione B e
scriviamo dim B = n.

Esempio 13.55. [GGBO1]
o dim K" = n.
o dimKz]y =d+1.
e dim Mat,, xn (K) = mn.

Discende immediatamente da quanto abbiamo visto sui sistemi minimali di generatori ( cfr. 13.35, 13.36)
che

Osservazione 13.56. [GGB30] Se il K-spazio V' ammette un sistema finito di generatori, ammette una base
e ha quindi dimensione finita.

Osservazione 13.57. [GGB02] K[z]| non ha un sistema finito di generatori, e quindi non puo avere base o
dimensione.

Osservazione 13.58. [GGG88] Ogni V K-spazio, ha almeno due sottospazi, detti sottospazi banali V. C V

SSP
e {0} C V. Questi coincidono se e solo se V = {0}.
Ssp
La seguente osservazione ci aiutera negli esercizi.
Osservazione 13.59. [HHH66] Sia V wuno spazio di dimensione m e Upsenn s Upyp, vettori in V. Allora

Upyee s Upyyp SONO linearmente dipendenti, per la definizione di dimensione.

Proposizione 13.60. [HHH15] Sia V un K-spazio di dimensione finitamn e W C V non banale. Allora
sSSP
e W ha dimensione finita e dimW < dim V.
o dimW =dimV & W=V

Dimostrazione.
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e Dimostro che W ha dimensione finita e minore di n:

dato che W & non banale, esiste w; € W non nullo, linearmente indipendente da se stesso. Se w;
e base di W, mi fermo e dimW = 1. Altrimenti, cerco un vettore w, € W tale che w;,w, siano
linearmente indipendenti. Se non ne trovo, vuol dire che w; € un sistema massimale di vettori linearmente
indipendenti in W' e quindi base, e dim W = 1. Se lo trovo, continuo ad aggiungere w; vettori di W' tali

che wy, ..., w; siano linearmente indipendenti. Non posso andare avanti all’infinito, perché quando ho i
vettori wy,...,w, ., questi sarebbero un sistema di vettori linearmente indipendenti anche in V', e questo
¢ assurdo perché V' ha dimensione n. Mi sono quindi dovuto fermare con wy,...,w,, p < n, e questo ¢

un sistema massimale di vettori linearmente indipendenti in W, e quindi base di W e dim W =p < n.

Dimostro che dimW = dimV & W = V. Se W = V ovviamente dimW = dim V. Dimostriamo il
viceversa:

Se dimW = n esiste una base di W di n elementi. Dato che questi sono dim V' elementi linearmente
indipendenti in W, lo sono anche in V. Dato che dimV = dim W = n in V non ci possono essere piu
di n vettori linearmente indipendenti, quindi la base di W ¢ formata da un sistema massimale di vettori
linearmente indipendenti di V', ed ¢ quindi base di V.

O

Disende immediatamente dalla dimostrazione della proposizione precedente che

Corollario 13.61. [HHH65] Siano vy,...,v, vettori linearmente indipendenti di uno spazio V di dimensione

n. Allora v, ...,v,

», sono base di 'V, dato che sono un sistema massimale di vettor: indipendenti.



Capitolo 14

Quattordicesima lezione - Esercizi

14.1 Complementi

Proposizione 14.1. [GGB24] Dati vy,...,v,, € V K-spazio e a # 0,5 € K,
1. V = Span(uvy, . ..,v,) = Span(vy, ..., v;_q,0v; + B, v,4q,. ., 0,) = W
2.V =Span(vy,...,v,) = Span(vy,...,v,,av; + fv;) =W

Dimostrazione.
1. Dimostriamo che VC W eV DO W dacui V=W.

V2O W Ivettori vy,...,v;_1,9;11,...,0, appartengono anche a V. Il vettore av; + fv; ¢ la combinazione
lineare di due vettori di V' e quindi appartiene a V.

V CW I vettori vy,...,0; 1,%1,--.,2, appartengono anche a W. Ci rimane da dimostrare che anche il
vettore v, appartenga a W. Abbiamo che

1
v = _(aw; + fy; — By;)

e —fu; €W, (ow; + Byj) € W quindi la loro somma moltiplicata per uno scalare sta ancora in W,
quindi v; € W.

2. Lasciata per esercizio.

O

Corollario 14.2. [GGB25] Data la matrice A € Mat,,xn (K) ed una sua riduzione a scala S, abbiamo che
Span(Ay, ..., A,) = Span(S1,...,Snm).

Proposizione 14.3. [GGB55] [ vettori B =v,,...,v,, € K" sono base di K" se e solo se la matrice quadrata
per righe (o per colonne) [vq]...|v,] é non singolare.

Traccia della dimostrazione. B & base se e solo se ho la rappresentazione unica, ovvero per ogni v € V il
sistema
[i] .- fop] -z =2

ha unica soluzione. Questo ¢ vero se e solo se la matrice incompleta, quadrata [vy,...,v,] ¢ non singolare. [

219
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14.2 Esercizi svolti
14.2.1 Spazi vettoriali
Esercizio 14.4. [GGS32] [Proposto] I polinomi py(x),...,pq(z) € Klz], con degp;(x) =1 generano Klz]<q.
Esercizio 14.5. [GGA33] I polinomi x — 1,2x + 2,z + 3 € K[z] generano K[z]<1.
Dimostrazione. Dobbiamo provare che
Vpz)=ax+beKzl<: Fa,fyeKtalichea(r—1)+82x+2)+v(z+3)=ax+b

Vogliamo far vedere che il sistema seguente, nelle variabili «, 8y e rispetto ad ogni scelta di parametri a,b ha
soluzioni.

a+28+vy=a
a+20+7y)+(—a+28+3y)=axr+b<s
(a+28+7) +(-a+28+3) {_M%g:b
Riscriviamo il sistema in forma matriciale
1 2 1]a
-1 2 31|b
Dato che la matrice incompleta ha rango 2 massimo, la matrice completa ha rango 2 e per il teorema di
Rouché-Capelli il sistema ammette soluzioni. O

Esercizio 14.6. [GGA36] Determinare se (1,2) € Span((1,3), (1,1),(2,0)). Vediamo se il sistemna
a(l1,3)+ B(1,1) +v(2,0) = (1,2)
ammette soluzioni. Non € necessario trovarle. Scriviamo il sistema in forma matriciale
G o) (5)-(z)

310 Y 2

Consideriamo la matrice completa associata al sistema
a=(5102)

Usiamo il teorema di Rouché-Capelli: Il rango della matrice incompleta ¢ 2, dato che il minore A1 2).(1,2)

e non singolare. La matrice completa é forzata ad avere rango 2 e quindi esistono soluzioni. Abbiamo che
(1,2) € Span((1, 3), (1,1),(2,0))

Esercizio 14.7. [GGA40] Determinare se ¥ + 2z + x € Span(x® + x, 23 + 22 + 3,223 + 22 + 1). Vediamo se
il sistema

a(@® +2) + B + 22 +3) +v(22° + 22 + 1) =gpy 2*+227 42
(a+B+27)2° + B2 + (a+27)x+ 38+ =xp 2°+22°+2

a+pB+2y=1
=2
N B
a+2y=1

3B+~v=0
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ammette soluzioni. Scriviamo la matrice completa del sistema e vediamo il suo rango

11 2 1
01 0 2
1 0 2 1
0 310
Riduciamo la terza riga con la prima
1 1 21
0 1 0 2
0 -1 0 0
0 3 10
Sviluppiamo con Laplace secondo la prima colonna
1 0 2
-1 0 O
3 10

Sviluppiamo con Laplace secondo la seconda Tiga

(v5)

Questa matrice e non singolare, quindi & non singolare anche la matrice completa, che ha rango quandi quattro.
La matrice incompleta ha ordine 4 x 3, il suo rango € quindi al massimo 3. Dato che il rango della completa é
diverso dal rango dell’incompleta, il sistema non ha soluzioni, e quindsi

23 + 22 + o ¢ Span(z® + z, 2% + 2% 4+ 3,223 + 20 + 1)
Esercizio 14.8. [KK11] Sia v = (1,2,3) € R3 e V = Spang((1,4,2),(2,3,1)). Stabilire sev € V.
Soluzione: Per rispondere alla domanda dobbiamo dire se
Ja,beRtec (1,2,3) =a(1,4,2) +6(2,3,1)
Ovvero se esistono soluzioni al sistema lineare nelle variabili a,b € R

a(1,4,2) +b(2,3,1) = (1,2,3) = (a + 2b,4a + 3b,2a + b) = (1,2,3)

a+2b=1 a=1-2b a=1-—2b
da+3b=2 =4(1-20)4+30=2 = -bb=-2
2a+b=3 2(1-2b)+b=3 -3b=1
Che si vede facilmente essere impossibile. Quindi v & V O

Esercizio 14.9. [GGG92] Sia B = (1,2),(1,3), (1,4) un sistema di generatori di R?. Costruiamo e riduciamo
con Gauss la matrice

M:=Mat ([[1,2],
[1,3],
[1,411);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
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—————————————— [1, 2]

2"a-1*1"a [0, 1]

37a-1x1"a [0, 2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2]
—————————————— [0, 1]

37a-2x27a [0, O]

Notiamo che non ci sono scambi di riga. Questo ci dice che il vettore (1,4) é combinazione lineare degli altri.
I vettori di R? non possono essere tutti multipli di un singolo vettore, quindi B = (1,2),(1,3) ¢ un sistema
minimale di generatori e quindi una base di R2.

Esercizio 14.10. [GGB27] Dato W C R? definito dal vettore generico v = (a+b,a,a —b) vedere se i vettori
sspP

(1,1,2),(2,1,0) appartengono a W.

1. (1,1,2) € W? Basta vedere se esistono a,b tali che (a +b,a,a —b) = (1,1,2), ovvero risolvere il sistema

lineare
a+b=1 b=
a=1 Sca=1
a—b=2 -b=1

che ¢ chiaramente impossibile. Quindi (1,1,2) ¢ W.

2. (2,1,0) € W ¢ Basta vedere se esistono a,b tali che (a +b,a,a —b) = (2,1,0), ovvero risolvere il sistema

lineare
a+b=2 b=1
a=1 Sca=1
a—b=0 -b=-1

che ha chiaramente soluzione a = b= 1. Quindi (1,1,2) € W.

14.2.2 Basi
Esercizio 14.11. [GGG52]

1. T wettori (1,2,3,2),(1,1,1,1) formano una base di V = Span((1,2,3,2),(1,1,1,1)) dato che ovviamente
lo generano e sono linearmente indipendenti dato che non sono uno multiplo dell’altro.

2. Twettori (1,4,7,4),(1,6,11,6) formano una base di V ¢ Sono linearmente indipendenti, dobbiamo controllare
che appartengano a V' e generino tutto V. Per controllare che appartengano a V' riduciamo la matrice

M:=Mat[[1,2,3,2],
[1,1,1,1],
[1,4,7,4],
[1,6,11,6]];
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 2]
27a-1*1"a [0, -1, -2, -1]
3"a-1x1"a [0, 2, 4, 2]
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4~a-1x1"a [0, 4, 8, 4]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 3, 2]
—————————————— [0, -1, -2, -1]

3"a+2*2”a [0, 0, 0, 0]

4~a+4*x2~a [0, O, 0, O]

Dato che non abbiamo avuto scambi di righe, i vettori (1,4,7,4),(1,6,11,6) sono linearmente dipendenti
con (1,2,3,2),(1,1,1,1) e ne sono quindi combinazione lineare, che vuol dire che appartengono a Span((1,2,3,2), (1

Per vedere che (1,4,7,4),(1,6,11,6) generano tutto V basta vedere che generano sia (1,2,3,2) che
(1,1,1,1).

M:=Mat[[1,4,7,4],
[1,6,11,6]1,
[1,2,3,2],
[1,1,1,117;
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 4, 7, 4]
27a-1*1"a [0, 2, 4, 2]
37a-1x1"a [0, -2, -4, -2]
4~a-1x1"a [0, -3, -6, -3]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 4, 7, 4]
—————————————— [0, 2, 4, 2]
3"at+1%2%a [0, 0, 0, 0]
4~a+3/2%2"%a [0, 0, 0, O]

Le ultime due righe della matrice sono linearmente dipendenti dalle prime due e quindi sono combinazione
lineare delle prime due. Quindi i vettori (1,2,3,2),(1,1,1,1) € Span((1,4,7,4),(1,6,11,6))

N.B. In effetti abbiamo dimostrato che
Span((1,2,3,2),(1,1,1,1)) = Span((1,4,7,4), (1,6,11,6))

dimostrando prima

Span((1,2,3,2), (1,1,1,1)) 2 Span((1,4,7,4),(1,6,11,6))
e poi

Span((1,2,3,2),(1,1,1,1)) C Span((1,4,7,4),(1,6,11,6))

Esercizio 14.12. [LL59] Determinare una base di

c+y+z+2t=0
V=L (2,y,2,t,u) €R® 2¢ —3y+2z+t+u=0 C RS
sSSP
r+y—2z2—2u=0

Soluzione. L’insieme delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo & un sottospazio, quindi ha senso parlare
di base. Risolviamo il sistema per trovare un vettore generico di V', e quindi poi la base richiesta.
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A:=Mat[[1,1,1,2,0],

[2,-3,2,1,1],

[1,1,-1,0,-2]7;
L:=RiduciScalaVerbose(A);L;// Ritorna la matrice e le colonne dei pivot
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1, 2, 0]

2"a-2%1"a [0, -5, 0, -3, 1]
3"a-1*1"a [0, 0, -2, -2, -2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-5
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 1, 2, 0]
—————————————— [0, -5, 0, -3, 1]
0 sotto pivot[0, O, -2, -2, -2]
Metto tutti i pivots a 1
—————————————— (1, 1, 1, 2, 0]
2"ax-1/5 [0, 1, O, 3/5, -1/5]
3"ax-1/2 [0, 0, 1, 1, 1]
Cancello la colonna sopra il 3 pivot

1"ax+1x3°a [1, 1, 0, 1, -1]
-------------- [0, 1, 0, 3/5, -1/5]
—————————————— [0, 0, 1, 1, 1]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot

1"a*x+1*2~a [1, 0, 0, 2/5, -4/5]
—————————————— [0, 1, 0, 3/5, -1/5]
—————————————— [0, o, 1, 1, 1]

Il sistema diviene quindi quindi
x=-2/5t+4/5u
y=—-3/5t+1/5u

z=—t—u

un vettore generico e quindi

2t+4 3t+1 t t t,bueR
5 5u, 3 5u, u,t,u | pert,u

t 1 § 210—!— 1}%01
’57 577 U ’57577

I due vettori esplicitati sopra generano V per costruzione ed ¢ immediato verificare che siano linearmente
indipendenti. Sono quindi una base di V. Possiamo moltiplicarli rispettivamente per —5 e 5 ed otteniamo un
altra base di V, piu piacevole:

raccogliendo ¢, u abbiamo

(5,3,2,-5,0),(—5,1,4,0,5)
O

Esercizio 14.13. [LLX17] Determinare una base di Span((1,2,0,3,2,1),(-7,1,0,-3,-2,2),(3,1,0,3,2,0))

Soluzione. Mettiamo i tre vettori come colonne di una matrice che riduciamo con Gauss.
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M:=Mat([[1, -7, 3],

2, 1, 11,
o, o, ol,
[3, -3, 31,
[2, -2, 21,
[1, 2, 01);

RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, -7, 3]

27a-2%1"a [0, 15, -5]

0 sotto pivot[0, 0, 0]

4~a-3%1"a [0, 18, -6]

57a-2%1"a [0, 12, -4]

6~a-1x1"a [0, 9, -3]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=15
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot

-------------- [1, -7, 3]
—————————————— [0, 15, -5]
0 sotto pivot[0, O, O]
4~a-6/5%2"a [0, 0, 0]
5~a-4/5*x2"a [0, 0, 0]
6~a-3/5%x2"a [0, 0, 0]

La prime e seconda colonna hanno pivot, la terza no. Quindi la prima e la seconda colonna di M sono linermente
indipendenti, mentre la terza non lo &. Una base di W & quindi data da (1,2,0,3,2,1),(-7,1,0,—-3,-2,2) O

Esercizio 14.14. [LL17] Determinare una base di

{(x4+3y—32z,2c+y+4z,y — 22,0 +4y —52) | z,y,2€ R} C R?
ssp

Soluzione. Un vettore generico di V' & (x + 3y — 32,20+ y + 42,y — 2z, + 4y — 5z).
Raccogliamo z,y e z, mettendo un vettore generico nella forma

.T(]_, 23 Oa 1) + y(37 ]-7 134) + 2(7334a 727 75) = TV + Yvg + ZU3

dando un nome ai tre vettori.
Sicuramente i tre vettori v;,v,,vs appartengono a e generano V, per costruzione. Vediamo se sono
linearmente indipendenti, e, se non lo fossero, troviamo anche una relazione di dipendenza lineare tra loro.

Costruiamo la matrice
1 2 0 1]y,

31 1 4|
-3 4 -2 -5|uw;

mettendo i vettori per riga ed aggiungendo una colonna con i tag, per determinare una eventuale relazione
lineare tra i vettori, per esercizio. Riduciamo con Gauss

Use R::=Q[v[1..3]],Lex;
A:=Mat [
[1,2,0,1, v[1]],
[3,1,1,4, v[2]],
[-3,4,-2,-5,v[3]]];
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L:=RiduciScalaVerbose(A);L;// Ritorna la matrice e le colonne dei pivot
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 0, 1, v[1]]
27a-3*1"a [0, -5, 1, 1, =-3v[1] + v[2]]
3"a+3*1"a [0, 10, -2, -2, 3v[1] + v[3]]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-5
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2,0, 1, v[1]]
______________ o, -5, 1, 1, -3v[1] + v[2]]
3~a+2*2%a [0, O, 0, 0, -3v[1] + 2v[2] + v[3]]

La terza riga, con le prime tre componenti nulle, ci dice che il terzo vettore & combinazione lineare degli altri
due, che sono linearmente indipendenti perché nelle prime due righe abbiamo dei pivot. Dato che v;,v,,v4
generano V' e che v € generato da v,,v, i vettori v;, v, generano V. Sono quindi base.

La terza riga ci da una relazione lineare tra v;, vy, v, dato che si legge come
0= *321 + 222 + vg

Una base di V' e quindi v;,v,, ma possiamo prendere qualunque coppia di vettori tra v;,v,, v e abbiamo
una base di V. O

14.3 Esercizi proposti

Esercizio 14.15. [GGJO1] Determinare se i vettoriv, = (1,2,3,2), v, = (1,1,1,1), v3 = (0,0,3,2), v, = (1,1,1,-3),
t=20
vy = (—6,1,3,2) appartengono al sottopspazio W = {(z,y, 2,t) € R* | ;+ yg—l_ z—(i)— }
z — =
Soluzione. No, no, no, no, si. O

Esercizio 14.16. [GGJ02] Determinare se i vettoriv, = (1,2,3,0),v, = (1,2,3,2),v3 = (2,3,4,3),v5 = (1,1,2,1),
appartengono al sottopspazio W = Span(1,2,3,2),(1,1,1,1)

Soluzione. No, si,si, no. O
Esercizio 14.17. [GGA38] Determinare se i sequenti vettori appartengono ai sequenti sottospazi

1. 23+ 322 — 1 € Span(2® + 22 — 1,22 + v + 2,7 — 1,3). [Si]

2. 23+ 322 — 1 € Span(23 + 22 — 1,22 + 2 + 2,22 + 2 + 1,22,3). [Si]

3. (1,2,0,3) € Span((3,2,0,0),(0,1,0,1),(1,1,0,1),(1,0,0,1)). [Si]

4. (3,1,1,3) € Span((3,2,0,0),(0,1,0,1),(1,1,0,1),(1,0,0,1)). [No/

1 1 1 1 2 3 1 0
7 (o o) esn (1) 3) 2 0)) o
Esercizio 14.18. [GGB10] Dimostrare che F = {f: K — K} non ha una base.

Esercizio 14.19. [HHH18] Dare, se possibile le dimensioni di Q[v/2], Q[i], Q[V/2] come Q spazi.
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Esercizio 14.20. [MK04] Dati i vettori
w, =(1,2,1,2,1),wy = (2,1,-3,1,1),w; = (2,1,-3,1,0),w, = (1,-1,—4, -1, -3)
e Determinare una base B di Span(w;, Wy, W3, Wy).
e Completare B a base di R°.
Esercizio 14.21. [GGA12] L’insieme {(x,y) € R? | (y —2z)(y + 42) = 0} ¢ sottospazio di R*?

(

Esercizio 14.22. [GGA13] L’insieme F1 = {f: R - R | f(1) =0} ¢ sottospazio di F = {f: R - R}?

Esercizio 14.23. [GGA57] L’insieme Fo = {f: R - R | f(1) =1} é sottospazio di F = {f: R - R}?
) =

Esercizio 14.24. [GGA15] L’insieme F1 ={f: R =R | f(1) = f(2) =0} é sottospazio di
F={ftR=R | f1)=0}7?
Esercizio 14.25. [GGA16] Trovare 212 basi diverse di R3

Esercizio 14.26. [GGA17] Dimostrare che se un K-spazio V' ha una base, ha infinite basi. Ricordiamo che
tutti i campi che trattiamo hanno infiniti elementi.

Esercizio 14.27. [GGA55] Siano fi(x),..., fa(x) € Klz], di gradi tutti diversi tra loro. Dimostrare che
fi(x),..., fu(x) sono una base di Span(fi(z),..., fn(z)).

Esercizio 14.28. [GGC00] Completare a base di R* i sequenti vettori
(1,3,2,1),(1,3,2,2)
Esercizio 14.29. [GGC01] Completare a base di Rlx]<4 i sequenti vettori
4z — 1, 2+
Esercizio 14.30. [GGC02] Determinare la dimensione di

r4+y—2+3t—-—u=0
V=L (z,y,z,t,u) EK* | {22+32—3u=0
x+3y+9t—6u=0
[Sol:2]

Esercizio 14.31. [GGC03] Data la base B = v;,v,,vs,v, di un K-spazio V', completare a base di V' i vettori
Uy — Vg, Uy F 205 — Uy

Esercizio 14.32. [GGCO06] Caratterizzare geometricamente tutti i sottospazi di R2.
Esercizio 14.33. [GGY06] Caratterizzare geometricamente tutti i sottospazi di R>.

Esercizio 14.34. [IIA10] Trovare due sottospazi di dimensione 2 di R* (due piani) che abbiano intersezione
solo nell’origine.

Esercizio 14.35. [GGB03] /Difficile] Generalizzare la nozione di base al caso in cui non esistano sistemi finiti
di generatort.

Esercizio 14.36. [GGAO7] Dimostrare che Kz, y] é K-spazio.
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Esercizio 14.37. [GGA08] Dimostrare che K[z, yl<2 é K-spazio e determinarne la dimensione.
Esercizio 14.38. [GGQO9] Dimostrare che K[z, yl<s é K-spazio e determinarne la dimensione.
Esercizio 14.39. [GGA10] Dimostrare che K[z, yl<s é K-spazio e determinarne la dimensione.
Esercizio 14.40. [GGA11] /Difficile] Dimostrare che K[z, y]<q € K-spazio e determinarne la dimensione.
Esercizio 14.41. [GGW12] L’insieme {(z,y) € R? | (y —22)(y + 4x) = 0} ¢ sottospazio di R*?
Esercizio 14.42. [GGG87] Provare che ogni retta passante per lorigine & un sottospazio di R3
Esercizio 14.43. [GGG20] Provare che ogni piano passante per Uorigine & un sottospazio di R>

Esercizio 14.44. [GGC04] Dare una base di R* che contenga il massimo numero possibile dei sequenti vettors

(1,3,2,1),(4,3,8,7),(1,0,2,2),(1,12,2,—2)

14.3.1 Coordinate
Esercizio 14.45. [GGCO08] dimostrare che R3 = Span((3,2,1),(0,3,2), (1,1,1)).

Esercizio 14.46. [GGC09] L’insieme delle matrici invertibili di Mat,, «,, (K) & un sottospazio con le operazioni
standard?

Esercizio 14.47. [GGJ03] Data la base B = (1,1),(1,i) di C? determinare le coordinate di (1,2) in base B.
Esercizio 14.48. [GGJ04] Data la base B = (1,1),(1,2) di Q* determinare le coordinate di (0,1) in base B.

Esercizio 14.49. [GGJO5] Data la base B = (1,1),(1,2) di Q? determinare le coordinate di (1,1)p in base
canonica.

Esercizio 14.50. [GGJO06] Data la base B = (1,1,3),(1,2,0),(3,1,0) di R3 determinare le coordinate di
(1,2,-1) in base B.

Esercizio 14.51. [GGJO7] Data la base B = (1,1,3),(1,2,0),(3,1,0) di R® determinare le coordinate di
(0,2,3)p in base canonica.

Esercizio 14.52. [GGJ08] Date le basi B =3,z +1,2° —x di R[z]<s e C = 2? +x+1,2% —x — 2.2 determinare
le coordinate di (1,2,1)p in base C e in base canomica e di (1,1,1)¢ in base B e base canonica.



Capitolo 15

Quindicesima lezione - Operazioni sui
sottospazi

15.1 Operazioni sui sottospazi

Somma ed intersezione di sottospazi

Definizione-Proposizione 15.1. [HHH23] Sia V un K-spazio Wy, Wy C V. Allora
ssp

1. L’insieme

Wi+ Wy ={w; +w, | wy € W1 ew, € Wa}
={w; + pw, | wy € Wi, wy, € Wa e A\, u € K}

st dice spazio somma di Wy, Wy e W7 + Wy C V.
SSP
2. L’insieme
WlﬂWQZ{MEV | weVVl GQEWQ}

lintersezione insiemistica di Wy, Ws, si dice spazio intersezione di Wi, Wo e e Wi NWy C V.
SSP

3. L’insieme

WiudWo={weV | weW, owe Wy}
l"unione insiemistica di Wy, Wy, é sottospazio se e solo se W1 C Wy 0o Wy C Wy
Dimostrazione.
1. Immediata dalla definizione di spazio vettoriale.

2. Dimostriamo che W; N W5 & chiuso sulla combinazione lineare: siano w; € Wi N Wy, wy, € Wi N W3 e
A, p € K. Allora dobbiamo dimostrare che

Awy + pwy € Wi N Wy

Ql€W10W2=>M1€W16M1€W2Q2€W10W2=> M2€W16Q2€W2

229
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e dato che Wy, Wy C V abbiamo che
ssp

Aw; +pwy € Wi e dwy + pwy € Wy
quindi
Aw; + pwy € Wi NWa

come richiesto.

3. Lasciato per esercizio

Vedremo meglio queste applicazioni quando parleremo di morfismi di spazi vettoriali.
Esercizio 15.2 (Proposto). [GGB61] Dati un K spazio Ve Wi, Wy C W dimostrare che Wy + W € il piu
ssp
piccolo sottospazio di V' che contiene W1 U Ws.

15.2 Generatori della somma di spazi

Proposizione 15.3. [GGA61] Dati VW C V K — spazio, con sistemi di generatori rispettivamente A, B
SSP
un sistema di generatori di V 4+ W é dato da AU B.

Dimostrazione. Sia

A=Q1,~~~7Qp632w17~-~»wq

Per definizione
V4+W={v+w | veVweW}
Per ipotesi
v=aiuy + o+ apy, e w = Brwg + -+ B,

perognive Vewe W edopportuni o, 8. Quindi
vtw=ou + ot opu, + iy + -+ B,

& un sistema di generatori per V + W. O

Osservazione 15.4. [GGA73] Anche se A, B sono basi di V, W non necessariamente AUB ¢ base di V +W.

Esercizio 15.5. [GGA74] Siano
V =Span((1,2,3),(1,1,1)) e W = Span((1,1,0),(1,0,0)) C R?
sSSP

Per la proposizione precedente

V + W = Span((1,2,3),(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)) € R?
SSP

ma questi quatto vettori non sono una base di V +W, che al massimo ha dimensione 3, dato che V+W C R3
sSSP

Osservazione 15.6. [GGA63] Mutuando la notazione matriciale, per comodita indicheremo talvolta un vettore
v € K™ come vettore riga v = (1,2,3) e il suo "trasposto” vT come vettore colonna.
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15.3 1l Teorema di Rouché-Capelli

Teorema 15.7 (Rouché-Capelli per sistemi omogenei). [FFT39] Dato il sistema Az = 0, con A € Mat,,xn, (K),
abbiamo che Sol(Az =0) C K" ha dimensione n — rk(A).

sSSP
Dimostrazione. Troviamo una base di Sol(Az = 0) con n — rk(A) elementi

Sia G € Mat,, x» (K) una matrice tale che A Gauss v Dato che siamo interessati solo al numero di soluzioni

ma non al loro valore specifico, possiamo mettere G in forma normale con qualche operazione di Gauss e
scambiando se necessario qualche colonna. Stiamo, se necessario, cambiando nome alle variabili, ma lo spazio
vettoriale rimane inalterato. Otteniamo, rimarcando per ogni colonna la variabile x; associata, e ricordando
che per definizione di forma normale le variabili legate ai pivot sonoi z1,...,z,

T1yeooy Ty Trt1y---,Tn

B L. | A
e e

N.B. Nella riduzione della matrice G possono comparire delle righe nulle.

Dalla struttura della matrice, & evidente che possiamo esprimere le variabili legate ai pivot xq,...,x,
mediante una combinazione lineare delle variabili z = z,41, ..., 2, non legate ai pivot.
Per esempio, interpretiamo la prima riga della matrice G come equazione

1oy +0 2240 -2 + a1, 11%r41 + -+ @102, =0
da cui abbiamo ’espressione della variabile x1; come combinazione lineare delle variabili z,1,...,Z,.
+1 ’
L1 = =01 r41Tp41 — " — A1 nTn

Esprimiamo in questo modo tutte le variabili z1,...,z, legate ai pivot. Quindi per ogni 1 < j < r esiste
P;(z) € K[z], lineare ed omogeneo, tale che vale la condizione z; = P;(Z).

Applichiamo ora queste condizioni al vettore generico u = (x1,...,2,) di K", ovvero sostituiamo in u a
ciascuna variabile z1,...,z, legata ad un pivot la sua espressione z; = P;(Z). ottengo un vettore generico
delle soluzioni

v=(P(Z),...,P(T), Trs1y--,Tn)

Dal vettore generico delle soluzioni possiamo ottenere, come al solito, una base delle soluzioni se raccogliamo
le variabili z,41,...,x, otteniamo

U= xr—&-l(br—&-l,la ey br+1,7“7 ]-a Oa ceey 0) +- xn(bnla ey bnrvov DR >07 1)
per opportuni b;; € K. Questi vettori

(brs11, - s brprrs 1,0,...,0)

(b1, cosbpey 0,...,0,1)

generano Sol(Az = 0) per costruzione e sono linearmente indipendenti dato che se 1i mettiamo per riga in una
matrice, questa contiene una sottomatrice I, ovviamente non singolare (quella formata dalle r righe e dalle
ultime r colonne).

Per ogni colonna che non contiene pivot abbiamo un parametro, quindi possiamo descrivere Sol(Az = 0) con
n — rk(A) parametri. Costruiamo una base di Sol(Az = 0) raccogliendo i parametri. I vettori che otteniamo



232 CAPITOLO 15. QUINDICESIMA LEZIONE - OPERAZIONI SUI SOTTOSPAZI

sono linearmente indipendenti dato che la sottomatrice quadrata data da tutte le n —rk(A) righe e dalle ultime
n — rk(A) colonne & non singolare.

Avremmo potuto lasciare la matrice G in forma standard ed evitare gli scambi di colonne, ma la notazione
esarebbe stata piu complessa. O

Dalla dimostrazione del Teorema di Rouché-Capelli si pud dimostrare immediatamente questo corollario,
che abbiamo gia dimostrato pidirettamente.:

Corollario 15.8. [FFX77] Data la matrice A € Mat,, xn (K) ed una sua riduzione a scala S se S .. Se
sono linearmente indipendenti (le colonne contengono pivot), lo sono anche A, ... Al».

Dimostrazione. Hint: procedere con la definzizione di lineare indipendenza, e risolvere il sistema riducendo con
Gauss la matrice associata. O

Ricordiamo anche che

Richiamo 15.9. [GGB99] Data la matrice A € Mat,,x, (K) ed una sua riduzione a scala S, abbiamo che in
generale Span(A?l,... A") # Span(S?,...,S™).

Dimostrazione. Basta trovare un esempio in cui I'uguaglianza non vale. Prendiamo
1 2\ gauss (1 2
=2 (600)

Dato che i vettori appartenenti a Span((1,0), (2, 0)) hanno sempre la seconda componente nulla, A* = (1,1) ¢ Span((1,0
e quindi Span(1, 1), (2, 2)) # Span((1,0), (2,0)). O

Vediamo un esempio di applicazione della forma omogenea del teorema di Rouché-Capelli.

Esempio 15.10. [FFX39] Troviamo una base delle soluzioni del sistema Az = 0 dove
1 2 3 45
A= 1 1 1 3 2
1 0 0 3 3

Soluzione. Riduciamo A a forma normale con Gauss

A:=Mat([[1,2,3,4,5],

[1,1,1,3,2],

(1,0,0,3,311);
L:=RiduciScalaVerbose(A);
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
L:=RiduciScalaVerbose(A);

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 3, 4, 5]
2°a-1%1"a [0, -1, -2, -1, -3]
3"a-1*1"a [0, -2, -3, -1, -2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 4, 5]
—————————————— (o, -1, -2, -1, -3]
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3"a-2%2"a [0, 0, 1, 1, 4]

Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=1

Risultato Matrix:Pivots:Row swaps,Splits

Metto tutti i pivots a 1

—————————————— [1, 2, 3, 4, 5]

27ax-1 [0, 1, 2, 1, 3]

—————————————— [0, o, 1, 1, 4]

Cancello la colonna sopra il 3 pivot
17a-3*3"a [1, 2, 0, 1, -7]
27a-2%3"a [0, 1, 0, -1, -5]

—————————————— [0, o, 1, 1, 4]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot
17a-2%27a [1, 0, 0, 3, 3]

—————————————— (o, 1, 0, -1, -5]

—————————————— [0, 0, 1, 1, 4]

Notiamo che in questo caso non e stato necessario ricorrrere a scambi di colonne per ottenere la forma normale.
Il rango di A & 3 ed il sistema associato alla matrice in forma normale &

1 +3x4+ 325 =0 T = —3x4 — 325
To — Ty —Dx5 =0 S To = x4 + OT5

T3 =24 +4x5 =0 T3 = —x4 — 45

N.B. Pensando alla dimostrazione del teorema di Rouché-Capelli in forma omogenea, otteniamo

P1 (£C4, 5C5) = —3%4 — 31’5
Py(w4,25) = x4+ 55
P3(x4,25) = —x4—4as

Operando le sostituzioni nel vettore generico (z1,z2,23,24,25) di R® otteniamo il vettore generico di
Sol(Az = 0)

(—3.134 — 325,24 + 525, —T4 — 41‘5,.’134,3?5) = Z‘4<_3, 1,-1,1, O) + $5(—3, 9, _4707 1)

Questi due vettori generano Sol(Az = 0) e sono linearmente indipendenti, e quindi base di Sol(Az = 0) dato
che se li mettiamo per riga in una matrice otteniamo

-3 1 -1 1 0
-3 5 -4 0 1

le cui ultime 2 =5 — 3 =n — rk(A) colonne danno la sottomatrice I2, non singolare. O
Teorema 15.11 (Rouché-Capelli). [FFF39al Dato il sistema Az = b, con A € Mat,, x, (K), abbiamo che

1. Se e solo se rk([A|b]) # rk(A) il sistema non ha soluzion.

2. Se rk([A|b]) = rk(A) il sistema ha 00" "*4Y) soluzion.

Dimostrazione.
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1. Il sistema Ax = b ammette soluzioni se e solo se b ¢ combinazione lineare delle colonne di A, ovvero se
e solo se b € Span(A!,..., A") e questo avviene se e solo se Span(A!,..., A") = Span(A!,--- , A" b) e
questo avviene se e solo se rk(A) = rk([A | b]). Dimostriamo quest’ultima equivalenza, che non ¢ banale
come le altre

e Chiaramente se Span(A!,..., A") = Span(A*,..., A" b) abbiamo che i due ranghi sono uguali.

e Se il rango di A & r, prendiamo le r colonne indipendenti di A, A71,... 7. Se aggiungo a queste
b, i vettori A7 ... 7 b sono linearmente dipendenti, dato che rk([A|b]) = rk(A) = r. Quindi b &
combinazione lineare di A’t,..., A7 e quindi Span(A!,..., A") = Span(A!,..., A" D).

2. Sia a € K™ una soluzione data del sistema Sol(Az = b). Allora ogni soluzione d € K" del sistema Az = b
¢ della forma
a+wv con v € Sol(Az = 0)

Infatti
S Ad—a)=0«<d—a € Sol(Az =0)

e quindi d = a + v con v € Sol(Az = 0).

Dato che dim Sol(Az = 0) = n —rk(A) per la forma omogenea del teorema, abbiamo che Sol(Az = 0) ha
base vy, ...,V _rp(a) €d 0gni suo elemento ¢ si pud scrivere come 10y + -+ + Ay —rk(A)Up—ri(4)- Quindi
ogni soluzione di Az = b si pu0 scrivere come

a+ iU+t Qg (A) U rk(A)

e dipende quindi dagli n — rk(A) parametri a,. .., a,_r4). Non puo dipendere da un numero minore
di parametri perché n — rk(A) & la dimensione dello spazio vettoriale Sol(Az = 0). Ho quindi oo™ "#(4)
soluzioni.

O

15.4 Formula di Grassman

Vediamo come possiamo determinare una base dell’intersezione in un caso particolare.

Esempio 15.12. [MK09] Dati i due sottospazi

V = Span((1,2,1,1,5),(0,0,0,2,1),(2,1,2,4,11))
W = Span((274v ]-7 23 3)7 (2>47 27 Oa 9)) (2>47 713 63 79))

di R%, determinare le dimensioni e delle basi per VW,V + W, VN W.

Soluzione. Determiniamo una base di W, e quindi la sua dimensione, riducendo la matrice che ha come righe
1 suoi generatori.

w:=Mat([[2, 4, 1, 2, 3],
[2, 4, 2, 0, 9],
(2, 4, -1, 6, -911);
L:=RiduciScalaVerbose(W);L;// Ritorna la matrice e le colonne dei pivot
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=2
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (2, 4, 1, 2, 3]
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2~a-1%1"a [0, 0, 1, -2, 6]

3"a-1*1"a [0, 0, -2, 4, -12]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 3]=1
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 4, 1, 2, 3]
—————————————— [0, 0, 1, -2, 6]

3"a+2*2"a [0, 0, O, 0, 0]

Ho ridotto la matrice a scala, ho trovato due pivot, quindi dim(W) = 2. Dato che non ci sono stati scambi di
righe e che le prime due non si sono annullate, ho trovato due basi di W, By = (2,4,1,2,3),(0,0,1,—2,6) le
righe della ridotta, o B = (2,4, 1,2,3),(2,4,2,0,9) le righe della matrice di partenza. Uso come base By di
W la prima per comodita.

Basi (e quindi dimensioni) di V e V 4+ W verranno determinate durante il procedimento di calcolo di una
base di VN W.

Procediamo col metodo dell’uguaglianza dei vettori generici.

Consideriamo due sistemi di generatori per V, W, ovvero i generatori dati per il primo ed una base del
secondo
vy =(1,2,1,1,5),v, = (0,0,0,2,1),v3 = (2,1,2,4,11)

By =w; =(2,4,1,2,3),w5(0,0,1,—2,6) base di W

Dei vettori generici di V' ed W sono, rispettivamente

a(1,2,1,1,5) 4+ b(,(0,0,0,2,1) + ¢(2,1,2,4, 11)

.13(2, 4a 17 2) 3) + y(07 Oa 17 _27 6)

per a,b,c,xz,y € R Sia v un vettore generico di V N W. Questo deve potersi scrivere sia nella prima che nella
seconda forma, quindi devono esistere a, b, ¢, z,y € R tali che

1 0 2 2 0
2 0 1 4 0
v=al|ll|+b]|0|+c]| 2 e v=z|l]|+y]| 1
1 2 4 2 -2
5 1 11 3 6
ovvero
1 0 2 2 0
2 0 1 4 0
all]l+0]0]l+c| 2 |=x|1]+y]| 1
1 2 4 2 -2
5 1 11 3 6
ovvero
1 0 2 2 0 0
2 0 1 4 0 0
all]|+0]0)4+c] 2| +xz|1]4+y]| 1 |=]0
1 2 4 2 -2 0
5 1 11 3 6 0

possiamo cambiare il segno delle variabili x, y dato che stiamo lavorando in uno spazio vettoriale. Otterremo le
soluzioni per —x, —y, che ci vanno comunque bene, dato questo equivale a prendere come base i vettori opposti
a quelli della base originale.
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Questo e un sistema di cinque equazioni nelle cinque incognite a, b, ¢, z, y, omogeneo, con matrice incompleta
come sotto (la prima colonna ¢ relativa alla variabile a, la seconda a b etc. etc.). Riduciamolo con Gauss (senza
scambiare le colonne).

VW:=Mat[[1, 0, 2, 2, 0],
[2, 0, 1, 4, 0],
[1, 0, 2, 1, 1],
[1, 2, 4, 2, -2],

(5, 1, 11, 3, 611;
L:=RiduciScalaVerbose(VW);L;// Ritorna la matrice e le colonne dei pivot
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 0, 2, 2, 0]

2"a-(2)*1"a [0, 0, -3, 0, O]
3"a-(1)*1"a [0, 0, O, -1, 1]
4~a-(1)*1"a [0, 2, 2, 0, -2]
5~a-(5)*1"a [0, 1, 1, -7, 6]
Scambio la 27a e la 47a riga
Adesso la matrice e’
Mat([[1, 0, 2, 2, 0],
(o, 2, 2, o, -21,
(o, o, o, -1, 11,
(o, o, -3, 0, 0],
o, 1, 1, -7, 611)
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 0, 2, 2, 0]
—————————————— [o, 2, 2, 0, -2]
0 sotto pivot[0, O, O, -1, 1]
0 sotto pivot[0, O, -3, 0, 0]
5%a-(1/2)*2~a [0, 0, O, -7, 7]
Scambio la 37a e la 47a riga
Adesso la matrice e’
Mat([[1, O, 2, 2, 0],
[o, 2, 2, o, -21,
fo, o, -3, 0, 01,
[0, o, o, -1, 11,
[0, o, 0, -7, 711)
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-3
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 0, 2, 2, 0]

—————————————— [0, 2, 2, 0, -2]
—————————————— [o, o, -3, 0, 0]
0 sotto pivot[0, O, O, -1, 1]
0 sotto pivot[0, O, O, -7, 7]

Ho trovato il pivot in posizione A[4, 4]=-1
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 0, 2, 2, 0]
—————————————— [0, 2, 2, 0, -2]
—————————————— [0, 0, -3, 0, 0]
—————————————— [0, 0, 0, -1, 1]
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5a-(7)*4"a [0, O, 0, 0, O]

Vediamo che ci sono tre pivot nelle prime tre colonne, quelle associate a V', e quindi dim V' = 3 ed una base
di V e data da v;,v,,v5. Questo perché i conti che stiamo facendo, limitatamente alle prime tre colonne, sono
gli stessi che avremmo fatto riducendo la matrice le cui colonne sono i generatori di V.

Ci sono in totale quattro pivot, nella prima, seconda, terza e quarta colonna, quindi dimM + N = 4 ed
una base di V 4+ W ¢ data da vy, vy, v5, w;. Questo perché stiamo ricucendo una matrice le cui colonne sono i
generatori di V + W.

Ricordando che le prime tre colonne sono associate rispettivamente alle variabili a,b,c e le ultime due
rispettivamente alle variaibli z, y, il sistema associato a questa matrice e

a+2c+2x=0
2b+2c—2y=0
3c=0
—x+y=0

la sola equazione che coinvolge solo le variabili z,y ¢ —x + y = 0. Se questa condizione & soddisfatta, ho
soluzioni (z,y) = (a, a) ed il sistema diviene

a+2c= -2«
b+c=a
3c=0
1 0 2
che ammette unica soluzione dato che la sua matrice incompleta associata, [ 0 2 2], & non singolare, e che
0 0 3
quindi per ogni v ha un unica soluzione dipendente da «, ovvero a = —2a, b = «, ¢ = 0.

Sostituiamo le soluzioni che abbiamo trovato, (—2a, a;, 0.c, &) nel sistema originario

1 0 0 2 0 0
2 -3 0 4 0 0
20|l +a]l O | +0]0|4+a|l]l+a] 1l =10
1 2 2 2 -2 0
5 1 1 3 6 0

questo implica che il vettore generico di V' appartiene anche a W e quindi a VW se z = y.
Se applico questa condizione di appartenenza a V' al vettore generico di W

$(2,4, 13 273) + y(ov Oa 13 72,6)

ottengo
(2x,4x,22,0,9z) = 2(2,4,2,0,9)

che & quindi un vettore generico di V-NW. 1l vettore (2,4,2,0,9) ¢ quindi un generatore di VN W dato che
ogni vettore di VN W & suo multiplo. Quindi (2,4,2,0,9) ¢ base i VAW edimV NW = 1.

I conti sono stati svolti in base canonica. Volendo trovare la base dell’intersezione come sottospazio di W
e nella la base By = w,,w, di W, avremmo avuto che il vettore generico di VN W esperesso nelle coordinate
della base B sarebbe z(w; + w,) = (z,2)p = (1,1)p e quindi Bynw = (1,1)5

Notiamo che

e Il procedimento di calcolo di una base di V' N'W ha prodotto anche basi di V,V 4+ W.
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e Non é stato quindi necessario calcolare direttamente una base di V.

O

Vediamo ora di dimostrare il caso generico. Noteremo che la dimostrazione segue lo stesso procedimento
dell’esempio.

Teorema 15.13 (Formula di Grassman). [HHH12] Sia U un K-spazio di dimensione finitan eV, W C U.
5

SP
Allora
dim(V+W)=dimV +dimW —dimV NnW

Dimostrazione. Dato che U ha dimensione finita, V e W hanno dimensione finita e quindi base. Prendiamo
By, =vy,...,v, base di V e By, = wy,...,w, base di W. Ogni vettore di V' si puo scrivere come Ele a;v; ed

ogni vettore di W si puo scrivere come Z?Zl bjw; (sono dei vettori generici). Abbiamo che

p q
VAW = SueU | JacKP, beKite u=Y aw, =Y buw,
i=1 j=1
q p q
= ijgj | 3aeKP, beKIt.c. Zaiyi—ijwj:Q
j=1 i=1 j=1

q p
= ijyj | 3aeKP, beKI te. Zaiyi—k bjw, =0
=1

i=1 j=1

Prendendo per evitare i segni negativi come base di W non i vettori w; ma il loro opposti.

Esaminiamo ora il sistema

La matrice associata al sistema &

| ]| N
yl “ e Qp wl PR wq .(b>:O
| =

Riduciamo la matrice con Gauss. Dato che le prime p colonne sono linearmente indipendenti (formano una
base di V) mettendo la matrice in forma standard otteniamo

I,| A
G= ( 67 g ) con A qualunque di ordine compatibile e S a scala

Innanzitutto notiamo che dato che le colonne della matrice formano un sistema di generatori di V' + W e che il
numero di colonne linearmente indipendenti & p + k, dove k € il rango di .S o il suo numero di pivot, abbiamo
dimV + W = p + k. Vogliamo dimostrare che se 3 ¢ soluzione di Sb = 0, esiste una soluzione di

() ()=
(h) (8)= ()=

Infatti

IS 2
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e quidi se 8 ¢ soluzione di Sb = 0, ovvero se S8 = 0, abbiamo il sistema

< Ipa+ AB

0 )O@IpaAﬂ

con ApS vettore di costanti, e questo sistema ha necessariamente soluzione unica dato che la matrice incompleta
(Ip) ha rango massimo p. Possiamo quindi concludere che il sistema ha soluzione se e solo se S8 = 0, e quindi

q
VAW =Y bw,; | Sb=0
j=1
Possiamo ora applicare il Teorema di Rouche-Capelli, o se preferite il suo Corollario 15.21. Ricordando che
rk(S) = k abbiamo che
dmVNW=qg—k. Quindi dmV+W=p+k=p+q—(¢g—k)=dmV +dimW —dimV "W
Notiamo che abbiamo messo la matrice in forma normale solo per semplificare la notazione. La forma
a scala sarebbe bastata ma avremmo avuto un tripudio di indici, avendo dovuto considerare come variabili

associate ai pivot non necessariamente x1,...,z, ma r variabili qualunque tra le z.
O

Esercizio 15.14. [HHW13] Dimostrare che
1. posso partire da un sistema di generatori di V', e nulla cambia.

2. Posso partire da un sistema di generatori di W, ed ottengo non una base ma un sistema di generatori di
V NW. Se voglio una base dovro estrarla da questi.

15.5 Somma diretta di sottospazi

Problema 15.15. Possiamo usare gli spazi Wy,..., W, C V come "base” di V' ? In un certo senso, possiamo
ssp
parlare di basi "a blocchi”?

Scegliamo di preservare 'unicita.

Esempio 15.16. [HHH81] Abbiamo
U = Span((1,3,1,2),(0,1,0,1)), W = Span((0,0,3,2),(0,0,1,2))
Vediamo che il vettore (1,3,4,4) si puo scrivere come somma di vettori di U,W
(1,3,4,4) = (1,3,1,2) + (0,0, 3,2)
i modo unico, perché il sistema di equazioni
a(1,3,1,2) + 5(0,1,0,1) +~(0,0,3,2) + 6(0,0,1,2) = (1, 3,4,4)

ha un unica soluzione, dato che la matrice incompleta del sistema associato (vettori per colonne)

N = W =
= O = O
N wWw oo
N = OO
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non singolare, ha rango massimo, e quindi la soluzione esiste unica.

Questo significa che ogni vettore di R* si puo scrivere in modo unico come somma di un vettore di U ed
uno di W.

Definizione 15.17. [HHH37] Sia V un K-spazio Wy,... ., W, C V. Allora diciamo che
SSP

e V e somma didi Wy,...,W, se
YVveV Iw eWy,...,w, e W, tali chev=w,+--+w, V=W +.---+W,
Scriveremo anche V.= W, oV =3" | W,.
e VV & somma diretta di Wy,..., W, e scriviamo V. =W; & ---d W, se

VeV I w, eW,...,w, €W, tali chev=w; +---+w

mn

Scriveremo anche V.= @,_, W;.

Esempio 15.18. [HHH38] I due sottospazi di R®
V =Span(e;,e;) e W = Span(es,eq,e;)

sono in somma diretta e R> = V@W, dato che ogni vettore u di R® si scrive in modo unico come combinazione
lineare dei vettori e,
5

5 2
u= Z)‘igi = Z)‘igi + Z )\zﬁi
i=1 =1

=3

st scrive in modo unico come un vettore v+w conv eV ew € W.

Esempio 15.19. [HHH39] I due sottospazi di Clx]
V =Span(z? + z,2> —1,3) e W = Span(z?,3z — 1,2%)

non sono in somma diretta. dato che il vettore x? = (2% — 1) +1/3-3 si puo scrivere in due modi diversi come
somma di due vettori di V, W.

=@ -1)+1/3-3+0=0+x
w w w W
1% w v W

Notiamo che x> € V. NW. Pud venire il sospetto che se VW # {0} la somma non possa essere diretta.
In effetti, questo € vero e vale anche il viceversa

Proposizione 15.20. [HHH41] Sia V' un K-spazio Wy,...,W,, C V. Allora
sSSP

1. Sen =2 abbiamo che la somma di W1, Wy ¢é diretta se e solo se

WlﬂWQZ{Q}@dimwlﬂWQZO

2. La somma di Wq,..., W, é diretta se e solo se

dim + W; =)~ dim W;
=1

i=1
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3. (non svolto in aula, non richiesto) In generale abbiamo che la somma di Wy,...,W,, ¢ diretta se e solo
se

Wzﬂ(W1++WZ,1+WZ+1+Wn) :{Q} come dire Wiﬂ—|—Wj :{Q}
i

Dimostrazione.

1. Dimostriamo che la somma di W7, W non & diretta se e solo se W, N Wy # {0}
(a) E facile vedere che se Wy N Wy # {0} la somma non ¢ diretta. Infatti

JwA#0eWinWe=w= 0 +w = w + 0
) W W w
Wy Wy Wip W,
ed abbiamo scritto w in due modi diversi come somma di vettori di W7 e Ws.

(b) Dimostriamo che se la somma non ¢ diretta l'intersezione non ¢ solo 0.

Supponiamo che la somma V' 4+ W non sia diretta. Allora posso scrivere un vettore u € V + W in
due modi diversi,
u=v; +w; =vy+w, e quindi v; — vy, = —w; +w,

ed il vettore v; —vy € V per costruizione, mentre v; —vy = —w; +wy € W e quindi v; —v, € VAW
da cui VNW # {0}.

2. Dimostriamo che se la somma ¢ diretta vale la formula
dim Span(W71, ..., W,) = Z dim W;
i=1

per induzione sul numero di addendi. Potremmo partire dal caso n = 1, ma anche il caso n = 2 gia
dimostrato, ¢ la formula di Grassman. Supponiamo vera la formula per n. Dimostriamola per n + 1.

n+1 n
dim —+— W; = dim ((—I— Wz) + Wn+1>
i=1 i=1

?

per Grassman

=dim + W, + dim W,, 4

i=1

per Ipotesi induttiva
n
= dimW; + dim W, 14

=1
n+1

- Z W,
i=1

Il viceversa ¢ lasciato per esercizio.

E molto utile il seguente corollario del teorema di Rouché-Capelli.
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Corollario 15.21. [GGQ66] Siano dati vy, ...,v, €V K-spazio, linearmente indipendenti, S € Mat, xn (K)

V = Span(vy,...,v,) = {av; + -+ anv, | a1,...,a, € K}

W_{ziv, + -+, | z1,...,2, ER t.c. S-2=0}
allora
1. W C V.
ssP
2. dimW =dimV —rk(A) =n —rk(A).

3. Un vettore generico di W si ottiene da un wvettore generico di V, ajv, + -+ + anv,,, aggiungendo le
condiziont S -x = 0.

4. Una base di W si ottiene come al solito dal suo vettore generico raccogliendo le x;.

Dimostrazione.
1. Dato che i vettori vy,...,v,, sono linearmente indipendenti, e generano V per costruzione, sono base
B=uw;,...,v, di V. Se scriviamo W usando le coordinate dei vettori in base B abbiamo che e

W ={(a1,...,a,) €V | A-a=0}=Sol(Az = 0)
che sappiamo gia essere un sottospazio di V.
2. Per il teorema di Rouché-Capelli, dim W = dimV — rk(A).

3. Ovvio considerando la dimostrazione del teorema di Rouché-Capelli omogeneo.

4. Ovvio.

O

Osservazione 15.22. [GGQ51] Con la notazione del corollario precedente, ma se vy, ..., v,, non sono linearmente

indipendenti, continua a valere la formula

dimW =dimV —rk(S) = n —rk(S)
Se V =KP, e quindi i vettori v, ...,v,, formano, per righe o per colonne, una matrice A, abbiamo
dim W = rk(A) — rk(S)
Esempio 15.23. [MEK09] Troviamo una base del sottospazio
W ={z(1,2,3) + y(4,5,6) | -2y =0}
Soluzione. Aggiungiamo al vettore v = x(1,2,3) + y(4,5,6) la condizione C : z — 2y = 0, ottenendo
v+ C =2y(1,2,3) +y(4,5,6) = y(6,9,12) = 3y(2,3,4)
Quindi W = Span(2, 3,4). O

Un utile riassunto della situazione per la ricerca della base di una somma di sottospazi:
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Osservazione 15.24. [GGA62] Dati VW C U K — spazio di dimensione finita, con sistemi di generatori
sSSP

rispettivamente vy,...,v, € Wy,...,W, COStruisco

1. la matrice per righe
A=lvy,. ., 0,,W,. .., w,]

) =n> )’y =n
e la riduco alla matrice a scala S. Le righe di S che non si riducono a zero ( o le corrispondenti righe di

A - attenzione agli scambi di riga) mi danno una base di V + W.

2. La matrice per colonne
T T T T
A: [Q]_?"'vgn7w1a"'7wn}

e la riduco alla matrice a scala S senza scambi di colonna. Le posizioni dei pivot di S mi danno le
posizioni delle colonne di A che formano una base di V + W.

3. Nel caso immediatamente precedente, non necessariamente le colonne di S contenenti un pivot mi danno
un sistema di generatori di V .+ W, tantomeno una base di V + W.

Osservazione 15.25. [GGQ22] Dato un K-spazio vettoriale V, ed un sistema di equazioni lineari omogenee
nelle variabili x = x1,...,%y,

pi(z) =0
Pm (l) =0
il sottoinsieme di
pi(v) =0
veV | §: cv
pm(y) =0
¢ un sottospazio vettoriale di V e
pi(z) =0
Pm (l) =0

e la sua descrizione cartesiana. Vedremo pit in dettaglio questo argomento quando avremo parlato di morfismi.
Un esempio ¢ Sol(Az) = 0, le soluzioni di un sistema lineare omogeneo su un campo.

Per le operazioni sui sottospazi, alcuni metodi sono dettagliati sotto. Altre strade sono paossibili, sia in
generale che caso per caso.

Osservazione 15.26. [GGA02] Dato un K-spazio V di dimensione n con base vy, ...,v,
1. Dato W C V ewv €V decidere sev € W. Se W ha base w,, ... s Wy, st risolve decidendo se il sistema
SspP
lineare

Tiwy + -+ Tpw, =v
ha soluzioni.

Questo si puo fare, se stiamo lavorando in K" nei sequente due modi, tra altri, se abbiamo un sistema
di generatori wy, ..., w, per W
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e Costruiamo la matrice per righe

e riduciamola a scala. Se la riga v si riduce a zero, v € W.

e (Costruiamo la matrice per colonne

wy ... W, U

e riduciamola a scala. Se la Tiga v non ha pivot, v € W.

2. Dati U W C V', decidere se U C W. Date basi By, Bw di U/W si puo risolvere vedendo se ogni
ssp

elemento dz BU sta in W, procedendo come sopra.
N.B. Si puo anche procedere controllando la dimensione di U N W wusando il metodo usuale.

3. Dati U W C V', decidere se U = W . Si risolve verificando se U C WeW C U.
sSSP



Capitolo 16

Sedicesima Lezione - Esercizi

Esercizio 16.1. [HHH68] Dati i sottospazi di R*
V =Span((1,1,1,1),(2,1,3,3),(1,-1,3,3)) e W = Span((3,2,4,4),(1,1,2,2))
determinare una base di V + W.

Dimostrazione. Svolgiamo, per esercizio, i conti sia per righe che per colonne.

e Procediamo per righe

M:=Mat ([[1,1,1,1],
[2,1,3,3],
[1,-1,3,3],
[3,2,4,4],
[1,1,2,211);
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1, 1]
27a-2x1"a [0, -1, 1, 1]
3"a-1x1"a [0, -2, 2, 2]
4~a-3x1"a [0, -1, 1, 1]
5%a-1*1"a [0, 0, 1, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1, 1]
—————————————— [0, -1, 1, 1]
37a-2*%2"a [0, 0, 0, 0]
4~a-1x2"a [0, 0, 0, 0]
0 sotto pivot[0, O, 1, 1]
Potrei fermarmi qui ma continuo per avere una matrice a scala
cambio la 37a e la 57a riga
Adesso la matrice e’
Mat([[1, 1, 1, 1],
o, -1, 1, 11,
(o, o, 1, 1],

245
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[O’ O’ O’ O]’

[0, 0, 0, 01 )

Una base di V + W ¢ data da B = (1,1,1,1),(0,—1,1,1),(0,0,1,1), le righe con pivot della matrice
ridotta. Avrei potuto dirlo anche prima di fare lo scambio di righe per trovare la riduzione a scala.

Un altra base & data dalla prima, seconda e quinta riga della matrice M, B;(1,1,1,1),(2,1,3,3),(1,1,2,2),
ricordandomi che ho scambiato la terza e quinta riga durante la riduzione.

Se vogliamo una base ancora piu semplice possiamo mettere la matrice in forma standard.

Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1
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—————————————— (1, 1, 1, 1]
27ax-1 [0, 1, -1, -1]
—————————————— [0, o, 1, 1]
—————————————— [0, 0, 0, O]
—————————————— [0, 0, 0, O]
Cancello la colonna sopra il 3 pivot
1"a-1%3"a [1, 1, 0, 0]
27a--1%3"a [0, 1, 0, 0]
—————————————— [0, 0, 1, 1]
—————————————— [0, 0, 0, O]
—————————————— [0, 0, 0, O]
Cancello la colonna sopra il 2 pivot
1"a-1%2"a [1, 0, 0, 0]
—————————————— [0, 1, 0, 0]
—————————————— [0, 0, 1, 1]
—————————————— [0, 0, 0, 0]
—————————————— [0, 0, 0, O]

Un’altra base di V + W & By

Procediamo per colonne

Mi:=Mat([[1, 2, 1, 3, 11,
1, 1, -1, 2, 11,
[1, 3, 3, 4, 2],
[1, 3, 3,4, 21D;
RiduciScalaVerbose (M1) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 1, 3, 1]

2"a-1x1"a [0,
3"a-1x1"a [0,
4~a-1%1"a [0,

_1,
1, 2,
1, 2,

_2,
1,
1,

(1’ 07 07 0)7 (0? ]" 070)7 (07 0’ 1’ 1)'

-1, 0]
1]
1]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot

—————————————— [1,
—————————————— [o,
3"a+1x2"a [0,
4~a+1%x2"a [0,

2,
-1,

1, 3,

_2,
0, 0, 0, 1]
0, 0, 0, 1]

1]
-1, 0]
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Ho trovato il pivot in posizione A[3, 5]=1
Cancello la 57a colonna, sotto il pivot

—————————————— [+, 2, 1, 3, 1]

-1, -2, -1, 0]

—————————————— (o, o, o, o0, 1]

4"a-1*%3"a [0, O, 0, 0, 0]

B B

I pivot della ridotta sono nella prima, seconda e quinta colonna. Una base di V + W ¢ data dalla prima,
seconda e quinta colonna della matrice M: (1,1,1,1),(2,1,3,3),(1,1,2,2).

Ricordiamo che le colonne della matrice ridotta non necessariamente generano V + W, o in generale
lo Span delle colonne della matrice di partenza. Per esempio in questo caso le colonne della ridotta
hanno sempre 0 nell’ultima componente, e una loro combinazione lineare non puo generare per esempio
(1,1,1,1), la prima colonna di M, che ha l'ultima componente non nulla.

) ) )

O

Esempio 16.2. [GGG28]

0 1 0 1
5 3 5 3
Spang P N =qal +4 9 | a,p€C
7 1 7 1
0 B
_ Sa 38
= io | T 23 | a,0€C
Ta 15}
g
- za+2ﬁ ‘ O‘vﬁe(c C@
Ta+

Esempio 16.3. [GGG61] In R[z]<3 il vettore 2® + 2x — 1 si scrive

e (1,0,2,—1)p rispetto alla base B = 23,22, x,1.

e (—1,2,0,1)p, rispetto alla base By = 1,x,x? x3.

. (1, 0,2, g)BQ rispetto alla base By = 2% — 1,22 + 2,2 — 3,5 dato che
6
2* 420 — 1= 1" — 1) +[0](@® +2) + 2]z - 3) +| £ [(5)

[Verificare per esercizio che By sia base]

Esempio 16.4. [GGG62] In F = {F: R — R} sia dato V = Span(z, e®,sin’z,1) di base B = z,e*,sin’ z, 1.

I vettore 5z + sin® z si scrive come

e (5,0,1,0)p rispetto alla base B.
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e (1,0,—1,2)p rispetto alla base B’ = 5x,e®, cos? x,% dato che
-2 T 2 1
5z +sin“x=1-(52)+0-(e*)—1-(cos x)—|—2-§

Per esercizio, verificare che B, B’ siano basi di V.

Esempio 16.5. [HHHO02] LR-spazio vettoriale C ha R-base 1,i ed ha R-dimensione 2 (dimg(C) = 2), ovvero
C ha dimensione 2 come R-spazio.

Soluzione. Che 1,4 generino ¢ immediato, dato che ogni z € C si puo scrivere in forma cartesiana a + ib con
a,b € R. Per 'indipendenza lineare, vediamo che

a-l+p8-i=0a=0=0

per il principio di identita dei complessi in forma cartesiana, O
Esercizio 16.6. [KK12] Abbiamo i due R-sottospazi vettoriali di R3

V ={(z,27,32) | x€R} C R?

sspP

W ={Q2zx+y,6x+4y,4x+vy)) | =,y € R} S%PR3
Evero che VCW?VOIW2V =W?
Soluzione. Innanzitutto, per evitare confusioni con i nomi delle variabili, cambiamo la descrizione di W in

W ={(22' +v/,62 + 4y, 42" +4)) | o',y € R}

Rispondiamo alle prime due domande. Se la risposta per entrambe & affermativa, allora V = W altrimenti
no.

o V C W Questa domanda equivale a chiedersi se ogni elemento di V stia in W. Dato che ogni elemento
di V' si puo scrivere come (x,2x,3x) per un qualche € R, mentre ogni elemento di W si puo scrivere
come (2z' + ¢, 62" + 4y, 42’ +y') con 2’y € R, questo equivale a chiedersi

VreR 32,y eRte. (z,22,32) = (22" +¢/,62" + 4y, 42" +9/)

ovvero stiamo cercando di vedere se il sistema lineare nelle incognite ',y (legate a J) e nel parametro
z (legato a V)

2 +y ==
(22" + 1y, 62" + 4y, 42" + ') = (z,2x,3x) ovvero { 6z’ + 4y’ =2z
4’ +y' = 3x

ha soluzioni. Creiamo la matrice completa associata al sistema

T
€T
x

[\

2 1
6 4
4 1

w

e riduciamola con Gauss.
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Use R::=Q[x];
M:=Mat([[2,1,x],[6,4,2x],[4,1,3x1]1);
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 1, x]

2"a-3*1"a [0, 1, -x]

3"a-2*1"a [0, -1, x]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 1, x]
—————————————— [0, 1, -x]

3~a+1%2"a [0, 0, O]

Dato che I'ultima riga si & cancellata, questo & un sistema di di 2 equazioni in 2 incognite, in forma
triangolare superiore con pivot non nulli. Ha quindi una ed una sola soluzione, il che ci dice che V' C W.

e W C V Questa domanda equivale a chiedersi se ogni elemento di W stia in V. Dato che ogni elemento
di V' si puo scrivere come (z,2x,3z) per un qualche € R, mentre ogni elemento di W si puo scrivere
come (22’ + ¢, 62" + 4y, 42’ + y') con 2/, y’ € R, questa equivale a chiedersi

Va',y e RIzeRte. (20" +4/,62" + 4y, 42" +4') = (z, 27, 3x)

ovvero stiamo cercandodi vedere se il sistema nell’ incognita = (legata a 3) e nei parametri z’,y" (legati

aV)
z =22 +19
(z,2x,3x) = (22" + o, 62" + 4y, 42" +4/) ovvero { 2z = 62’ + 4y’
3z =4z’ + 9/

ha soluzioni. Risolviamo prendendo xz = 22’ +%' e sostituendo nella seconda e terza equazione. Otteniamo

x =21 +y
y =21+
—22' =2y’ =0 ovvero ¢ ,
, , ' +y =0
2" +2y' =0

e dalla seconda equazione risulta che esistono soluzioni non per tutte le z’,y’, ma solo se ' + ¢’ = 0.
Quindi per esempio, non ci sono soluzioni per 2’ = 1,3’ = 0. Quindi W € V

Dato che V.C W ma W ¢ V abbiamo che V # W O

Provare per esercizio a procedere nel modo sequente: vedere se i vettori di una base di V' stiano in W (che
mi darebbe V.C W ) e trovare un vettore di W che non appartiene a V' (che mi darebbe W L V).

Esercizio 16.7. [HHQ70] Dati i due sottospazi di K®
Wy = Span((1,1,1,1,3),(2,1,3,3,2)) e Wy = Span((1,2,4,4,2),(2,-3,1,1,4), (4,1,7,7,0))

determinare una base di W1 + Wy e Wy N W,

M:=Mat([[1, 2, 1, 2, 4],
[1: 1’ 2, _3, 1],
[15 3: 4, 1’ 7]’
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[1, 3, 4, 1, 71,
[3, 2, 2, 4, 011);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 1, 2, 4]
27a-1*1"a [0, -1, 1, -5, -3]
3"a-1x1"a [0, 1, 3, -1, 3]
4"a-1%1"a [0, 1, 3, -1, 3]
5”a-3*1"a [0, -4, -1, -2, -12]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— 1, 2, 1, 2, 4]
—————————————— o, -1, 1, -5, -3]

3~a+1x2"a [0, O, 4, -6, 0]
4~a+1x2"a [0, 0, 4, -6, 0]
5"a-4*x2~a [0, 0, -5, 18, 0]

Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=4
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 1, 2, 4]
—————————————— [o, -1, 1, -5, -3]
—————————————— [0, 0, 4, -6, 0]

4~a-1*3~a [0, 0, 0, 0, 0]

5~a+5/4x3~a [0, 0, 0, 21/2, 0]

Scambio la 47a e la 57a riga
Adesso la matrice e’
Mat([[1, 2, 1, 2, 4],

o, -1, 1, -5, -31,

[0, o0, 4, -6, 0],

(o, o, o0, 21/2, 0],
o, o, o, 0, 01D

Ricordiamo che le prime due colonne sono relative ai generatori di V', le ultime tre colonne sono relative ai
generatori di W.

Dato che 1 pivot sono lelle prime quattro colonne della matrice ridotta, una base di V 4+ W é data dalle
prime quattro colonne della matrice di partenza, quindi da

(17 17 1’ ]‘) 3)7 (27 17 3’ 37 2)7 (17 27 4’ 47 2)7 (27 _37 1’ ]" 4)
Un vettore generico di W é dato da
a(1,2,4,4,2) +b(2,-3,1,1,4) + ¢(4,1,7,7,0)

Se imponiamo le condizioni date dalle righe della matrice con le prime due componenti nulle (le equazioni che
cotnvolgono solo le variabili a,b,c)

[0,0,4,—6,0] — 4a—6b=0 [0,0,0,21/2,0] — 21/2b=0
ovvero a = 3/2b, b=0=a = b= 0 otteniamo un vettore generico di VW
0(1,2,4,4,2) + 0(2,-3,1,1,4) + ¢(4,1,7,7,0)

da cui un sistema di generatori i VW ¢é¢(4,1,7,7,0) e quindi una base di VW ¢ (4,1,7,7,0).
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Esercizio 16.8. [EE8a] Siano dati i due R sottospazi vettoriali di R[z]<s

V = Span(z® + 2% 4+ 72 + 2,2% + 22% + 31z + 1,z)
W = Span(2z® + 16z + 8,2 — 2 + 21z + 6, x)

e Determinare una base per V e una base per W.

e Determinare dim(V + W), dim(V N W).

e Dato il sottoinsieme di Rlx]<s

Vi = {ax® + ba® + cx + d | a® = b}
determinare (V N W) NV;.

Soluzione. Notiamo immediatamente che z € VW e quindi x € VN W, quindi dimV NW > 1.

Con un lieve abuso di notazione, denotiamo i vettori di V,W con le loro coordinate rispetto alla base
Lz, 2% 23 di Rlx]<s:

V = Span(u; = (1,1,7,2),uy, = (1,2,31,1),u;3 = (0,0,1,0))
W = Span(gl = (2707 1678)792 = (15 _172176)722 = (0707 170))

Scegliamo di trovare innanzitutto le basi di U, W

e Determinare una base per V e una base per W. Per determinare una base di V' controlliamo se i tre
vettori che lo generano sono linearmente indipendenti calcolando il rango della matrice (vettori wy, uo, usg

per riga)
1 1 7 2
A=11 2 31 1
00 1 0
¢ facile vedere che, per esempio, la sottomatrice
1 7 2
An2a)y@sa =2 31 1
0 1 0

¢ non singolare, sviluppando il determinante con Laplace secondo la terza riga. I vettori u;,us,us sono
quindi linearmente indipendenti e dim U = 3. Invece di prendere u, u,, u; come base, semplifichiamola
(mettiamo i tre vettori per riga e operiamo alcune riduzioni - usiamo la terza riga per eliminare la terza
componente del primo e secondo vettore, faccimo una riduzione di Gauss tra la prima e seconda riga)

11 7 2 1 1 0 2 11 0 2
1 2 31 1)]=(1 2 0 1)]={(0 1 0 -1
0 0 1 0 0 010 001 O

Una base & quindi (1,1,0,2),(0,1,0,—1),(0,0,1,0), ovvero a® + 2% + 2, 2% — 1, x.

Per determinare una base di W controlliamo se i vettori w;,w,, w5 che lo generano sono linearmente
indipendenti calcolando il rango della matrice (vettori w;, w,, w5 per riga)

2 0 16 8
B=|1 -1 21 6
0 0 1 0
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La sottomatrice

2 0 16
B(172,3);(1,2,3) =[1 -1 21
0 0 1

e non singolare, e quindi il rango di B ¢ 3, i vettori w;, w,y, w4 sono linearmente indipendenti, dim W = 3.
Operando come per V, troviamo la base di W

(1,0,0,4),(0,-1,0,2),(0,0,1,0) ovvero z°+4,—2*+2,x

Determinare dim(U + W), dim(U N W).

Per determinare dim(U + W) calcoliamo il rango della matrice le cui righe sono i vettori delle basi di U
e W

1 1 0 2

0O 1 0 -1

0O 0 1 o0

= 1 0 0 4

0 -1 0 2

0O 0 1 0

La sottomatrice

1 1 0 2
01 0 -1
C1,2,3,4);(1,2,3,4) = 001 0
1 0 0 4

e non singolare, dato che sviluppando il determinante secondo Laplace per la terza riga otteniamo,

Il rango della matrice & quindi 4, dim(U + W) = 4 e per la formula di Grassman abbiamo che

dim(UNW) =dim(U) + dim(W) -4=3+3-4=2

N.B. Avremmo potuto mettere i generatori di V, W per colonna e dopo una riduzione di gauss contare
il numero di pivot. Visto che non e richiesta poi una base dell'intersezione, i due procedimenti sono
equivalenti.

Dato il sottoinsieme di R[z]<3
Vi = {ax® + ba® + cx + d | a* = b*}

determinare (UNW)N V.

L’insieme V; non ¢ lineare. Esprimendo i polinomi in base B = 23,22, z, 1

Vi ={(@,b,c,c)p €R' | a® =%}
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L’intersezione U N'W ha dimensione 2, ed & un piano di R* con un vettore generico (conosciamo gia una
sua base)
a(1? 17 07 2) + 5(07 07 17 O) = (a7 a? /67 2&)

o se preferite

@
=«
z=p
t =2«

La condizione di appartenenza di questo vettore generico a V; ¢ a? = «?, sempre verificata. Quindi il

vettore generico di UNW appartiene a V1, quindi ogni vettore di UNW appartiene a V; e quindi I'insieme
Vi contiene U N W e
Unw)ynn=U0nw

O

Vediamo un esercizio in spazi di dimensione alta, con molti conti. Non ci saranno esercizi computazionalmente
cosi pesanti in un compito.

Esercizio 16.9. [I1I144] Dati

V= Span((l, 1; 17 17 17 1)a (L 11 274767 8)7 (L 17 _37 6a 97 12)
W = Span((1,1,0,2,3,5),(2,2,0,2,3,5), (1,1,1,0,0, 1))

Determinare dimensioni e basi per V,W,V + WV NW.

Soluzione: Ricordiamo che il metodo prevede di uguagliare dei vettori generici di V,W per determinare le
condizioni da porre al vettore generico di W per appartenere anche a V' e quindi a V N W. Ovvero cercare le
z,Y, 2,a,b,c € R per cui esiste la relazione

1 1 1 1 2 1

1 1 1 1 2 1

1 2 -3 0 0 1
x|y +y 4 + z 6 +a 9 +b 9 +c 0 =0

1 6 9 3 3 0

1 8 12 5 5 1

ovvero di risolvere il sistema nelle variabili z, y, z, a, b, ¢, di cui pero siamo interessati solo alle soluzioni in a, b, ¢
soltanto (alle relazioni tra a, b, c).

V:=Mat([[1,1,1,1,1,1],
[1,1,2,4,6,8],
[1,1,-3,6,9,1211);

W:=Mat([[1,1,0,2,3,5],
[2,2,0,2,3,5],
[1,1,1,0,0,1]11);

VW:=BlockMat ([[V], [W]]) ;VW;

Mat [

(1, 1, 1, 1, 1, 11,
[1, 1, 2, 4, 6, 8],
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[+, 1, -3, 6, 9, 121,

(1, 1, 0, 2, 3, 5],

[2, 2, 0, 2, 3, 5],

(1, 1, 1, 0, 0, 11]
VW:=Transposed (VW) ; VW;
Mat [

(1, 1, 1, 1, 2, 1],

(1, 1, 1, 1, 2, 11,

(1, 2, -3, 0, 0, 11,

(1, 4, 6, 2, 2, 0],

(1, 6, 9, 3, 3, 0],

(1, 8, 12, 5, 5, 1]]
—- Questa e’ la matrice associata al sistema che stiamo considerando;
-- le colonne sono i genreratori di V, W
RiduciScalaVerbose (VW) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
-------------- [1, 1, 1, 1, 2, 1]

2~a-1x1"a [0, O, O, 0, 0, O]
3"a-1*1"a [0, 1, -4, -1, -2, 0]
4~a-1x1"a [0, 3, 5, 1, 0, -1]
5%a-1*1"a [0, 5, 8, 2, 1, -1]
6~a-1*1"a [0, 7, 11, 4, 3, 0]

Scambio la 27a e la 37a riga
Adesso la matrice e’
Matll1, 1, 1, 1, 2, 1],

[0, 1, -4, -1, -2, 01,
[o, o, 0, 0, 0, 01,
[0, 3, 5, 1, 0, -11,
[0, 5, 8, 2, 1, -11,
[0, 7, 11, 4, 3, 011

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1, 1, 2, 1]
—————————————— [o, 1, -4, -1, -2, 0]

0 sotto pivot([0, O, O, 0, 0, O]
4~a-3*2"a [0, O, 17, 4, 6, -1]
5~a-5%2"a [0, 0, 28, 7, 11, -1]
6"a-7x2"a [0, 0, 39, 11, 17, 0]

Scambio la 37a e la 47a riga
Adesso la matrice e’
Mat[[1, 1, 1, 1, 2, 1],
[o, 1, -4, -1, -2, 0],
[o, o, 17, 4, 6, -1]1,
(o, o, o, o, o, 0],
(o, o, 28, 7, 11, -1],
[0, 0, 39, 11, 17, 0]1]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=17
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— 1, 1, 1, 1, 2, 1]
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1, -4, -1, -2, 0]
—————————————— [0, o, 17, 4, 6, -1]

0 sotto pivot[0O, O, O, O, O, O]
5~a-28/17%3"a [0, O, O, 7/17, 19/17, 11/17]
67a-39/17%*3"a [0, 0, O, 31/17, 55/17, 39/17]

Scambio la 47a e la 57a riga
Adesso la matrice e’
Mat[[1, 1, 1, 1, 2, 11,
[0, 1, -4, -1, -2, 0],
[0, o, 17, 4, 6, -1],
[0, o, 0, 7/17, 19/17, 11/17],
(o, o, o, o, 0, 0J,
[0, o, 0, 31/17, 55/17, 39/171]
Ho trovato il pivot in posizione A[4, 4]1=7/17
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 1, 1, 2, 1]
—————————————— [0, 1, -4, -1, -2, 0]
0, 17, 4, 6, -1]
—————————————— (o, o, o, 7/17, 19/17, 11/17]
0 sotto pivot[0, O, O, O, 0, O]
6"a-31/7%4"a [0, O, O, O, -12/7, -4/7]
Scambio la 57a e la 67a riga
Adesso la matrice e’
Mat[[1, 1, 1, 1, 2, 1],
[o, 1, -4, -1, -2, 0],
[0, o, 17, 4, 6, -1],
[0, o, 0, 7/17, 19/17, 11/17],
[0, 0, 0, 0, -12/7, -4/7],
[0, o, 0, 0, 0, 0]1]
Ho trovato il pivot in posizione A[5, 5]=-12/7
Cancello la 57a colonna, sotto il pivot

—————————————— 1, 1, 1, 1, 2, 1]
—————————————— o, 1, -4, -1, -2, 0]
—————————————— [0, 0, 17, 4, 6, -1l
—————————————— (o, o, o, 7/17, 19/17, 11/17]
—————————————— [0, 0, 0, 0, -12/7, -4/7]

0 sotto pivot[0, O, O, 0, 0, 0]

Ricordiamo che le prime tre colonne (generatori di V') sono associate alle variabili z,y, z, che compaiono nella
descrizione generica di V. Ricordiamo che le ultime tre colonne (generatori di W) sono associate alle variabili
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a, b, ¢, che compaiono nella descrizione generica di W. Quindi le relazioni tra a, b, ¢ sono

{7/17(1 +19/17b4+1/17e =0 {m +19 4 c=0

—12/7b—4/7¢ =0 3b+c¢c=0

Ta+19b—-3b=0

<~
c=—-3b
Ta + 16b =

~
c=—-3b

N a=—1—76b
c=-3b

Abbiamo un vettore generico di W

a(1,1,0,2,3,5) +b(2,2,0,2,3,5)4+¢(1,1,1,0,0,1) =
=(a+2b+c,a+2b+c,c,2a + 2b,3a + 3b,5a + 5b + ¢)

Imponiamo le relazioni a = —<*b, ¢= —3b

16 16 16 16
( (—7b) -+ 2b — 30, (—7b> + 2b — 3b, —3b,2 (—7b> + 20, 3 (—76) + 3b,
5 (—176b> +5b — 3b> =

— b, = b, =3b,— b, — b, ——b | = (~23b, ~23b, ~21b, ~18b, ~27b, ~66h)

B < 23 23 18 27 66 b) b
N 7

quindi
o dAimV NW =1 e una sua base e

(—23,-23,-21,—-18,-27,—-66) o (23,23,21,18,27,66)

e dim V = 3 (tre pivot nelle colonne dei generatori di V); i suoi generatori sono anche sua base.
e dimV + W =5 (cinque pivot); una base & data dai generatori di V' e dai primi due generatori di W.

e Da Grassman, dim W = dim(V+W)+dimV NW —dimV =5+1—3 = 3. Quindi una base di W (che
non abbiamo calcolato) ¢ comunque data dai sui tre generatori.

O
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Esercizio 16.10. [IIB87] Dati i sottospazi
V= Span((l, 37 07 2)7 (13 15 17 0)7 (37 53 23 2)) W = Span((fla 73 757 8)7 (71, 37 737 4)3 (Oa 27 717 2))
di C* vedere se V.=W.

Dimostrazione. Determiniamo basi per V, W, vedremo poi se i vettori della base di V' appartengono a w ( mi
darebbe V' C W) e se i vettori della base di W appartengono a V' (mi darebbe W C V). Se si verificano
entrambi, avremo V = W.

e Determiniamo una base di V. I tre vettori generano V', vediamo quali so o linermente indipendenti, per
esempio riducendo con Gauss la matrice che li ha come righe

V:=Mat([[1,3,0,2],
(1,1,1,0],
3, 5, 2, 211);
RiduciScalaVerbose(V);
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 3, 0, 2]
27a-(1)*1"a [0, -2, 1, -2]
3"a-(3)*1"a [0, -4, 2, -4]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 3, 0, 2]
—————————————— [0, -2, 1, -2}

3"a-(2)*2"a [0, 0, 0, O]

Non ci sono scambi di riga. I primi due vettori non si riducono a zero, quindi sono linermente indipendenti.
Il terzo, che si riduce a zero, € quindi una combinazione lineare dei primi due. Una base di V' & quindi
(visto che abbiamo messo i vettori come righe possiamo prendere indifferentemente le righe iniziali o
quelle ridotte)

By =v, =(1,3,0,2), v, = (0,-2,1,-2)

e Determiniamo una base di W. I tre vettori generano W, vediamo quali sono linermente indipendenti,
per esempio riducendo con Gauss la matrice che 1i ha come colonne

w:=Mat ([[-1, -1, O],
(7, 3, 21,
(-5, -3, -1],
[8, 4, 211);
RiduciScalaVerbose (W) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=-1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [-1, -1, 0]
27a-(-7)*1"a [0, -4, 2]
3~a-(5)*1"a [0, 2, -1]
4~a-(-8)*1"a [0, -4, 2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-4
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
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—————————————— [-1, -1, 0]

—————————————— [0, -4, 2]

3"a-(-1/2)*2~a [0, 0, 0]
4~a-(1)*2"a [0, 0, O]

Non ci interessa verificare se ci sono scambi di riga. Solo la prima e seconda colonna hanno un pivot,
quindi sono linermente indipendenti e la terza colonna e loro combinazione lineare. Una base di W
¢ quindi (visto che abbiamo messo i vettori come colonne dobbiamo prendere le colonne iniziali, non
possiamo prendere quelle ridotte)

BW :Ql = (_1a7a _578)7 MQ = (_1737 _3?4)

Verifichiamo che i vettori della base di W appartengano a V' verifiando se le loro righe associate si riducono
a zero riducendo con Gauss la matrice

- v -

T

- w, -

- w, -

Vw:=Mat([[1, 3, 0, 2],
o, -2, 1, -21,
(-1, 7, -5, 8],
(-1, 3, -3, 411);
RiduciScalaVerbose (VW) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 3, 0, 2]
0 sotto pivot[0, -2, 1, -2]
37a-(-1)*1"a [0, 10, -5, 10]
4~a-(-1)*1"a [0, 6, -3, 6]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
-------------- [1, 3, 0, 2]
—————————————— [0, -2, 1, -2]
3"a-(-5)*2"a [0, 0, 0, O]
4~a-(-3)*2"a [0, 0, 0, 0]

Dato che le ultime due colonne si riducono a zero, w;,w, € V=W CV.

Verifichiamo che i vettori della base di V' appartengano a W riducendo con Gauss la matrice

w; Wy Uy Uy

WV:=Mat([[-1, -1, 1, O],
[ 7, 3, 3: _2],
[-5, -3, 0, 11,

[ 83 43 2) _2]]),
RiduciScalaVerbose (WV) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=-1
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Cancello la 17a colonna, sotto il pivot

—————————————— [-1, -1, 1, 0]
27a-(-7)*1"a [0, -4, 10, -2]
3"a-(5)*1"a [0, 2, -5, 1]
4~a-(-8)*1"a [0, -4, 10, -2]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-4
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [-1, -1, 1, 0]
—————————————— [0, -4, 10, -2]
3"a-(-1/2)*2"a [0, 0, 0, 0]
4~a-(1)*2"a [0, 0, 0, 0]

Dato che solo prime due colonne, associate a w;,ws, hanno pivot, le ultime due, associate v;, vy, sono
loro combinazione lineare e quindi v;,v, € W =V CW.

e Datoche W CV eV C W, abbiamo che V = W.

Esercizio 16.11. [IIB01] Dati i sottospaz di R*

M = Span((1,0,1,2), (2,0,1,1), (~1,0,1,4))
N ={(z,y,2,t) eR" | y+z+t=0}

Determinare dimensioni e basi per M, N, M + N, M N N.

Soluzione: Strategia: imponiamo ad un vettore generico di M le condizioni di appartenenza a N. Estrarremo
un sistema di generatori dal vettore generico di M N N ottenuto, ed una base da questo.

e Un vettore generico di M e
Q:l’(17071,2)+y(2,07171)+2(*17071,4) = (I+2y*2’,0,$+y+2’72l’+y+42)

e Le condizioni di appartenenza a N sono immediatamente leggibili dalla sua descrizione, ma per evitare
confusioni riscriviamo

N = {(z,y,2,t) €R* | y+ 2+t =0} come {(a,b,c,d) €R* | b+c+d=0}

la condizione di appartenenza di un vettore a N & quindi b+ ¢ + d = 0 (la somme delle sue ultime tre
componenti & nulla)

e Imponiamo questa condizione al vettore generico di M: (z + 2y — 2,0, + y + 2,2z + y + 4z). otteniamo

2 5
(O)+(x+y+z)+(2m+y+4z):Oé3x+2y+5z:0:>$:f§yf§z

e Un vettore generico di M N N & quindi

2 5 4 8 1 2 1 2
Sy 22)(1,0,1,2) 4 9(2,0,1,1) + 2(—1,0,1,4) = [y 220,y — oz oyt
< 3y 32)( 70> ) )+y( aO» y )+Z( 707 7) <3y 3270733/ 323 3y+ 3Z>

4 1 1 8 2 2
Yy (33(); 373> +z <3a0737 3)
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Un sistema di generatori di M N N & quindi

4 1 1 8 2 2
=0,2,-2 ), (-2.0,-3.%
<3”3’ 3>’( 3 33)
o anche, se preferiamo, dopo aver moltiplicato il primo vettore per 3 ed il secondo per —3
(4,0,1,-1),(8,0,2,-2)

dato che il secondo vettore ¢ multiplo del primo, una base M NN ¢ (4,0,1,—1) e quindi dimM NN = 1.

La dimensione di N & chiaramente 3 (una sola condizione in uno spazio di dimensione 4). Per avere una
base, vediamo che l'insieme delle soluzioni di y + 2z +t =0y = —z —t & (in R*)

{(z,—2z—t,2,t) = x(1,0,0,0) + y(0,—1,1,0) + 2(0, —1,0,1) | =,z,t € R}
ed una base & quindi (1,0,0,0),(0,—1,1,0), (0,—1,0,1).

Calcoliamo la dimensione di M. Il rango della matrice che ha i generatori di M per colonna:

1 0 1 2
A=12 0 1 1
-1 0 1 4

e 2, dato che 'unica sottomatrice 3 x 3 che non sia ovviamente singolare,

1 1 2
Apgspasny =12 11
1 4

ha comunque determinante nullo. Per la formula di Grassman,
dmM+ N =dimM +dimN —dmMNN=dmM+N=2+3-1=4

e dato che M + N C R* ed ha dimensione 4, abbiamo che M + N = R* ed ha come base, e.g. quella
canonica Fj.

O

Esercizio 16.12. [HHQ99] Dati i sottospazi U, W generati rispettivamente dalle righe delle matrici A, B,
determinare dimU, dim W, dimU + W ed una base di U "W al variare del parametro a € R

Use R::=Q[a];
—- Processo di costruzione della matrice

A:

AB:
AB:

=Mat([[1’2’1’3’5] >

[2,4’3,1501 s
[0,2,2,2,2]11);

:=Mat([[1,1,1,1,0],

[3’ 8’ 6’ 6, 7],
[-1, 2, 2a, 2, all);

=BlockMat ([[A], [B]1]);
=Mat([[1, 2, 1, 3, 5],

[2, 4, 3: 1’ 0]5
[0’ 2, 25 2: 2]:
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(1, 1, 1, 1, 0],

[3, 8, 6, 6, 71,

[-1, 2, 2a, 2, all)
AB:=Transposed(AB);

—— Questa e’ la matrice che riduciamo
AB:=Mat([[1, 2, O, 1, 3, -11,

[2’ 4’ 2’ 1, 8) 2])
[1, 3’ 2’ 1) 6, 2a]’
(3,1, 2,1, 6, 2],

[5, 0, 2, 0, 7, all)
RiduciScalaVerbose(AB) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [t, 2, 0, 1, 3, -1]
27a-2x1"a [0, 0, 2, -1, 2, 4]
37a-1x1"a [0, 1, 2, 0, 3, 2a + 1]
4~a-3%1"a [0, -5, 2, -2, -3, 5]
5~a-6x1"a [0, -10, 2, -5, -8, a + 5]
Scambio la 27a e la 37a riga
Adesso la matrice e’
Mat([[1, 2, O, 1, 3, -11,
(0, 1, 2, 0, 3, 2a + 1],
[0, o, 2, -1, 2, 4],
(o, -5, 2, -2, -3, 5],
(o, -10, 2, -5, -8, a + 5]11)
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 0, 1, 3, -1]
—————————————— [0, 1, 2, 0, 3, 2a + 1]
0 sotto pivot[0, 0, 2, -1, 2, 4]
4~a+b%x2"a [0, 0, 12, -2, 12, 10a + 10]
5~a+10*27a [0, 0, 22, -5, 22, 21a + 15]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=2
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 0, 1, 3, -1]
—————————————— [0, 1, 2, 0, 3, 2a + 1]
—————————————— [0, o, 2, -1, 2, 4]
4~a-6x3"a [0, 0, O, 4, 0, 10a - 14]
57a-11*%3"a [0, 0, 0, 6, 0, 21a - 29]
Ho trovato il pivot in posizione A[4, 4]1=4
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
0, 1, 3, -1]
2, 0, 3, 2a + 1]
—————————————— [0, 0, 2, -1, 2, 4]
0, 4, 0, 10a - 14]
0

5~a-3/2x4"a [0, O, O, O, O, 6a - 8]

Leggiamo 1 risultati dalla matrice ridotta:

e Se a # 4/3: ho cinque pivot nella ridotta, di cui tre nelle prime tre colonne, quindi dimU = 3 e
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dimU + W = 5. Imponiamo al vettore generico di W
x(1,1,1,1,0) + y(3,8,6,6,7) + 2(—1, 2, 2a,6,9a)

le condizioni che ci derivano dalle righe con le prime tre componenti nulle ricordando a # 4/3:

4+ (10a — 14)z2 =0 - x=0
(6a—8)z=10 z2=0
e quindi un vettore generico di UNW ¢ y(3,8,6,6,7), una base (3,8,6,6,7), e dim(UNW) =1 e per

Grassman dim W = 3. Avremmo potuto calcolare separatemente la dimensione di W, ma ci viene gratis
dai conti gia fatti.

o Se a=4/3 la matrice diviene

[1, 2, 0, 1, 3, -1]

o, 1, 2, 0, 3, 11/3]
(o, o, 2, -1, 2, 4]
[0, 0, 0, 4, 0, -2/3]
(o, o, 0, 0, 0, 0]

ho quattro pivot nella ridotta, di cui tre nelle prime tre colonne, quindi dimU = 3 e dimU + W = 4.
Imponiamo al vettore generico di W

2(1,1,1,1,0) + 4(3,8,6,6,7) + 2(—1, 2, 2a,6,9a)
le condizioni che ci derivano dalle righe con le prime tre componenti nulle
dx—2/3z=0<12=1/62
Otteniamo un vettore generico di U N W

%(1, 1,1,1,0) +4(3,8,6,6,7) + 2(—1,2,8/3,6,12) = y(3,8,6,6,7) + 2(1,2,8/3,6,12)

Quindi (3,8,6,6,7),(1,2,8/3,6,12), che sono ovviamente indipendenti, generano UNW e ne sono quindi
base. Abbiamo dim(U N W) = 2 e quindi, per Grassman, dimW = 3. Come prima, avremmo potuto
calcolare separatemente la dimensione di W, ma ci viene gratis dai conti gia fatti.

Esercizio 16.13. [HHA00] Dire se i tre sottospazi di R’
W, = Span((1,2,0,0,0,1,2), (1,1,1,2,2,3,3))
Wy = Span((3,2,0,0,0,1,1),(1,2,3,3,2,1,0),(0,0,0,1,1,1,0))
W3 = Span((?, 4) 33 37 2, 27 2)7 (33 2; 07 ]-v ]-7 27 1))

sono in somma diretta.

Soluzione. Vediamo facilmente che dim W7 = dim W3 = 2. Dato che la matrice
32 00 0 1 1
A=|11 2 3 3 2 1 0
0001110

che ha per righe i generatori di W3 ha la sottomatrice A 2 3);(4,5,7) non singolare, ha rango 3, le righe sono
linearmente indipendenti e quindi dim W3 = 2. La dimensione attesa di W7 + W5 + W3 perché esso sia somma
diretta ¢ 7. Vediamo
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M1:=Mat([[1,2,0,0,0,1,2],[1,1,1,2,2,3,3]1]);
M2:=Mat([[3,2,0,0,0,1,1],[1,2,3,3,2,1,0],[0,0,0,1,1,1,0]11);
M3:=Mat([[2, 4, 3, 3, 2, 2, 2],[3, 2, 0, 1, 1, 2, 1]11);
M:=BlockMatrix([[M1], [M2], [M311);

M:=Mat([[1, 2, O, O, O, 1, 2],

1, 1, 1, 2, 2, 3, 31,
[3, 2, 0, 0, 0, 1, 11,
[1, 2, 3, 3, 2, 1, 0,
[0, 0, 0, 1, 1, 1, 0],
[2, 4, 3, 3, 2, 2, 21,
[3, 2, 0, 1, 1, 2, 111);

RiduciScalaVerbose (M) ;

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1

Cancello la 17a colonna, sotto il pivot

—————————————— (1, 2, 0, 0, 0, 1, 2]
27a-1x1"a [0, -1, 1, 2, 2, 2, 1]
3"a-3*1"a [0, -4, 0, 0, 0, -2, -5]
4~a-1x1"a [0, O, 3, 3, 2, 0

0 sotto pivot[0O, O, O, 1, 1, 1, O]

6"a-2+%1"a [0, 0, 3, 3, 2, 0
7"a-3*1"a [0, -4, 0, 1, 1, -1, -5]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1

Cancello la 27a colonna, sotto il pivot

—————————————— (1, 2, 0, 0, 0, 1, 2]

-------------- (o, -1, 1, 2, 2, 2, 1]

3"a-4*x2"a [0, O, -4, -8, -8, -10, -9]
0 sotto pivot[0, O, 3, 3, 2, 0, -2]
0 sotto pivot[0O, O, O, 1, 1, 1, O]
0 sotto pivot[0, 0, 3, 3, 2, 0, -2]
7"a-4%x2~a [0, 0, -4, -7, -7, -9, -9]

Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-4
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 0, 0, 0, 1, 2]
—————————————— o, -1, 1, 2, 2, 2, 1]
—————————————— (o, o, -4, -8, -8, -10, -9]
4~a+3/4%3"a [0, 0, O, -3, -4, -15/2, -35/4]
0 sotto pivot[0, O, O, 1, 1, 1, O]
6"a+3/4x3"a [0, 0, 0, -3, -4, -15/2, -35/4]
7"a-1x3"a [0, 0, O, 1, 1, 1, 0]
Ho trovato il pivot in posizione A[4, 4]=-3
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot

______________ [1, 2, 0, O, 0, 1, 2]
______________ o, -1, 1, 2, 2, 2, 1]
______________ (o, o, -4, -8, -8, -10, -9]
______________ [o, o, o0, -3, -4, -15/2, -35/4]
5~a+1/3%4~a [0, 0, 0, O, -1/3, -3/2, -35/12]
6"a-1%4"a [0, O, 0, O, 0, 0, 0]
7-at+1/3*4~a [0, O, O, 0, -1/3, -3/2, -35/12]

Una riga tra le sette righe della matrice si riduce a 0, quindi possiamo dire subito che dim Wy + Wy + W5 < 7
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e la somma non puo essere diretta.
Potevamo fare il conto mettendo i vettori per colonna

M1:=Mat([[1,2,0,0,0,1,2],[1,1,1,2,2,3,3]1]1);
M2:=Mat([[3,2,0,0,0,1,1],[1,2,3,3,2,1,0],[0,0,0,1,1,1,011);
M3:=Mat([[2, 4, 3, 3, 2, 2, 2]1,[3, 2, 0, 1, 1, 2, 111);
M:=Transposed (BlockMatrix ([[M1], [M2], [M3]11));

M:=Mat([[1, 1, 3, 1, 0, 2, 3],

[2, 1, 2, 2, 0, 4, 2],
o, 1, o, 3, 0, 3, 0,
o, 2, 0, 3, 1, 3, 11,
[0, 2, 0, 2, 1, 2, 11,
1, 3, 1, 1, 1, 2, 21,
[2, 3, 1, 0, 0, 2, 111);

RiduciScalaVerbose (M) ;

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1

Cancello la 17a colonna, sotto il pivot

-------------- (1, 1, 3, 1, 0, 2, 3]
2°a-2%1"a [0, -1, -4, 0, 0, 0, -4]

0 sotto pivot([0, 1, 0, 3, 0, 3, 0]
0 sotto pivot([0, 2, 0, 3, 1, 3, 1]
0, 2, 1, 2, 1]

6"a-1x1"a [0, 2, -2, 0, 1, 0, -1]
7~a-2%1"a [0, 1, -5, -2, 0, -2, -5]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 3, 1, 0, 2, 3]
—————————————— [0, -1, -4, 0, 0, 0, -4]
37at1x2”a [0, O, -4, 3, 0, 3, -4]
4~a+2%2%a [0, O, -8, 3, 1, 3, -7]
5~a+2x2”a [0, 0, -8, 2, 1, 2, -T7]
6~at2x2~a [0, O, -10, 0, 1, 0, -9]
7-at+1%2”a [0, O, -9, -2, 0, -2, -9]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-4
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 3, 1, 0, 2, 3]
—————————————— [0, -1, -4, 0, 0, 0, -4]

1
2
0 sotto pivot[0, 2,
2
1

—————————————— [0, 0, -4, 3, 0, 3, -4]
4~a-2+3"a [0, 0, 0, -3, 1, -3, 1]
5°a-2%3"a [0, 0, 0, -4, 1, -4, 1]

6°a-5/2+3"a [0, 0, 0, -15/2, 1, -15/2, 1]
7°a-9/4x3"a [0, 0, 0, -35/4, 0, -35/4, 0]

Ho trovato il pivot in posizione A[4, 4]=-3
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 3, 1, 0, 2, 3]
—————————————— [o, -1, -4, o, 0, 0, -4]
—————————————— [o, o, -4, 3, 0, 3, -4]
—————————————— fo, o, o, -3, 1, -3, 1]
5~a-4/3*4~a [0, 0, 0, 0, -1/3, 0, -1/3]
6"a-5/2x4~a [0, O, O, 0, -3/2, 0, -3/2]
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7"a-35/12%4"a [0, O, O, O, -35/12, 0, -35/12]
Ho trovato il pivot in posizione A[5, 5]=-1/3
Cancello la 57a colonna, sotto il pivot
—————————————— 1, 1, 3, 1, 0, 2, 3]
—————————————— (o, -1, -4, 0, 0, 0, -4]

—————————————— [0, 0, -4, 3, 0, 3, -4]
—————————————— [o, o, o, -3, 1, -3, 1]
—————————————— [o, o, o, 0, -1/3, 0, -1/3]
6~a-9/2%5"a [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
7°a-35/4%5%a [0, 0, 0, O, 0, 0, O]

Dato che abbiamo 5 pivot, dim W7 + Wy 4+ W3 = 5.

Potevamo anche calcolare il rango di M con altri metodi................

Esercizio 16.14. [HHA01] Dire se i tre sottospazi di R”

Wl = Span((la 27070707 ]-7 2)7 (]-7 17 ]-7 27 27 37 3))
W> = Span((3,2,0,0,0,1,1),(1,2,3,3,2,1,0),(0,0,0,1,1,1,0))
W3 = Spa‘n((zv 07 37 37 07 27 0)3 (27 27 07 17 1a 23 1))

sono in somma diretta:
Soluzione: Come per l'esercizio 16.13, si vede facilmente che dim Wi = 2, dim Wy = 3, dim W; = 2.

M1:=Mat([[1,2,0,0,0,1,2],[1,1,1,2,2,3,3]]);
M2:=Mat([[3,2,0,0,0,1,1],[1,2,3,3,2,1,0],[0,0,0,1,1,1,0]11);
M3:=Mat([[2, O, 3, 3, 0, 2, 0],[2, 2, 0, 1, 1, 2, 1]11);
M:=BlockMatrix([[M1], [M2], [M3]1]);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 0, 0, 0, 1, 2]

27a-1x1"a [0, -1, 1, 2, 2, 2, 1]

3"a-3*1"a [0, -4, 0, 0, 0, -2, -5]

4~a-1x1"a [0, O

0 sotto pivot[0, O, O, 1, 1, 1,
6"a-2*x1"a [0, -4, 3, 3, 0, 0, -4]
7"a-2*1"a [0, -2, 0, 1, 1, 0, -3]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 0, 0, 0, 1, 2]
—————————————— [0, -1, 1, 2, 2, 2, 1]
3"a-4%2"a [0, 0, -4, -8, -8, -10, -9]

0 sotto pivot[0, O, 3, 3, 2, 0, -2]

0 sotto pivot[0O, O, O, 1, 1, 1, O]
6~a-4*2~a [0, O, -1, -5, -8, -8, -8]
7"a-2x2"a [0, 0, -2, -3, -3, -4, -5]

Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-4
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Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 0, 0, 0, 1, 2]
—————————————— [0, -1, 1, 2, 2, 2, 1]
—————————————— [0, o, -4, -8, -8, -10, -9]
4~a+3/4x3"a [0, 0, 0, -3, -4, -15/2, -35/4]
0 sotto pivot([0, O, O, 1, 1, 1, 0]
6~a-1/4%3"a [0, O, O, -3, -6, -11/2, -23/4]
7"a-1/2%3"a [0, 0, O, 1, 1, 1, -1/2]
Ho trovato il pivot in posizione A[4, 4]=-3
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 0, 0, 0, 1, 2]
—————————————— [0, -1, 1, 2, 2, 2, 1]
0, -4, -8, -8, -10, -9]
—————————————— [0, 0, 0, -3, -4, -15/2, -35/4]
5~a+1/3%4"a [0, O, O, O, -1/3, -3/2, -35/12]
6~a-1%4"a [0, 0, O, 0, -2, 2, 3]
7"a+1/3%4"a [0, O, O, O, -1/3, -3/2, -41/12]
Ho trovato il pivot in posizione A[5, 5]=-1/3
Cancello la 57a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 0, 0, 0, 1, 2]
—————————————— [0, -1, 1, 2, 2, 2, 1]
0, -4, -8, -8, -10, -9]
0, 0, -3, -4, -15/2, -35/4]
—————————————— (o, o, o, 0, -1/3, -3/2, -35/12]
0, O
0, 0

>

>
>

6"a-6%5"a [0, 0, O, 0, 0, 11, 41/2]
7"a-1*5"a [0, O, O, 0, 0, O, -1/2]
Ho trovato il pivot in posizione A[6, 6]=11
Cancello la 67a colonna, sotto il pivot

______________ [1, 2, 0, O, 0, 1, 2]
______________ o, -1, 1, 2, 2, 2, 1]
______________ o, o, -4, -8, -8, -10, -9]
______________ o, o, o, -3, -4, -15/2, -35/4]

0 0
0 0 0, -1/3, -3/2, -35/12]
—————————————— [o, o, o0, O, 0, 11, 41/2]
0 sotto pivot[0, 0, O, O, 0, 0, -1/2]

Abbiamo 7 pivot, quindi dim Wy + W5 + W3 = 7 = dim W1 + dim W5 + dim W3 e la somma ¢ quindi diretta. [

Esercizio 16.15. [HHA02] Dati Wy, Wy, W3 C R7,
SSP

Wy = Span((la 23 Oa 070, 170)7 (13 1; 1,2, 27 37 0))
W» = Span((0,2,0,1,0,1,0),(0,0,1,1,2,1,0),(1,0,0,1,1,1,0))
WS = Span((l, Oa 2a 3707 270)7 (Oa Qa 17 17 17 27 O))

dire se W1 + Wy + W3 sono in somma diretta:
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Soluzione: E immediato che dim Wy = dim W3 = 2. Per calcolare dim W5 vediamo il rango della matrice
0201010
A=|10 0 1 1 2 1 O
1 0 01 1 1 0

che ¢ 3 in quanto la sottomatrice Ay 2 3;(1,2,3) ¢ non singolare.

Quindi il rango atteso € 2+3+2 = 7. Notiamo pero che tutti i generatori dei W; hanno ultima componente
nulla. Quindi tutti e tre sono sottospazi di {(x,y,2,t,a,b,c) € R” | ¢ = 0} che ha dimensione 6 e quindi
W1 4+ W5 4+ W3 ha dimensione al piu 6, e la somma non puo essere diretta. O

Esercizio 16.16. [HHA18] Vogliamo determinare una base dell’intersezione degli spazi

Wl = Spa‘n((17 1707 17 1)’ (25 3747 27 1)’ (Oa _17 _4a 1’ 1))
W, = Span((1,1,1,1,2), (1,0,1,1,0), (1,3,8,0,0))

Soluzione: Col metodo dei vettori generici

—-- Costruiamo la matrice
wi:=Mat([[1,1,0,1,11,[2,3,4,2,1]1,[0, -1, -4, 1,111);
W2:=Mat([[1,1,1,1,2],[1, O, 1, 1,0],[1, 3, 8, 0,011);
M:=BlockMat ([ [Transposed(W1) ,Transposed(W2)]1]1);
-- Questa e’ la matrice che riduciamo
M:=Mat([[1, 2, O, 1, 1, 1],
[1, 3, -1, 1, 0, 31,
[0, 4, -4, 1, 1, 8],
[t, 2, 1, 1, 1, 0],
(1, 1, 1, 2, 0, 011);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 0, 1, 1, 1]
27a-1x1"a [0, 1, -1, 0, -1, 2]
0 sotto pivot[O, 4, -4, 1, 1, 8]
4~a-1x1"a [0, 0, 1, 0, 0, -1]
57a-1x1"a [0, -1, 1, 1, -1, -1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 0, 1, 1, 1]
—————————————— o, 1, -1, 0, -1, 2]
37a-4x2"a [0, 0, O, 1, 5, 0]
0 sotto pivot[0, O, 1, O, O, -1]
57at+1x2”a [0, 0, O, 1, -2, 1]
Scambio la 37a e la 47a riga
Adesso la matrice e’
Mat[[1, 2, O, 1, 1, 1],
[0, 1, -1, o, -1, 2],

[O: O: 1’ 03 O: _1]s
[O: O’ 0, 1, 5, O]:
o, o, o, 1, -2, 1]]
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Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=1
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 0, 1, 1, 1]
—————————————— [0, 1, -1, 0, -1, 2]

—————————————— fo, o, 1, o, 0, -1]
0 sotto pivot([0, O, O, 1, 5, 0]
0 sotto pivot[0, O, O, 1, -2, 1]

Ho trovato il pivot in posizione A[4, 4]=1
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 0,1, 1, 1]

—————————————— o, 1, -1, 0, -1, 2]
—————————————— o, o, 1,0, 0, -1]
—————————————— o, 0, 0,1, 5, 0]

5°a-1*4"a [0, 0, 0, 0, -7, 1]

Questo ci dice che le relazioni tra le variabili a, b, ¢ sono
a+5b=0 a = —5b
=
—T7+c=0 c=1T7b

e che quindi la dimensione dell’intersezione & 1 (#variabili—#condizioni indipendenti) e che il vettore generico
dell’intersezione &

a(1,1,1,1,2) + b(1,0,1,1,0) + ¢(1,3,8,0,0) = —5b(1,1,1,1,2) + b(1,0,1,1,0) + 7b(1, 3,8, 0, 0)
= (3b, 16b, 52b, —4b, —10b)

e quindi una base di W1 N Wy & (3,16,52,—4,—10). Quindi dimW; N Wy = 1. Leggiamo dalla matrice
dim Wy + Wy = 5 e dim W7 = 3 (le prime tre colonne sono linearmente indipendenti). Quindi dim Wy = 3.
Notiamo che comunque NON abbiamo una base di Wa, mentre abbiamo le basi di Wi, (i tre generatori),
W1 4+ Wy (i tre generatori di Wi e i primi due di W5) e un sistema di generatori di Wy N Wy, da cui abbiamo
estratto una base. O]

Esercizio 16.17. [IID67] Dati i sottospazi di R®

V= Span((17 27 37 5)’ (35 17 27 1)7 (_37 47 57 13))
W = Span(—3x — 2,4x + 1,52 + 1,13z + 4), (3,1, z, x))

Al variare di © € R determinare basi di V.W, V+W eV NW.

Soluzione: Per esercizio, verificare che V = € R, i vettori (1,2,3,5),(3,1,2,1),(—3,4,5,13) sono linearmente
indipendenti e quindi formano una base di W. Hint: vedere che la matrice associata ai due vettori ha, per ogni
x € R, almeno una sottomatrice di ordine due non singolare. Quindi dimV = 2

Procediamo mettendo i generatori di V' (per primi) e di W (per secondi) come colonne di una matrice e
riducendola con Gauss.

—-Costruiamo la matrice
wi:=Mat([[1,2,3,5],[3,1,2,1]1,[-3, 4, 5, 1311);
W2:=Mat([[-3x - 2, 4x + 1, 5x + 1, 13x + 4],[3,1,x,x]11);
M:=BlockMat ([[Transposed(W1) ,Transposed(W2)1]) ;

—- Questa e’ la matrice che riduciamo



M:=Mat([[1, 3, -3, -3x - 2, 3],
[2, 1, 4, 4x + 1, 1],
[3, 2, 5, bx + 1, x],
(5, 1, 13, 13x + 4, x11);
RiduciScalaVerbose (M) ;

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 3, -3, -3x - 2, 3]
27a-(2)*1~a [0, -5, 10, 10x + 5, -5]
37a-(3)*1"a [0, -7, 14, 14x + 7, x - 9]
4~a-(5)*1"a [0, -14, 28, 28x + 14, x - 15]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-5
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot

—————————————— [1, 3, -3, -3x - 2, 3]
—————————————— [0, -5, 10, 10x + 5,  -5]
3~a-(7/5)*2~a [0, O, O, 0, x - 2]
4~a-(14/5)*2"a [0, O, O, 0, x - 1]

Vediamo i due casi
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e 1z =# 2. Al prossimo passo di riduzione la matrice diviene

[1, 3, -3, -3x - 2, 3]
[0, -5, 10, 10x + 5, -5]
[0, o0, O, 0, x - 2]
[0, o0, O, 0, 0]

Ci sono tre pivot, quindi dimV + W = 3. Una base di V + W & formata dai generatori associati alle
colonne coi pivot, (NON dalle colonne ridotte, cfr. esercizi precedenti)quindi

By.w =(1,2,3,5),(3,1,2,1),(3,1,z,z)

Le prime tre colonne hanno due pivot, quindi dimV = 2, ed una base di V ¢ formata dai primi due
generatori, quelli associati alle colonne coi pivot.

BV = (17 23 33 5)7 (37 17 27 1)
La formula di Grassman ci d4
dmVNW =dimV +dimW —dim(V+W)=2+2-3=1

Troviamo la base di V N W. Abbiamo che le ultime due righe della matrice sono quelle che ci danno la
parte [0|S], e che la matrice S, che ci d4 le condizioni di appartenenza del vettore generico

a-(=3z—2,4c+ 1,52+ 1,13z +4)+ 8- (3,1, z,x)

di W anche a V ¢

da cui le condizioni sono

(70 ()= {20 eunang
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e dato che x — 2 # 0 concludiamo che 8 = 0. Questa & I'unica condizione da imporre al vettore generico
di W perché stia anche in V. Imponiamo ed otteniamo che

o (—3x—2,42+1,52+1,13z+4)+3-(3,1,z,2) + condizione § =0 = a-(—3x—2,4x+1,5z+1, 13x+4)
e il vettore generico di V N W. Una base di V N W e quindi, al variare di x € R

Byaw = (=3z — 2,4z + 1,52 + 1,13z + 4)

x = 2 La matrice ¢

[1, 3, -3, -3x - 2, 3]
[0, -5, 10, 10x + 5, -5]
[0, o0, O, 0, 0]
[0, 0, O, 0, 1]

Con uno scambio di righe la portiamo a scala

[t, 3, -3, -3x - 2, 3]
[0, -5, 10, 10x + 5, -5]
(o, o, o0, 0, 1]
(o, o, o, 0, 0]

Procedendo come nel caso precedente z # 0 troviamo le stesse basi di V, V4+W e come prima dim VNI = 1.
La matrice S, che ci d4 le condizioni di appartenenza del vettore generico

a-(=3z—2,4z+ 1,50+ 1,13z +4)+ 8- (3,1, z,x)
0 1
0 0
0 1\ (a\ _ J0-a+1.-8=0 B
(0 8)-()- (oot =m0

Questa e I'unica condizione da imporre al vettore generico di W perché stia anche in V. Imponiamo ed
otteniamo che

di W anche a V ¢

da cui le condizioni sono

a-(—3x—2,4x+1,52x+1,13x4+4)+5-(3,1,z,2) + condizione 8 =0 = «a-(—3x—2,4z+1,5x+1,13x+4)
¢ il vettore generico di V N W. Una base di VN W & quindi, al variare di « € R, &, come prima

B=(-3z—2,4x+ 1,52+ 1,13z + 4)

Esercizio 16.18. [GGQ33] Abbiamo che

_2 t=
v(1,372,1)€{(1'7y’z7t)€R4 | {x z+ 0 }W?
r—y+2=0
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In questo caso W ¢é del tipo Sol(Az = 0). Vediamo se v é soluzione del sistema. Sostituiamo.

“)1-342=0

r—2z+t=0 1-4+1=0
r—y+z2=0

r=1,y=3,2=2,t=1
La prima non é un uguaglianza. Quindiv ¢ W
Esercizio 16.19. [GGQ32]

o E vero che

(4’ 07 2’ 1) 6 Span((l’ 0’ 3’ 2)7 (1707 ]" 1)’ (2707 07 0)) ?

Usando la definizione di Span, bisogna vedere se esitono «, 3,y tali che
Oé(l, 07 37 2) + /6(1a 07 1) 1) + 7(27 Oa Oa 0) = (47 07 27 1)

ovvero se il sistema

1 1 2 o 4
0 0 0 g | = 0
310 | 2
2 1 0 U 1
ha soluzioni. La matrice completa é
11 24
0 0 0fO0
3 1 02
2 1 01
1l rango dell’incompleta é massimo, 3, perché la sottomatrice
1 1 2
Aasapazs =1 3 1 0
2 1 0

e non singolare. 1l rango della completa é 3 dato che il suo determinante ¢ nullo ed ha la stessa
sottomatrice 3 x 3 dell’incompleta. Dato che i due ranghi sono uguali, esistono soluzioni per il teorema
di Rouché-Capelli.

e E vero che
v=(1,2,3,2) € Span((1,0,3,2),(1,0,1,1),(2,0,0,0)) ?

No, perché tutti i vettori nello Span hanno seconda componente nulla, e v no.

Esercizio 16.20. [MK55] Determinare se le matrics
1 2 1 0 2 2
=y 3 = (g)e =)
0 1 1 4 1 —4
e Y R O R U Py

in Matax2(R) sono linearmente indipendenti, ed in caso contrario determinare una base dello spazio che
generano e le relazioni tra di esse.
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Soluzione. Esprimiamo la matrici nella base canonical di Matgxa(R), (M1, Mi,2, Ma1, M 2), dove

1 0 0 1 0 0 0 0
Ml,l = <0 0) 3 MI,Q = <O O) i M2,1 = <1 O) ) MQ,Q = <O 1)

Abbiamo che

Ml = (1a273)2)7 M2 = (1507_173)a MS = (272a275)
M4 = (07 1a27 1)7 M5 = (174777 1)7 Mﬁ = (17 _47 _975)

Mettiamo i vettori, per riga, nella matrice

1 2 3 2\ M
1 0 -1 3| M
a2 2 2 5|
0 1 2 1| M
1 4 7 1| M
1 -4 -9 5 ) M

e riduciamola con Gauss

A:=Mat([[1, 2, 3, 2],

(1, o, -1, 31,
(2, 2, 2, 5],
[0, 1, 2, 11,
[1, 4, 7, 11,

(1, -4, -9, 511);
L:=RiduciScalaVerbose(A);
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 2]
2"a-1x1"a [0, -2, -4, 1]
3"a-2*%1"a [0, -2, -4, 1]
0 sotto pivot[0, 1, 2, 1]
57a-1x1"a [0, 2, 4, -1]
6~a-1*%1"a [0, -6, -12, 3]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 3, 2]
—————————————— 0, -2, -4, 1]
37a-1*2"a [0, O 0, 0]
4~a+1/2%2%a [0, O, 0, 3/2]
5~a+1*27a [0, O 0, 0]
6~a-3*2"a [0, O 0, 0]

Dato che non abbiamo effettuato scambi ri riga, questo ci dice che le matrici M7, My, M, sono linearmente
indipendenti, mentre le matrici M3, M5, Mg si esprimo come combinazione lineare di queste.
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Vogliamo adesso trovare queste combinazioni lineari. Usiamo il metodo delle variabili tag, aggiungendo

I'opportuna colonna alla matrica A

1 2 3 2 m
1 0 =1 3 my
2 2 2 5 mg

A= 0 1 2 1 my
1 4 7 1 ms
1 —4 -9 5 mg

Use R::=Q[m[1..6]];
A1:=Mat([[1, 2, 3, 2,m[1]],
[1, 0, -1, 3,m[2]],
[2, 2, 2, 5,m[3]],
[0, 1, 2, 1,m[41],
(1, 4, 7, 1,m(5]],
[1, -4, -9, 5,m[6111);
L:=RiduciScalaVerbose(Al);
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 2, m[1]]
2%a-1*1"a [0, -2, -4, 1, -m[1] + m[2]]
3"a-2x1"a [0, -2, -4, 1, -2m[1] + m[3]]
0 sotto pivot[0, 1, 2, 1, m[4]]
5”a-1*x1"a [0, 2, 4, -1, -m[1] + m[5]]
6~a-1x1"a [0, -6, -12, 3, -m[1] + m[6]]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 2, m[1]]
—————————————— [0, -2, -4, 1, -m[1] + m[2]]
3"a-1%¥2"a [0, 0, O, 0, —m[1] - m[2] + m[3]]
4~a+1/2%2%a [0, O, O, 3/2, -1/2m[1] + 1/2m[2] + m[4]]
5~a+1x2”a [0, 0, O, 0, -2m[1] + m[2] + m[5]]
6~a-3x2"a [0, 0, O, 0, 2m[1] - 3m[2] + m[6]]

Le ultime componenti della terza, quinta e sesta riga ci dicono che

[
—2M][1] + M[2] + M][5
2M][1] — 3M[2] + M[6] = 0

ovvero

e queste sono le combinazioni lineari richieste.
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Esempio 16.21. [GGG15] L'insieme 7 : {(a,b) € R* | a+b+c+1=0¢€ R} CR? non ¢ un R-sottospazio
di R®. E facile vedere che 0 ¢ 7, dato che O non soddisfa la condizione di appartenenza a .

(0,0)Eﬂ®{0+0+0+1:0 falso

Notiamo che ® ¢ un piano dello spazio R? che non passa per l'origine.

Esercizio 16.22. [HHH27] Completare se possibile a base di RS i vettori

21:(071,2;071,0)7 Q2:(07172707270)a 23:(07172707330)7

v, = (0,0,0,-3,-5,0), vy = (1,0,0,2,5,0)
Soluzione. Costruiamo la matrice che ha i vettori v,,...,v5 come righe e riduciamola a scala. Per 'ultima
colonna, aggiungiamo le ”tag variables” v[1],...,v[5] per tenere conto degli scambi di riga. Sull’ultima
colonna non effettuiamo altre operazioni che gli scambi di riga, dato che non siamo interessati alle particolari
combinazioni lineari di v, ..., v5 che mi danno le righe della matrice.

Use R::=Q[v[1..5]];
M:=Mat([[0,1,2,0,1,0,v([1]],
[0,1,2,0,2,0,v[2]],
[0,1,2,0,3,0,v[3]],
[0,0,0,-3,-5,0,v[4]],
(1,0,0,2,5,0,v[5]111);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Scambio la 17a e la 57a riga
Adesso la matrice e’
Mat[[1, O, O, 2, 5, 0, v[5]],
o, 1, 2, 0, 2, 0, v[21]1,
[o, 1, 2, o, 3, 0, v[3]1]1,
(o, o, o, -3, -5, 0, v[4l]l,
(o, 1, 2, 0, 1, 0, v[1]1]
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 0, 0, 2, 5, 0, v[5]]
0 sotto pivot([0, 1, 2, 0, 2, 0, v[2]]
0 sotto pivot([0, 1, 2, 0, 3, 0, v[3]]
0 sotto pivot[O, 0, -3, -5, 0, v[4]]
0 sotto pivot[0, 1, 2, 0, 1, 0, v[1]]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 0, 0, 2, 5, 0, v[5]]
—————————————— [o, 2, 0, 2, 0, v[2]]
3"a-1*2"a [0, 0, 0, 1, 0, v[3]]
0,
0,
a

>

_ O R -

1,
0,
0 sotto pivot[O0, O, -3, -5, 0, v[4]]
5~a-1x2"a [0, O, 0, -1, 0, v[1]]
Scambio la 37a e la 47a riga
Adesso la matrice e’
Mat[[1, 0, 0, 2, 5, 0, v[5]],
(o, 1, 2, 0, 2, 0, v[21],
(o, o, o, -3, -5, 0, v[4]l],
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fo, o, o, o, 1, 0, v[31],

[o, o, 0, 0, -1, 0, v[11]1]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 4]=-3
Cancello la 47a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 0, 0, 2, 5, 0, v[5]]
2, 0, 2, 0, v[2]]
0, -3, -5, 0, v[4]]
0, 0, 1, 0, v[3]]
0, 0, -1, 0, v[1]]

1,
—————————————— [0, O,
0 sotto pivot[O0, O,
0 sotto pivot[0, O,

Ho trovato il pivot in posizione A[4, 5]=1
Cancello la 57a colonna, sotto il pivot
-------------- (1, 0, 0, 2, 5, 0, v[5]]

-------------- [0, 1, 2, 0, 2,0, v[2]]
—————————————— [0, 0, 0, -3, -5, 0, v[4]]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 1, 0, v[3]]

5°a+ix4”a [0, 0, 0, 0, 0, 0, v[1]]

Quindi le prime quattro righe (i vettori vy, vq, v4, v3) sono linearmente indipendenti. Il vettore v; € combinazione
lineare di vy, v,,v,,v5 € una base di R® mi ¢ data da Vs, Vs, Uy, Vs, €3.€¢, dato che la matrice

1 0 0 2 5 0
01 2 0 2 0
00 0 -3 -5 0
00 0 O 1 0
001 0 0 0
00 0 O 0 1
€ non singolare, O

Esercizio 16.23. [HHQ61] Caratterizzare i sottospazi di R?.

Soluzione. Abbiamo sicuramente Span(0) e R?, i sottospazi banali. I sottospazi propri devono avere dimensione
strettamente compresa tra 0 e 2, quindi devono avere dimensione 1. Devono contenere almeno un vettore
(a,b) # 0, e quindi tutti i suoi multipli. Devono quindi conterenere tutti i vettori della retta per (a,b). Devono
altresi contenere il vettore 0, quindi queste rette devono passare per l'origine. Le rette che passano per ’origine
sono quindi sottospazi di R? di dimensione 1. Vediamo che non ce ne sono altri:

Sia V. C R? dimV = 1. Quindi V ha base B = v;. Dato che la base genera, ogni vettore di V deve
sSSP

essere multiplo di v;, e quindi V' & una retta (passante per l'origine). O
Esempio 16.24. [GGA37]
1. (3,2,1) € Span(ey, €9, €3). Infatti (3,2,1) = 3e; + 2e, + €5
2. (2,1,3,2) € Span((1,2,3,2),(3,1,2,2),(2,2,2,2)) dato che una soluzione del sistema
a(1,2,3,2) + £(3,1,2,2) +7(2,2,2,2) = (2,1,3,2)
¢ (1,1,-1), il che implica che

(27 173a2) = (1)27372) + (37 17272) - (2727272)
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3. 23+ 32% — 1 € Span(1, z,22,23), dato che chiaramente
23 + 327 — 1= —1(1) + 0(z) + 3(2?) + 1(2*)
Esercizio 16.25. [GGG43]
12+ 1,22 — 1L,z + 3,2* +  — 1 generano K[z]<2?

(a) Potrei vedere se un polinomio generico ax® + bx + ¢, con a,b,c € K di K[z]<o appartiene a
Span(z? + 1,22 — 1,2 + 3,22 + x — 1), ovvero dimostrare che il sistema nelle variabili o, 3,7, 0

a(@® + 1)+ B2r - 1) +y(x+3)+5@*+2—1)=ar’ + bz +c
ha soluzione per ogni valore dei parametri a,b,c. Ma il sistema é

(a+0)z’+ 28+y+0)z+a—-B+3y—0=ax?+bx+c

ovvero
atdi=a 1 0 0 1 e a
26+v+0=0> owero A=|(2 0 1 1 f = 0
a—B+3y-d=c L =13 -1 5

e dato che la sottomatrice A1 2 3),1,2,3) € non singolare il rango dell’incompleta ¢ massimo, 3, ed
esistono 003 = ool soluzioni. Quindi x>+ 1,2x — 1,2+ 3,2% +x — 1 generano K[z]<2.
(b) Dato che so che 1,x,2% generano K[z]<2 potrei vedere se 1,x, x> appartengono a
Span(z? + 1,22 — 1,z +3,2> + = — 1)

Owvero risolvere i tre sistemsi

@+ 1)+ B2r 1) +y(x+3)+d(@*+2-1) =1
a@®+ 1) +B2x 1)+ +3)+0@*+r—1)=x
a(@®+1)+B2x —1)+y(x+3)+6(2* +2—1) = 2?

Ma noto che ciascuno di questi sistemi ha matrice incompleta uguale alla matrice incompleta del
sistema risolto al punto precedente, e quindi ciascuno ha oo' soluzioni, 1,z,x? appartengono a
Span(z? + 1,22 — L,z + 3,2 + . — 1) e2® + 1,20 — 1,z + 3,2% + = — 1 generano K[z]<o.

2. Span(x? + 1,2z — 3) C Span(2?,x + 1,2 — 1)? Dowrei controllare se 2 + 1,2x — 3 siano combinazioni
lineari di 2,z + 1,2 — 1, ovvero se

x? +1 ¢ Span(z?,z + 1,2 —1) e 22 — 3 € Span(2?, 2 + 1,2 — 1)
ovvero se i due sistemi
Prl=a@®)+B+1) +yx—1) e2z -3 =Nz +pulz+ 1)+ vz —1)
abbiano soluzioni Svolgiamo i calcoli

ar’ + B+ +pf—-v=a+led* +(p+v)z+p—v=2c-3

B+y=0 e{f+y=2

p—vy=1 f—vy=-3
1 0 0 a 1 10 O A 0
01 0 Bl1=10]e |0 1 0 wl=1 2
01 -1 ¥ 1 0 1 -1 v -3
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E dato che le due matrici incomplete sono non singolari, entrambi i sistemi hanno soluzione unica e
quindi Span(x? + 1,2z — 3) C Span(2?,x + 1,2 — 1)

Proposto: rifare i conti portando i polinomi a vettori mediante una base e usando le matrici
Esercizio 16.26. [GGG56]
1. (1,2,1),(2,1,1),(0,3,2),(2,2,2) generano R3?

(a) Potrei vedere se ogniv € R? si puo scrivere come combinazione lineare di (1,2,1),(2,1,1),(0,3,2),(2,2,2).

(b) Oppure, sapendo gia che e, ey, €5 generano R3, potrei vedere se ey, e, €5 sono combinazioni lineari

dz (17 27 1)’ (27 ]‘7 1)7 (O’ 3’ 2)’ (27 27 2)'

(c) Owvero potrei vedere se eq,eq, €5 sono linearmente dipendenti da (1,2,1),(2,1,1),(0,3,2),(2,2,2).
Per fare questo mi basta ridurre con Gauss la matrice

M:=Mat[[1, 2, 1],

[2, 1, 11,
[o, 3, 21,
[2, 2, 21,
[1, o, oI,
[o, 1, o1,
[0, 0, 111;

RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
-------------- [1, 2, 1]
27a-2*%1"a [0, -3, -1]
0 sotto pivot[0, 3, 2]
4~a-2x1"a [0, -2, 0]
5”a-1*x1"a [0, -2, -1]
0 sotto pivot[0, 1, O]
0 sotto pivot[0, 0, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 1]
—————————————— [0, -3, -1]
3~a+1x27a [0, 0, 1]
4~a-2/3%2"a [0, 0, 2/3]
5"a-2/3%2"a [0, 0, -1/3]
6"a+1/3%2%a [0, 0, -1/3]
0 sotto pivot[0, 0, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=1
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot

______________ [1, 2, 1]
______________ [o, -3, -1]
______________ [0, 0, 1]

4~a-2/3%3"a [0, 0, O]
5~a+1/3*3"a [0, 0, 0]
6~a+1/3*3"a [0, 0, O]

7~a-1*3~a [0, 0, 0]
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Noto che non ci sono stati scambi di riga. Il risultato mi dice che ey, eq, €5 sono combinazioni linears
di (1,2,1),(2,1,1),(0,3,2), ed anche (2,2,2) lo é.

2. (3,5,7,5),(1,6,11,6),(1,4,7,4) generano Span((1,2,3,2),(1,1,1,1))?
(3,5,7,5),(1,6,11,6),(1,4,7,4) sono combinazioni lineari di Span((1,2,3,2),(1,1,1,1)) dato che

M:=Mat[[1, 4, 7, 4],
(1, 6, 11, 6],
[3, 5, 7, 5],
[1, 2, 3, 21,
(1, 1, 1, 117;
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
-------------- [1, 4, 7, 4]
27a-1%x1"a [0, 2, 4, 2]
3"a-3*1"a [0, -7, -14, -T]
4~a-1x1"a [0, -2, -4, -2]
5”a-1*1"a [0, -3, -6, -3]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 4, 7, 4]
-------------- [0, 2, 4, 2]
3"at+7/2x2"a [0, 0, 0, 0]
4~a+1%2"a [0, 0, O, O]
5~a+3/2x2"a [0, 0, 0, O]

Quindi (1,2,3,2),(1,1,1,1) sono combinazioni lineari di (3,5,7,5),(1,6,11,6), (1,4,7,4), anzi di (3,5,7,5), (1,6, 1
dato che anche la terza riga di M viene ridotta a zero. Quindi

Span((1,2,3,2),(1,1,1,1)) = Span((3,5,7,5),(1,6,11,6),(1,4,7,4))
= Span((3,5,7,5),(1,6,11,6))

Esercizio 16.27. [GGG10] Sia F = {F: K — K}

o: FxXxF — F d FoG: K — K
(F,G) — FoG % a — F(G(a))
KxF — F d A K — K
(A\F) — AF 9 a — AF(a)

Allora (F,o,+) non ¢ un K-spazio perché non tutte le funzioni ammettono un inversa rispetto alla composizione,
e quindi la composizione non é un operazione chiusa, e (F,0) non & un gruppo.

Esercizio 16.28. [GGG29] Sia W = {F: K — K | F invertibile }

o: WxW — w FoG: K — K
(F,G) +— Fod a
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KxW — W dove AF: K — K

(MF) = AF a +— AF(a)
Allora (W, 0,-) non é un K-spazio perché sebbene (W, o) sia un gruppo, non é commutativo (la composizione di
funzioni non & commutativa per funzioni invertibili). Infatti date le funzioni

F: K — K G: K — K
r — 3x+1 ¢ x = z?
abbiamo
FoG#GoF
dato che

FoGR2)=F(G2)=F4)=13#GoF(2)=G(F(2)) =G4) =16
ricordiamo che
FoG=GoF&VaceK FoG(a)=GoF(a)&VacK F(G(a)) = G(F(a)).
Esercizio 16.29. [GGG08] Sia F = {F: K — K}

®: FxF — F dove FeG: K — K
(F,G) —» Fo&dG a +— F(a)+ G(a)

©: KxF — F d AOF: K — K

\F) — AoF %% a — MF(a)

(F,®,®) ¢ un K-spazio?

Dimostrazione. Le verifiche sono semplici, per esempio € immediato che esista il neutro additivo

0: K — K
x — 0
I © oeni F: K — K st ¢ - K — K B
e che per og r = F(x) esista opposto, v > —F(z)

In generale useremo la notazione (F,+,-), lasciando spesso indicato il - .

Esercizio 16.30. [LL58] Al variare di o € R determinare una base di

V = Span((1,2,3,a),(3,2,0,a), (o, 1,2,0)) C R*
SSP

Soluzione. Usiamo il metodo della matrice. Potremmo vedere il rango di questa matrice in dipendenza da «
direttamente. Qui facciamo invece i calcoli con Gauss.
Ci ricordiamo che i vettori sono scritti nella matrice per riga.

1 2 3
3 2 0
a 1 2

o L 9

Per comodita spostiamo la prima colonna in terza posizione, ottenendo

— NN
N O W
Q w
oL Q

Riduciamo con Gauss
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A:=Mat[[2,3,a,1],
[2,0,a,3],
[1,2,0,al];
L:=RiduciScalaVerbose(A);L;
Ritorna la matrice e le colonne dei pivot
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=2
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 3, a, 1]
2"a-1x1"a [0, -3, 0, 2]
37a-1/2%1"a [0, 1/2, -1/2a, a - 1/2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 3, a, 1]
—————————————— [0, -3, 0, 2]
37at1/6%2%a [0, O, -1/2a, a - 1/6]

Per avere 'ultima riga nulla bisognerebbe che, contemporaneamente,

{—éa:O
1 _
Oé—g—o

che ¢ impossibile. La terza riga ¢ quindi sempre non nulla e i tre vettori sono quindi linearmente indipendenti

e dato che per costruzione generano V', sono una base di V.
O

Esercizio 16.31. [GGQ50]

e Dato z,y,2,t,u € R il vettore (x +y,x —1y,z,t +u) ¢ vettore generico di K*. Volendo trovare un sistema
di generatori di K* abbiamo

(z+y,z—y,zt+u)=2(1,1,0,0)+ y(1,-1,0,0) + 2(0,0,1,0) + ¢(0,0,0, 1) + «(0,0,0, 1)

\

ed un sistema di generatori (NON una base) di K* ¢&
(17 17 07 0)3 (17 717 07 0)3 (07 07 17 0)7 (Oa Oa 07 1)7 (07 03 05 1)

Potrei estrarre dal sistema di generatori una base rimuovendo i vettori dipendenti. Procediamo poer
esempio mettendo i vettori in colonna.

A:=Mat([[1, 1, 0, 0,01,
[1, -1, 0, 0,0],
(o, o, 1, 0,01,
[0, 0, 0, 1,111);
RiduciScalaVerbose(A);
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 0, 0, O]
27a-1x1"a [0, -2, 0, 0, 0]
0 sotto pivot[0, O, 1, 0, O]
0 sotto pivot[0, O, O, 1, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
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—————————————— (1, 1, 0, 0, 0]
—————————————— [0, -2, 0, 0, 0]

0 sotto pivot[0, O, 1, 0, O]

0 sotto pivot[0, O, O, 1, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=1
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 0, 0, O]
—————————————— [0, -2, 0, 0, 0]
—————————————— [0, O,

0 sotto pivot[0, O

Ho pivot nella prima, seconda, terza e quarta colonna della ridotta. La prima, seconda, terza e quarta
colonna di A sono quindi linearmente indipendenti e formano una base di K*.

e Avendo (1,2,0,0),(1,-1,0,0),(0,0,3,0),(0,0,0,1),(0,0,2,2) costruiamo un vettore generico
x(1,2,0,0)+y(1,-1,0,3) + 2(0,0,1,0) +¢(0,3,0,1) +u(0,2,0,1) = (z + y, 2z —y + 3t + 2u, 2,3y + t +u)
di K*.
e Un altro vettore generico di K*, costruito sulla sua base canonica, &, per esempio, (x,y, z,t)
Esempio 16.32. [GGQ70] Dato W = Span(z + 3,22 — 1,5) € Q[z]<2 un suo vettore (polinomio) generico ¢
a(x +3) + b(z? — 1) 4+ ¢b = ba® + ax + 3a — b+ 5¢

Esempio 16.33. [GGQ45] Dato W = Span((1,1,3),(0,0,1),(1,1,1),(2,1,3)) un vettore generico di W C K3
ssp
e
2(2,1,3) +4(0,0,1) + 2(1,1,1) + ¢(2,1,3) = 2z + 2z + 2t,x + 2 + t,3x + y + z + 3¢)
con x,y,z2,t €K

Esempio 16.34. [GGQ95] Un vettore generico di W C K3 ¢ (x,y,2) con z,y,2 € K

ssp
Esercizio 16.35. [GGB20] Completiamo i vettori w; = (1,2,1,0,2), w, = (1,2,3,2,1), wy = (1,2,1,0,1) a
base di R® con vettori della base canonica Es.

Soluzione. Riduciamo a scala la matrice

A:=Mat([[1,2,1,0,2],
[1,2,3,2,1],
[1,2,1,0,111);
L:=RiduciScalaVerbose(A);
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 1, 0, 2]
27a-1x1"a [0, 0, 2, 2, -1]
37a-1x1"a [0, O, 0, 0, -1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 3]=2
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 1, 0, 2]
—————————————— [0, o0, 2, 2, -1]
0 sotto pivot[0, O, O, 0, -1]



282 CAPITOLO 16. SEDICESIMA LEZIONE - ESERCIZI

Il risultato ¢ la matrice S. Questo mi dice che Ay, Az, A3 sono linearmente indipendenti e che
Span(A1, Ag, A3) = Span(S1, Sz, 53)

Scegliamo tra i vettori di E5 quelli le cui entrate non nulle non coincidono con una colonna con pivot, ovvero
€, €, Vogliamo provare che i vettori w,, w,, ws, €5, €, sono base di K°.

I vettori S1, S, S3, €4, €4 sono linearmente indipendenti, dato che se li mettiamo come righe nella matrice

1 21 0 2
00 2 2 -1
A=10 0 0 0 -1
01 00 O
00 01 O

questa € non singolare - basta sviluppare il determinante con Laplace per la quarta e quinta riga per ridursi a
calcolare il determinante della matrice

1 1 2
0 2 -1
0 0 -1

che & banalmente non nullo. Quindi, trattandosi di cinque vettori linearmente indipendenti in K®, sono una
base di K°.
O

Esercizio 16.36. [GGA99] Dati

V = Span((1,2,3),(1,1,1)) e W = Span((1,1,0),(1,0,0)) € R?
SSP

Determinare una base di V + W.

Soluzione. Svolgiamo, per esercizio, i conti sia per righe che per colonne.

Per righe
e VW:=Mat([[1,2,3],
[1,1,11,
[1,1,01,
[1,0,011);

RiduciScalaVerbose (VW) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 2, 3]

2°a-1x1"a [0, -1, -2]

3"a-1*1"a [0, -1, -3]

4~a-1x1"a [0, -2, -3]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3]
—————————————— [0, -1, -21

3"a-1x2"a [0, 0, -1]

4~a-2%2"a [0, 0, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-1
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Cancello la 37a colonna, sotto il pivot

—————————————— (1, 2, 3]
-------------- [0, -1, -2]
—————————————— [0, o, -1]

4~a+1%3~a [0, 0, O]

Una base di V + W ¢ data da (1,2, 3),(0,—1,—2), (0,0, —1), le righe coi pivot della matrice ridotta. Un
altra da (1,2,3),(1,1,1),(1,1,0), le corrispondenti righe di della matrice VIV.

e Per colonne

VwW:=Mat([ [1, 1, 1, 1],
2, 1, 1, 01,
[3, 1, 0, 011);
RiduciScalaVerbose (VW) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1, 1]
2~a-2*%1"a [0, -1, -1, -2]
3"a-3x1"a [0, -2, -3, -3]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [+, 1, 1, 1]
—————————————— [0, -1, -1, -2]
37a-2%2%a [0, O, -1, 1]

Una base di V + W e data da (1,2,3),(1,1,1),(1,1,0), le colonne della matrice VW corrispondenti alle
colonne coi pivot della matrice ridotta, la 1%, 2% e 3°.
O

Vediamo un esempio dove applichiamo le tecniche del teorema di Rouché-Capelli per determinare le soluzioni.

Esercizio 16.37. [FFP39] Determiniamo le soluzioni del sistema Ax = b, ovvero

x1
113 4 1 To 1
A= 111 3 2 s | = 2
04 2 1 2 T4 3
x5

Soluzione. Riduciamo la matrice A in forma normale con Gauss

A:=Mat([[1,2,3,4,1,1],

[1,1,1,3,2,2],

[0,4,2,1,2,3]1]1);
L:=RiduciScalaVerbose(A);
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 4, 1, 1]
27a-1x1"a [0, -1, -2, -1, 1, 1]
0 sotto pivot[O, 4, 2, 1, 2, 3]
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Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 3, 4, 1, 1]
—————————————— [o, -1, -2, -1, 1, 1]
3"a+4%2”a [0, 0, -6, -3, 6, 7]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-6
Risultato Matrix:Pivots:Row swaps,Splits
Metto tutti i pivots a 1
—————————————— [1, 2, 3, 4, 1, 1]
27ax-1 [0, 1, 2, 1, -1, -1]
3~ax-1/6 [0, 0, 1, 1/2, -1, -7/6]
Cancello la colonna sopra il 3 pivot
17a-3%3"a [1, 2, 0, 5/2, 4, 9/2]
27a-2%3"a [0, 1, 0, 0, 1, 4/3]
—————————————— [0, 0, 1, 1/2, -1, -7/6]
Cancello la colonna sopra il 2 pivot
17a-2%2"a [1, 0, O, 5/2, 2, 11/6]
—————————————— [0, 1, 0, 0, 1, 4/3]
—————————————— [0, o, 1, 1/2, -1, -7/6]

Anche in questo caso notiamo che non & stato necessario effettuare scambi di colonne. Il sistema associato alla
matrice &
5 11
1+ 5wy + 225 = F

$2+5€5=%

m3+%x4—x5 = —%
ed operando come al solito le sostituzioni
5 11
T = 751’4 — QI5 —+ E
4
To = —Ts5 + g
1 7
r3 = —5.%‘4-1-.%‘5 — 6

nel vettore generico (1,2, 3,24, 75) di R otteniamo il vettore generico delle soluzioni Sol(Az = 0)

5 11 4 1 7 5 1 11 47
s — 2w =, @y oy ! —ay (=2,0,-2,1,0 2,-1,1,0,1)+ ——,—=. £ 0,0
( 2‘7:4 T5 + 67 x5+37 2$4+$5+ 67x47x5> 374( 27 ) 27 ) >+'T5(a s 4y YUy )+< 67 3767 ) )

dove (—§ 0,—1,1, O) ,(2,—1,1,0,1) formano una base di Sol(Az =0) e

27 27

[

1

8
5
\

6

_ 4

114 7 9”2—37
K,g,—g,0,0 ovvero § s = —¢
!E4:0

JJ5:O

& una soluzione di Ax = b. Vediamo quindi che ogni soluzione di Az = b si puo esprimere come una soluzione
di Az = b pilt una soluzione generica di Az = 0. O
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Esercizio 16.38. [HHE12] Troviamo una base dello spazio

W =4¢2(1,2,3,0,0) +y(1,3,2,2,2) + 2(1,1,1,1,1) + ¢(1,0,1,0,1) | S:(:l)) (1) Pl 1)

+ e 8
I
o

Svolgimento. La verifica che i quattro vettori sono linearmente indipendenti & lasciata al lettore. Innanzitutto
vediamo facilmente che dimW; = 4 — rk(S) = 2. La base che cerchiamo avra quindi due vettori. Se
x,y, z,t possono variare in tutto K otteniamo W = Span((1,2,3,0,0), (1,3,2,2,2),(1,1,1,1,1),(1,0,1,0,0)).
Se aggiungiamo le condizioni

T
. 31 0 1 y |
S'IO@(1 0 -1 1)' » | =Y
t
otteniamo W;. Risolvendo il sistema S - x = 0 abbiamo immediatamente © = z —t, y = —3z 4 2¢. Sostituiamo

queste condizioni nel vettore generico di W
x(1,2,3,0,0) +y(1,3,2,2,2) + 2(1,1,1,1,1) + ¢(1,0,1,0, 1)
ed otteniamo

(z —)(1,2,3,0,0) + (=32 + 26)(1,3,2,2,2) + 2(1,1,1,1,1) + ¢(1,0,1,0,1) =
= (—z+ 2t,—62z + 4t,—2z + 2t, —5z + 4t, —5z + 5t)
= 2(—1,-6,-2,~5,~5) + £(2,4,2,4,5)

Una base di W; ¢
B; =(-1,-6,-2,-5,-5),(2,4,2,4,5)

o se preferiamo evitare i negativi
By =(1,6,2,5,5),(2,4,2,4,5)

Se avessimo scritto i vettori nelle coordinate della base
B=(1,2,3,0,0),(1,3,2,2,2),(1,1,1,1,1),(1,0,1,0,1)
avremmo sostituito le condizioni x = z — ¢, y = —3z + 2t nel vettore generico di W
(z,y,2,1)B

ottenendo
(z—t,—=32+2t 2,t)p = 2(1,-3,1,0)p + t(—-1,2,0,1)5

Una base di W; scritta in coordinate B e quindi

Bl = (15 _37 170)37 (_1a 2a 0) 1)B
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Esercizio 16.39. [HHH82] Abbiamo
U = Span((1,3,1,2),(0,1,0,1)), W = Span((1,0,3,2),(2,4,4,5),(0,0,0,1)

Vediamo che il vettore (1,3,4,4) non si pud scrivere come somma di vettori di U, W in modo unico, perché
il sistema di equazioni

a(17 37 17 2) + 18(07 ]" 07 1) + 7(1707 3’ 2) + 5(2747 4’ 5) + 77(07 07 0’ 1) = (173747 4)

non ha ha un unica soluzione, dato che se consideramo la matrice incompleta del sistema associato (vettori per
colonne)

101 2 0
31 0 40
1 03 40
21 2 5 1

questa ha rango massimo 4, dato che si vede facilmente che

det

N = W
— O = O
N WO -
— o O O

5—4

e quindi esistono oo = ool soluzioni.

Esercizio 16.40. [HHH77] Sia V' un K-spazio Wy,... ., W,, C V. Allora non necessariamente
SSP

Vi, j wW; nW; = {0}
implica che la somma di W1, ..., W, sia diretta.

Infatti, siano W1, Wa, W3 tre rette distinte di R?, passanti per lorigine . Allora
o Vi g W;nW; = {0}
o dim(W; + Wy + W3) = 2 Dato che la loro somma ¢ tutto R?.
o dimW; +dimWsy +dimWy=14+1+1=3
Esercizio 16.41. [HHH63] Dire se
W = {(21,22,23) € C* | Re(z1) =0 e Im(zp) =0} c C?

e un R o C spazio e darne la dimensione se possibile.

Dimostrazione.

e Come C-spazio: vediamo che W non & un C-sottospazio di C3, dato che

(1,0,0) € W ma i - (4,0,0) = (—1,0,0) ¢ W



287

e Come R-spazio: imponendo ad un vettore
(a+biyc+id,e+if)
le condizioni Re(z1) = 0 e Im(z2) = 0 di appartenenza a W otteniamo un vettore generico di W
(bi,c,e +if)

Vediamo che la combinzione lineare di vettori di questo tipo & ancora di questo tipo (ovvero, che la
combinazione lineare su R di due vettori di W appartiene a W). Infatti, con z,y € R abbiamo

x(bi,c,e +if) +y(bii,c1,e1 +if1) = (abi + ybii, xc + yer, xe + yey + xfi+ yfii) = (Bi,C,E+ IF)

con
B=xb+ybi € R, C=zc+ycqa €R, FE=ze+yes€R, F=zf+yfieR
Cerchiamo adesso una base di W. Una naturale candididata ¢ (z,0,0), (0, 1,0), (0,0,%), (0,0,1). Vediamo
che questi vettori generano W come R-spazio e che sono linearmente indipendenti su R.
— Generazione: un vettore generico di W &

(a,b,c+1id) = a(i,0,0) + b(0,1,0) 4+ ¢(0,0,1) 4+ d(0,0,%) con a,b,c,d € R

Chiaramente (4,0, 0),(0,1,0),(0,0,4%), (0,0,1) generano W come R-spazio.

— Lineare indipendenza: il sistema di equazioni (variabili z,y, z,t € R)

xi =0
2(3,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,7) +£(0,0,1) = 0 & (wi,y,iz +1) =06 { y =0
t+iz=0

ha solo la soluzione nulla x = y = z = t = 0 per il principio di identita dei complessi in forma
cartesiana.

I nostri vettori sono quindi base di W come R=spazio

perché ho scelto proprio questi quattro vettori
(4,0,0),(0,1,0),(0,0,4),(0,0,1)

per vedere se formavano una base? perché un vettore generico di W & dato da un vettore generico di C3,
(a+bi,c+id,e+if) con le condizioni a = d = 0, quindi

(bi,c,e +1if) =b(4,0,0) + ¢(0,1,0) + e(0,0,4) + f(0,0,1)
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16.1 Quarta prova di autovalutazione A- esercizi secchi

[Auto4A] [Tempo stimato 45m] Tutti gli esercizi valgono 1 punto per la risposta esatta, secca, senza giustificazioni,
0 altrimenti, tranne 1'ultimo esercizio, che vale 3 punti.

1. Dare una descrizione cartesiana dello spazio vettoriale V = Span((1,1,1,1)) C K*

SsP
Soluzione. V = {(x,y,2,t) e K* | z =y,0=2z2=1} O
2. Dare una base dell’ R-spazio vettoriale C x R.
Soluzione. B = (1,0), (¢,0),(0,1) O

3. Determinare una base dell’R-spazio
V = Span(x® 4 22* + 25 4+ 25,323 + 2% + 22° + 225 2 + 25, 525 4 220, 25 — 2)
Soluzione. 1 primi quattro polinomi, oppure 22, 2%, 2°, 2% o altre. O

4. Determinare la dimensione del C-spazio

(36 DG D€ ) e
Soluzione. 3 O
5. Dati i sottospazi di Q4
V = Span((1,2,1,0),(3,2,1,0)), W = Span((1,1,1,0),(1,1,2,0))
La loro somma ¢ diretta?

Soluzione. No. O

6. Con la notazione v L u < v - u = 0, determinare la dimensione di

V={veR® | vl(1,2,1), v1(523),vL(322} C R?
SSP

Soluzione. dimV = 2. O

=0
7. Determinare una base del sottospazio vettoriale V = {(g;, y,2,t,u) € R® | {x Ty . }
T—y=
Soluzione. B = e3, ey, €. -

8. Determinare la dimensione come R— spazio di

V = Span((i,1), (i + 3,3), (i,3)) C C?
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Soluzione. 3 O
9. Determinare la dimensione del sottospazio vettoriale W = {(a+b, 2a+b—2¢, a+b, a+2b+2¢) | a,b,c € R}.
Soluzione. 2 O

10. Determinare due sottospazi V;,Va di C? taliche A={v € C? | v-v} =V UV,

Soluzione. V4 = {(x,y) € C? | a+iy =0}, Vo= {(z,y) € C* | x—iy = 0} oppure Vi = Span(i,1), V, = Span(
O
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16.2 Quarta prova di autovalutazione B - esercizi lunghi

[Auto4B]
[Tempo stimato 2h30m]

Esercizio 16.42 (6pt). [KKL13] Dati i vettori in R*
(17 1’4’ 770)7 (1717477’8)7 (1) 1737573)’ (1’ 1’2)374)
determinare una base di C* che ne contenga il massimo numero possibile.

Soluzione. Usiamo il teorema del completamento. Mettiamo i vettori come righe di una matrice, e riduciamola
cona Gauss. I pivot della matrice ci forniranno tutte le informazioni necessarie.

M:=Mat([[1, 1, 4, 7, 0],
(1, 1, 4, 7, 8],
[1, 1, 3, 5, 31,
(1, 1, 2, 3, 411);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 4, 7, 0]
2"a-(1)*1"a [0, O, O, 0, 8]
3"a-(1)*1"a [0, 0, -1, -2, 3]
4~a-(1)*1"a [0, 0, -2, -4, 4]
Scambio la 27a e la 37a riga
Adesso la matrice e’

Mat([[1, 1, 4, 7, 0],
[o» 0: _13 _23 3]:
[o; 0’ O: O’ 8],

[0, 0, -2, -4, 411D

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 3]=-1
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 4, 7, 0]
—————————————— [0, 0, -1, -2, 3]

0 sotto pivot[0, O, 0, 0, 8]

4"a-(2)*2"a [0, 0, O, 0, -2]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 5]=8
Cancello la 57a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 4, 7, 0]
—————————————— [0, 0, -1, -2, 3]
—————————————— [0, 0, 0, 0, 8]
4~a-(-1/4)*3"a [0, O, 0, 0, O]

Quindi, la quarta riga & combinazione lineare delle prime tre, e non puo fare parte di una base che le contenga.
Vediamo una base che contenga i primi tre vettori. I pivot sono in posizione 1, 3,5, e quindi la base che contiene
i primi tre vettori ¢ B = (1,1,4,7,0), (1,1,4,7,8), (1,1,3,5,3),¢e5, 4. O

Esercizio 16.43 (6pt). [KL13alDati i due sottospazi di Rlx]<s
M = Span(z® — 1,22 + 2, 2> + 2+ 1)
N = Span(2x® — 62% — 3z — 2,32 — 42% — 20 — 3, 2% + 32 4 22)

Determinare
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o dim(M), dim(N).
o dim(MNN).
e Una base di M N N.

Soluzione: scriviamo i polinomi mediante le loro coordinate rispetto alla base 1, z, 22, 2% di R[z]<s.
Con un piccolo abuso di notazione, denotiamo M e N come

M = Span(gl = (17070771)7ﬂ1 = (032a 170)7Q1 = (071717 1))
N = Span(gl - (27 _67 _35 _2)7Q2 = (3) _47 _2a _3)7Q3 - (1537270))

e Calcoliamo dim(N), poi dedurremo dim(M) facendo i conti per il calcolo di una base di M N N.
Costruiamo una matrice le cui colonne sono i generatori di NV riduciamola e vediamo il rango (ricordiamo
che il numero di righe e di colonne linearmente indipendenti & uguale, e quindi la dimensione di N si puo
calcolare indifferentemente dal rango della matrice che ha per righe o per colonne i generatori di N).

N:=Mat[[ 2, 3, 11,
[-6,-4, 31,
[-3,-2, 2],
[-2,-3, 011;
L:=RiduciScalaVerbose(N) ;L;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=2
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 3, 1]
27at+3*1”a [0, 5, 6]
37a+3/2%1"a [0, 5/2, 7/2]
4~a+1x1"a [0, 0, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=5
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 3, 1]
—————————————— [0, 5, 6]
37a-1/2%2"a [0, 0, 1/2]
0 sotto pivot[0, O, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=1/2
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot

______________ 2, 3, 1]
______________ [0, 5, 6]
______________ (o, o, 1/2]

4~a-2%3"a [0, O, 0]

dato che ci sono tre pivot, i tre generatori iniziali di N (e anche quelli dati dalle colonne della matrice
finale) sono linearmente indipendenti e dim(N) =3 .

e Per calcolare dim(M) e dim(N + M), da cui calcolaremo dim(M N N), costruiamo la matrice le cui
colonne sono i generatori di M e quelli di N e riduciamola con Gauss

MN:=Mat[[ 1, 0, O, 2, 3, 1],
[o, 2,1, -6, -4, 3],
Lo, t, 1, -3, -2, 2],
(-1, 0, 1, -2, -3, 0]];
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L:=RiduciScalaVerbose (MN) ;L;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 0, 0, 2, 3, 1]
0 sotto pivot[0, 2, 1, -6, -4, 3]
0 sotto pivot[0, 1, 1, -3, -2, 2]
4~a+1*1"a [0, O, 1, 0, O, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 0, 0, 2, 3, 1]
—————————————— [o, 2, 1, -6, -4, 3]
3~a-1/2*2"a [0, 0, 1/2, 0, 0, 1/2]
0 sotto pivot[0, O, 1, O, 0, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=1/2
Cancello la 37a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, O, 0, 2, 3, 1]
—————————————— [o, 2, 1, -6, -4, 3]
-------------- [o, o, 1/2, o0, 0, 1/2]
4"a-2*3"a [0, O, 0, 0, O, 0]

Dato che ci sono tre pivot, dim(M + N) = 3. Dato che nelle prime tre colonne, quelle relative a M, ci
sono tre pivot, le tre colonne sono linearmente indipendenti e quindi dim(M) = 3. quindi, per la formula

di Grassman
dim(M N N) = dim(M) + dim(N) —

quindi dim(M NN) =3 .

dim(M +N)=3+3—-3=3

e Datoche M D M NN e dim(M) = dim(M N N) = 3, abbiamo che M = M N N, e quindi ogni base di

M, per esempio

(3 —1,22° 4z, 2> +x + 1)

che & base perché genera M ed ha tanti elementi quanto la dimensione di M e uguale alla dimensione di

MNN.

Esercizio 16.44 (9pt). [KKI88] Dati i sottospazi di R*

O

V= Span((l, 23 17 1)> (17 23 13 2)7 (17 27 ]-7 3)) (478>47 6))

W = Span((1,1,2,a),(1,a,1,a))
determinare basi di V, W, V. + W, VNW al variare di a € R. Dire sev=(3,6,5,2) ¢ V + W.

Soluzione. Procediamo col metodo standard. Troviamo una base di W

Verifichiamo, al variare di a, I'indipendenza lineare dei generatori di W. La matrice

1 1 2
A_<1a1

1

ha rango due, visto che la sottomatrice A 2y,(1,3) = (1 1

)

> ¢ non singolare. I due generatori di W sono

quindi indipendenti e formano una sua base, e la sua dimensione due, per ogni a.
Riduciamo con Gauss la matrice le cui colonne sono i generatori di V, W.
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Use R::=Q[a];

M:=Mat([[1, 1, 1, 4, 1, 1],
[2, 2, 2, 8, 1, al,
[1, 1, 1, 4, 2, 11,
[1, 2, 3, 6, a, all);

RiduciScalaVerbose (M) ;

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1

Cancello la 17a colonna, sotto il pivot

—————————————— (1, 1, 1, 4, 1, 1]
2"a-(2)*1~a [0, 0, 0, O, -1, a - 2]
3"a-(1)*1"a [0, O, O, O, 1, O]
4~a-(1)*1"a [0, 1, 2, 2, a -1, a - 1]

Scambio la 27a e la 47a riga

Adesso la matrice e’

Mat([[1, 1, 1, 4, 1, 1],
[0, 1, 2, 2, a-1, a - 1],
(o, o, 0, 0, 1, 01,
[0, 0, 0, 0, -1, a - 211);

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 1, 4, 1, 1]
—————————————— [0, 1, 2, 2, a-1, a - 1]
0 sotto pivot[0, O, 0, O, 1, 0]
0 sotto pivot[0, O, O, O, -1, a - 2]
Ho trovato il pivot in posizione A[3, 5]=1
Cancello la 57a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 1, 4, 1, 1]
—————————————— [0, 1, 2, 2, a-1, a - 1]
—————————————— (o, o, 0, 0, 1, 0]
4~a-(-1)*3"a [0, O, 0, 0, 0, a - 2]

293

Per ogni a ci sono solo 2 pivot nelle prime quattro colonne, quelle associate a V', e quindi dim V' = 2. Una base
di V si ha dai vettori associati alle colonne che contengono i pivot, quindi una base di V' & (1,2,1,1),(1,2,1,2).

Esaminiamo i casi a # 2, a = 2

e a # 2. Cisono 4 pivot, dimV + W =4 e una base di V + W = R* & per esempio E,.
Dalla formula di Grassmann, abbiamo dimV NW =dimV +dimW —dimV +W =2+2 -4 =0.

Quindi dimV N W = 0 e non ho base dellintersezione. Il vettore v, come ogni altro vettore di R*

appartiene a V 4+ W = R*.
e a =2. Cisono 3 pivot, quindi dimV + W =3 e una base di V + W ¢

a=2

(1) 27 17 1)7 (1’ 27 17 2)7 (17 1’ 2’ a) H (1’ 27 17 1)7 (1’ 2’ 1) 2)7 (17 1’ 2’ 2)

Dalla formula di Grassmann, abbiamo

dimVNW =dimV +dimW —dimV +W =242-3=1

La relazione tra i coefficenti del vettore generico di W

a(1,1,2,a) + B(1,a,1,a) =3 a(1,1,2,2) + B(1,2,1,2

)
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¢ data dalle ultime due entrate dell’ultima riga non nulla della matrice (la terza) (1,0) moltiplicate per
(a, B) ed uguagliate a zero
(1,0) - (o, 5) =0 a=0

Quindi un vettore generico dell’intersezione ¢ 5(1,2,1,2) ed una base per esempio (1,2,1,2).

Per vedere se
(3,6,5,2) =v € V+W = Span((1,2,1,1),(1,2,1,2),(1,1,2,2))

vediamo se in una riduzione di Gauss si annulla la quarta riga della matrice

M:=Mat([[1,2,1,1],
[1,2,1,2]1,
[1,1,2,2]1,
[3,6,5,2]11);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 1, 1]
2"a-(1)*1"a [0, 0, 0, 1]
3"a-(1)*1"a [0, -1, 1, 1]
4"a-(3)*1"a [0, 0, 2, -1]
Scambio la 27a e la 37a riga
Adesso la matrice e’
Mat([[1, 2, 1, 11,
[o, -1, 1, 11,
[o, o, o, 11,
[o, 0, 2, -111);
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 1, 1]
—————————————— [o, -1, 1, 1]
0 sotto pivot[0, O, 0, 1]
0 sotto pivot[0, 0, 2, -1]
Scambio la 37a e la 47a riga
Adesso la matrice e’
Mat([[1, 2, 1, 1],
[o, -1, 1, 11,
[o, o, 2, -11,
[0, 0, 0, 111D

La quarta riga non si riduce a zero e quindi v ¢ V + W.

Riassumendo, abbiamo che per ogni a si ha che (1,2,1,1),(1,2,1,2) ¢ base di V e (1,1,2,a),(1,a,1,a) &

base di W.

e se a # 2 abbiamo che E; ¢ base di V + W = R%* VNV = {0} e quindi non ha base ed il vettore

((3,6,5,2) € V + W.

e Se a = 2 abbiamo che (1,2,1,1),(1,2,1,2),(1,1,2,2) ¢ base di V 4+ W, (1,2,1,2) ¢ base di VN W ed il

vettore ((3,6,5,2) ¢ V + W.
O
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16.3 Esercizi proposti

Esercizio 16.45. [IID66] Dati i sottospazi di R®

M = Span((1,3,0,2,2,1),(1,1,1,0,1,1),(3,5,2,2,4, 3))
N = Span((07 27 _la 27 170)7 (_la 3) _3747 1a _1)7 (_1a 7a _578737 _1))

Direse M C N, NCM, M =N.
Soluzione: Si, Si, Si O
Esercizio 16.46. [MK11] Siano dati i sottospazi di R[z]<o
U = Span(z? + 1,3z —2) e W = Span(2® + 3z — 1,22 — 32 + 1)
Dire se la loro somma e diretta.
Soluzione: No O

Esercizio 16.47. [HHH99] Dati i sottospazi generati rispettivamente dalle righe delle matrici A, B, determinare
dimU, dm W, dimU + W ed una base di U N W nei sequenti casi

1. A:=Mat([[1,2,1,3,5],
[2,4,3,1,0],
[0,2,2,2,211);

B:=Mat([[1,1,1,1,0],
[3, 8, 6, 6, 71,
[-1, 2, 2, 6, 911);

Soluzione: dimU = 3, dimW =3, dmU +W =4, dimUNW =2

2. A:=Mat([[0,4,1,0,5],
[2,2,3,0,0],
[0,2,1,0,111);

B:=Mat([[3, 2, 5, 1, 0],
[1, 0, 2, 1, 01,
[-1, 2, 2, 6, 911);

Soluzione: dimU = 3, dimW =3, dmU +W =5, dimUNW =1

3. A:=Mat([[0,0,1,0,5],
[1,0,0,1,0],
[0,2,1,0,-111);

B:=Mat([[1, 0, 2, 1, 10],
[2, -6, -2, 2, 8],
[1, 2, 1, 0, 011);

Soluzione: dimU =3, dmW =3, dmU + W =4, dmUNW =2

4. A:=Mat([[0,0,1,0,5,0],
[1,0,0,1,0,0],
[-2, 0, 3, -2, 15, 011);
B:=Mat([[1, 0, 2, 1, 10,0],
[3, 2, 5, 2, 20, 0],
[1, 2, 1, 0, 0, 011);

Soluzione: dmU =2, dimW =2, dmU +W =2, dimUNW =1
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5. A:=Mat([[0,0,1,0,5,0],
[1,0,1,1,0,0],
[-2, 0, 3, -2, 15, 011);
B:=Mat([[1, 0, 2, 1, 10,0],
[3, 0, 5, 0, 20, 0],
[1, 0, 1, 0, 0, 0]11);

Soluzione: dimU = 3, dmW =3, dimU + W =4, dmUNW =2

6. A:=Mat([[0,0,1,0,5
[1,0,1,1,0,0],
[2, 0, 0, -2, 15, 011);
B:=Mat([[1, O, 2, 1, 5, O],
[3, 0, 2, -1, 20, 0],
[5, 0, 2, -3, 35, 011);

Soluzione: dimU =3, dimW =2, dmU + W =3, dimUNW =2

Esercizio 16.48. [HHZ98] Ripetere l’esercizio precedente prendendo gli spazi generati dalle colonne delle
matrici

Esercizio 16.49. [IID00] Dati i sottospazi di RS

M = Span((1,0,1,2,2,0),(2,0,1,1,1,1),(—1,0,1,0,4, 2))
M = Span((0,2,1,3,2,3),(1,0,1,1,1,0), (1,0,0,1,4,1))

Determinare dimensioni e basi per M, N, M + N, M N N.

Esercizio 16.50. [IID01] Dati i sottospazi di R>

M = Span((l, 2, 1); (Qa 3, 1)7 (747 -9, *1))
M = Span((5,2,1), (1,3,1), (7, -5, 1))

Determinare dimensioni e basi per M, N, M + N, M N N.
Esercizio 16.51. [IID03] Dati i sottospazi di R*

M = Span((1,0,1,1),(2,0,1,1), (=1,0,1, 1))
N={(z,y,2,t) ER* | 2+y=2—-t=0}

Determinare dimensioni e basi per M, N,M + N, M N N.

Esercizio 16.52. [IID04] Dati i sottospazi di R*

M={(z,y,2,t) eR* | x+2y—z2=y+z+t=0}
N={(z,y,2,t) ER* | y+2+t=0}

Determinare dimensioni e basi per M, N, M + N, M N N.
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Esercizio 16.53. [IID77] Dati i sottospaz di R*
V = Span((3,0,2,0),(1,3,3,-1),(7,-6,0,2))
W = Span((—2z + 8,3z — 3,2 + 3, —x + 1), (0, z,z, 1))

Al variare di x € R determinare dimensioni e basi per V. W,V + W, VN W.
Esercizio 16.54. [LL93] Dati i sottospazi di R®
U = Span(u; = (1,2,1,0,3),u, = (0,-2,0,1,-3),u; = (2,10,2,-3,15))
W = Span(w; = (2,1,0,1,0),w, = (3,5,1,0,6), w; = (5,6,1,1,1),w, = (0,9,2, -4, 14))

determinare una base di U N W.
Soluzione. La dimensione di U N W ¢ 2. O
Esercizio 16.55. [HHH34] Sia F = {f: C — C}

Wi={feF | fO)=f@)} eWa={feF | f(i)=f(3)}
Determinare W1 N Ws.

Esercizio 16.56. [HHQ98] Dati i sottospazi U, W generati rispettivamente dalle righe delle matrici A, B,
determinare Aim U, dim W, dimU + W ed una base di U N W al variare del parametro a € R

Use R::=Q[a];
A:=Mat([[0,0,1,0,5,0],
[1,0,1,1,0,0],
[2, 0, 0, -2, 15, 011);
B:=Mat([[1, 0, 2, 1, 5, 0],
[3, 0, 2, -1, 20, 0],
[5, 0, 2, -3a, 35a, 0]1);
Sol: In ogni caso, dimU = 3
o Sea# 1: dimW =3, dimU+W =4, dimUNW = 2 ed una base diUNW ¢ (1,0,2,1,5,0),(3,0,2,—1,20,0).
e Sea=1:dimW =2, U=W dmU+W =3, dimUNW =2 e una base di UNW ¢ data dai generatori
di W.
Esercizio 16.57. [HHH67] Sia F ={f: C — C}

Wi={feF | f()=f)=0} eWa={feF | f(2)=f(i)=0}
Determinare
Wi N Wy

Osservazione 16.58. [HHH40] Notiamo che se W1, W, W3 C V K-spazio, in genere non é vero che
SSP

— d1m(W1 n WQ) — dim(W1 N Wg) — dlm(WQ N W3)+
+ d1m(W1 NWsyN Wg)

[Proposto]: trovare un esempio non banale dove quanto sopra é vero ed un esempio dove quanto sopra é
falso.
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Capitolo 17

Diciassettesima lezione - Morfismi

17.1 Definizione ed esempi di morfismo

Definizione 17.1. [III01] Siano V,W K-spazi e F: V — W una funzione. Se
o YV v,,vy €V abbiamo che F (v, +vy) = F(vy) + F(uy) (additivita, chiusura sulla somma)
o VueV, \eK abbiamo che f(Av) = AF(v) (omogeneita, chiusura sul prodotto esterno)

diciamo che la funzione F: V. — W ¢ lineare o morfismo (o morfismo di K-spazi o applicazione K-lineare se
vogliamo specificare gli scalari).

Possiamo, come per gli spazi vettoriali, riformulare le condizioni sulla somma ed il prodotto esterno mediante
il concetto di combinazione lineare.

Proposizione 17.2. [II102] Siano V,W K-spazi e F: V — W una funzione. La funzione F ¢é lineare se e

solo se
Y vy,v5 € V. A, Ag € K abbiamo che F(Avy + Aavy) = M F(vg) + A2 F(v,)

Dimostrazione. Ovvia. O
Corollario 17.3. [III21] Data una funzione lineare F: V — W

1. F(0) =0.

2.YVveV F(-v)=—-F(u)
Dimostrazione. Immediata, lasciata per esercizio. O
Esercizio 17.4. [III13] Dati V K-spazio e B =v,,...,v,, base di V,

1. La funzione coordinate
K’n
[

FB:

= <

_>
>

dove v =a1v; + -+ apy, =a- v ¢ ben definita e lineare.
2. La funzione

T: K* = V

con -V = Uy + - + apo
a = av == A nEn

e lineare ed é linversa di F, che e quindi bigettiva.
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Dimostrazione. Discende immediatamente dalle proprieta di unicita di rappresentazione delle basi O

Esempio 17.5. [I1I22] La funzione

F: R*® = R?
(z,y) = (@ 2+y2)

non e lineare, dato che
F(2(1,1)) = F((2,2)) = (4,4,2) # (2,4,2) = 2(1,2,1) = 2F((1,1))

Esempio 17.6. [III09] La funzione nulla

U

w
0]

<

é lineare.
Esempio 17.7. [III10] La funzione identita

F:

s
14
=

e lineare.

Esempio 17.8. [III104] La funzione
F: R - R
T = mx
e lineare, dato che
F(ax + by) = m(az + by) = amzx + bmy = aF(x) + bF (y)

Esempio 17.9. [I1Z04] La funzione
F: R — R
r = mr+3

non ¢é lineare, dato che F((0) = (3) # 0.
Esempio 17.10. [III03] La funzione

F: R2

¢ lineare.

Dimostrazione. Usiamo la definizione.

F(a(ry,22) + B(y1,y2)) = F((axy + Byr, azs + By2))
= (am + By + axs + By2, axy + Byr — axs — By2)
= afz1+z2,71 — 22) + B(Y1 + Y2, Y1 — Y2)
= aF((z1,1)) + BF((22,92))
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17.2 Nucleo e immagine

Definizione-Proposizione 17.11. [III19] Dato un morfismo di K-spazi T:V — W
1. L’insieme kerT ={v € V | T(v) =0} ¢é detto nucleo di T ed é un sottospazio di V.

2. L’insieme ImT = {T'(v) | v € V} ¢ detto immagine di T ed é un sottospazio di W. Definiamo
rkT =dimImT.

Dimostrazione.

1. Dobbiamo verificare la chiusura per somma e prodotto esterno. Verifichiamo la prima lasciano la seconda
per esercizio.

Siano w;,w, € Im F', dobbiamo dimostrare che w; + w, € Im F. Abbiamo

w; €ImF & 3, €Vte Fyy) =w,y
wy €IMF & Ju, €V te. Fuy) = w,

e quindi
wy +wy = F(vy) + F(vy) = F(uy +vy) = wy +wy, €Im F

2. Dobbiamo verificare che se v;,v, € ker F, A, € K allora
vy + pwy € ker F' < F(Av;, + puy) =0

Infatti
F(Avy + pwg) = AF(vy) + pF(vy) = A0+ p0 =0
0.

dato che vy,u, € ker F' & F(vy) = F(u,) =

Richiamo 17.12. [IIZ70] Ricordiamo che una funzione f: A — B é iniettiva se e solo se

Vz,ye Af(z)=fly &=y

Proposizione 17.13. [II153] Sia F: V — W un morfismo di K spazi. Allora F ¢é iniettivo se e solo se
ker F' = {0}.

Dimostrazione.
1. Dimostriamo che se ker F' = {0} allora F & iniettiva.

Dobbiamo dimostrare che V vy,v, € V F(vy) = F(uy) < vy = 1,
Abbiamo

& Py —vy) =0
SV — vy Eker F
& v — vy € {0}
@Ql_QQZQ

F(vy) = F(vy) & F(vy) — F(vg) =0

U =g
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2. Dimostriamo che se F ¢ iniettiva allora ker F' = {0}.

Ci basta dimostrare che v € ker F' = v = 0. Infatti

veker F& Flv)=0=F0)=Flv)=F0)<v=0
dove l'ultima equivalenza e data dall’iniettivita di F.
O
Un morfismo F' conserva le relazioni lineari tra gli elementi del dominio, e non ne aggiunge se ¢ iniettivo.
Proposizione 17.14. [II190] Dato F': V. — W morfismo di K-spazi e vy, ...,v, € V. Allora

1. Se aqvy +- - +apu, = 0y allora a1 F(vy)+-- -—|—anF(yp) = 0y . (Conservazione delle dipendenze lineari)

2. [1I11902] Se F e iniettiva e vy,...,v, sono linearmente indipendenti, lo sono anche F(v,),...,F(v,).

Ovvero, un morfismo iniettivo conserva le indipendenze lineari.
3. Se F(vy),...,F(v,) sono linearmente indipendenti lo sono anche vy, ..., v,.
Dimostrazione.
1. Immediata dalla linearita di F'.
2. Dimostriamo che F'(v,),..., F(v,) sono linearmente indipendenti con la definizione.
P

D aiF(y) =0y = a =0

i=1

Abbiamo .
> i (v;) =0y
- (: linearita di F
F (f: O‘“’Z’) =F(0y) =0y
- iniettivita di F'
i ov; = Oy,
. ) lineare indipendenza dei v,
a = Ogp

3. Immediato dal punto 2. Ricordiamo che per due affermazioni logiche P,Q da P = ) deduciamo
non () = non P. Quindi se F' & iniettiva da

V3, ---,u, linearmente dipendenti implica F'(v;),..., F'(v,) linearmente dipendenti

F(vy),...,F(v,) linearmente indipendenti implica v,, ..., v, linearmente indipendenti
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In genere scriveremo 0 senza specificare lo spazio come ad esempio Oy, Oy, Ogp - .-

Osservazione 17.15. [IIA90] Dato F:V — W morfismo di K-spazi e vy,...,v, € V, possiamo avere
Uy, .., 0, linearmente indipendenti ma F(vy),..., F(yp) dipendenti. Basta prendere per esempio vq,...,v,

p
linearmente indipendenti e V = Span(v)

— W
= 0

P 0: V
v,

Proposizione 17.16. [II192] Dato F': V — W morfismo di K-spazi e B =v,,...,v, base di V. Allora
F(vy),...,F(v,) generano Im F
Se F' ¢ iniettiva, F(vy),...,F(v,) sono base di Im F'.

="

Dimostrazione. Un vettore w € Im F' &, per definizione, I'immagine di un vettore v € V. Dato che B & base,
esistono « tali che v = Z?:l o;v;. Ma allora

w=F(v)=F (Z aivi) = ZaiF(Qi>

che ¢ la tesi.

11 secondo punto segue dal primo e dalla Proposizione 17.14 (vettori immagine di indipendenti secondo un
morfismo iniettivo sono indipendenti). O

Osservazione 17.17. [III85] In generale I'itmmagine secondo F di una base di V non é base di Im F’
Esempio 17.18. [III86] Sia data la funzione
F: R — R?
(z,y) = (z+2y,22+4y)

ed abbiamo F(e;) = (1,2) e F(ey) = (2,4), ma i due vettori (1,2),(2,4) non formano una base di Im F' = Span((1, 2)),
che ha dimensione 1, mentre ciascuno di loro é base Im F' = Span((1, 2)).

17.3 Isomorfismi

Osservazione 17.19. [JJJ00] Dati V,W K-spazi, ¢ immediato verificare che l’insieme

hom(V,W) ={T:V - W | T morfismo di K-spazi} C {f: K— K}
ssp

Proposizione 17.20. [JJJ40] Dati f: V — W, g: W — U morfismi di K-spazi, la funzione go f: V — U é
un morfismo di K-spazi.

Dimostrazione. Abbiamo f € hom(V,W), g € hom(W,U)e vogliamo che f o g € hom(V,U). Verifichiamolo
con la definizione di morfismo (testiamo la chiusura sulla combinazione lineare):

fog(vy + pvy) = flg(Avy + pwy))
= f(Ag(vy) + ng(vs))
= Af(g(vy)) + pf(g(vs))
= Afog(vy)) + pfog(vy)
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Esempio 17.21. [JJJ12] Abbiamo i due morfismi di R-spazio

f: R = R? g: R? = R?
e
(m,y) = (m—y,m—i-y) (J?,y) = (2.%‘,0)
e facile verificare che
fog: R?2 R?

(z,y) = [flg((z,y)) = f((22,0)) = (22, 2x)

e un morfismo di R-spazio.

Definizione 17.22. [JJJ04] Siano V,W K-spazi. Se esiste un morfismo bigettivo (invertibile) T:V — W
diciamo che T € un isomorfismo, che V,W sono isomorfi e scriviamo V ~ W.

Richiamo 17.23. [JJJ15] Ricordiamo che una funzione g: B — A ¢é linversa di una funzione g: A — B se
e solo se
fog=idy e gof=idp

Proposizione 17.24 (Inverso di un morfismo ¢ morfismo). [III15] Sia F': V — W una funzione invertibile,
morfismo di K spazi. Allora F~1: W — V & un morfismo.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che
VApeK, wi,w, €W F (wy + pawy) = AF~ (w,;) + pF ' (wy)
Dato che F' ¢ invertibile, & surgettiva. Quindi esistono v,,v, € V tali che

Flv)=w, & v, =F1uw)
=w, & vy,=F"1(w,)

2
F=H(ay + pwp) = FHAF (vy) + pF (v,))

= F Y (F(\v, + pv,)) F lineare
=\, +pv, Finversa di F~!
= AF7H(wy) + pF~ (w,)

Definizione 17.25. [JJJ03] Un morfismo di K-spazi T:V — V si dice endomorfismo.

Osservazione 17.26. [JJJ25] La relazione ~ ha tutte le proprieta della relazione di uguaglianza:
1. (riflessiva): V =~V : basta prendere idy come isomorfismo.

2. (simmetrica): V ~W & W ~V: Se V.~ W esiste un isomotfismo f: V — W, che é invertibile con
inversa lineare f=1: W — V. Dato che anche f=% ¢ isomorfismo, W ~ V. Il viceversa si dimostra im
modo analogo.

3. (transitiva): Se V.~ W e W ~ U allora V.~ U. Dato che V.~ W, W ~ U esistono isomorfismi
f: V=W, g: W —U. Dato che la composizione di morfismi & morfismo e la composizione di bigettive
e bigettiva, la funzione fog: V — U é isomorfismo, e quindi V ~ U.
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Osservazione 17.27. [JJJ11] Due spazi isomorfi sono sostanzialmente lo stesso spazio, a meno dei nomi
che diamo agli oggetti, dato che c¢’é una corrispondenza biunivoca che trasporta le operazioni sia da'V-a W che

viceversa. Tutte le prorieta di spazio vettoriale si trasportano per isomorfismo.
Esempio 17.28. [JJL11] I morfismi
1. idge: R? — R?

T: R3 — R[t}gg

2 a,b,c) ~ at>?+bt+c

RZ = w

3. dato W = {(a,b,¢c,d) e R* | ¢=0,d =0} b (x,y) +— (x,9,0,0)

y F: R[] — Rz]

' ft) = f(z)
sono isomorfismi, con facile verifica
Esempio 17.29. [JJL12] I morfismi

T: R?2 — R?

L (z,y) — (z,xz)
2 T: R4 — R[t}gg

’ a,b,c,d) — at?+bt+c
2 F: R[t} — R[(L’}Slo

' f&) = fl2)

non sono isomorfismi, con facile verifica

17.4 Morfismi con dominio di dimensione finita

Definizione per linearita.

Definizione-Proposizione 17.30. [III17] Siano V,W due K-spazi, B = vy,...,v,, base diV ew,, ...

Allora esiste un unica applicazione lineare
F: V=W taleche Flv,))=w;i:1,...,n

Questa applicazione si dice definita su B ed estesa per linearita, o semplicemente definita su B

Dimostrazione.

, W,

n

ew.

1. Esistenza: definiamo una funzione che soddisfa la proprieta e dimostriamo che & lineare. La funzione &

T: Vv — W

n n
g v, E W,
=1

i=1
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Ogni vettore v € V' si puo rappresentare come combinazione lineare di dei vettori v, dato che B ¢ base
di V; la funzione quindi & ben definita. Vediamo la linearita

F (Z o;v; + Z 5#&-) =F (Z(ai + 51)“1)
i=1 i=1

i=1
- i(ai + Bi)F(v;)
- i(ai + Bi)w;
- zn: ow; + Zn: Biw;
= =1
_ Zl 0iF () + ilﬂiF(v»

- F (Zzi; aivi> +F (g &v,»)

2. Unicita: vogliamo dimostrare che se un altra applicazione lineare G: V — W e tale che
Gy)=F)=w;i:1,...,n

1

abbiamo necessariamente F' = (. Per il principio di identita delle funzioni, questo equivale a
VveV Fv)=GW)

Dato che B & una base di V abbiamo che esiste a € K™ tale che

n
Vou= E o,
=1

Quindi

S e () = Y 0iw,)
=1 =1

ed abbiamo concluso.

O

Ricordiamo che due funzioni sono uguali come funzioni se assumono le stesso valore su ogni elemento del
dominio. Per morfismi di spazi finiti possiamo dire di piu:
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Corollario 17.31. [III118] Due funzioni lineari che assumono gli stessi valori su una base del dominio sono

uguali come funzioni.

Possiamo facilmente passare da una rappresentazione per formula ad una su base e viceversa.

Esercizio 17.32. [IIT28] Definiamo su Fs il morfismo

F: R — R4
€ = (17170)
€y (17072)

Vogliamo scrivere F' per formula: vediamo che per (x,y,z) € R® abbiamo

F((x,y)) = F(ze; +yeq) = vF(ey) + yF(eq)
=x(1,1,0) + y(1,0,2)
= (Z‘,Z‘,O) =+ (y707 2y)
= (z +y,,2y)

Esercizio 17.33. [IIT29] Per morfismo

T: RZ = R*
(Z‘,y) = (33+yyx—y70,30)

vale
ey — (1,1,0,1), ey (1,—1,0,0)

17.4.1 Morfismi e matrici

E immediata conseguenza della Definizione-Proposizione 17.30 che un morfismo tra spazi finiti, una volta che

abbiamo identificato una base del dominio, puo essere definito da una matrice.
Proposizione 17.34. [1IX23] La funzione
T: Matyxn(K) — {F:K"—=K"™ | F morfismo}

Ly: K — K™
M - TN =Y v = M-v

e un isomorfismo.
Dimostrazione.

1. Buona definizione. La funzione T'(M) = Lj; & lineare dato che

Ly(ow + pw) = M - (aw + pw) = M - (aw) + M - (fw) = oM - (v) + M - (w) = aLp(v) + BLa(w)

2. Linearita.

M+ puB: KU - K™

v = (AM+upB)-v
) A: K —» K™ + B: K* — K™
a v = A-w " — .
AT'(A) + BT(B)

T(AA +uB) =
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3. Iniettivita. Basta dimostrare che ker T' = {0,,x,}. Dato che T(M) = Lj; abbiamo
TIM)=0sLy=0=cYueK' Ly =0aVi:l,....n M-¢,=0,, © M = 0pxn

Dove la penultima equivalenza ¢ data dal fatto che un morfismo e nullo se e solo se € nullo su una base,
e l'ultima dal fatto che M - e; sono le colonne della amtrice M.

4. Surgettivita. Dato un morfismo F': K™ — K™ e matrice

n)

5
|
=
5
5
—

abbiamo che T(Mp) = Ly, = F per la Proposizione-Definizione 17.30, dato che hanno stessa immagine
su una base.

O

Definizione 17.35. [IIY23] Con le notazioni della proposizione precedente, indichiamo Ly; come il morfismo
associato alla matrice M e Mg come la matrice associata a F'. Se vogliamo specificare che i le coordinate dei
vettori che stiamo considerando sono rispetto alle basi canoniche, scriveremo (ME)g

Corollario 17.36. [11Z23] Con le notazioni della proposizione precedente 7?7, l'applicazione

H: {F:K"—K™ | F morfismo} — Mat 5 (K)

|
r — H(F)=|[F(e) -+ Fle,)
|

e morfismo e Uinversa di T .

Dimostrazione. Lasciata per esercizio. O]

Notiamo che il corollario 17.36 puo sostutuire parte della dimostrazione della Proposizione 17.34.

Corollario 17.37. [JJJ09] Sia T lisomorfismo introdotto nella proposzione precedente 18.8. Allora per
le proprieta dei morfismi di K-spazi é immediato che T(0) = 0 e se m = n e quindi esistono idgn_gn €
f: K" — K" invertibili, abbiamo che

T(idKn_ﬂK") = In € T(fil) = T(f)71

in la notazione L(.) scriviamo

M; I, e (Ly)'=Ly-

d@n sxn) =
Spesso sara necessario specificare le basi con cui stiamo operando.

Definizione 17.38. [JJH09] Siano dati V, W spazi vettoriali sulK, B = by,...,b, e C basi di V,W rispettivamente
ed un morfismo
TV = w
dove il vettore T'(b;)c € espresso in coordinate rispetto alla base C. Allora la matrice associata a T rispetto
alle due basi B,C ¢
| |

(Mr)e = |Tb)e - T(,)c
| |
diciamo che B ¢é la base di partenza e C la base di arrivo. Notiamo che le colonne della matrice sono i
trasformati degli elementi della base di partenza nelle coordinate della base di arrivo.
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Osservazione 17.39. [JJH67] Con le notazioni della definizione precedente, Notiamo che F(vg) = ((MT)g ~QB)C,

ovvero che la matrice (M), prende in input vettori in coordinate B, li trasforma e li restituisce in coordinate

C.
Riscriviamo i due esempi precedenti in notazione matriciale

Esempio 17.40. [11Y28] Il morfismo

e, +— (1,1,0)
es — (1,0,2)
1 1
é associato alla matrice (Mq«)gfL =11 0
0 2
Esempio 17.41. [IIY29] Per morfismo
T: RZ - R*
(‘Tay) = (l’+y,$7y,0,$)

vale
e — (1,1,0,1), ey (1,-1,0,0)

1 1

\ . . Es 1 -1

ed ¢ associato alla matrice (Mr)y: = 0 0
1 0

Vedremo alcune utili conseguenze di questa notazione quando parleremo di cambio di basi.

17.5 Teorema della dimensione

Teorema 17.42 (Teorema della dimensione). [III85] SiaT: V — W un morfismo di K spazi, con dimV = n.
Allora
dimV = dimker T + dim Im(T") = dimker T + rk(T)

Dimostrazione. Immediato dal teorema di Rouché-Capelli in forma omogenea, cfr. Proposizione 15.7.

Il teorema della dimensione ha alcuni utili corollari:
Corollario 17.43. [I1161] Dato T:V — W morfismo di K-spazi, con dimV finita
1. T ¢é iniettiva se e solo se dim(V) < dim(W) e rk(T) = dim V'
2. T é surgettiva se e solo se dim(W) < dim(V) e rk(T) = dim W
3. Nel caso particolare T:V — V abbiamo che T iniettiva < T surgettiva
In particolare

1. Sedim(V) > dim(W) non cé spazio in W per dim V vettori linerarmente indipendenti, quindi le immagini
det vettori di una base di V' sono dipendenti, ed F' non puo essere iniettiva.
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2. Se dim(W) > dim(V) le immagini di una base di V non riescono a coprire tutto W.
Se lavoriamo su spazi vettoriali di dimensione finita possiamo prendere V' =K" e W = K™:

Corollario 17.44. [I1IQ61] Siano V, W K-spazi di dimensione rispettivamente n,m. Data T:V — W
morfismo di K-spazi con associata matrice A

1. T ¢ iniettiva se e solo se rk(T) = dimV se e solo sem >n erk(A) =n
2. T ¢ surgettiva se e solo se m <n erk(A)=m

3. Nel caso particolare T:V — V

T iniettiva < T surgettiva < det A # 0 < T invertibile < T bigettiva

Dimostrazione. Tutte le affermazioni sono immediate conseguenze del Teorema della Dimensione. O
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17.6 Esercizi proposti

Esercizio 17.45. [IIQ67] Descrivere le applicazioni lineari descritte dalle seqguenti matrici attraverso l'immagine
del vettore generico del dominio (per esempio T((x,y)) = (z,y,3x — y)).

2 3
1. T:R? 5 R, My = <2 3)

1 21
2. T:R* >R Mr=[4 3 1
0 0 3
11
8. T:K3—K? Mp= (2 4
3.1

[\)

2 3

.

T 1 1
4. T: (C3—>(C3 MT—(l 4

[\
w

4

ot
D

5. T:K?> - K3, M (1

)

Esercizio 17.46. [1IQ89] Determinare basi di kerT e ImT per le applicazioni lineari descritte dalle sequenti
matrict

2 3

.2 2

1. T: R? - R?, (23)
1 21

2.T:R>*=>R3 Mr=|[4 3 1
0 0 3
11

3T K3 =K% Mr=|2 4
3 1
T 1 1

4. T:C3=C3, Mr=1|1 4 2
2 3 i
1 2 3

.2 3
5 T: K% = K3, (456)

Esercizio 17.47. [IIP33] Determinare le matrici associate ai morfismi

1 T: R? — R2

’ (xvy) = 2x—y>$+y ’

9 T: R3 — R?

’ (r,y,2) = 2x—y+z,x+y—z"~
3 T: R2 — R4

(z,y) —» y+z,xz—zz,2’
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Esercizio 17.48. [IIQ47] Dati i vettori linearmente indipendenti v,,vq,v5 € I’ applicazione lineare

T: R3 — R?
U U Uy
Vg Uyt Vg
Vg U FUg

determinare basi di kerT e ImT.

Esercizio 17.49. [IIQ03] Dati i vettori linearmente indipendenti vy, vy, vs €, al variare di k € R I” applicazione
lineare

T: R3 — R3
v, = kﬂl — Uy
Uy = Uyt kug
V3 — vy + U3

determinare bast di kerT e ImT.

Esercizio 17.50. [LL88] Abbiamo ’applicazione lineare

T: R3 — R4
(1,1,0) +~—  (1,1,0,1)
(1,-1,2) — (1,2,-1,0)
(0,0,1) +—  (0,0,1,1)

1. L’applicazione T ¢é iniettiva, surgettiva, biunivoca?
2. Determinare 'immagine di (2,0,3).
Esercizio 17.51. [11Q45] [Difficile] Dato F ={T: Q — Q | T(0) = 0} ed i suoi sottoinsiemi

Fi={T:QQ | T(0)=0,T(1) = T(2) - T(3)}
Fo={T:Q—Q | T(0)=0,7(1) = T(2) = T(3)}

dimostrare che F1,F1 C F e determinare J1 N JFy e F1 + Fo
ssp

Esercizio 17.52. [11Q66] [Difficile] Dato F ={T: Q — Q | T(0) = 0} ed i suoi sottoinsiemi

Fi={T:Q—Q | T(0) =0,T(3) = T(1) + T(2)}
Fo={T: Q= Q | T(0) =0,T(2) = 2T (1), T(3) = 3T (1)}

dimostrare che F1,F1 C F e determinare J1 N JFy e F1 + Fo
ssp

Esercizio 17.53. [JJ15] [Difficile, utile pit teoria] Sia dato l’endomorfismo
T: R3

(1,2,3
(1,1,3
(1,1,1

)
Determinare la matrice associata a T mediante le basi canoniche, ovvero (MT)g3

)
)
)

)
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Esercizio 17.54. [KLO7] [Difficile, utile pit teoria] Dati a,b,c € R, si determini se esista una applicazione
lineare

T: R3 — R3
(1,2,3) — (3,1,5)
(3,1,00 ~ (1,2,3)
(1,1,1) — (2,0,0)
(4,2,1) — (3,2,3)
(a,,0) +—  (a,b,c)

determinando altresi (MT)gi

Esercizio 17.55. [KL11] [Difficile, utile pit teoria] Abbiamo a,b,€ R e una funzione

T: R* — R4
(1,2,3,0)  +—  (1,1,1,2)
(3,0,1,1) —  (1,-1,2,1)

(3,-6,-7,2) — (-1,-5,a,b)
(1,1,2,0) — 0
€y = €4

1. Per quali a,b, la funzione puo essere un applicazione lineare?
2. Dare, per una base a scelta B di R*, la matrice (Mr)5
3. Dare la matrice (M7)E
Esercizio 17.56. [LLL89] Determinare tutti i morfismi T : K[z]<a — Klx]<3 che soddisfano le condizioni
2?4+ 1-a?+1 2?2 43232
1. Tra questi, dire se esistono determinare tutti i morfismi iniettivi.

2. Per questi questi, determinare T'(x)~!

Esercizio 17.57. [LLL90] Determinare tutti i morfismi T: Mataya (C) — Matays (C) che soddisfano le
sequenti condizioni

1. dimkerT = 1.
2. I eImT.

r((y )

Esercizio 17.58. [LLS90] Determinare tutti i morfismi T: Mataya (C) — Matays (C) che soddisfano le
sequenti condizioni

1. dimkerT = 1.
2. I eImT.

0 1
3. (1 0) elmT.

r((s )
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Esercizio 17.59. [LLX90] Dare descrizione cartesiana dei sequenti spazi

1. V =Span((1,2,1,0),(0,0,1,2),(1,1,1,1)) € Q*.
SSP

2.V =Span((i+1,i+1,i+1,i+1),(0,i+1,1,2),(i,4,i,4)) C C*.
SSP

3. V={(a+b+ca—b—-a—cc)| abceR} C R
ssp
4. V={a+b+c,a+b—c,a+b+3c) | a,b,ce R} C R3
ssp
5 V= {(a,b,c,d) | a,b,c,d € R} C R4
ssp
Esercizio 17.60. [LLX91] Dare descrizione parametrica dei sequenti spazi

1.V ={(z,y,21) | {2I+y—32':0 }s%pR4

2. V={(r,y,2) |} € R3
SSP

-0
9.V = {(z,y) | {“y C R
z—y=0 SSP
r+y—2=0
4.V ={(z,y,2,t) | z—y+t=0 } € R?

sspP
20 — 3y —4z+4+t=0

Osservazione 17.61. [NNW61] Diciamo che due vettori v,w € K™ sono ortogonali, e scriviamo v 1 w, se
v-w=0.

Dato V- C K", definiamo lo spazio ortogonale di V' come
sSSP

T={wek" | wluy}
St vede facilmente che si tratta di un sottospazio di K™.
Esercizio 17.62. [NNA61] Determinare una base degli spazi
1. Span((1,1))*.
2. Span((1,1),(2,1))+.
3. Span((1,1,0,1),(2,0,2,1))*.
Span((1,1,0,1),(2,0,2,1),(9,0,2,3))*.
Span((1,0,0,0), (0,1,0,0))*.

{(z,y,2,t) | o+y—t=0e2zx—3y+4t =0}

NS o

{(2x+y,xfy,x+y70) | l’,yER}J‘.

Esercizio 17.63. [IIQ01] Determinare, se esiste, un applicazione lineare che soddisfi le condizioni
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T: R3 - R*
(1,1,0) = (1,2,0,8)
(1,1,-2) — (2,3,-1,16)

(0,1,2)  + (0,1,1,0)

2. rk(T)=2, ¢ € ImT

Esercizio 17.64. [IIQ22] Determinare, se esiste, al variare di a € R, un applicazione lineare che soddisfi le
condizioni

1.
T R3 — R3
(1,1,0) = (1,2,0)
(1,1,1) +~ (a,a—1,—a—1)
(1,1,2) — (0,1,1)

2. dimkerT =1 e determinare una base di ker T
Osservazione 17.65. [NNU62] Una base B = vq,...,v,, diV C K" si dice ortonormale se i suoi vettori sono
ssp
a due a due ortogonali e il modulo (|-|) di ogni vettore ¢ 1. Ricordiamo che |(ay,...,a,)| = /a2 + -+ +a2.

Esercizio 17.66. [NNA62] Trovare una base ortonormale di B = Span((1,0,1),(1,2,0)) C R3
ssP

Esercizio 17.67. [NNA63] Trovare una base ortonormale di B = Span((1,0,1),(1,2,0)) C R3
S5P

Esercizio 17.68. [NNA64] Dati i vettori (2,1,1,0), (1,1,0,1), (3,0,1,1) € R* determinare una base
ortonormale del sottospazio da essi generato.

Esercizio 17.69. [NNY33] E vero che V v = (v1,...,0,) EK" eV A €K

[Av| = Afu] ?






Capitolo 18

Diciottesima Lezione - Esercizi

18.1 Esercizi svolti

Esercizio 18.1. [III28] Definiamo su R? il morfismo

F: R — R*

Ql — (1a17050)
€9 = (0,1,0,1)
€3 = (]wlalal)

Vogliamo scrivere F direttamente: vediamo che per (z,y,z) € R3 abbiamo
F((z,y,2)) = F(re, +yes + 2e3) = 2F(er) + yF(er) + 2F(e3)
= x(17 17 07 0) Jr y(07 17 07 1) Jr Z(l7 17 17 1)
= (x7 x’ O? 0) + (07 y’ 07 y) + (Z7 Z? Z’ Z)
=(+zr+y+22y+2)

Esercizio 18.2. [1IQ28] Definiamo su R? il morfismo
F: R3 — R2
(x,y,2) — (z—2y+3z,4c+52)
Vogliamo scrivere la matrice associata ad F' dalla base Es: vediamo che
F(e;) = F((1,0,0)) = (1,4)
F(ey) = F((0,1,0)) = (=2,0)
F(e3) = F((0,0,1)) = (3,5)

Quindi la matrice associata a F dalla base E3 ¢ (i 702 2)

Possiamo scrivere F' come

F: R — R?
€ (174)
€ (_ 50)
€s = (Sa )
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o come
F: R = R?

Lot -2 3,
L 4 0 5)°¢

F: R3 — R2
(z,9,2) = (z+y,y+2)

Esercizio 18.3. [II127] Dato il morfismo

notiamo che
F(ﬁl) = F((17070)) = (1,0), F(§2) = F((O? 170)) = (1’ 1)) F(QS) = F((ana 1)) = (07 1)

e quindi F' é uguale al morfismo definito per linearita

F: R* — R?
€ = (17 0)
(5] = (]-7 1)
€3 = (Oa 1)
dato che assumono gli stessi valori su una base.
Esercizio 18.4. [I1158] Data la funzione
F R3 — R4
(1,2,1) ~ (1,0,0,0)
(1,1,1) +~— (1,0,1,0)
(0,3,2) = (2,0,1,0)

determinare se possibile una base di ker F' e Im F'.

Soluzione: Verifichiamo che F sia definita su una base di R3, controllando che i vettori
(1?2? 1)7 (1? 17 1)7 (0?3)2)

formino una base di R?. Calcoliamo il determinante della matrice (sviluppiamo per la terza riga)

1 2 1
ae (i1 1) s Daa(t 2) -
0 3 2
che ha quindi rango 3. B = (1,2,1),(1,1,1),(0,3,2) & base di R® e T & ben definita.

Vediamo se F' & iniettiva - basta vedere se ker F' = {0}, ovvero se I'unica soluzione del sistema omogeneo

F((z,y,2)) =0« x(1,0,0,0) + y(1,0,1,0) + 2(2,0,1,0) =0

¢ quella nulla. La matrice associata al sistema e

oo O
O = O
O = O N
(e R e R e en)
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Si vede immediatamente che il rango della completa (e dell’incompleta, & un sistema omogeneo) & 2, quindi
non esiste soluzione unica, la funzione non ¢ iniettiva e dimker ' > 1. Se vogliamo trovare una base di
ker ' = Sol(Az = 0) dobbiamo risolvere esplicitamente il sistema, ovvero trovare un vettore generico delle
soluzioni e da questo una base.

F((z,y,2 < 2(1,0,0,0) +y(1,0,1,0) + 2(2,0,1,0) =0
r+y+22=0
0=0
y+z=0
0=0

R

Imponendo queste condizioni al vettore generico (z,y, ) di R? troviamo il vettore generico di ker F', (—z, —z,2) = 2(—1, —
Quindi ker F = Span((—1,—1,1)) = Span((1,1,—1)) e dimker F' = 1. Dato che

Im F = Span((1,0, 1,0), (1,0,0,0), (2,0, 1,0))

guardiamo la matrice sopra e vediamo che per esempio la prima e seconda colonna sono linearmente indipendenti
(hanno i pivot). Quindi I'immagine ha base, per esempio,

B’ =(1,0,0,0),(1,0,1,0)

O
Esercizio 18.5. [II1I126] Data la matrice A = <é i) , scrivere applicazione lineare
T: Rz = R?
x
z, — A
(@0 (+)
mediante le basi By, Eo e darne la formula esplicita.
Soluzione. 11 morfismo T si puo scrivere come
F: R} — R?
€ = (17 5)
() — (2a 4)
Quindi
F((z,y)) = F(xe; +yey) = 2F(e)) + yF(ey) = 2(1,5) + y(2,4) = (x + 2y, 52 + 4y)
O

Esercizio 18.6. [IIQ04] La funzione
G: R? - R?

e lineare, per costruzione.
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Osservazione 18.7. [JIW11] La trasposta € un isomorfismo. Dalle proprieta della trasposta si vede che

(~)TZ Mathn (K) — Matnxm (K)
A — AT

e un morfismo di spazi vettoriali con inverso se stesso.

Esercizio 18.8. [JJJ05]

1. Ko+ ~ K[z]<q. Due isomorfismi sono, per esempio,

F: KU — Klz]<a G: Kt - Klz]<a
e > 1 e > zd

[ — x e €9 — 241

> : > :

eapr —oal €iy1 1

2. Maty, xn (K) =~ K™, Un isomorfismo é

T: Matmyn (K) — K™
M;; = efig)

dove f:{1,....m} x{l,...,n} = 1,...,mn & una bigezione.
3. Maty,xn (K) = Mat, «m (K). Sia direttamente con la trasposta sia da

Mat, xrn (K) >~ K™ ~ Mat, xm (K)

4. Se V,W sono K-spazi di dimensione finita n, V ~K". Dato dimV = dim W = n esistono due basi v, w
rispettivamente di V, W della stessa cardinalita. Basta considerare l’isomorfismo

T V. - W
v, =Wy

che ¢ morfismo peerche ¢ definito per linearita sulla base v ed ¢ bigettivo perché invertibile, dato che la
funzione

G: W — V
w, = U
e chiaramente la sua inversa.
5. Come immediata conseguenza, se W é un K-spazio di dimensione finita n, V ~ K”.

Osservazione 18.9. [JJJ20] Sia A € Mat,,«,, (K) e ricordiamo la definizione del morfismo associato

Ly: Kt — K¢
v = A-v

Le seguenti affermaziont sono equivalenti:
1. A ¢ invertibile.
2. L, é iniettiva (ker Ly = {0}).

3. L ¢ surgettiva Im L =K™).
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4. rkA=n.
5. Le colonne di A sono linearmente indipendenti.
6. Le righe di A sono linearmente indipendenti.
7. Sol(Az = 0) = {0}.
8. VbeK" Sol(Az = b) = {A~1b}.
9. Riducendo A alla forma a scala S, questa ha n pivot (€ non singolare).

10. det A # 0.

Dimostrazione. Tutte le equivalenze sono banali. O

Definizione 18.10. [III56] Data una matrice A € Mat,, x, (K), definiamo
1. ker A =ker Ly
2. ImA=ImLy=rkLy
Osservazione 18.11. [III54] Sia Ly: V — W un morfismo di K spazi. Allora
1. ImT = Span(A',..., A") le colonne di A.
2. dimImT = rk(A).
Dimostrazione.
1. Le colonne di A sono per costruzione T'(e,),...,T(e,), che generano Im A per la Proposizione 17.13.
2. Il rango di A & proprio il numero massimo di colonne indipendenti, che & per definizione dimIm 7.
O
Ricordiamo che dalla definizione di prodotto di matrici discende immediatamente che M - e, = i-esima
colonna di M.

Osservazione 18.12. [III57] Possiamo riscrivere il Teorema di Rouché-Capelli nel linguaggio di morfismi:
Data una matrice A € Mat,,xp, (K),
n = dimker A + rk(A)

Questo ¢ noto come Teorema della Dimensione, La dimostrazione é immediata dalla dimostrazione del Teorema
di Rouché-Capelli vista in precedenza.

Esercizio 18.13. [IIX17] La funzione

=
8
14
=R
S

€ un morfismo.

Esercizio 18.14. [IIY17] La funzione

€ un morfismo



324 CAPITOLO 18. DICIOTTESIMA LEZIONE - ESERCIZI

Esercizio 18.15. [IIG17] La funzione

e un morfismo

Esercizio 18.16. [IIF17] La funzione

non € un morfismo
Osservazione 18.17. [III06]

1. la funzione nulla T: K™ — K™, T(v) =0 si pud scrivere come
Lo: K" - K™, Lo(v) = Opxcn - ¥
2. la funzione identita T: K™ — K", T(v) = v si puo scrivere come
Ly :K"—=K" Ly (v)=1I,-v

Esercizio 18.18. [II1I41] Dato il morfismo

T: c3 — c3
(x,y,2) — (ix+y,bx+ z,2iy + 3z2)

Determinare Mt

Soluzione. Abbiamo che

S
=
I8
i<
<

|

7((1,0,0)) = (i,5,0)
T(e;) = T((0,1,0)) = (1,0,21)
T(e3) = T((0,0,1)) = (0,1,3)

e quindi
T: C3 — c3
¢ 1 0 T
(z,y,2) 5 0 1 y
0 2 3 z

Osservazione 18.19. [III70] Data A € Mat,wm (K) e La: V — W abbiamo che
ker A = Sol(Az = 0)
Esercizio 18.20. [IIQ44] La funzione

RQ

F: R?
(z,y)
non é lineare, dato che F((0,0)) = (2,0) # 0.

—
'_)
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Esercizio 18.21. [PP03] Sia F = {f: R — R}. Determinare a,b € R tale che lapplicazione

T: F — R?
[ (f@),2f(1) +a+b)

sia lineare

Soluzione. Procediamo con la definizione. Dobbiamo avere che
eV fe FXeER, T(Af)=MT(f). Ma
T(Af) = AT(f)

(Mf(a),2Mf(1) +a+b) = A(f(a),2f(1) + a+b)
(Af(a),2Af(1) +a+b) = (A f(a),2Af(1) + Aa + b))

Af(a) = Af(a)
ONF(1) +a+b=20f(1)+ A(a+ b))
{a+b:Am+w

e dato che 'uguaglianza deve valere per ogni A € R questo implica a +b =0

e Ponendo a + b = 0 verifichiamo che V f,g € F, T(f + g) =T(f) + T(g). Ma

T(f+9)=T(f)+T(9)
(f+9(a).2(f +9)(1) +a+b)=(f(a),2f(1) + a+b) + (g9(a), 29(1) + a + b)
(f(a) +9g(a),2f(1) +29(1) + a+b) = (f(a) + g(a),2f(1) +29(1) + 2(a + b))
f(a) +g(a) = f(a) + g(a)
2(f+g)(1) +a+b=2f(1)+2g(1) + 2(a + b)

a+b=2(a+b)

H‘\/—/H

e questo e verificato per ogni a, b tali che a +b=10

Quindi T ¢ lineare per tutti gli a,b € R tali che a + b = 0. O

Esercizio 18.22. [JJ13] Al variare del parametro reale t sia L4, : R® — R3 lapplicazione lineare associata

alla matrice
t
-2
0

1. Determinare, al variare dit € R, dim(ker L4,) e dim(ImLy,).

1
At: t
1

= O W

2. Determinare i valori di t € R per cui il vettore (2,2,0) appartiene ad Im L4, .

Soluzione.
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1. Vogliamo determinare dim(ker £4,) e dim(ImZL4,). Calcoliamo il determinante di A sviluppando secondo

la terza riga

1 3 t
detA;=det| t 0 -2 | =1- SO TR E =6 (—t*-2)=t*—4
L1 o 0 -2 t =2

Se t # £2 abbiamo che il determinante di A; € non nullo e quindi
dimIm(A;) =rk Ay = 3 da cui dimker(A4;) =3 —rkA; =0
Se t = £2, abbiamo che det A; = 0 e quindi 7k A; < 3. La sottomatrice

1 3
A@3),0.2) = <1 1)

che non dipende da ¢, &€ non singolare, e quindi per ogni t € R

dimIm(A;) =rk Ay = 2 da cui dimker(A;) =3 —rk A =1

. Per determinare i valori di ¢t € R per cui il vettore (2,2,0) appartiene ad Im £4, vediamo le ¢ per cui

esiste almeno una soluzione del sistema

La,(x1, 22,23 2,0)

) = (2
X1 (
At . T2 =
T3

)

2

2

0
2
2
0

1 3 t X1
t 0 =2 )
11 0 T3

Usiamo il teorema di Rouché-Capelli. La matrice completa &

1 3 t |2
Ai=t 0 —2]2
11 010

Se t # +2 abbiamo gia visto che rk A; ¢ massimo, quindi
rk A, =rk Ay =3 massimo

ed esiste un’ unica soluzione.

Se t = %2, ricordando che rk A; = 2 si vede che i determinanti delle sole altre tre sottomatrici 3 x 3 di A}

Lo t 2
@azm,020= (1 0 2 (A)a2,3),030 = |t —2 2
1 1 0 L o o

3 t 2

(At)(1’213)7(2’3’4) = 0 _2 2

1 0 0

sono sempre uguali a 2t + 4, che sia annulla solo per t = —2. Quindi
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e Set=2,rkA; =2+#rk A, =3 e non esistono soluzioni.

e Set=-2rkA;, =rkA, =2 ed esistono oo! soluzioni.

Esercizio 18.23. [LL31] Dati U, W sottospazi del K-spazio V', dimostrare che
UxW~UoW

Dimostrazione. 1 due spazi non possono essere uguali, dato che il primo ha come elementi coppie di vettori di
V mentre il secondo, elementi di V.
UxWCV?eUaWCV

Possono pero essere isomorfi. Costruiamo un isomorfismo, ovvero un applicazione lineare bigettiva, tra U x W

eUdW.
op: UxW — UsW

(u,w) ~ uwutw
Questa ¢ lineare perché, per ogni (uy,w1), (uz,ws) € U x W e A\, u € R abbiamo che

d(A(ur, wi) + pluz, w2)) = ¢((Aur + pug, Awr + pws))
Aug + pug + Adwy + paws

AUl + Awy + pus + pws
B((Aur, Awr)) + ¢ ((puz, pws))
= Ad((ur, w1)) + po((uz, w2))

Per la bigettivita:
Vediamo la dimostrazione per se V ha dimensione finita. Il caso generale ¢ lasciato per esercizio.

Vediamo che U ® W e U x W hanno la stessa dimensione. Infatti

o dim(U @ W) = dim(U) + dim(W), usando la formula di Grassman e dato che U N W = {0} dato che la
somma e diretta.

o dim(U x W) = dim(U) + dim(W) dato che se uy,..., Uy, wi,...,w, sono basi di U, W rispettivamente,
una base di U x W e data dai n + s vettori

(ulaQ)v ceey (un7g)a (Qawl)a cee (Qa ws)
Quindi basta provare 'iniettivita di ¢, ovvero che ker(¢) = {0}. ma
(u,w) € ker(¢p) <= u+w=0

e dato che w,0 € W abbiamo che u € W e dato che u,0 € U abbiamo che w € U, da cui u,w € WNW = {0},
ovvero u = w = 0, e quindi abbiamo dimostrato che (u,w) = (0, 0).

O

Esercizio 18.24. [MMMO1] Data lapplicazione lineare di R-spazi

F: R[x}gg, —  Matoyxo (R)
3 9 a b
ar® +br® +cx+d — (c a—i—b)

determinare dimker F'.
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Soluzione. Risolviamo questo esercizio trasportando il problema in K* mediante isomorfismi. Si sarebbe potuto
risolvere direttamente per esempio trovando direttamente una base di ker F'.
Abbiamo che

Flaz® + b2’ +cx+d) = 0
a b\ _ (00
¢c a+b) — \0O O
a=0 0
o=
b=0
& b=0
c=0 B
a+b=0 B

Quindi un polinomio generico di ker F' & dato dall’applicazione delle condizioni a = b = ¢ = 0 al polinomio
generico az® + bz? + cx + d di R[x]<3. Otteniamo che un polinomio generico del ker F' dato da p(z) = d, quindi
ker F' ¢ composto dai polnomi costanti ed una sua base ¢ 1. La dimensione di ker F' ¢ quindi 1.

Mediate gli isomorfismi:
Introduciamo i tre morfismi

¢Z R[x]gg — R4
ar® +bx?+cx+d — (a,b,c,d)

¢: R* — MatQXQ(R)
a b
(a,b,c,d) — e d
F: R* R4

%
(a,b,¢,d) +— (a,b,c,a+Db)

I primi due sono chiaramente isomorfismi e chiaramente
poFoyp=F
Dato che 1, ¢ sono isomorfismi, rk F = rk F e quindi

dimker F =4 —rkF=4—rkF

Dato che
F((1,0,0,0)) = (1,0,0,1)
F((0,1,0,0)) = (0,1,0,0)
F((0,0,1,0)) = (0,0,1,0)
F((0,0,0,1)) = (0,0,0,0)
Costuiamo
10 0 0
=[5 49
10 00
che si vede facilmente avere rango tre. Quindi dimker ' =4 -3 =1 O
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1 1

=(01)
T: Matgxg(R) — MatQXQ(R)
X = AX — XA

Esercizio 18.25. [LL15]S%a data

e lapplicazione

1. T é lineare?
2. Determinare dimker(T).
3. Determinare ker(T),Im(T). [Lasciato per esercizio]

4. E vero che ker(T) & Im(T) = Matyy2(R) ? [Lasciato per esercizio]

Soluzione.

1. T & lineare? Verifichiamo le condizioni:
(a) VA €R, X € Matay2(R) abbiamo
TAX)=AMX) — (A X)A=)MAX — A\ XA=)AX — XA) = )\T(X)
(b) V X,Y € Mataxo(R) abbiamo

T(X+Y)=AX+Y)—(X+Y)A
—AX+AY ~XA-YA
— (AX — XA) + (AY =Y A)
= T(X)+T(Y)

Quindi T' & lineare.

2. Notiamo che

o= (3696 ) G-

e analogamente

T(ern) = (

T(ea1) = (0 _01)

e = ()

Trasportiamo il nostro problema in R* usando le due basi canoniche e I’isomorfismo

F Mat2 X2 (R) — R4
e11 = €
€12 = €9
€21 = €3
€992 d €y
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e quindi rispetto alla base canonica Fays = €11,..., e il morfismo T ¢ associato alla matrice che ha per
colonne le trasformate dei vettori e;; scritte in coordinate rispetto alla base canonica di R*

0 0 10
Eoy -1 0 0 1
Mr)e " =10 0 0 0
0 -1.00

Abbiamo che la seconda riga ¢ nulla, la prima multipla della quarta e la sottomatrice di indici (3,4); (1,2)

non singolare. Quindi rk (ZMT)EX2 =rkT = 2 e per il Teorema della Dimensione

dimkerT =4 —rkT =2

Esercizio 18.26. [ES2122C] Sia f: R3 — R3 la funzione definita dalla formula

T r+y—2z
f Y = x—2y+z
z —2r+y+z

1. Dire se f e iniettiva o surgettiva.

2. Determinare immagine e ker di f.

3. Determinare f=1((3,0,3)), la controimmagine di (3,0, 3).

4. Determinare i k € R tali che (1,k+1,k?> —2) € Im f.

Soluzione. Dato che le entrate del vettore immagine sono polinomi omogenei di grado 1 nelle tre variabili
x,y, z, la funzione f € un morfismo di R-spazi. Determiniamo la matrice che gli viene associata dalle basi
canoniche. Dato che

f((LOvO)) = (15 L, _2) f((o’ 150)) = (17 -2, 1) f((0707 1)) = (_25 L, 1)

abbiamo

1. Dire se f e iniettiva o surgettiva.

Dato che, con facili calcoli, si trova che
det (M)t =0

e che la prima e seconda riga sono chiaramente indipendenti, 7k(f) = 2 # 3 e quindi f non & surgettiva.
Per il teorema della dimensione, dimker(f) =3 —rk(f) =3 — 2 # 0 e quindi f non ¢ iniettiva.

. Determinare immagine e ker di f.

Riduciamo con Gauss (M f)gz
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M:=Mat ([[ 1, 1,-2],
[1,-2, 1],
[-2, 1, 111);
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, -2]
27a-1*x1"a [0, -3, 3]
3"at+2*%1~a [0, 3, -3]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, -2]
—————————————— [0, -3, 3]

3"a+1*2%a [0, 0, O]

Una base di Im f & data dalle colonne originarie che hanno un pivot nella riduzione, ovvero (1,1, —2), (1, —2,1).
Quindi
Span(Im f) = ((1,1,-2),(1,-2,1))

Per determinare una base del ker troviamo le soluzione del sistema associato alla matrice (M) Ei’ OVVero,

per comodita, alla sua riduzione
r+y—22=0 T =
~
—3y+32=0 y=

Quindi un vettore generico delle soluzioni & (z, z,2) e
ker(f) = Span((1,1,1))

3. Determinare f~1((3,0,3)), la controimmagine di (3,0, 3).

Per definizione
F7H(3,0,3)) = {(z,y,2) € R® | f((2,y,2)) = (3,0,3)}

ovvero, f~1((3,0,3)) & composto dalle soluzioni (x,y, 2) del sistema

r4+y—22=3
r—2y+2=0
—2r+y+z=3

Risolviamo il sistema con Gauss

M:=Mat([[ 1, 1, -2, 3],

[1, -2, 1, 0],

-2, 1, 1, 311);
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, -2, 3]

2"a-1*1"a [0, -3, 3, -3]
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3~a+2x1~a [0, 3, -3, 9]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, -2, 3]
—————————————— [0, -3, 3, -3]

3"a+1%2"a [0, 0, O, 6]

vediamo immediatamente dall’ultima riga che il sistema non ha soluzioni, e quindi f~1((3,0,3)) = 0.
4. Determinare i k € R tali che (1,k + 1,k% —2) € Im f.

Dato che una base di Im f ¢ (1,1,-2), (1,—2, 1), ci viene chiesto di determinare se esistono, al variare di
k, combinazioni lineari di questi vettori che diano (1, %+ 1, k%2 — 2), ovvero valori del parametro k tali che
il sistema

a(1,1,-2) +b(1,-2,1) = (1,k + 1,k* — 2)

nelle variabili a, b abbia soluzioni. Risolviamo con Gauss.

Use R::=Q[k];
M:=Mat([[1, 1, 17,
[1,-2, k+1],
[-2,1, k™2-211);
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1]
27a-1x1"a [0, -3, k]
3"a+2x1”a [0, 3, k~2]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— 1, 1, 1]
—————————————— [0, -3, k]

3"a+1x2”a [0, O, k™2 + k]

Chiaramente soluzioni esistono se e solo se k? + k = 0, ovvero se k = 0, —1, dato che solo in questo caso
abbiamo due pivot sia nella completa che nell’incompleta.

I conti possono essere sostanzialmente minimizzati risolvendo prima il punto 3, e sfruttando la riduzione
della matrice incompleta ivi calcolata nella risoluzione degli altri punti. Qui si & preferito svogere tutti i conti
indipendentemente per maggiore chiarezza. O

18.2 Esercizi proposti

Esercizio 18.27. [IIA80] Dimostrare che una funzione
T: K* — K™
z = (filz), ..., fm(2))

dove
Vi:l...m fi(z)€Klz,..., o]

¢ lineare se e solo se tutti i polinomi f;(x) sono di grado uno ed omogenei.
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Esercizio 18.28. [IIA00] Dire se le sequenti applicazioni sono lineari
1. T:R? - R, T(x) = /23 +y3. [No]
2. T: R[z] — R[z], T(p(x)) = p(z?) [Si]

a b

3. T: Matgxg (K) — R[$]§4, T( <C d>) = (a + b)1‘2 +c+d /SZ/

4. F:Klz] = Klz], F(p(x)) = p(2?) [Si]
5. F: K[z] = K, F(p(x)) =p(0) [Si
6. F:R— R, F(x)=sinx [No/
Esercizio 18.29. [IIA03] Dire se la funzione traccia di una matrice

tr:  Mat,x, (K) — K
A Yo i

e lineare
Esercizio 18.30. [IIA04] Caratterizzare tutte le funzioni lineari f: R2 — R?

Esercizio 18.31. [IIQ06] Dato I'R-spazio vettoriale F = {f: R — R} e g € F, dire se

F. F - F
[ = fog

¢ lineare. [NoJ
Esercizio 18.32. [IIQ55] Dato lo spazio vettoriale su R F = {f: R — R} e g € F, dire se

F: F = F
f@) = 2f(z)

¢ lineare. [Si]
Esercizio 18.33. [III20] Il prodotto scalare per un vettore v é lineare

F: vV =V

e lineare.
Dimostrazione. Discende immediatamente dalle proprieta del prodotto scalare.

Esercizio 18.34. [I1140] Dati il K-spazio Ve UW C V tali che V.=U ® W, la funzione
sspP

Proju: Z%W conuecUweW

%
v +w =

S

e ben definita e lineare.

Dimostrazione. La dimostrazione, lasciata per esercizio, segue dalle proprieta della somma diretta.

333
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Esercizio 18.35. [JJ2] Sia data, al variare di a,b € R, applicazione lineare

T: R3 — R?
(z,y,2) +— (ax+2ay+ z,bx + 2by + z)

1. Si determinino gli eventuali valori di a,b per cui T ¢é surgettiva.
2. Si trovi una base di ker(T).
Esercizio 18.36. [IIQ00] Sia data, al variare di a,b € R, l’applicazione lineare

T: R3 — R*
(z,y,2) +— (ax+ ay,bx + by + bz, bz, ax + bz)

1. Si determinino gli eventuali valori di a,b per cui T é iniettiva.
2. Si trovi una base di ker(T).
Esercizio 18.37. [IIG00]

1. Determinare, se esiste, un morfismo T: R® — R* che soddisfi le condizioni

Tle;) = (1,2,1,1)
T((17230)) =0
dimkerT = 2

2. Determinare, se esiste, un morfismo T: R* — R* che soddisfi le condizioni

7((1,2,0,0)) = (1,2,1,1)
T((1,4,1,0)) = 0
7((2,3,2,0)) = 0
T((1,1,1,0)) = 0

3. Determinare, se esiste, un morfismo T: R* — R* che soddisfi le condizioni

7((1,2,0,0)) = (1,2,1,1)

7((1,4,1,0)) = 7T(1,1,1,1)

7((2,3,2,0)) = T(1,1,1,1)
dimkerT = 1

4. Determinare, se esiste, un morfismo T: R* — R* che soddisfi le condizioni

7r((1,2,0,0)) = (1,2,1,1)
((1 4,1,0)) = T(1,1,1,1)

dlm ker =

[\
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5. Determinare, se esiste, un morfismo T: R* — R* che soddisfi le condizioni

T((1,2,0,0)) = (1,2,1,1)

T((1,4,1,0)) = T(1,1,1,1)

T((2,3,2,0)) = T(1,1,1,1)
dimkerT = 3

6. Determinare, se esiste, un morfismo T: R* — R* che soddisfi le condizioni

(1,2,0,0)) € ImT
T((1,4,1,0)) = T(1,1,1,1)
T((2,3,2,0)) T(1,1,1,1)
T((2,3,2,0)) = T(1,0,0,1)

dimkerT = 3

7. Determinare, se esiste, un morfismo T: R* — R* che soddisfi le condizioni

(1,2,0,0)) € ImT
T((1,4,1,0)) = T(1,0,0,1)
T((2,3,2,0)) = T(1,1,1,1)
T((2,3,2,0)) = T(1,0,0,1)

dimkerT = 2

Esercizio 18.38. [IIG66] Come nell’esercizio 18.37, ma determinare tutti i morfismi che soddisfano le
codizioni date.

Cercate nei compiti di esame gli esercizi svolti sui morfismi.






Capitolo 19

Diciannovesima Lezione - Cambi di
base e basi ortogonali

L’isomorfismo T tra morfismi e matrici introdotto nella Proposizione 17.34 precedente trasforma la composizione
in prodotto di matrici

Proposizione 19.1. [JJJ08] Se Lo: V — W, Lg: W — U sono morfismi di K-spazi (ed abbiamo visto che
tutti © morfismi di K-spazi si possono esprimere attraverso le matrici associate quando le basi di V,W,U sono
finite). Allora
LpolLy: vV = U Lp.a: V - U
v Ly (La() v o (BA)w

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che
YveV Lyo LB(Q) = LA.B(Q)
Abbiamo che

LaoLp(v) = La(Lp(v))
=LA(B )
=A-(B-v)
proprieta associativa
=(A-B)-v

=Lap-v

19.1 Cambio di base per vettori
Definizione 19.2. [JJJ60] Sia V K-spazio, con dim(V) =n e
B=wvi,...,vn, B =0vi,...,0 basi di V

Se wg e wy sono le rappresentazioni del vettore w in base B e B’ rispettivamente (le coordinate del vettore
rispetto alle basi B,B’),

337
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1l morfismo
T: KB — KB
R — Vpr

¢ il cambio di base da dalle coordinate B alle coordinate ', (da B a B’ in breve) La matrice associata a T
secondo le regole viste precedentemente ha le colonne date dalla trasformazione dei vettori di una base di K",
scegliamo la base B , e quindi la matrice é

Mg, =| () - (v,)B ed abbiamo Mg/ ‘wg = wg

Diciamo che M ¢ la matrice di cambio di base dalle coordinate B alle coordinate B’ (da B a B’ in breve). II
morfismo T si indica come Lys Dato che B, B sono basi, ME, é non singolare e Ly;s € un isomorfismo.
B’ B’

Osservazione 19.3. [JJJ62] E immediato che
LMS’ OLMg' =id = Ly, e quindi Mg, . Mg =1,

Nel linguaggio delle applicazioni lineari, 'applicazione L ME cambia le coordinate dalla base B’ alla base

\ . . 4 . . . . ..
B, ed ¢ associata alla matrice ME , le cui colonne sono i vettori di B’ espressi in base B.

Ly (K", B) — (K", B)
v — LMg/(v)

Esempio 19.4. [JJJ63] Data la base B=1v; = (1,1),u, = (0,1) di R? ed i vettori
v=(3,5)p, =3, +5e;, e w=(2,7)p=3w +5uw,
voglio determinare Méz, Mgz, Vg WE, -

Soluzione. La matrice M 52 ha come colonne i vettori della base B espressi in coordinate Fs, quindi

g = (19)
szzMgﬁUB:G ?><§>B:<§>E2
Mg = g) " = () (1))1 (4 Y)
stMgszzz(—ll ?)(g)E2:<g)s

v, =¢; +e e t+e=u € =v; — v
1 1 2 = 1 2 1 = 1 1 2
Vg = €9 €o9 = Vg €y = Uy

e quindi

Abbiamo che

Notiamo che
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da cui potremmo ricavare la matrice M g"’ senza invertire esplicitamente M 52. Ma in effetti, se consideriamo
il sistema

e t+e =1

€ =1y

nella sua forma matriciale, con incognite e e parametri v, otteniamo

o )(a)=(2)

€1

€2

()=
(2)=G)0)
()=(

Esempio 19.5. [JJJ41] Date le due basi B3 e B =v; = (1,0),v, = (1,1) di R? l’applicazione

F: R — R?
Vg — Up

che trasforma un vettore v espresso in coordinate Es nel vettore v espresso in coordinate B (se preferite, le
coordinate del vettore v rispetto alla base E nelle cordinate del vettore v rispetto alla base B) é come visto
prima un isomorfismo di R-spazi. Dalla definizione di B abbiamo che

vy =€ o €1 =1
Vo =€1 + € €y = —U; + Uy
Quindi (1,0)g = (1,0)p e (0,1)g = (—1,1)p. Se vogliamo scrivere il vettore (1,2)g in coordinate B abbiamo
(L2)p =e1 +2e =0y +2 (-0 +09) = 03 +2v, = (-1,2)p
F((1,2)) = (-1,2)
In generale, abbiamo che T ¢& definita come

T: R?> — R?
€1

€2

11
0

e quindi la sua formula é

T((z,y)) = T(ze, +yey) = 2T(ey) + yT'(es) = 2(1,0)5 +y(~=1,1)p = (z —y,9)p = (z — ¥, )

19.2 Cambio di base per morfismi
Osservazione 19.6. [JJJ61] Siano

B=uv,...,u,, base di K", B =w,...,w,,, base di K™

y Yno
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T: (K“,B) — (K™ B)
B = (T(vg))p
un morfismo di K-spazi che trasforma un vettore di K™ espresso in coordinate B in un vettore di K™ espresso
in coordinate B'.
1. Come nella lezione scorsa, indichiamo la matrice associata a T dalle basi B, B’ come

M) = [ Tw)s - T(w)s

la matrice che ha come colonne le coordinate dei vettori T(v;) in base B'. Omettiamo il riferimento alla
base in cui sono espressi i vettori v; nella matrice perché irrilevante, le colonne dipendono dall’immagine
dei vettori in base B', non dalla base in cui sono espressi i vettori. La dipendenza da B ¢é data dalla scelta

dei vettori vy, ...,v,.

2. Abbiamo / /
(Mp)g = Mg, - (M) - M§

3. Avendo le basi B,B’ di K" e B', B"” di K™ la matrice associata al morfismo varia secondo la formula
(Mr)8, = ME, - (M7)8, - ME

Esempio 19.7. [JJJ73] Dato il morfismo di R-spazi

F: R} o R4
(1,2,3) — (1,1,0,1)
(1,1,1) — (3,0,0,1)
(0,0,1) — (1,2,0,0)

e sapendo che B = (1,2,3),(1,1,1),(0,0,1) ¢ base di R3, come ¢ facile verificare, voglio determinare le matrici
B Es

(Mp)g, e (Mr)g,-

Soluzione: La prima matrice & immediata: le sue colonne sono i vettori immagine dei vettori di B in base Ej,

che abbiamo:

(Mp)y, =

— O =
_ o O W
O O N =

Per determinare (M F)gi da (M F)l;4 usiamo la formula

(Mp)g, Mg = (Mp)g:

(Mp)g, - (ME) ™" = (Mp)p

) o
2 1 0| =(Mp)p®
00 0 311 4
110
6 —4 1
1 -3 2 E.
00 o |~ Mg
10 0
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O

Richiamo 19.8. [LLZ08] Ricordiamo che le coordinate in base B dei vettori di una base B di K™ sono i
vettori canonici e quindi

19.3 Ortogonalita e Ortonormalita

Definizione 19.9. [NNN14] Sia v € R™. Allora diciamo che un vettore v = (vy,...,v,) ¢é normale se e solo
se la sua norma o modulo ¢ uguale ad 1, ovvero

vl =y/vi+-+vp=1
Definizione 19.10. [NNQ13] Due vettori v,w € K" si dicono ortogonali se v-w =0 e si scrive v 1 w.

Definizione 19.11. [NNN15] Sia B = (vy,...,v,) una base di R™. La base B si dice

n
e ortogonale se v; Lv; & i #j
e ortonormale se i suot vettori sono anche tutti normali.

Osservazione 19.12. [NNY15] La norma gode di una proprieta simile all’ omogeneita, ovveroV v = (vy,...,v,) € K®
eViekK

Mol = [, Ava)| = /202 4+ 2202) = (/020 4 +u2) = Al /(02 4+ 02) = [A] o

Esempio 19.13. [NNN61]

~

. Le basi E,, sono tutte ortonormali.

2. La base B = (1,1),(1,0) non é né ortogonale é normale.
3. La base B = (2,0),(0,2) é ortogonale ma non normale.
4

. La base B = (2,1),(5,—10) ¢ ortogonale ma non normale.

5. La base B = (?, g) ,(0,1) é normale ma non ortogonale.

D
[\

. La base B = (7, 72) , (?, —%) e ortonormale.

19.4 Algoritmo di Graham-Schmidt

Dato che le basi ortonormali godono di proprieta particolarmente piacevoli, vogliamo usarle il piu possibile.

Sorge il problema: se ho una base di uno sottospazio V. C R", come faccio a trovare una base ortonormale
sSSP

di V7 Per i R™ il problema ¢ banale, per loro sottospazi meno.

Definizione 19.14. [NNEO1] Siano u,v € R™ con u # 0. Allora il vettore

<
<

- .u= p?“OjH(Q)

IS
IS

st dice proiezione ortogonale di v su u.

Se w =0, definiamo proj,(v) = 0.
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GNU101:

v —proj,(v)

Osservazione 19.15. [NNE03]

1. 1l vettore projg(y) e banalmente un multiplo di u, con fattore moltiplicativo A = ==.

2. v —proj,(v) ¢ ortogonale a u, dato che

u- (v—proj,(v) =u- (”‘M“) = <u-v—wu-U) =u-v—u-

Osservazione 19.16. [NNEO7] Banalmente, se v € R™, v # 0 abbiamo che %‘ ¢ normale.

Osservazione 19.17. [NNEO8] Ricordiamo che dato v € V, R-spazio, v-v =0« v = 0.

Lemma 19.18. [NNEO4] Sia V un R-spazio vettoriale e vy,...,v, € V a due a due
Uy, ...,V sono linearmente indipendenti.

u=0

ortogonali.

Allora

Dimostrazione. Dobbiamo provare che ayv; + -+ + axv, = 0 = a = 0. Proviamo innanzitutto che o; = 0.

Abbiamo che

4

Q1] + -+ ogy, =0 vy (@1vy + -+ agny) =0

4

Qv - vyt oy sy, =0

dato che i vettori sono a due a due ortogonali

= ai(v;-v) =0
e dato che v; -v; #0
= a1 =0

Possiamo ripetere il ragionamento per v,, ..., v;, ed abbiamo la tesi.

N.B. Rifare la dimostrazione usando l'induzione.
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Abbiamo il seguente procedimento di ortonormalizzazione di Graham-Schmidt:

Teorema 19.19. Graham-Schmidt [NNEO2] Siano vy,...,v, € V. C R" vettori linearmente indipendenti.
SSP
Definiamo i vettori

w, = U

Wy = Wy — Projy (vy)

w3 = Uz — 107'03'21 (23) - PT’OJ'% (93)

wy = Uy —Projy (V) = projy, (L) — proj,, (v4)
n—1

w;, = y;— mejyj (v;)
j=1
n—1

w, = Uy~ Zpro.j&j (yn)
j=1

Allora wy, ... ,w, €V sono a due a due ortogonali e Span(w) = Span(v).

Dimostrazione. Si dimostra facilmente per induzione su n, il numero di vettori. Traccia della dimostrazione,
completare per esercizio.

e Base w; 1 w, - conti.

e Passo induttivo: se wy,...,w,_; sono a due a due perpendicolari (Ipotesi induttiva), allora w;,...,w
sono a due a due perpendicolari, che € equvalente, con 'ipotesi induttiva a w; L w,,, - ,w,,_; L w,.

n

O

N.B. Questo algoritmo si chiama anche procedimento di Grahm-Schmidt.
Corollario 19.20. [NNE10] Se v,,...,v,, sono una base di V,

® wy,...,w, sono una base ortogonale di V.

n

. w .
o [vettori —L,..., =2
lw, | w,, |

sono una base ortonormale di V.
Esempio 19.21. [NNE11] Dati i vettori
v; =(1,2,1,0), wv,=(0,1,0,1), wy=(0,0,1,1) € R*
determiniamo una base ortonormale del sottospazio V' da essi generato.
w; = (1,2,1,0)

(0) 1707 1) ) (17 27 17 0)
(1,2,1,0) - (1,2,1,0)

1
w2:(051,071)_ (1?2a1a0):(0717071)_§(1a25170): (_1717_1a3)

ol
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(07 0’ 1’ 1) ) (1’ 2, 17 1)
(17 27 13 0) ' (13 2; ]-70)

(0707 1, 1) ’ % i (717 1, *L?’)
1

1
S2(=1,1,-1,3
%'(_1713_ ,3)‘%'(_1a1a_173) 3 ( )

MS = (070a1a1) - . (1727170)_
1 1
=(0,0,1,1) = £+ (1,2,1,0) ~ £ - (-1,1,-1,3)

1
=--(0,-1,2,1
S (0,-1,2,1)

Quindi una base ortogonale é

-(0,—-1,2,1)

DN | =

B=(1,2,1,0), %~(—1717—1,3),
e per semplicita, dopo opportune moltiplicazioni, abbiamo la base ortogonale
B=(1,2,1,0), (-1,1,-1,3), (0,—-1,2,1)
Se dividiamo 1 tre vettori per le loro norme
(1,2,1,0) =v6  |(-1,1,-1,3)| =vV12=2V3  |(0,-1,2,1)| = V6

otteniamo la base ortonormale

1 1

Bl=—7-(L21L0), o5 (-1,1,-13), +(0,-1,2,1)

1
V6 V6
Verificate per esercizio che i vettori di B' siano normali e a due a due ortogonali.

Esercizio 19.22 (PPP76). (Proposto) Posso, nella costruzione della base ortogonale mediante il procedimento
di Graham-Schmidt, raccogliere via via degli scalari dai vettori che sto producendo (i w;) per semplificare i
calcoli?

Definizione-Proposizione 19.23. [NNZ13] Sia V un K-spazio e W C V. Allora
sSSP

Wt={veV |VweWvlw} CV
SSP

Dimostrazione. W+ C V. Siaw € W. Se Vq,Vq € W+ e a,beK abbiamo
ssp

(an+bQ2)-Q:aQ1'Q+b22'y=0+0:0:>ayl+b22GWJ'

dato che v, v, EWt v, - w=v, - w=0VweW. O

Proposizione 19.24. [NNQ97] Sia W C 'V spazio vettoriale su K, con B = wy,...,w, base di W come
SSP

K-spazio. Allora

veEWr v lw,...,vlw,

Dimostrazione. veEWteVweW v w=0&VacK? v-(a-w)=0&Vi v-w, =0 O

Proposizione 19.25. [NNZ87] Sia K un sottocampo di R (per esempio Q,R,Q[v2]), V un K-spazio di
dimensione n e B =w,,...,w, base di W come K-spazio. Allora abbiamo che

1. la somma di W, W ¢ diretta e
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2. V=Waewt.
Dimostrazione.

1. Dimostriamo, equivalentemente, che W N W+ = {0}. Sia v € W N W+ allora
SeveWlteveW=vluv=v-v=0

Quindi se v = (vy,...,v,)

n
Q-Q:Zv?:()éVivi:O:>y:Q se K & un sottocampo di R
i=1

2. Basta dimostrare che se dim W = p allora dim W+ = n — p, dato che la somma ¢ diretta avremmo che
dmW +Wt =p+n—p=p=dimV =V =W + W=, Per il teorema di Graham-Schmidt possiamo

prendere wy, ..., w, una base ortogonale di W. Consideriamo l'applicazione

T: V = Vv
v (w)wy + .+ (v w)w,
E facile dimostrare che

(a) T & un endomorfismo (lasciato per esercizio).
(b) ImT = W. Infatti

2 2
T(wy),...,T(w,) = (wy - wy)wy, ..., (W, wyw, = w; " wy, ..., w]" w,

genera ImT" dato che si tratta di multipli dei vettori wy,...,w,, e I'indipendenza lineare discende
dall’indipendenza lineare dei w.

(c) ker T = W+, Infatti

< ) . w,)w,
& (ww)=(w w,) =0

& (wlw) ... (wlw,

s wewt

Quindi per il teorema della dimensione dim W+ = n — p.
O

Osservazione 19.26. [NNZ15] Se K = C non necessariamente abbiamo che la somma W + WL ¢ diretta.
Infatti se W = Span((1,i)) C C2, abbiamo che, ovviamente, (1,i) € W ma anche che
sSSP

(1,i) - (1,4) =14+i* =0= (1,i) € W+

quindi W N W? L# 0 la somma W + W+ non ¢ diretta.






Capitolo 20

Ventesima Lezione - Esercizi

20.1 Esercizi svolti

Esercizio 20.1. [JJ14] Sia f : R3 — R3? un’applicazione lineare tale che
Im(f) = Span((1,—1,2)), ker(f)= {(zl,xQ,xg) €R® | 2y 4220 — 323 = 0}
Si determini (Mf)gi

Soluzione: Per esercizio, scegliamo di determinare questa matrice direttamente, senza fare uso delle formule
per il cambio di base. Determiniamo una base di ker(f): data la condizione

T+ 229 — 323 =0 1 = —2x9 + 323
un vettore generico di ker(f) &
(*2562 + 31’3; z2, Ig) = I2(72, 17 O) + x3(37 07 1)

e una base quindi v; = (—2,1,0),v, = (3,0,1). Dato che i vettori ey, v;,v, sono linearmente indipendenti,
come si vede facilmente dal fatto che la matrice

-2 1 0
3 01
1 00
¢ non singolare, e dato che sono tre, formano una base di R?. L’applicazione lineare
I R3 — R3
e —  (1,-1,2)
(_27 1, O) = 0
(3,0,1) = 0
soddisfa quindi le condizioni poste. Determiniamo le immagini di e,, e5 da
f(_2§1 +§2) = Q — f(QZ) = Qf(gl) = (27 _274)
f(3e; +e3) =0 flez) = —=3f(es) = (—3,3,-6)
e quindi
1 2 -3
M =(-1 -2 3
2 4 -6

347
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Esempio 20.2. [JJJ64] Data la base B = (1,1,1), (0,1,
v=(0,1,3)p e

voglio determinare MEB3, MgB, Up, Wg,-

Soluzione. La matrice M SS ha come colonne i vettori della base B espressi in coordinate Es, quindi
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—2),(1,2,0) di R® ed i vettori

w = (1a 07 2)3

1 0 1
Mg =1 1 2
1 =2 0
e
1 0 1 1 3
wg, =MEwg=[1 1 2 0 =15
1 -2 0 2 )5 L/ g,
Abbiamo che )
Mg* = (Mg,)
E quindi
MBE:=Mat([[1,0,1],
[1,1,2],
[1,-2,011);
MEB:=Inverse (MBE) ;
MEB;
Mat[[4, -2, -1],
[2: -1, _1]r
(-3, 2, 111;
4 -2 -1 0 -5
vg=Mg vg, =2 -1 -1 1 =| —4
-3 2 1 3 ) g, 5 /g

T: Q3

Y = (17 27 3)
v, = (0,1,2)
U3 = (27 L, O)

1. Esistono a,b,c tali che T sia lineare?

2.

sopra.
3.

di cui sopra.

— Q3

= (1,2,0)
—  (1,1,0)
—  (a,b,c)

Al variare di a,b,c € Q determinare tutte le applicazioni lineari T che soddisfano le condizioni di cui

Al variare di a,b,c € Q determinare il rango di tutte le applicazioni lineari T che soddisfano le condizioni
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Soluzione.

1. Esistono a, b, ¢ tali che T sia lineare?

1 2 3
Dato che det |0 1 2| = 01i tre vettori (1,2,3),(0,1,2),(2,1,0) non sono linearmente indipendenti.
2 10

Cerchiamo una combinazione lineare dei primi due che mi dia il terzo, che deve esistere perché i primi
due sono chiaramente linearmente indipendenti.

a(1,2,3) + (0,1,2) = (2,1,0)

2+ =1 & =-3
3a+28=0 B=-3

Quindi
(2,1,0) = 2(1,2,3) — 3(0,1,2)

Per avere la linearita dobbiamo imporre

(a,b,c) =2T((1,2,3)) — 3T((0, 1, 2))
(a7 b7 C) = 2(]—a 27 0) - 3(17 17 O)
(av ba C) = (717 ]-7 0)
Quindi un’appliczione T' che soddisfi le tre condizioni di cui sopra puo essere lineare se e solo se a = —1,

b=1,¢=0.
2. Determinare tutte le applicazioni lineari T' che soddisfano le condizioni di cui sopra.

Dato che vy, v, sono linearmente indipendenti ma non formano una base di Q3, possiamo completarli a
base con un vettore v = (z,y,2) € Q3. Imponiamo le condizioni su v perché v,, v,,v siano linearmente
indipendenti, ovvero

Quindi ogni vettore (z,y,z) che soddisfi la condizione x — 2y + z # 0 completa v,,v, a base di Q3.
L’applicazione T', definita univocamente sulla base B = vy, v, (z,y, 2) & associata mediante B, E3 alla
matrice

11
(Mp)g, =12 1
00

= ™R

dove T'(z,y,2) = (o, 8,7) con «, 8,7 € Q arbitrari.
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3. Determinare il rango di tali applicazioni.

Basta calcolare il rango di una matrice associata all’applicazione mediante due basi. Dato che per
costruzione conosciamo gia (MT)ga’ calcoliamo il rango di quest’ultima, al variare di «, 8,7 € Q.

1 1 «
det |2 1 8| =~(1-2)=—y
0 0 v

Quindi

e Se v # 0 il rango ¢ 3 per ogni «, 5.

e Se v = 0 il determinante della matrice & nullo e la matrice diviene

A:

(el Ol

1
1
0

o™ R

che dato che la sottomatrice Ay 2);(1,2) € non singolare ha rango 2 per ogni a, 3.

Esercizio 20.4. [LL87]
Determinare un applicazione lineare di C spazi

¢:C>—C°
tale che
e $((1,2,2,0,1)) = ¢((1,3,—1,2,0)) = ¢((1,0,8,—4,3)) = 0.
e dimIm(¢) = 2.
e dim(Im(¢) N Span((1,2,0,1,0),(2,1,1,0,1))) = 1.

Soluzione.

1. Vogliamo determinare innanzitutto una base di C® che contenga, se possibile, i tre vettori
yl = (1’ 2a 2) 07 1)7 y2 = (15 3) _17 27 O)a 23 - (17 07 87 _45 3)
Vediamo se questi sono linearmente indipendenti determinando il rango della matrice

2 0
2
Iniziamo con alcuni passi di Gauss

1
20 520 —1¢ [0 1 -3 2 -1
3 3¢ —1% \0
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Da questa riduzione e evidente che la terza riga € multipla della seconda, e quindi vz & combinazione
lineare di vy, vy. Questi ultimi due sono linearmente indipendenti, dato che ciascuno ha un pivot non
nullo.

Una candidata base di C® & pertanto B = V1,Vs, €3,€4,€5. Che B sia base e facile da vedere, dato che il
rango della matrice

1 2 2 0 1
01 -3 2 -1
00 1 0 O
00 0 1 0
00 0 0 1
€ massimo, 5. Una applicazione candidata e
¢p: C° — C°

v, +— 0

vy, +— 0

es = 0

e, +— w=(1,20,1,0)

€ = &

Abbiamo che ¢(v;) = ¢(vy) = 0 e dato che v; € combinazione lineare di v;,v,, si ha ¢(vs) = 0.

Dato che w, e; sono linearmente indipendenti,
Im(¢) = Span(w, e;) = dimIm(¢) = 2
Sia W = Span((1,2,0,1,0),(2,1,1,0,1)).

Dato che w € Im(¢) e w € W, abbiamo che dim(Im(¢) N W) > 1.
Se ¢; € W e quindi Im(¢) # W abbiamo che dim(Im(¢) N W) < 2 Da questi due fatti si ha che

dim(Im(¢p) N W) =1
verifichiamo che e; ¢ W verificando che il sistema
x(1,2,0,1,0) + 4(2,1,1,0,1) = (z + 2y, 2z + y,y,z,y) = (1,0,0,0,0)

¢ impossibile, immediato dato che abbiamo z =y =0e z 4 2y = 1.

L’applicazione candidata soddisfa quindi le condizioni.

Esercizio 20.5. [UI20] Sia T: R* — C[z]<3 un morfismo di R-spazi tale che

T(e;) = T(ey) = —a° +ix +i
2T (e,) + T(ey) = 2 + 32 + 2ix — i
dimg Im7T =2

1. Determinare (Mr)g,, dove B, B’ sono basi a piacere

2. E vero che ImT &g Span(1, x, 22, 23,4, ix) = Cla]<3?
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Soluzione. Risolviamo il sistema lineare a variabili T'(e;), T(e,))
T(ey) ~T(es) =—a’+iz+i
2T(ey) + T(ey) = a3+ 32% + 2ix —i
e troviamo
T(e,) =2 +iz e T(ey) =2°+a%—i

E immediato che questi due vettori sono indipendenti nell’ R-spazio Clz]<s. Dato che dimg Im T = 2, possiamo
assegnare T'(es) = T'(e4) = 0 e il nostro morfismo candidato &

T: R* — (C[{E]Sg
e 2% +ix
ey 3+ —i
€3 0
ey = 0

e Prendiamo come base B = E; e come base B = (1,z, 22, 23,4, ix,iz?, iz®) (ricordiamo che C[z]<3 viene
visto come R-spazio). Allora

_ -0 O

(Mr)p, =

S OoOr OO~ OO
SO OO OO oo
OO OO OO oo

o O O

e Dato che T'(ey) = 2® + 2% — i € Span(1,z, 2%, 23,4, iz), abbiamo che
Im 7 N Span(1, 2, 2%, 23, i, iz) # {0}

e quindi la somma Im T +g Span(1, z, 2%, 23,i,ix) non ¢ diretta.

Esercizio 20.6. [UI10] Al variare div € Q* sia T : Qlz]<2 — Q* un’applicazione lineare tale che
T2z —1) =T(2?), T(x+1)=2T(x*), T(z*—-2z)=1v
e T ¢ iniettiva, surgettiva?
e Determinare il rango di T
o Scegliere due basi B, B' di Q[x]<2 e Q* rispettivamente e determinare (MT)g,

Soluzione. 1 vettori 1,z,2? formano una base di Q[z]<2. Determiniamo le loro immagini mediante 7' risolvendo
il sistema di equazioni lineari rispetto alle variabili T'(1), T'(z), T(x?)

T(2x—1) = T(m2) 2T (x) —T(1) = T(m2) 2T (z) —T(1) =2T(z) + v
T(x+1)=2T(2%) = (T(x)+T(1)=2T(x*) = (T(x)+TQ1)=4T(x)+2v =
T(z?—22)=v T(z%) —2T(x) =v T(x?)=2T(z) +v
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T(1) = T(1) = —v T(1) = o
—37(z) = 3v = {T(z)=—v = T(x) =~
T(z?) =2T(z) +v T(2?) =2T(z) +v T(z?) = —v

Dividiamo i due casiv =0e v # 0

e v = 0. Alora T & I'applicazione nulla, non & iniettiva o surgettiva, ha rango 0 e per ogni due basi B, B’
di Q[r]<2,Q* rispettivamente (MT)g, =0
e v # 0. Allora, dato che Im(T) = Span(v), abbiamo che kT = 1, e T non & iniettiva o surgettiva. Se
scegliamo
B:anxQ B/:2721’Q23Q3

dove vy, v,,v5 sono un completamento di v a base di Q* (esistono per il teorema del completamento),
abbiamo che

-1 -1 -1
A R
0 0 0
O
Esercizio 20.7. [ES2122B] Data la funzione
f: R - R3

(xyz) — (z+y—2z2—2y+z2-2x+y+2)
1. Dimostrare che f ¢é lineare e determinare (Mf)gz
Dire se f é iniettiva o surgettiva.

Determinare basi di ker f e Im f

e

Data la base B = (0,0,1),(0,1,0),(1,0,0), determinare (Mf)g3.
5. Stabilire per quali di k € R il vettore v = (1,k + 1,k* — 2) appartiene ad Im f.
Soluzione.

1. Dato che le componenti del vettore immagine (x +y — 2z, x — 2y + z, —2x + y + 2) sono polinomi omogenei
di grado 1, f & lineare. Abbiamo

f(gl) = (17 1, _2)7 f(QQ) = (17 -2, 1)a f(ﬁs) = (_Qa 1, 1)7

e quindi
1 1 -2
E-
Mo =1 -2 1
-2 1 1
2. Calcoliamo il determinante di (M f)gz
1 1 -2
det{ 1 -2 1 ]=0
-2 1 1

Quindi f non é iniettiva, quindi dim ker f > 1. Per il teorema della dimensione, dim Im f = 3 — dim ker f
e dato che dimker f > 1 abbiamo dimIm f < 2, quindi f non e surgettiva.
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3. Per determinare ker f = {(z,y,2) € R® | f((x,y,2)) = 0} risolviamo il sistema

flayz) =0 (r+y—22=0,2—2y+2=0,—2x+y+2=0)

M:=Mat[[1, 1, -2],
(1, -2, 11,
(-2, 1, 111;
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, -2]
27a-1x1"a [0, -3, 3]
37at+2x1%a [0, 3, -3]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, -2]
—————————————— [0, -3, 3]
3"a+1*2"a [0, 0, 0]
Mettiamo la matrice in forma standard
Scala2DiagonaleVerbose(L) ;
Metto tutti i pivots a 1

______________ (1, 1, -2]
2“3.*—1/3 [O: 15 _1]
______________ (o, 0, 0]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot
17a-1%2"a [1, 0, -1]

—————————————— [0, 1, -1]

—————————————— [0, 0, 0]

Abbiamo quindi le relazioni

T =2z, Y=z

Imponendo queste relazioni sul vettore generico (z, %, z) di R? otteniamo un vettore generico delle soluzioni
(M A A) =A(1,1,1). Quindi (1,1,1) & una base di ker f.

Sappiamo che Im f & generato delle colonne di

Mpg=11 -2 1

1 1 =2
0 -3 3
0 0 0

vediamo che solo le prime due colonne hanno un pivot, e quindi solo le due prime colonne della matrice
(Mf)g3 sono linearmente indipendenti. Una base di Im f & quindi (1,1, —2), (1, —-2,1).

3
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4. Abbiamo B = (0,0,1),(0,1,0), (1,0,0)

(M5, = (My) 2 - ME,
1 1 —2 0 0 1
= 1 -2 1 0O 1 0
—2 1 1 1 0 O
-2 1 1
= 1 -2 1
1 1 —2

Notiamo che per le proprieta del prodotto di matrici per avere (M f)g3 basta scambiare opportunamente

le colonne di (M f)gz

5. Dato che una base di Im f & data da (1,1, —2), (1, —2, 1), per trovare i k per cui v = (1,k+1,k*—2) € Im f
basta trovare i k per cui v & linearmente dipendente da (1,1, —2), (1, —2,1). Mettiamo questi tre vettori
per riga in una matrice, v come ultima riga, riduciamo con Gauss e vediamo per quali k£ l'ultima riga
della riduzione e nulla

Use R::=Q[k];
M:=Mat([[1,-2,1],
[1,1,-21,
[1,k+1,k~2-2]1);
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, -2, 1]
2"a-1x1"a [0, 3, -3]
3"a-1%1"a [0, k + 3, k™2 - 3]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=3
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, -2, 1]
—————————————— [0, 3, -3]
3"a-1/3k - 1*2"a [0, 0, k™2 + k]

Perche’ la terza riga sia nulla & necessario e sufficente avere k? + k = 0 < k € {0, -1}, quindi v € Im f
se e solo se k € {0,—1}.

O
Esercizio 20.8. [ES2122A]

1. Dimostrare che esiste un K-endmorfismo T che soddisfa le condizioni

T: K4 — K4
v, =(1,2,3,1) — (2,4,4,4)
Uy = (1717171) — (3767676)
vy =(1,2,2,2) — (1,2,3,3)
Uy = (1727373) = 0
2. Determinare (T 0 T)((1,2,3,1)),(ToToT)((1,2,3,1)).

3. Determinare una base di ImT.
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4. Scegliere una opportuna base B di K* e determinare (My B
B

3
5. Determinare ((MT)g) .

Soluzione.

1. Dimostrare che esiste un K endmorfismo 1" che soddisfa le condizioni. Si vede facilmente che la matrice

che ha i quattro vettori vy, ...,v, come righe € non singolare
1 2 31 11 1 1
11 11 1 2 3 1
detfy 5 g o=ty 5 5 o
1 2 3 3 1 2 3 3

M:=Mat([[1,1,1,1],
[1,2,3,11,
[1,2,2,2],
[1,2,3,311);
RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— (1, 1, 1, 1]
2"a-1*1"a [0, 1, 2, 0]
37a-1*1"a [0, 1, 1, 1]
4~a-1%1"a [0, 1, 2, 2]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 1, 1]
—————————————— (o, 1, 2, 0]
3"a-1#2"a [0, 0, -1, 1]
4~a-1x2"a [0, 0, 0, 2]

E quindi il determinante & —2, i quattro vettori formano una base di K* e quindi, per la Proposizione 17.30,
esiste unico un endomorfismo 7' che soddisfa le condizioni.

2. Determinare (T'0T)((1,2,3,1)),(T o T oT)((1,2,3,1)).

Ricordiamo la definizione di T’

T K* — K*
v =(1,2,3,1) — (2,4,4,4)
vy =(1,1,1,1) +— (3,6,6,6)
Vg = (1,2,2,2) — (1,2,3,3)
v, =1(1,2,3,3) — 0

e quindi

(ToT)((wy)) = T*(vy) = T(T(wy)) = T(2u5) = 2T (v3) = 20,
(ToToT)(vy) =T(T*((v1)) = T(2u4) =0
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3. Per il punto precedente, abbiamo che Im T = Span(v;,v,). Dato che v3,v, sono parte di una base di R?,
sono linearmente indipendenti e quindi una base di Im 7.

4. Scegliamo come base di R* B = v;,v,,v3,v,. Abbiamo quindi

00 0 0

5 (0000

<MT)B_2300

0010

5. Abbiamo che

00 0 0\ /0 00O /0000
((M)B)30000 000 O0|[0o o0 00
B) =12 3 0 0|2 3 00|23 00
001 0/\oo10/\0o0T1D0

00 0 0 00 0 0

oo o0 o0 00 0 0

oo oo 2 3 0 0

2 30 0 00 1 0

O

Esercizio 20.9. [FF08] Dati vy, v,,v5 € K® linearmente indipendenti, a € K ed un endomorfismo T tale che
per ogni vy, Uy, Vg

T: K3 - K3
V) — ¥ = U~ U
av, + a2y2 — avy + a2y2
avs = Uyt g

Tra gli a per cui ’endomorfismo sia completamente determinato, determinare gli a per cui T sia isomorfismo.

Soluzione. perché 'endomorfismo sia completamente determinato bisogna che i tre vettori v, —v,, av; +a?v,y, av,
formino una base di R3, ovvero che (esprimendoli nelle coordinate della base By = v, v,,v5 ) si abbia, mettendo
tali vettori per riga

1 -1 0
det|a a®> 0| #0
0 0 a
Dato che
1 -1 0
det |a a® 0| =a(a®+a)=da*(a+1)
0 0 a

I’endomorfismo & completamente determinato se e solo se a # 0, —1. Supporremo d’ora in poi che a # 0, —1.

L’endomorfismo 7' ¢ un isomorfismo se la dimensione dell’immagine ¢ massima, ovvero 3, ovvero se i tre
vettori (in coordinate By ) vy — v,, av; + a?vy, vy + v5 sono linearmente indipendenti ovvero quando, mettendo
tali vettori per riga,

1 -1 0
det[a a®> 0] #0
0 1 1
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Dato che
1 -1 0
det [a a®> 0] =d*+a=ala+1)
0 1 1

nelle nostre ipotesi ’endomorfismo ¢ un isomorfismo per ogni valore di a # 0, —1
Riassumendo, T' & ben definito e isomorfismo se a # 0, —1.
O

Esempio 20.10. [HHA10] Sia V = {(a + b,b,c,a — c,a) | a,b,c € K} un sottospazio di K*. Questa ¢ una
descrizione parametrica di V. Il vettore generico di V' ¢

(a+b,b,c,a—c,a)

Ogni vettore di V' si puo scrivere in questa forma per opportuni a,b, c, quindi un sistema di generatori di V é
immediato:
(a+b,b,c,a—c,a) =a(1,0,1,1) +b(1,1,0,0) + ¢(0,1, —1,0)

Dato che ogni vettore di V' si puo scrivere in questa forma per opportuni a, b, c, i tre vettori
(1> 07 17 1)v (17 17 07 0)7 (Oa 1; 717 0)

generano V e
V = Span((1,0,1,1),(1,1,0,0),(0,1,—1,0))

Per determinare una base di V' dobbiamo estrarre dai suoi generatori un sottoinsieme di vettori linearmente
indipendenti. Procediamo mediante il metodo del rango. Calcoliamo il rango della matrice

10 1 1
A=11 1 0 0
01 -1 0
si vede facilmente che la sottomatrice
1 0 1
Anzs),a2n=|1 1 0
010

¢ non singolare, quindi rk(A) = 3, quindi le tre righe di A sono linearmente indipendenti e quindi
(1,0,1,1),(1,1,0,0),(0,1,—1,0)
formano una base di V
Puo capitare che dal vettore generico non si trovi immediatamente la base:

Esempio 20.11. [HHA12] Sia V = {(a+b,a+b) | a,b € K} un sottospazio di K* in forma parametrica. Il
vettore generico di V' e
(a+b,a+Db)

Vogliamo una base di V. Abbiamo che
(a+b,a+b)=a(l,1)+b(1,1)

I due wvettori
(1,1,),(1,1)
generano V. ma non sono linearmente indipendenti e quindi non formano una base di

V= Span((L 1)7 (la 1))
Una base di V' ¢ data da (1,1)
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Esempio 20.12. [HHA17] Sia

S N ey
|
I

V= {(x,y,z,t) eK* | :Efyfz:()} = Sol ((1,1,1,0)~
(A

= Sol(4z = 0)

una descrizione cartesiana di un sottospazio vettoriale di K*. Vogliamo determinare una base di V. Notiamo
che il sistema di equazioni che definisce V' ci da le relazioni tra le componenti del vettore generico.
Innanzitutto, che V. C K* ¢ immediato dato che V = Sol(Ax = 0). Per trovare il vettore generico di V,
sSSP
da cui ricaveremo una base, troviamo la soluzione generica di Sol(Ax = 0).

Un vettore generico di R* ¢ (z,y,2,t). Per determinare un vettore generico di V imponiamo a (x,y,z,t)
la condizione di appartenenza a 'V,
r—y—2=08zrz=y+z

ottenendo
(y J’» Z7 y7 Z’ t) = y(17 17 07 0) Jr 2(17 07 17 0) + t(07 07 07 1)

un vettore generico di V. Possiamo quindi scrivere V in forma parametrica
V=A{ly+zuvy,21t) | v,2,t e K} ={(a+b,a,b,c) | a,b,ceK}
Volendo una base, I vettori
(1’ ]" 07 0)7 (17 07 ]" 0)’ (07 07 07 1)

generano quindi V e dato che la matrice che li ha per righe
1100
1 010
0 0 01
ha rango 3, come si vede immediatamente, questi tre vettori formano una base di V.

Esempio 20.13. [HHA33] La forma cartesiana puo essere utile :

1. Dato W = Span((2,0,2),(0,0,1),(1,0,0))
notiamo che tutti i generatori di W hanno la seconda componente nulla. Quindi tutti © vettori di W
devono avere la stessa proprieta e

W {(z,y,2) €R® | y=0} =V

e dato che dimV = 2 (base e, e3) abbiamo che dimW < 2. Dato che i primi due generatori di V sono
indipendenti, dimV > 2. Quindi dim W = 2 ed una base é data dai primi due generatorsi.

2. Dato W = Span((1,2,0,2),(2,0,0,4),(3,1,0,6))
notiamo che tutti i generatori di W hanno la quarta componente uguale al doppio della prima e la terza
componente nulla. Quindi tutti i vettori di W devono avere le stessa proprieta e

=0
WQ{(;my,z,t)eR4 | {: ) }:V
=2z

e dato che dimV = 2 (dim = #wvariabili—# condizioni indipendenti = 4—2 = 2) abbiamo che dim W < 2.
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Esempio 20.14. [HHA14] Vogliamo passare il sottospazio

V={(a+bb+c,a—ca) | abcecK} C K*
Ssp

dell’esercizio precedente in forma cartesiana. Vogliamo cioé trovare le relazioni tra le componenti del vettore
generico di V. Assegnamo una variabile a ciascuna componente

r=a+b y=b+c, z=a—c, t=a

e troviamo le relazioni tra le variabili. Questo si ottiene risolvendo rispetto alle variabili a,b, c,d (e considerando
x,y, z come parametri) il sistema

at+b==x
b+c=y
a—c=z
a=1t

ovvero, scrivendo la matrice completa B, riducendo

Use R::=Q[x,y,z,t];
B:=Mat[[1, 1,0,x],
o, 1, 1,y1,
[1,0,-1,z],
[1,0,0,t]];
L:=RiduciScalaVerbose(B);L;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 0, x]
0 sotto pivot[0, 1, 1, y]
3"a-1*1"a [0, -1, -1, -x + z]
4~a-1x1"a [0, -1, 0, -x + t]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 1, 0, x]
—————————————— [o, 1, 1, y]
3"a+1*27a [0, 0, O, -x + y + Z]
4~a+1x2%a [0, 0, 1, -x + y + t]

E evidente da questa riduzione, senza bisogno di fare l'ultimo scambio di righe, che la relazione cercata tra i
parametri x,y, z,t & data dalla terza riga

0,0,0, —z + y + 2]

che ci dice che —x + y + z da 0, ovvero che la somma dell’opposto della prima componente e della seconda
e terza deve fare zero perché il vettore appartenga a V. Dato che questa € l'unica riga con zero le prime tre
componenti, in una matrice ridotta, questa, —x+y—+z =0 x =y + 2, é l'unica relazione tra le componenti.
Quindi

V={(z,y,2,t) €K* | x —y—2=0}

Esempio 20.15. [LLZ01] Sia B = v; = (1,3),v, = (2,4) base di R?, calcolare le coordinate in base B dei
vettori vy, Vg, €1, €9, 3€1 + 2¢€5.
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Dimostrazione. In base B abbiamo v; =1-v; +0- vy, = (1,0)p e analogamente v, = (0,1) 5.

Per trovare le coordinate in base B dei vettori e;, 5, 3¢; + 2e, costruiamoci la matrice ME. Abbiamo la
matrice M 5, le cui colonne sono le coordinate in base E di v,, v, rispettivamente. Sappiamo che

-1
e -1 (12 1/4 -2
My = (Mg) = (3 4) T2 (—3 1 )

Quindi

(e)p = Mg-(e)s
- (5 )
- ()
= —2u; +3/2u,
e - (4 )
- (ie)

= v —1/2v,

)

= O

)

N W

(3e; +2e))p = _% (43 —12) <

- ()

= _421 + 7/222

)

Esempio 20.16. [LLZ02] Sia B = v;,v,,v5, una base di R? e

T: R3 — R3
vy +uy —vy = (0,2,3)
Vg + Vg — (0,0,1)
Uy — Vg —  (0,2,1)

morfismo dato per linearita.
1. Determinare dimensiont e basi di ImT e kerT'.

2. Sevy =e; +eyteg vy =e + 23, v3=1e — 3¢

(a) Determinare (MT)?.

3

(b) Determinare (MT)g.
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Dimostrazione. 1 tre vettori w; = v; + vy — V3, Wy = vy + V3, Wy = V; — Uy sono linearmente indipendenti
perché, se mettiamo le loro coordinate per riga in base B nella matrice

11 -1 1 -1
0 1 1 | Un passo. Gauss | ) 1] 1 non singolare
1 -1 0 0 -2 1

Quindi B’ = wy,w,, w5 ¢ una base di R3, dato che si tratta di tre vettori linearmente indipendenti in uno
spazio di dimensione 3. Scriviamo la matrice associata a T rispetto alle basi B’, F3.

) 0 0 0
(Mr)g, = (2 0 2
3 11
Dato che non & specificato in quali coordinate vogliamo le basi, prenderemo quelle che ci verranno pitt comode.
1. Il rango della matrice (MT)E; ¢ 2, quindi 7k T = 2. Per il teorema della dimensione,
dimkerT =3 —-rkT =3-2=1

Una base di Im 7T & data da due vettori linearmente indipendenti tra (0,2, 3), (0,0,1) e (0,2,1), quindi
per esempio (0,0,1), (0,2,1), in coordinate FE5. Per trovare una base di ker T in coordinate B’ dobbiamo
risolvere il sistema

, x 0 0 0 x
(MT)33~ y | =0ovvero |2 0 2]-| v | =0
z 3 11 z
Riduciamo con Gauss dopo aver riordinato le righe
M:=Mat ([[2,0,2],
[3,1,11,
[0,0,011);
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=2
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 0, 2]
27a-3/2%17a [0, 1, -2]

0 sotto pivot[0, 0, 0]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [2, 0, 2]
—————————————— [0, 1, -2]

0 sotto pivot[0, O, O]
Quindi le soluzioni sono y = 2z e x = —z. Sosituiamole nel vettore generico di (x,vy,2) di R® per avere
il vettore generico (—z,2z,2) delle soluzioni. Una base delle soluzioni, vale a dire di kerT, & quindi

(-1,2,1)p.

2. Abbiamo v, = (1,1,1), v4 = (1,0,2), v3 = (1,0, —3) e quindi

w; =v; +vy —ug =(1,1,1) + (1,0,2) — (1,0,—-3) = (1,1,6)
wy = vy +vg = (1,0,2) + (1,0, -3) = (2,0,—1)
—(

W3 =V — Uy = (17171) 1a072) = (07 1, 71)
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(a) Vogliamo (MT)EE Dato che abbiamo (MT)g; usiamo la formula
(Mz)g: = (My)g, - ME?

-1
. ’ . ’ . . .
ci serve ME: = (MB . Abbiamo MZ . le sue colonne sono i vettori w;, ws, ws. procediamo con
B Es3 E3» 1> 22y 23
il calcolo dell’inversa col metodo della aggiunta della matrice identica

B:=Mat ([[1, 2, 0],
[1, o, 11,
[6,-1,-111);
A:=Mat([[1, 2, 0, 1,0,0],
[1, 0, 1, 0,1,0],
[6,-1,-1, 0,0,111);
L:=RiduciScalaVerbose(A);
Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 0, 1, 0, O]
27a-1x1"a [0, -2, 1, -1, 1, 0]
37a-6x1"a [0, -13, -1, -6, 0, 1]
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=-2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [1, 2, 0, 1, 0, 0]
—————————————— [0, -2, 1, -1, 1, 0]
37a-13/2*27a [0, O, -15/2, 1/2, -13/2, 1]
Scala2DiagonaleVerbose (L) ;
Metto tutti i pivots a 1
—————————————— [1, 2, 0, 1, 0, O]
2"ax-1/2 [0, 1, -1/2, 1/2, -1/2, O]
37ax-2/15 [0, O, 1, -1/15, 13/15, -2/15]
Cancello la colonna sopra il 3 pivot
—————————————— [1, 2, 0, 1, 0, O]
2"a+1/2+#3%a [0, 1, 0, 7/15, -1/15, -1/15]
—————————————— [0, 0, 1, -1/15, 13/15, -2/15]
Cancello la colonna sopra il 2 pivot
1"a-2%2%a  [1, 0, 0, 1/15, 2/15, 2/15]
______________ [0, 1, 0, n7/15, -1/15, -1/15]
—————————————— [0, 0, 1, -1/15, 13/15, -2/15]

Quindi

» (122
MB’) —MB—— 7 -1 1
( B P 3
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000 , (/1 2 2
= |1 02| =7 -1 -1
31 1) B\ 13 -2
L[ 0 0 0
— = -1 28 -2
5\ 9 18 3

(b) 1l calcolo di (MT)g ¢ lasciato per esercizio.

20.2 Descrizioni cartesiane e parametriche
Possiamo utilizzare i morfismi di spazi vettoriali per dare una definizione piu precisa delle descrizioni cartesiane

a parametriche

Definizione 20.17. [JJJ51] Dati U W K-spazi diciamo che F: U — W, morfismo di K spazi & una

descrizione cartesiana di' V. C U se
ssp

V=kerF={veU | F(v)=0}

Diciamo che U é lo spazio di partenza della descrizione e W ¢é lo spazio di arrivo.

Detto piu semplicemente, una descrizione cartesiana di uno spazio vettoriale V. sono le condizioni che un
vettore v deve soddisfare per appartenere a V.

Definizione 20.18. [JJJ52] Dati UW K-spazi diciamo che T: W — U, morfismo di K spazi ¢ una

descrizione parametrica di V. C U se
SSP

V=ImT={Tw) | we W}

Diciamo che W é lo spazio di partenza della descrizione e U é lo spazio di arrivo.

Equivalentemente, dare una base, un sistema di generatori od un vettore generico mi da una descrizione
parametrica.

Chiaramente le descrizioni cartesiane e parametriche si guardano bene dall’essere uniche, dato che possono
variare sia la funzione che gli spazi (di arrivo per la cartesiana e di partenza per la parametrica).

Esempio 20.19. [JJJ23] Dato

V={(z,9,2) €ER® | a—y=a+2:=0} C R®
SSP

due sue descrizioni cartesiane sono

F: R3 — R? G: R3
(x,y,z) = (CL’*ZJ,.I#*QZ) ¢ (ZL’,y,Z)

RS

_)
= 2z —y+2z,2—y,y+22)
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dato che
—_ :O =
T—y - Y xl
r+22=0 z2=—3
e
20 —y+22=0 r+22=0 1
{22—235
z—y=0 Sl y==2a <
y=z
y+22=0 z+22=0
e quindi

ker FF = {(z,y,2) €R® | 2 —y=2+4+2:=0} =V
kerG = {(z,y,2) €ER® | 20 —y+22=2—y=y+2:=0}=V

Esempio 20.20. [JJE65] Il sottospazio V = Span((2,2 — 1)) puod essere visto come l'immagine delle due
funzioni

T: R — R3
z = (x,z,—1/2x)
e
F: R — R3
e, — (-1,-1,1/2)
€y 0

Esempio 20.21 (Passaggio da descrizione cartesiana a parametrica). [JJQ00] Basta trovare una base del ker
della funzione che descrive lo spazio, ovvero le soluzioni di un sistema di equazioni lineari omogenee, come
abbiamo fatto infinite volte..

Esempio 20.22 (Passaggio da descrizione parametrica a cartesiana). [JJQ01] Bisogna trovare le condizioni
che deve soddisfare il vettore v per appartenere a V.

Esempio 20.23. Da parametrica a cartesiana/[JIQ56] Trovare la descrizione cartesiana di

V = Span((3,2,0,5,0),(1,1,0,2,1),(6,-1,0,5,0)) C K°
sSSP

3 2 0
Dimostrazione. Talvolta si puo vedere la soluzione ad occhio: Datocherk {1 1 0
6 -1 0 5 O
di V ¢ 3 e quindi la sua descrizione cartesiana ha 5 —3 = 2 condizioni indipendenti. Esaminando i generatori di
V vediamo che le due condizioni per cui il vettore generico di V', ovvero (z,v, z,t, u) appartiene a V' sono z = 0
e x +y = t; dato che tutti e tre i generatori di V' le soddisfano, le soddisfano tutti i vettori di V' (dimostrare

per esercizio). Quindi
=0
V:{(x,y,z,t,u)€K5 | {Z }
rt+y=t

Esempio 20.24 (Da descrizione parametrica a cartesiana). [JJQ98] Trovare la descrizione cartesiana di

5 0
2 1

= 3 la dimensione

V:Span((3727175)a(1717072)7(2a_17075)) g K4
SSP
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Dimostrazione. E talvolta bisogna fare i conti: Stiamo cercando le relazioni tra le componenti z,y, z,t del
vettore generico (x,%, z,t) di K* tali che il vettore generico appartenga a V. Il vettore generico di V' &

=a(3,2,1,5) +5(1,1,0,2) + ¢(2,-1,0,5) = (3a + b+ 2¢,2a + b — ¢, a,5a + 2b + 5¢)

Il sistema che otteniamo imponendo che la prima componente del vettore generico (x,y,z,t) di V si possa
espiremere come 3a + b + 2¢, la seconda come 2a + b — ¢, la terza come a e la quarta come 5a +2b+ 5 ¢

r=3a+b+ 2c
y=2a+b—-c
z=a

t =5a+ 2b+ be

Dobbiamo trovare le relazioni tra le z,y, z,t che permettano al sistema di avere soluzione. Questo equivale a
risolvere il sistema nelle incognite a, b, ¢ e a trovare le relazioni tra i parametri x, y, z, t che permettano ’esistenza
di soluzioni del sistema. Risolviamo con Gauss considerando, appunto a, b, ¢ come incognite e x,y, z,t come
parametri.

M:=Mat([[3,1,2,x],
[2,1,-1,y1,
[1,0,0,z],
(5,2,5,t11);

L:=RiduciScalaVerbose (M) ;

Ho trovato il pivot in posizione A[1l, 1]=3
Cancello la 17a colomnna, sotto il pivot
—————————————— [3, 1, 2, x]

27a-(2/3)*1"a [0, 1/3, -7/3, -2/3x + y]
3"a-(1/3)*1"a [0, -1/3, -2/3, -1/3x + z]
4~a-(5/3)*1~a [0, 1/3, 5/3, -5/3x + t]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1/3

Cancello la 27a colonna, sotto il pivot

—————————————— [3, 1, 2, x]

—————————————— [0, 1/3, -7/3, -2/3x + y]
3"a-(-1)*2"a [0, 0, -3, -x +y + Z]
4”a-(1)*2"a [0, 0, 4, -x -y + t]

Ho trovato il pivot in posizione A[3, 3]=-
Cancello la 3"a colonna, sotto il pivot
—————————————— [3, 1, 2, x]

—————————————— [0, 1/3, -7/3, -2/3x + y]
-------------- [0, 0, -3, x +y + Z]
4~a-(-4/3)*3"a [0, 0, O, -7/3x + 1/3y + 4/3z + t]

ed il sistema ha soluzioni solo se —7/3x + 1/3y + 4/3z + ¢ = 0, che ¢ quindi la condizione della relazione
cartesiana di V. Piu formalmente, con opportuna moltiplicazione,

V= {(x,y,z,t) cK° | f7x+1y+4z+3t:0}

Dato che la descrizione cartesiana di V' ha una sola soluzione, dimV =4 — 1 = 3. [
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Osservazione 20.25. [JJQ39] Notiamo che il calcolo che abbiamo fatto & esattamente quello che facciamo
quando vogliamo calcolare le relazioni tra le righe di una matrice con l’algoritmo tag-variable. Il che é ovvio,
dato che stiamo cercando le relazioni tra le componenti, descritte mediante vettori.

La somma & facile quando ho le descrizioni parametriche degli spazi, intersezione & facile in cartesiane.

Osservazione 20.26. [HHA15] Se abbiamo due sottospazi di K™ espressi in forma cartesiana

V={(1,...,zn) € K" | fi(z1,...,2,)=0,..., fr(z1,...,2,) =0}

W ={(z1,...,2,) €K" | g1(z1,...,2,) =0,...,95(x1,...,2,) =0}

la loro intersezione €
fl(.’I,‘l, e ,xn) =0

r(Z1,..,20) =0
Vaw = (a1, o) ekn | Q@ Ta) .

gl(xlv"'axn) =

gs(x1,...,2n) =0

1l calcolo di una base dell’intersezione di sottospazi é quindi immediato quando © sottospazi sono espressi in
forma cartesiana.

Esempio 20.27. [HHA16] Siano

V={(1,...,zn) €eK" | 24+y—2=0}

2z — t=20
W =< (z1,...,2,) € K" | oy
r+2y+32—-1t=0

la loro intersezione ¢

r4+y—2=0
VAW =< (z1,...,2,) €EK" | {20 —y+t=0
r+2y+32—t=0

Esercizio 20.28. [QQQ52] Dire se gli spazi affini

r+y—2z+t=1 r+y—2z+t=1
L=!(z,y,2,t) R | {ax+y—2—3t=2 eJ =21 (z,y,2,t) ER* | {1/3x+4/3y—1/32—-2/3=0
y+t=0 dy+2z=1

sono uguali.

Soluzione. Determiniamo un vettore generico v per L e verifichiamo che v € J. Questo ci dira che L C J.
Ripetiamo scambiando L, J. Questo ci dira che J C L. Ne concluderemo che L = J.

1. Determiniamo un vettore generico per L, ovverso risolviamo il sistema con matrice associata (completa)



368

CAPITOLO 20.

M:=Mat([[1,1,-2,1,1],
[1,1,-1,-3,2]1,
[0,1,0,1,011);

L:=RiduciScalaVerbose(M);

Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=1
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
(1, 1, -2, 1, 1]
27a-1x1"a [0, 0, 1, -4, 1]
0 sotto pivot[0, 1, O, 1, O]
Scambio la 27a e la 37a riga
Adesso la matrice e’
Mat([ [1, 1, -2, 1, 1],
(o, 1, o, 1, 0],
0o, o, 1, -4, 11D
Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=1

Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
(1, 1, -2, 1, 1]
(o, 1, 0, 1, 0]
0 sotto pivot[0, O, 1, -4, 1]

Scala2DiagonaleVerbose(L);

Metto tutti i pivots a 1

(1, 1, -2, 1, 1]
—————————————— [0, 1, 0, 1, 0]
—————————————— [0, o0, 1, -4, 1]

VENTESIMA LEZIONE - ESERCIZI

Cancello la colonna sopra il 3 pivot
17a+2x37a [1, 1, 0, -7, 3]
—————————————— [0, 1, 0, 1, 0]
—————————————— [0, o, 1, -4, 1]
Cancello la colonna sopra il 2 pivot
17a-1*2"a [1, 0, 0, -8, 3]
—————————————— [0, 1, 0, 1, 0]
—————————————— [0, 0, 1, -4, 1]
Le soluzioni sono quindi = 8t + 3, y = —t, 2z = 4t + 1. Sostituiamo nel vetttore vettore generico di R*

(z,y, z,t) per trovare il vettore generico delle soluzioni v = (8t + 3, —t,4t + 1,1).

Verifichiamo che v € J verificando che le sue componenti soddisfano le equazioni che definiscono J
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t+r+y—2z=1 (B8t+3)+(—t)—2(4t+1)+t=1
1/3z+4/3y —1/32—-2/3=0 r—gtr3 = (1/30Bt+3)+4/3(-t)-1/3(4t+1)=2/3
dy+2z=1 = ¢ 4-t)+(4t+1) =1
z=4t+1
t=t
1=1
& $2/3=2/3
1=1

Potevamo notare che la prima equazione della descrizione cartesiana di J € uguale alla prima equazione
della descrizione cartesiana di L, e quindi possiamo dire immediatamente che v la soddisfa senza fare i
conti.

2. Che J C L ¢ lasciato per esercizio.

20.3 Esercizi proposti

Esercizio 20.29. [LLZ56] Dato il morfismo

T RZ — R?
(1,2) — (1,1)
(1,3) — (1,1)

e le basi By, B =1(1,2),(1,3) e C =(1,1),(3,5),
E>

Determinare (376)3) (376)07 (§1)07 ((LQ)C)B = ((L 1)+2(3;5))B; ((172)B)C, (MT)g; Mg, Mg2 (MT)C ’
(Mr)g,-

Esercizio 20.30. [LLZ71] Dato il morfismo

T: R3 - R?
(1,2,0) — (1,1)
(1,3,0) — (1,2)
(0,0,2) — (2,1)

e le basi Es, (1,2,0),(1,3,0),(0,0,2) e C =(1,0,1),(1,0,5),(1,1,1),

Determinare (3,6,1)p, (1,3,6)c, (es)c. ((1,2,0)c)5, ((1.0,2)5)c., (Mr)a, M§, ME? (Mr)&?, (Mr)y,.
Esercizio 20.31. [LLZ55] Esibire basi ortonormali per i sequenti sottospazi reali

1. V = Span((1,2,1),(0,1,1)).

2. V = Span((1,2,1,2),(0,1,1,5),(0,0,2,1)).

3. V = Span((1,1,0,0,1,1),(0,1,1,0,0,0),(10,1,1,0,1,0)).

Soluzioni. Queste sono possibili basi ortogonali
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1. (1,2,1),(=1/2,0,1/2)
2. (1,2,1,2), (~13,—-16,—3,24), (17,52, —167, 23)
3. (1,1,0,0,1,1),(~1,3,4,0,—1,—1), (48, —11,11,0, —15, —22)

Esercizio 20.32. [LLZ54] Determinare una base di V- per i sequenti sottospazi reali
1. V = Span((1,2,1),(0,1,1)).
2.V = Span((1,2,1,2),(0,1,1,5),(0,0,2,1)).
3. V. =S8pan((1,1,0,0,1,1),(0,1,1,0,0,0), (10,1,1,0,1,0)).

Esercizio 20.33. [LLZ29] E vero che se W C V K-spazio allora (WL)L =W?
ssp

Esercizio 20.34. [LLZ47] E vero che per W C V K-spazio, con base di W data da w,
sSSP

W+ = Span(w;)* N--- N Span(w; )+ ?

..., w, abbiamo che
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20.4 Quinta prova di autovalutazione A- esercizi secchi
[Auto5A] [Tempo stimato 1:30h] Tutti gli esercizi valgono 3 punti, tranne il primo, che ne vale 6.
1. Dire quali dei seguenti R-sottospazi di C* sono isomorfi

Vi={(2,y,2) €C® | 24+2y+32=0}
V2 = Span((1,1,0),(0,0,1),(0,0,1 +4), (0,0,%))
Vs ={(z,9,2) € C° | Re(z) =1Im(z) = Im(y) = 0}

2. Determinare una applicazione lineare T: R? — R3 tale che ToT #0ma ToT oT = 0.
3. Descrivere, se esiste, un morfismo f: R* — R* tale che ker f = Im f.

4. Data la base B = (1,1,2),(0,1,1),(0,2,3) ed il morfismo

T R3 - R3
(1,1,2) — (0,1,1)
(0,1,1) — (0,2,3)
(0,2,3) — (2,2,4)

determinare (MT)];
5. Per quali a € C il morfismo

T: C3 -
(a,1,2)  +— (0,1,1)
(0,a,—1) — (0,2,3)
0,2,a) — (2,2,4)

¢ ben definito?

6. Data B = vy, v,,v5 base di R? calcolare dimker T’ per

T: R3 — R4
A = (1717032)
vy +— (3,4,0,7)
vy (0,5,0,9)

7. (3pt) Per quali a € R il morfismo

T c -
(1,0,1) +— (1,1,1)
(1,1,1) — (1,2,3)
(2,1,2) — (2,a,4)

¢ ben definito?

8. Determinare una base di V. ={v € C3 | v L (2,i,i)} C C3
sSSP

9. Dato V = Span((1,2,2), (1,1, 3)) determinare una base ortonormale di V'
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20.5 Quinta prova di autovalutazione B - esercizi lunghi

[Auto5B] [Tempo stimato 1h]

Esercizio 20.35. [XXX00] Data la funzione

f: R3 — R3
T T+y—2z
Y — r—2y+z
z —2x+4+y+=z

1. Dimostrare che [ ¢ lineare e determinare (Mf)gz
Dire se f ¢ iniettiva o surgettiva.
Determinare basi di ker f e Im f

Data la base B = (0,0,1),(0,1,0),(1,0,0), determinare (Mf)gs'

Sro o e

Stabilire per quali di k € R il vettore v = (1,k + 1,k* — 2) appartiene a Im f.

Esercizio 20.36. [XXX01] Dati vy,v, € K2 linearmente indipendenti, a € K ed un endomorfismo T tale che
Der ogni vy, Uy

T: K2 — K2
V1 — Uy = U — Uy
avy; +2v; = Uy

Determinare gli a tali che T sia iniettivo, surgettivo, isomorfismo e trovare (MT)g per una opportuna base B.
Esercizio 20.37. [ASD02] Sia dato un morfismo di K-spazi T: K[z]<o — Kz]<3 che soddisfa le condizioni
T332 —1)=2> T(x+2)=3
1. Descrivere tutti i morfismi T che soddisfano le condizioni.

2. Trovare e descrivere, se possibile dei particolari morfismi T per cui (svolgere separatamente i tre casi):

(a) Tk(T) =4 e 1 € Im(T).
(b) rk(T) =3 e 2® + 22 + 1 € Im(T)
(c) rk(T) =2 ea®+ 22+ 1€ Im(T)
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Forme speciali per un morfismo:
diagonale, Jordan
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Capitolo 21

Ventunesima lezione - Endomorfismi
diagonalizzabili, Forma di Jordan

21.1 Matrici simili

La nozioni di classe di similitudine non é stata introdotta in classe, e non € richiesta. Viene lasciata in queste
dispense per completezza. Molto brevemente, due matrici sono simili se rappresentano lo stesso morfismo
rispetto a basi diverse. La classe di similitudine di una matrice A (o morfismo La) ¢ data dall’insieme delle
matrici simili ad A, quindi dalle matrici che rappresentano il morfismo L s al variare di tutte la basi possibili.

N.B. Ogni matrice matrice quadrata non singolare ¢ interpretabile come un cambio di base
Definizione-Proposizione 21.1. [MMM03] L ’insieme
GL,(K) = ({M € Mat,xn (K) | det M #0},-)

dove - ¢ il prodotto di matrici & un gruppo con l'operazione di prodotto di matrici e si dice Gruppo lineare di
ordine n su K

Dimostrazione. Lasciata per esercizio O

Problema 21.2. [MMM30] Dato uno spazio vettoriale V di dimensione finita n ed un endomorfismoT:V —V
di K-spazi, vorremmo identificare una base B di V tale che (MT)g sia il piu semplice possibile, al limite, se
possibile, diagonale.

Vediamo di caratterizzare tutte le matrici associate a T': V' — V mediante una qualche base.

Definizione 21.3. [MMM04] Due matrici quadrate A,B € Mat,x, (K) sono simili se esiste una matrice
M € GL,(K) tale che
A=M"1'"B-MeM-A=B-M

Indichiamo questa relazione come A ~ B.

Osservazione 21.4. [MMUO4] Si puo vedere facilmente che questa € una relazione di equivalenza, ovvero che
vV A, B,C € Mat, x, (K) abbiamo

1. A~ A.
2. A~B& B~ A.

375
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3. Se A~DB eA~C allora A~ C.

Dimostrazione.
1.A=1,-A-I;' =11 A I, e I, = GL,(K), quindi 4 ~ A.
2. A~ B =3 M € GL,(K) tale che

A = M'.B-M
molt. a sx e dx per M, M1
M-A-M! = M-(M~'-B-M)-M~!
(M A M - - B

Dato che anche M ~! € GL,(K). allora B ~ A.
3. Se A~ Be B ~ (|, abbiamo che 3 M7, M; € GL,,(K) tali che
A=M;*"B-M; e B=M;'"B M

Da cui
A=M"-B-My=M;" (M;" B-My) My =(My- M) B-(My- M)

e dato che My, My € GL,(K), Ms - M; € GL,(K) e quindi A ~ C.

Dai teoremi di Binet e della dimensione risulta immediato che
Corollario 21.5. [MMM09] Date due matrici quadrate A ~ B ho che

1. det A = det B.

2. tkA=rkB.

3. dimker A = dim ker B.
Esempio 21.6. [MMMO6]

1. Le matrici L3 Lo

=) ()
non sono simili, perché una e singolare mentre l’altra non lo é.

2. Le matrici

1
A=11
0

o w
W~ =

1
1
2

N N
=W
I
oy

non sono simili, perché hanno rango diverso, rk A =3, rkB =2

Osservazione 21.7. [MMM11] Date due matrici A, B € Mat,,x, (K) abbiamo che A ~ B se e solo se il sistema
matriciale omogeneo (con n? incognite scalari)

A-X=X-B

ammette una soluzione invertibile.
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Vediamo un esempio di questo metodo

=2 -() -

Soluzione: Cerchiamo una soluzione non singolare del sistema

Esempio 21.8. [MMM12] Dire se

A-X=X-B

I 3\ (z y
3 2 z t
—2x—y+32 —Tr+y+3t
3xr—z—1 3y —Tz+2t

02

—2rx—y+32=0
—Tr+y+3t=0
3r—2z—1t=0
3y—Tz+2t=0

M:=Mat([[-2,-1,3,0],
[-7,1,0,3],
[3,0,-1,-1],
[0,3,-7,2]11);
L:=RiduciScalaVerbose (M) ;
Ho trovato il pivot in posizione A[1, 1]=-2
Cancello la 17a colonna, sotto il pivot
—————————————— [-2, -1, 3, 0]
2"a-7/2x1"a [0, 9/2, -21/2, 3]
3"a+3/2x1"%a [0, -3/2, 7/2, -1]
0 sotto pivot[0, 3, -7, 2]

Ho trovato il pivot in posizione A[2, 2]=9/2
Cancello la 27a colonna, sotto il pivot
—————————————— [-2, -1, 3, 0]
—————————————— [0, 9/2, -21/2, 3]
3"a+1/3%x27a [0, 0, O, O]
4~a-2/3%2"a [0, 0, 0, O]

E questo ci dice che non abbiamo solo la soluzione nulla, che & inaccettabile.

Scala2DiagonaleVerbose (L) ;

Metto tutti i pivots a 1
1"a*x-1/2 [1, 1/2, -3/2, 0]
27ax+2/9 [0, 1, -7/3, 2/3]

—————————————— [0, 0, 0, 0]

—————————————— [0, 0, 0, 0]

Cancello la colonna sopra il 2 pivot

17a-1/2%2"a (1, o, -1/3, -1/3]

—————————————— o, 1, -7/3, 2/3]

—————————————— (o, o0, 0, 0]

—————————————— (o, 0, 0, 0]

960

377



378CAPITOLO 21. VENTUNESIMA LEZIONE - ENDOMORFISMI DIAGONALIZZABILI, FORMA DI JORDAN

Quindi una soluzione generica e

(—1/3z —1/3t —7/32+2/3t
X = 1 t

> con z,t € K

Se poniamo z = 3, t = 0 otteniamo la soluzione

che ¢ non singolare, quindi A ~ B O

Notiamo che qui stiamo determinando se due matrici date sono simili, e questo si puo determinare risolvendo
un sistema lineare. Il problema di trovare tutte le matrici simili ad una matrice data ¢ molto piu difficile da
risolvere

Esempio 21.9. [MMM15] Determinare tutte la matrici simili alla matrice

A= (; 3) € GLy(R)

(2 )

X = (j y) € GLy(R)

Soluzione: Dobbiamo cercare tutte la matrici

tali che esista

t

Ovvero, dobbiamo risolvere il sistema
A-X=X-B

rispetto alle variabili z,y, z,t, a, b, ¢, d, e la soluzione X deve essere non singolare.

1 3\ (z y\_(xz y\(fa b
3 2 z t) \z t)\ec d
—zra+x—yc+3z —xb—yd+y+3t —0
3x—za+2z—tc 3y—zb—td+2t) 2
—zxa+x—yc+3z=0
—axb—yd+y+3t=0
3r—za+2z—1tc=0
3y—zb—td+2t=0

Proviamo a risolvere questo sistema di equazioni polinomiali non lineari usando tecniche non viste a lezione:

Use R::=Q[a,b,c,d,x,y,z,t],Lex;
I:=Ideal(

-xa + x - yc + 3z,

-xb - yd +y + 3t,

3x - za + 2z - tc,

3y - zb - td + 2t,

xy-zt-1,// Pongo det X=1

);
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Provo a semplificare il sistema

ReducedGBasis(I);

[cy + 1/3czt"2 + 1/3ct - dx - 1/3dz"2t - 1/3dz - xzt + x + 1/3z"2t - 8/3z,
cz"2t72 + czt - 9¢c + 9dx"2 - dz"3t - 10dz"2 - 18x72+

- 3xz72t - 3xz + z"3t + 10z"2, cx + 1/3cz"2t + 1/3cz - dx"3+
- 1/3dx"2z + dxz"2 + 2x"3 + 2/3x72z - 2xz"2,

xy -zt -1,

dxt - dyz - 2xt + yz - 3,

b + dy"2 - dt"2 - y°2 + 2t°2,

dy"2z - dzt"2 - dt - y"2z + 3y + 2zt"2 + 2t,

a + 1/9¢czt"3 + 1/9¢ct”2 - 1/9dz"2t"2 - 1/9dzt + d+

- 1/3xzt"2 - 1/3xt + 1/9z72t"2 + 1/9zt - 3]

Con scarso successo. Provo a porre a=z=0 per semplificare i conti,
sapendo che non ottero’ tutte le matrici che cerco ma solo qualcuna:

I1:=Ideal(

-xa + x - yc + 3z,

-xb - yd + y + 3t,

3x - za + 2z - tc,

3y - zb - td + 2t,

xy-zt-1,// Pongo det X=1

a,z);// Pongo per semplificare i conti, arbitrariamente, a=z=0
Provo a semplificare il sistema

ReducedGBasis(I1);
[d - 3,

bc - 7,

a,

z,

t°2 - 9/7b,

y - 1/3t,

x - 1/3tc]

Quindi alcune delle matrici richieste sono, con b # 0

(0 b>

7

- 3

b

Ma non ho idea delle altre....... O

Vediamo che due matrici simili danno lo stesso morfismo rispetto a basi diverse. Ricordiamo che matrici
diverse danno, rispetto alla stessa base, morfismi diversi.

Proposizione 21.10. [MMY08] Sia M Mat,x, (K) una matrice non singolare. Allora esistono basi B,C di
K" tali che M = ME.

Proposizione 21.11. [MMM08] Sia T: V — V un endomorfismo di K-spazi e B una base di V- con dimV =n
. Allora

1. Se B’ ¢ una base di V| allora (MT)g ~ (MT)Z

2. Se A € Mat,xn (K) e A~ (MT)g, allora esiste C base di V' tale che A = (MT)g
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Dimostrazione.
1. Basta notare che (MT)g = ME (MT)g: ME,, con (Mg)f1 = ME.

2. Esiste per ipotesi M € GL,,(K) tale che
A=M" (Mp)g-M

Sia B = vy,...,v,. I vettori Ly(vy),...,La(v,), in coordinate B formano una base C di V, dato che
Ly & un isomorfismo (M & non singolare) e manda quindi una base in una base . Le colonne di M, g sono
date dai vettori di C in coordinate B, ovvero dai vettori Lys(v;), ..., Las(v,). Quindi M§ = M da cui
ME = M~! e quindi
A=M""'-(Mp)s-M
= ME - (M) - Mg
= (Mr)g

Definizione 21.12. [MMM10] Data una matrice quadrata A € Mat, x,, (K), la sua classe di similitudine ¢

04 ={B € Mat,x, (K) | 3 M e GL,(K) tale che A= M~'BM}
= {B € Mat,x,, (K) | A~ B}

Osservazione 21.13. [MMA10] Sia dato un endomorfismo T:V — V, con dimV finita. Usando la sola
definizione, vedere se esiste e se possibile determinare una base B tale che (M) sia diagonale non é banale.

Rifrasando Uaffermazione precedente, data A € Mat,x, (K) non é banale vedere se esiste e se possibile
determinare D € O 4 diagonale

21.2 Autovalori ed autovettori

Definizione 21.14. [MMM16] Sia dato V, un K-spazio vettoriale di dimensione finita n ed un endomorfismo
di K-spazi T: V — V. Allora

1. L’insieme sp(T) = {A € K | Fv €V tale che T(v) = Av} C K linsieme degli autovalori di T, é detto
spettro di T'.

2. Un vettore non nullo v € V' ¢ detto autovettore di T relativo all’autovalore A € spT se T'(v) = Av
3. Uno scalare A € sp(T) si dice autovalore associato all’autovettore v se T'(v) = Av.
4. SeXe€spT, lVinsieme Vy ={v eV | T(v)=Av} CV ¢ detto autospazio di T

Osservazione 21.15. [MMZ31] Con abuso di notazione, tutte la terminologia associata ad una matrice A verra
usata associata al morfismo Ly associato ad A. Per esempio, diremo che T: K™ — K™ ¢ singolare se e solo se
la matrice (MT)g ¢ singolare, dove B é una base di K™. Analogamente, un morfismo T:V — V wverra detto
singolare se e solo se kerT # {0}. Etc. etc..

Osservazione 21.16. [MMM31] Con le notazioni della definizione precedente, se V.=K"
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1.Tw)=X & Tu)— =0 < (MT)g-Q—)\In-y:Q & ((MT)g—)\In)-y:Q

2.V C V. Peril punto 1 abbiamo che
ssp

Vi={ueV | T()=d}={veV | (Mr)§— M) v =0} =ker ((Mr)§ - AL,)

e questo abbiamo visto é un sottospazio di V.

3. Da quanto detto sopra, A € spT se e solo se l’endomorfismo T — \id,, € singolare. Abbiamo quindi
Vo =kerT. Quindi 0 é autovalore se e solo se T ¢é singolare (altrimenti l'unico elemento di kerT sarebbe
il vettore nullo, che non é associato ad un autovalore).

Proposizione 21.17. [MMM17] B =uv,,...,v
K-spazi. Allora

n conn > 1 una base di K" e T': K® — K" un endomorfismo di

pr: K — K

A~ det ((MT)g _ )\In> non dipende dalla base B.

1. La funzione

2. Se X é un incognita, pr(A\) € K[\
3. Ao & un autovalore di T se e solo se pr(Ag) = 0.
4. pr(N) = (=1)"A" 4 (1)Lt (Mp)g A1 + .. + det((Mp)5)A0

Ricordiamo che tr, la traccia di una matrice quadrata, € la somma degli elementi sulla diagonale della
matrice stessa.

Dimostrazione.

1. Supponiamo di avere una base C rispetto a cui T' & associato alla matrice (MT)S Vogliamo dimostrare
c B
det ((MT)c - /\In) — det ((MT)B - /\In>
Abbiamo

(Mr)e = (M§) ™" (M5 M§

da cui
det ((Mr)¢ — AL, ) = det ((ME) ™" (Mr)5 ME — AL, )
dato che I, = MS ™ M§
= det (M) " (Mr)f ME ~ MG M)

= det (M§) " ((Mr)5 - ML) M)

per Binet
cy 1 B c
= det (M§) " det ((MT) 5_ )\In) det MS
cy—1 o 1
dato che det (Mg) = Tt MIC NS

— det ((Mz) — AL )
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2. Che pr € K[A] & immediato perché le operazioni che faccio per ottenerlo sono solo somme e prodotti di
elementi della matrice ((MT)g - )\In) che stanno in KI[A].

3. Voglio dimostrare che A\g ¢ un autovettore di T" se e solo se pr(Ag) = 0.

Lo scalare Ay € un autovalore di T se e solo se il sistema
B
(Mr)gz = Aoz

. . B s
ammette una soluzione non nulla, e questo accade se e solo se la matrice (Mr)z — Ao/, € singolare (per
il Teorema di Rouché-Capelli, ovvero se e solo se

det (<MT>g - )\OIn> = pr(Xo) =0

4. Basta valutare pr(\) = det ((MT)g — )\In) in zero per avere che il suo termine noto ¢ det ME.

Se sviluppo il determinante con Laplace, ¢ evidente che ogni elemento della matrice compare una volta
sola nel calcolo, e dato che la variabile A compare esattamente in n elementi della matrice ((MT)g — )\In)
ho che degpr (M) < n.

Dimostrazione per induzione su n.

e Passo base n = 2. Sia

(o) = ()

a1 a2

Abbiamo

)= (0 02 )

a1 agz — A
= (an - >\)(¢122 - )\) — 12021
= A2 — (a11 + age)\ + aj1azs — arsas;

= (=1)2A2 4 (=1)"(tr (M) 5)X + det (M7)5

e Passo induttivon —1=n

Vogliamo dimostrare che per ogni endomorfismo 7': K" — K" abbiamo
pr(A) = (=1)"A" + (=1)" Lr (Mp)g A" 4.
sapendo che per ogni endomorfismo 7": K*»~! — K"~! abbiamo che

prr(A) = (1) "IN (=) 2 e (M) g A2
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Abbiamo che

aip — A a12 te A1n
as1 agx — A --- a2y
pr(A) = det
an1 An2 o Apn — A

sviluppiamo con Laplace per la prima colonna
agg — A .- A2
= (a11 — A) det E : + termini di grado al pit n — 2

An2 o Qpp — A

dato che il resto ¢ una combinazione lineare su K di determinanti di matrici in cui A compare
esattamente n — 2 volte (non compare il termine di indice (1,1) e per la colonna i-esima), ’elemento
(i,1) della diagonale. Quindi questa combinazione lineare mi da un polinomio in A di grado al pit
n — 2.

= (a;1 — A)det(A—X-1I,_1)+ termini di grado al pit n — 2

dove A = (MT/)g per un opportuno endomorfismo 77: K»~1 — K»~!

Per I’ipotesi induttiva,

pr(A) = (e = M=) A" Hazz + - Fapn) + -]+
= (=1)"N" + (=1)" Ya11 + agy + -+ App) N F - -
(=1)"A" 4 (1)Lt (Mp)g A" 4 -

ed il termine noto, per quanto detto precedentemente, & pr(0) = det M5

Definizione 21.18. [MMM22] Dato un endomorfismo di K-spazi T: K™ — K" il polinomio
pr(A) = det ((Mr)§ — AL )
¢ detto polinomio caratteristico di T'.

Corollario 21.19. [MMM21] Con le notazioni della proposizione precedente, notiamo immediatamente che

1. Dato che gli autovalori sono le radici del polinomio caratteristico, il numero degli autovalori di'T' € minore
o uguale al grado del polinomio caratteristico pr, ovvero alla dimensione di V.

2. Il termine noto di pr(X\) é il determinante di (MT)g.

Esempio 21.20. [MMM23] Sia dato l’endomorfismo T: K® — K" con matrice associata rispetto alla base
canonica
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n=2
E 1 1
(MT)Ez = ( 1 1 )
allora pr(\) = A2 — 2\, senza neppure calcolare il determinante, dato che i termini di grado 2,1,0 sono
dati rispettivamente da (—1)?2, tr (MT)gz =141=2edet (MT)% =0

allora

pr(z) = det ((MT)§§ - Mg,) —det| 3 2-x 1 |=-XMi52ir-14

Come previsto, il coefficente di testa ¢ —1, il secondo ¢ (—1)% -5, la traccia della matrice ed il termine
noto & —14, il determinante della matrice.

n=4

1 2 2 V2

e | 0 2 1 12

(Mr) g, = 00 2 0

000 1

allora

1-—)\ 2 2 V2
- 0 2—2)\ 1 12
pr(\) = det 0 0 2—2A 0
0 0 0 1—2)\

= (A =12 =22 =2 —6)\3 + 13\ — 12\ + 4

Come previsto, il coefficente di testa ¢ 1, il secondo ¢ (—13) -6, 'opposto della traccia della matrice ed il
termine noto é 4, il determinante della matrice.

Notiamo che gli elementi sopra la diagonale sono irrilevanti per il calcolo del polinomio caratteristico.

n=4

E
(]MT)E;l =

oS o o
O O N O
o OO
w o oo

allora pr(\) = (A = 1)(A — 2)2(A — 3) = A — 8)\3 + 2322 — 28\ + 12

Osservazione 21.21. Per calcolare il determinante della matrice A — Al posso ridurre con Gauss
la matrice A— \I. RIDURRE A CON GAUSS E POI CALCOLARE IL DETERMINANTE DI
A—- )X E UN ERRORE GRAVE
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. 1 2 Gauss 1 2
v-(ii)= (o 1)

1-A 2 2 1-A 2 2
det( 1 1_>\>—)\—2/\—1 ma det( 0 _1_)\>—/\—1

Esempio 21.22. [MMM70] Infatt:

Proposizione 21.23. [MMM18] SiaT: V — V un endomorfismo di K-spazi e B base di V. Allora B é composta
di autovettori se e solo se (MT)g ¢ diagonale.

Dimostrazione. Lasciata per esercizio. O

Corollario 21.24 (Non richiesto). [MMM19] Sia A € Mat, x, (K). Allora esiste una base di autovettori per
L4 se e solo se A & simile ad una matrice diagonale se e solo se O4 contiene almeno una matrice diagonale.

Definizione 21.25. [MMM20] Sia T: K® — K" un endomorfismo di K-spazi. Diciamo che T ha tutti gli
autovalori in K se pr ha esattamente n radici in K contate con la loro molteplicita.

Esempio 21.26. [MMAOO] Il polinomio caratteristico dell’endomorfismo associato alla matrice

(0 -1 \ B 0-Xx 1Y\ _ .5
A_<1 o) e pA(A)_det< ) O_/\)—)\ +1

e non ha radici in R.

Nel prosieguo di questa sezione, considereremo endomorfismo su un K-spazio V' di dimensione finita n, non
necessariamente su K. Il polinomio caratteristico si ottiene dopo trasportato la situazione in K” mediante un
opportuno isomorfismo.

Proposizione 21.27. [MMM52] Sia T:V — V wun endomorfismo di K-spazi e vq,...,u;, € V non nulli
corrispondenti ad autovalori distinti Ai,..., . Allora vy, ...,v; sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Induzione su k.

e Base k =1 Ovvio.

e Passo induttivo: OK per k — 1, proviamo per k. Supponiamo che v;,...,v,_; siano linearmente
indipendenti. Vogliamo provare che

vy + -+ opv, =0=a=0

Abbiamo quindi la relazione | ayv; + - - - + vy, = Q‘

Applichiamo T'

T(oqvy + -+ agy,) =T(0) =0
arT(vy) + -+ axT(v,) =0

dato che v; sono autovettori otteniamo la relazione

‘041)\121 + ot ap Ay =Q\

Sfruttando la prima relazione

a1y + -+ gy, = 06 apu, = U — o — Qpo1Uy g
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otteniamo
Q1A+ a1 A—1Yg g + AR(—oqv; — - —ag1v_) =0
QA+ A1V — ARy — = Qg1 ARYy ) = 0
raccogliamo i vettori v,
a1 (A — Ap)og + -+ a1 (Am1 — Ay, =0
e dato che vq,...,v,_; sono linearmente indipendenti per l'ipotesi induttiva, abbiamo che

0[1()\1 — )\k) = 0

ap—1(Ag—1—Ag) =0

ma dato che gli autovalori A; sono tutti distinti per ipotesi, abbiamo perognii:1...k—=1X; = A #0e
quindi
ap=-=ap-1=0

Quindi ricordando ajv; + --- 4+ axy, = 0 abbiamo che arv, = 0 e dato che v, € un autovettore e

quindi v, # 0)abbiamo «; = 0. Abbiamo dimostrato che @ = 0 e quindi vy,...,v; sono linearmente
indipendenti.

O

Corollario 21.28. [MMM53] Con la notazione della proposizione precedente, se vy,...,v; appartengono ad

autospazi distinti di T, allora
v+t =0=v,=---=1v,=0

Dimostrazione. Ricordiamo che 1'unico elemento di un autospazio che non sia un autovettore ¢ il vettore
nullo. Supponiamo per assurdo che qualcuno dei vettori v; sia non nullo, e quindi autovettori associati ad
autospazi distinti. Tra questi autovettori vi sarebbe una relazione di dipendenza lineare, il che & assurdo per
la Proposizione 21.27 precedente. Quindi, tutti i vettori v, sono nulli. O

Corollario 21.29. [MMM54] Sia T: V — V un endomorfismo di K-spazi. Se T ha n autovalori distinti, allora
T ¢ diagonalizzabile.

Dimostrazione. Se ho n autovalori distinti, ho n autospazi distinti. Quindi prendendo un autovettore da
ciascuno, ho n vettori indipendenti per la Proposizione 21.27. Questi autovettori formano una base di
autovettori e quindi 7' & diagonalizzabile. O

Definizione 21.30. [MMM55] Sia T: V — V un endomorfismo di K-spazi e A\g € spT. Allora

1. la molteplicita algebrica di Ao € la sua molteplicita come radice del polinomio caratteristico pr. La
indicheremo con may,.

2. La molteplicita geometrica di A9 ¢ dim V. La indicheremo con mg, .
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Esempio 21.31. [MMM56] L’ endomorfismo T: R?® — R3 associato alla matrice

E
(MT)Ez =

W N W
W = =
[S1 3 SR

ha polinomio caratteristico
pr(\) = =A% + 1202 — 36\ + 32

notiamo che pr(2) = 0. Quindi (A — 2)|pr(X\) ed operando una divisione di polinomi otteniamo
pr(\) = (A =2)(—2% + 102 — 16) = (2 — A\)(A\? — 10A +16) = (2 — N)?(8 — \)

fattorizzando il fattore di secondo grado con la formula.

Quindi la molteplicita algebrica di 2 ¢ 2 e di 8 ¢ 1. Abbiamo

111
°mg2:3—rk:<(MT)§§—2lg):3—rk 2 2 2 |=3-1=2

3 3 3

-5 1 1
-mgs=3—rk((MT)§§—813):3—rk 2 —4 2 |=3-2=1

3 3 -3

Per esercizio, vedere che l'unione delle basi degli autospazi mi da una base B di V' e quindi T e diagonalizzabile
e (MT)gg ¢ simile, per esempio, alla matrice

(MT)g =

O O N
S N O
o O O

21.3 Ciriteri di diagonalizzabilita

Proposizione 21.32. [MMM57] La molteplicita algebrica di un autovalore é sempre maggiore o uguale della
sua molteplicita geometrica.

Dimostrazione. SiaT: V — V un endomorfismo di K-spazi, dimV = n e Ay € spT con molteplicita geometrica
mg, , che indicheremo con k. Sia vy, ..., v, una base di V),; completiamola a B = vy, ..., v, V41, --,v, base

di V. Quindi
8_( Xolx | B
(Mr)p = ( 0 1O )

con 0, B, C' matrici opportune. Quindi

(Mz)E — A, = ( (M-NI| B )

0 | C— My
con d =n — k Questa ¢ una matrice a blocchi e quindi

pr(\) = det (<MT)g - AIn) = det (Ao — M)Ii,) det(C — Ay)
= (Ao =X pc(N)

e dato che per definizione la molteplicita algebrica di Ay & il massimo s per cui (Ag — A)®* | pr(A), e
(Ao = A)¥ | pr(X) abbiamo che la molteplicita algebrica ¢ maggiore od uguale a k = mg,, . O
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Teo
dim

rema 21.33 (Criterio di Diagonalizzabilita). [MMM58] Sia T: V — V un endomorfismo di K-spazi e
V=n. SespT = {\i,..., A}, indichiamo con may, e mgy, le molteplicita geometriche ed algebriche di

Ai coni:1l...h. Allora TFAFE (i sequenti fatli sono equivalenti):
1. T e diagonalizzabile.
2. Ogni elemento di V' si scrive come somma di autovettori di T relativi ad autovalori distinti.
3 V=Vy® --aV,,.
4. T ha tutti gli autovalori in K e may, = mgy, peri:1...h (per ogni autovalore la molteplicita geometrica
ed algebrica coincidono).
5. mgy +---+mg,, =n.
Dimostrazione.
1 =2 Per ipotesi esiste B = v,,...,v,, base di V composta di autovettori, quindi per ogni vettore v € V esiste
« € K™ tale che
n
0= o
i=1
se raggruppiamo i termini \;v; corrispondenti agli autovettori associati ad uno stesso autospazio abbiamo
la tesi.
2 =3 Siano A;,..., A gli autovalori distinti di 7. Per ipotesi abbiamo che per ogni v € V esistono vy, ..., v,

conwv; € Vy, peri:1,...,h tali che
V=0 + -ty

Dobbiamo dimostrare che questa scrittura ¢ unica (gli v sono unici). Supponiamo che esistano v’ tali che
21+"'+Qh221+"'+22
(v —v)) + -+ (o, — ) =0

Ma dato che i v;,v; appartengono allo stesso autospazio, Vy, abbiamo che v; — v} € V),. Dato che gli

autospazi V), sono distinti, per il Corollario 21.28 abbiamo che v, — v, = 0 e quindi v= g' da cui la tesi.

3=4 Soche V=V, & - dV,, e vogliodimostrare che tutte le radici di T sono in K e

Vi:l,...,h may, =mg,,
Abbiamo dall’ipotesi e dalla definizione di molteplicita geometrica
dimV =n=dimVy, +---+dimV), =mg, +---+mg,,
Dato che le ma sono le molteplicita algebriche delle radici di pr()), che ha grado n = dim V', ho
dimV =n > may, +---+ may,

Dalla Proposizione 21.32 ho
Vi:l,...,h may, >mg,

Quindi
ma)\1+...+ma>\h zmg)\1+...+mg)\h :nzmaA1+...+ma)\}L
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Quindi
may, -+ may, =mg,, o+ mg,, =n

Quindi tutte le radici di pr(\) stanno in K. Ora,

may, +- -+ may, —(mgy, +---+mg,, ) =0

(may, —mgy,) + -+ (may, —mg,, ) =0
dato che Vi:1,...,h may, —mg, >0

abbiamo V¢ :1,...,h may, —mg,, =0

Ho che T ha tutti gli autovaloriin KeV¢:1,...,h may, =mg,, . Voglio dimostrare

mgy, +---+mg, =dimV =n

Per ipotesi

h h
E mgy, = § may,
i=1 1=1

T ha tutti gli autovalori in K

=N

Ho Z?Zl mg,. = n. Voglio dimostrare che T' ¢ diagonalizzabile. Ricordiamo che T' ¢ diagonalizzabile se
e solo esiste una base di V' composta di autovettori di T'.

Siano v _, ... Y, basi di Vy,,..., V), rispettivamente. Per ipotesi, I'insieme

17"

g:glu...Ugh

la nostra candidata base, contiene dim V vettori. Ci basta dimostrare che questi vettori sono linearmente

indipendenti. Usiamo la definizione di indipendenza lineare: abbiamo

041'21+"'+Qh'2h29

e vogliamo a; = -+ = ¢, = 0.

Per ogni 7 : 1,...,h abbiamo che U, € V,, e questi sono autospazi associati ad autovalori distinti
quindi, per il Corollario 21.28, o, u= 0. Ma dato che v, e base di V), questo implica a; = 0 e quindi
la tesi. ' o

O

21.4 Polinomio minimo

Definizione 21.34. [NNNO1] Dato T: V — V un endomorfismo di K-spazi, dimV =n e A € Mat, x, (K) ¢

F) = an X" + an X" 4+ A+ ag € K[

Allora
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1. La valutazione di f in T ¢é I’ endomorfismo

f(T) = a'nTn + Cln—lTn_l + -+ alTl + ao idv_n/

2. La valutazione di f in A ¢ la matrice

flA) =a, A" + an1 A"+t a A+ aoly,

Esempio 21.35. [NNNO2] Dato I’ endomorfismo di K-spazi

T: R - R?
(‘Tay) — (ery,x—y)

e f(A) = A2 — 3\ — 2 € R[\] abbiamo che

T?: RZ = R?
(z,y) = T(T(x,y)=T(z+yz—y)=@+y+tz—yz+ty—z+y)=(2z,2)
e quindi
f(T): Rz = R?
(fﬂ,y) = (2(E, 2y) - 3((E Ty, — y) - 2(1.7y) = (—3.’E =3y, -3z + Sy)

Notiamo che

Tle)=(1,1) e T(e)=(01,-1)

e quindi (MT)E;‘ = <1 _11) Abbiamo

3

o) = () _11)2—3-(} 1))

romg = (75 )

FMp)EY = (M) B =3 (M) — 2. 1,

Osservazione 21.36. [NNNO5] Dato T: V — V un endomorfismo di K-spazi con base B e f(A) € K[\].

B B
(M) = £ ((Mr)5)
Dimostrazione. Lasciata per esercizio. O

Definizione 21.37. [NNN77] Dato f(x) = [[i = 0%f;(2)® con fi(x) € K[z] irriducibili, il polinomio
d
I fi(z) = safr(f(2))
i=0

si dice parte square free di f(x).

Definizione-Proposizione 21.38. [NNN06] Data A € Mat,x, (K) e l’endomorfismo T = La. Prendiamo in
considerazione l’insieme

Ia={feK[\ | f(4) =0}
Abbiamo che
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1. Teorema di Cayley-Hamilton: il polinomio caratteristico di pr,, appartiene all’insieme I4. Questo
significa che

PrL, (A) =0

2. Esiste PMa(\) € 14 monico, di grado minimo positivo tra gli elementi di 14 detto polinomio minimo di
A(odiLa), PMy, (0 PMy,) che divide tutti gli elementi di I4.

8. Data una fattorizzazione in irriducibili del polinomio caratteristico di L 4
k
pra () = [T H)™
i=1
allora una fattorizzazione in irriducibili del polinomio minimo di L s rispetta la condizione

k
PMp,(\) = Hfi(/\)ﬁi 1<Bi <oy
i=1

Rifrasando il punto precedente, il polinomio minimo divide pr(\) ed é diviso da sqfr(pr(N)).

4. Quindi il polinomio minimo di L divide il polinomio caratteristico di Ly, ha le stesse radici ma con
molteplicita minore od uguale e quindi il suo grado é compreso tra 1 e n.

5 SeT:V =V & un endomorfismo di K-spazio con dim'V = n, con base B il polinomio minimo di T ¢
PMy(X) e non dipende dalla base.

Teorema 21.39 (Criterio di Diagonalizzabilita mediante il polinomio minimo). [NNN0O8] Sia T:V — V un
endormorfismo di K—spazi. Allora T ¢ diagonalizzabile se e solo se PMr ha tutte le radici in K e non ha radici
multiple.

Esercizio 21.40. [NNN10] Calcolare polinomio caratteristico e minimo delle tre matrici in Mats 3(R)
100 1 10 110
Ai=10 2 0|, A=|02 0], A3=[0 2 1
0 0 2 0 0 2 0 0 2

Dato che le matrici sono tutte triangolari superiori, ed hanno la stessa diagonale, i polinomi caratteristici
si calcolano dal prodotto delle tre differenze pivot—A\, ottenendo
PLa, =PLa, =PLa; = —(1-M(2- )‘)2
Per i polinomi minimai:

e Per Ay, abbiamo che PMa,(A) = (A —1)(A —2) 0 PMa, (\) = (A = 1)(A — 2)%2. Dato che

(A—I)(A—2I) = —0

S O O
o = O
_ o O
o O =
o O O
o OO

abbiamo che PMa, (A) = (A —=1)(A —2).
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e Per As, procediamo col metodo dei polinomi generici di grado crescente. Dato che Ay non é diagonale,
non esistono soluzioni del sistema

A2 - (LIg =0
e il polinomio minimo non ha grado 1 (avremmo potuto vederlo immediatamente dal polinomio caratteristico)

Vediamo se il polinomio minimo ha grado 2 risolvendo il sistema

A3 +adAy +bl3=0

ovvero

1 3 0 1 10 1 00 0 0 0

0 4 0|4al 0 2 0 )+l 01 0]=(000

0 0 4 0 0 2 0 0 1 0 0 0
ovvero

l+a+b 3+a 0 000 at+b+1=0

0 442a+b 0 ]=(000]&<at+3=0

0 0 442a+b 0 0 O 20+b+4=0
da cui é soluzione a = —3, b= 2. Il polinomio minimo € quindi

PM4,(A) =A% =30 +2=(\—-1)(A—2)

di grado 2. Ha tutte le radici in R ed é libero da quadrati,m quindi L, sé diagonalizzabile.

1 10
e Per As = 0 2 1 procediamo col metodo dei polinomi generici di grado crescente. Dato che As
0 0 2

non ¢ diagonale, come prima il polinomio minimo non ha grado 1. Vediamo se il polinomio minimo ha
grado 2 risolvendo il sistema

A3 +aAs3 +bl3=0

OVVEero
a+b+1 a+2 1 a+b+1=0
0 a+b+1 a+2 =0&<a+2=0
0 0 a+b+1 1=0

Questo non ha soluzioni. Il grado del polinomio minimo é quindi 3 e
PM4,(A) = pa,(A\) = (1 = A\)(2 = \)? a meno del segno
tutte le radici sono in R ma ci sono radici multiple: La, non é diagonalizzabile.
Quindi

Osservazione 21.41. [NNN40] Due matrici quadrate possono avere stesso polinomio caratteristico ma diverso
polinomio minimo.

Osservazione 21.42. [M108] La matrice identica I,, o suoi multipli per b € K sono le uniche matrici che
hanno un polinomio minimo di primo grado.

Vediamo facilmente che PMy;, ha grado 1, dato che
I,—0bl,=0
e quindi PMy, (A\) = A —b, di grado 1.
Viceversa, se A € Maty,x,(K) e PM4 = A+ a abbiamo che
A+bl,=0=A=-bl,
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21.5 DMatrici simmetriche e basi ortonormali

In questo capitolo ogni spazio vettoriale V' od affine W sara sempre preso come sottospazio di K™. A meno
che non sia affermato esplicitamente il contrario, K = R.

Definizione 21.43. [NNN13] Un endomorfismo di K-spazi T:V — V tale che
Yoi, vy €V T(vy) vy =1y - T(vy)

si dice endomorfismo simmetrico. per cui esista una base B tale che (Mr)y sia simmetrica si dice simmetrico.

Proposizione 21.44. [NNF13] Un endomorfismo di K-spazi T:V — V & simmetrico se e solo se esiste una
base B di V tale che (MT)g sia simmetrica.

Teorema 21.45 (Teorema spettrale). [NNN16]1 Sia T: R™ — R™ un endormorfismo di R-spazi. Allora esiste
una base ortonormale di V' composta da autovettori di T se e solo se T é simmetrico.

Osservazione 21.46. [NNN70] Questo mon vuol dire che tutte la basi di autovettori di T siano ortonormali,
solo che ne esiste una ortonormale.

21.6 Forma di Jordan

Molte matrici non sono diagonalizzabili, ha quindi senso cercare una generalizzazione delle matrici diagonalizzabili.
Una possibilita e la Forma di Jordan di una matrice.

Definizione 21.47. [KKKOO] Dato A € K ed un intero positivo p, definiamo J,(X\) o Blocco di Jordan di ordine
p la matrice quadrata di ordine p che ha X\ sulla diagonale, 1 sulla sovradiagonale superiore e zero altrove.

Esempio 21.48. [KKKO01] Alcuni esempi di blocchi di Jordan
J1(2) = (2) € Matlxl (R)

Ta(3) = ((2) ;) € Matays (R)

1 0 0 0
0+ 1 0
J5(Z) =10 0 2 1 0] € Matsys ((C)
0 0 0 ¢ 1
00 0 0 ¢

Definizione 21.49. [KKK02] Una matrice quadrata A € Mat,x, (K) ¢é detta in forma di Jordan se ¢ una
matrice a blocchi del tipo

Jpl ()‘1) 0 0
0 Ips (A1) 0 0
0 0 Ju(\) 0
0 0 0 0 Jy(\)

con i Jp,(Ai) blocchi di Jordan e py + -+ pp = n.

Esempio 21.50. [KKK03] Alcuni esempi di matrici in forma di Jordan
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1. la matrice <(2) ;) é formata dall’unico blocco di Jordan J2(2)

2. la matrice (?) g) ¢ formata da due blocchi di Jordan Jy(3)

3. la matrice ¢ formata dai quattro blocchi di Jordan J1(1), J1(2), J2(3), J3(7)

SO DO OO O
S OO oo NO
OO OO WwWo o
[NV =R )
OO = OO0 OO0
O == OO OO
S = O OO0 OO

Definizione 21.51. [KKK21] Diciamo che una matrice A € Mat,, ., (K) si ha forma di Jordan Jy,, (A1), ..., Jp, (Ax)

se esiste una matrice A" in forma di Jordan Jp, (M1),...,Jp.(Ak) e P € Mat,xn (K), invertibile, tale che
A=PAP L

Osservazione 21.52. [KKK13] Una matrice diagonale di ordine n ha forma di Jordan data da n blocchi di
Jordan del tipo Jy(N).

Daremo senza dimostrazione il Teorema di esistenza ed unicitd delle forme di Jordan

Teorema 21.53 (Jordan). [KKK22] Una matrice A € Mat, «r, (K) ha forma di Jordan se e solo se il polinomio
caratteristico pa(\) ha tutte le radici in K. Tale forma é unica a meno dell’ordine dei blocchi.

Dimostrazione. Vedere Geometria[?], Complementi al capitolo 15. O

Esempio 21.54. [KKKO5] Le due matrict

3 0 00 21 00
0 21 0 0 210
A= 00 2 1})° B = 0 0 2 0
00 0 2 0 0 0 3

hanno la stessa forma di Jordan, e quindi esiste una matrice P € Matyy4 (K) tale che A = PBP~1.

E quidi evidente che la forma di Jordan € una generalizzazione della forma diagonale. Come possiamo
costruire la forma di Jordan di una matrice?

Proposizione 21.55. [KKK04] Sia A € Mat,,xn (K) consp(A) = {A1,..., \x}. Costruiamo i blocchi di Jordan
associati a A1 secondo queste regole:

1. Il numero di blocchi é uguale a mg(Ay).
2. La somma degli ordini dei blocchi é ma(Ay).
3. Sery =rk(A— M\ - I)k, il numero dei blocchi J,(\1)

o diordinel én — 2ry +ra.
e di ordine 2 ¢ ry — 2ry + 3.

e di ordine 3 € ro — 2r3 +1ry.
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o diordinej érj_1 —2r; +7j41.
Dopo un numero finito di passi gli v, sono tutti uguali.

Ripetiamo il procedimento per gli altri autovalori e abbiamo tutti i blocchi di Jordan che costruiscono la
Osservazione 21.56. [KKK24] Sia A una matrice con forma di Jordan suK consp A ={\1,...,\,}. Allora
PMA(A) = (A= A)* - (A= AP

con k; il massimo ordine dei blocchi di Jordan associati a \;.

Esempio 21.57. [KKK16] Abbiamo la matrice

1 1 -1
A=10 1 0 € Matsxs (K)
9 2 7
Calcoliamo
1—A 1 -1
paMN)=det[ 0 1-X 0 |=(1-XN4-))?
9 2 7T—A

Abbiamo quindi due autovalori
e A\ =1, ma(A;) =1=mg(\;) =1. Un solo blocco relativo a A;.

e )\ =4, ma(A2) = 2. Calcoliamo

1-x 1 -1 -3 1 -1
mg(h)=3—rk| 0 1-X 0 =3-rk| 0 -3 0]|=3-2=1
9 2 73, 9 2 3

Abbiamo quindi un blocco relativo a Ao, che quindi ha ordine 2.

1 0 O
Ji(1) 0 _
("7 atn) =0 1

Osservazione 21.58. [KKK08] Come per la diagonalizzazione, anche per la messa in forma di Jordan é
possibile costruire la matrice di cambio base P. Per i dettagli, vedere Geometria [?],

La forma di Jordan di A é

Esempio 21.59. [KKKO7] Abbiamo la matrice

2 0 -1 1
1 1 -1 1

A= 1 —3 9 ] € Matyyxg (K)
0 -3 2 -1

con sp(A) = {1} di molteplicita algebrica 4 e geometrica 2. Abbiamo 2 blocchi di Jordan relativi a A =1, e la
somma dei loro ordini deve essere 4. Abbiamo due possibilita, 2,2 o 3, 1.






Capitolo 22

Ventiduesima lezione - Esercizi

22.1 Esercizi svolti
Esercizio 22.1. [NNN98a] Dato a € R e l’endomorfismo

Ta: R[t]gzg —
p(t = tep(t

al variare di a discutere la diagonalizzabilita di T,.
Soluzione. Vediamo le immagini di una base di R?, 1,¢,2,¢3 ricordando che

pt)=1=p)=0 pt)=t=p)=1 p(t)=1"=p(t)=2t p(t)=1t"=p'(t) =3t
e che quindi

pt—a)=1=p(t—a) =0 p(t—a)=t=p'(t—a) =1 p(t—a)=1t>=p'(t—a) =2(t—a) p(t—a) =13 = p/'(t—a) = 3(i

r) = t-(1))=(-0)=0
T(t) = t-((t))=(-1)=t
Tt = (- (t—a)?®))=(-2(t—a))=2t>—2at
Tt = t-((t—a)®) =(t -3(t—a)?) = 3t> — 6at® + 3a*t
Usando l'isomorfismo
¥: Rlt]l<s — R?
1 ey
t < e3
2 ey
t3 “ e

11 nostro endomorfismo si trasforma nell’endomorfismo : R* — R*

T: R* —» R*
e, — (3,—6a,3a%0)
ey — (0,2,—2a,0)
es — (0,0,1,—a)
ey = (0,0,0,0)

397
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ed abbiamo

3 0 0 0
By _ | —6a 2 0 0
(Mz), = 3¢2 —2a 1 0
0 0 —a O
Calcoliamo il polinomio caratteristico
3—A 0 0

pr(A) = det

0
—6a 2-X 0 8 = (3= N(2- N1 = N(-N\)

3a? —2a 1-—X\

0 0 —a =\
Dato che abbiamo quattro autovalori distinti non dipendenti da a e siamo in dimensione 4 I’endomorfismo T,
e quindi I’endomorfismo T, ¢ diagonalizzabile per ogni a.

O
Esercizio 22.2. [QQQ98] Dato l’endomorfismo

T: R[ﬁ]gg — R[ﬂgg,
1 —> 0
t — 1
2 — 2t
3 — 3t

Determinare autovettori ed autovalori di T, e dire se T ¢ diagonalizzabile.

Soluzione. Dato che 1,¢,t%,t3 & una base di R[t]<3, usando Iisomorfismo

¥ Rltjl<s — R4
1 ey
t = €3
t2 = €9
t3 = e

11 nostro endomorfismo si trasforma nell’endomorfismo T = 1) o To

T: R* — R*
e, +— (0,3,0,0)
ey — (0,0,2,0)
§3 = (07 07 07 1)
e, +— (0,0,0,0)
ed abbiamo
0 0 0O
B, _ | 3 0 0 0
(MT)E4 |l 02 00
0010
Calcoliamo il polinomio caratteristico
-2 0 0 0
3 A0 0
pr(A) = det 0 5 _\ 0 =\
0 0 1 =X
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Abbiamo un solo autovalore, 0, di molteplicita algebrica 4. Calcoliamo la sua molteplicita geometrica

-2 0 0 0 00 0O
3 =X 0 0 0 0 0

mg(0) =4 —rk 0 2 -\ 0 =4—rk 02 0 0 =4-3=1%#ma(0)
0 0 1 =X A0 0 010

E T e quindi T non & diagonalizzabile.

Proposto: Esiste n tale che 7" e diagonalizzabile?

Esercizio 22.3. [NNS80] Dato ’endomorfismo T: R* — R* associato dalla base canonica alla matrice

1 0 -1 1
E 0 k£ O 0
Mg, =1 210 1 -1
30 0 3

Al variare di k € R

1. Calcolare gli autovalori di T'.

2. Determinare se T ¢é diagonalizzabile.

3. In caso affermativo, determinare una base di autovettori. [Lungo]
Soluzione.

1. 1l polinomio caratteristico & dato da

1—A 0 -1 1
0 k—X 0 0
-1 0 1-x -1
3 0 0 3—A

—5+v13
2

pr(A\) = det =AM\ —E) (A2 + 51 +3)

le sue radici reali, e quindi gli autovalori di 7" sono 0, k,
2. Per vedere se T ¢ diagonalizzabile, distinguiamo i vari casi

(a) k#£0, %‘/ﬁ Abbiamo quattro autovalori distinti su R%, e T & quindi diagonalizzabile.

(b) k = 0. Abbiamo Pr(\) = A?(A? + 5) + 3), un autovalore con molteplicita algebrica due e due
autovalori con molteplicita algebrica uno. Le molteplicita geometriche degli autospazi associati a
questi ultimi due autovalori sono forazte ad essere anch’esse uno. Vediamo

1—A 0 -1 1

0 k-XA 0 0
L I T B G
30 0 3-X),_ ...
10 -1 1
00 0 0
= ARl g 1
3 0 0 3

dato che abbiamo una riga di zeri e la prima e seconda riga sono opposte. Quindi 7" ¢ diagonalizzabile.
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2
(c) k= _S_T\/ﬁ Abbiamo pr(A) = A ()\ - _5%@) (/\ - _5%\/@) Come prima, basta calcolare

1-x 0 -1 1
e [PV ] 0 k=0 0
& 2 B 1 0 1—x -1
3 0 0 3-X),  cavs
A é
= Ao 10 1-=5YB -1
3 0 0 3 =5-Vi3

e dato che abbiamo una riga e colonna nulla e che, dopo qualche conto, vediamo che

1— =5-V/13 -1 1

det -1 1 =5=+13 -1 = 25V13 + 95
3 0 3 — =5V

ed il rango che cerchiamo ¢ 3, abbiamo

mg<_5_2\/ﬁ> :4—3:17&ma<_5_2\/ﬁ>

e quindi per k = _5%@ T non ¢ diagonalizzabile.
(d) k= _E”%‘/ﬁ ¢ lasciato per esercizio.

3. Determinare una base di autovettori & lasciato per esercizio. [Lungo]

Esercizio 22.4. [KL09] Sia T: R?® = R3 un endomorfismo descritto da

1 1 0
Mr)g2={0 2 0
2 —2 —1

Determinare la dimensione dello spazio delle soluzioni del sistema
T%((x,y,2)) + T*((2,y,2)) =0

Soluzione. Vediamo se T ¢ diagonalizzabile, ed in caso affermativo opereremo con la sua forma diagonale.
Calcoliamo gli autovalori di T da

1—-X\ 1 0
det 02—\ 0 | =FON\)=-X+2224+X1-2=0
2 -2 —1-2)\

Dato che
F(£1)=F(2)=0
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gli autovalori sono +1, 2 e la matrice & diagonalizzabile. Sia B una base di autovettori di 7', che esiste in quanto
T ¢ diagonalizzabile. Abbiamo per esempio

Esprimiamo il sistema usando (MT)g

o

T((x,y,2)) + T°((x,9,2)) =
(02) " (o) + (0mm2)" (4] -

o
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Il rango della matrice & 2, quindi la dimensione delle soluzioni del sistema e 1. O
Esercizio 22.5. [NNN50] Dato ’endomorfismo

T: K* — K*
(z,y,2,t) — (2y,x,—t,z2)

Dire se é diagonalizzabile al variare di K in Q,R, C.
Soluzione. Abbiamo

T(Ql) - (Oa 17070)7 T(QZ) - (2a07070)7 T(Q?,) = (Oa0707 1)7 T(§4) - (ana *170))

e quindi
020 0
B _ |1 00 0
Mr)g; =10 0 0 -1
001 0

Il polinomio caratteristico si calcola facilmente dato che si tratta di una matrice a blocchi:

-\ 2 0 0
1 =X 0 0
0 0 -x -1
0 0 1 =A

pr()) = det =N =2)(\2+1)
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@ Non tutte le radici sono in Q, e quindi 7" non & diagonalizzabile.

R Non tutte le radici sono in R, e quindi 7" non ¢ diagonalizzabile.

C Tutte le radici sono in C, e sono tutte distinte. Quindi T' & diagonalizzabile.

Notiamo che non basta che ogni riga e colonna di una matrice abbiano un solo elemento non nullo per
garantire la diagonalizzabilita dell’endormorfismo associato. 0

Esercizio 22.6. [JJ93] Dato l’endomorfismo T: R? — R3 associato dalla base canonica alla matrice

1 1 1
M) ={ 1 1 -1
-3 3 5
1. Determinare il polinomio caratteristico di T.
2. Determinare il polinomio minimo di T
3. Dire se T ¢ diagonalizzabile.
Dimostrazione.
1. Determiniamo il poinomio caratteristico di T’
1—A 1 1
pr(\) = det I 1-x -1 = A4 7N — 16\ + 12

-3 3 5—A
2. Per calcolare il polinomio minimo di 7" fattorizziamo il polinomio caratteristico di T’
pr(A) = =A% + 72 — 16) + 12
Procediamo con il metodo delle radici razionali. Le possibili radici sono
+1,£2 4+ 3,£4,£6,+12

Abbiamo
pT(]-) =2 pT(—l) =36 pT(Q) =0

Quindi A —2 & un fattore lineare di d(\). Dividendo —A3+7A% —16A+12 per A—2 otteniamo —A2+5\—6.
Fattorizziamo questo polinomio di secondo grado con la formula ed otteniamo

A4 BN —6=—(\—2)(\—3)
e quindi una fattorzzazione del polinomio caratteristico di T" e

pr(\) =-(A=2*(A-3)

Dato che la il polinomio minimo deve essere monico, avere gli stessi fattori irriducibili del polinomio
caratteristico e grado minore od uguale, abbiamo solo due possibilita per il polinomio minimo di 7"

FO=A=2)A=3) e g(\)=(A-2*(A-3)
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Il polinomio minimo & tra questi due quello di grado minore che viene annullato da M. Dato che

fM) =M —=2-13)- (M = 3-I5)

1 1 1 11 1
= 1 1 -1 | -2-1;]- 1 1 -1 |-31,
-3 3 5 -3 3 5
-1 1 1 -2 1 1
- 1 -1 -1 1 -2 -1
-3 3 3 -3 3 2

=0
il polinomio minimo di 7' & (A — 2)(A — 3) = A2 — 5\ + 6.

3. Dato che il polinomio minimo ha tutte le radici in R e nessun fattore multiplo, T & diagonalizzabile.
O

Esercizio 22.7. [KL14] Sia T: R? — R3 l’'endomorfismo avente come autovettori
yl = (17 150)7 QQ = (07 1) 1)7 ys = (Oa07 1)
rispetto agli autovalori 1,1,2. Determinare la dimensione dell’insieme delle soluzioni dell’equazione
(T3 —4T? + 6T — 313)(x,y,2) =0

Soluzione. Determiniamo il polinomio caratteristico di T'. Vogliamo vedere se i tre autovettori v;, vy, v5 siano
linearmente indipendenti. Lo sono, basta controllare che

110
det [0 1 1| =10
00 1

Abbiamo quindi tre autovettori linearmente indipendenti, e quindi una base di autovettori. Allora T ¢
diagonalizzabile, e dato che conosciamo gli autovalori, il polinomio caratteristico ¢ dato da

PrN) =1 =M1 =X)2-X) ==X +4\% —5)1+2
Sappiamo che 7" annulla il proprio polinomio caratteristico (Teorema di Cayley-Hamilton),
—T3 4+ 4T% - 5T +2[3=0 = T3 —4AT? + 5T —2I5=0
quindi I'equazione diviene
(T3 — 4T% + 6T — 313)(z,y, 2)
(T? —AT? + 5T — 213+ T — I3)(z,y,2) =
(T = Is)(z,y,2) =

T

(M) —Is) [y] = 0

z

— o
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e dato che questo & un sistema omogeneo con matrice associata di rango 1, abbiamo co? soluzioni. O

Si pud provare a semplificare usando un’opportuna base B al posto di Esz. Se T ¢é diagonalizzabile (provare)
si pu ‘o usare una base di autovettori.

Esercizio 22.8. [KL12] Sia data la matrice

-3 -2 =2
A= 2 1 2
3 2 2
1. Determinare il polinomio caratteristico di A.
2. Calcolare A3'7 — A%,
Soluzione.
1. Calcoliamo il polinomio caratteristico
—3—-A —2 -2
det(A — \) = 2 I—XA 2 | ==X+
3 2 2—A

Quindi il polinomio caratteristico di 4 & P(\) = —\% + \.
2. Sappiamo che la matrice annulla il proprio polinomio caratteristico, quindi abbiamo che
P(A)=0 = A*=A
Dato che 317 = 256 + 32 + 27 + 2 = 28 + 2% 4 33 + 2 abbiamo A3!7 = A2%6 . 432. A27. A2 da cui
A'=A3A=A-A=A?
£ = (4 =
A64 — (A8)8 = (A%)8 = (AB)2 = (A2)% = A% = A2
A6 — (A54)4 = (42)% = 48 = A2

A= (A3 = (AP =4

A27:(A9)3:A3:A
Quindi
A317:A256'A32'A27'A2:A2'AZ'A'AQ:AQ'A:A3:A
Quindi

A317_A64:A_A2:

N O N
N O N
o O O

Rimarchiamo che si possono trovare altre strade per calcolare A317, A64,

Proposto: si pud dimostrare facilmente per induzione che 42" = A% e 43" = A. Si veda se &
possibile dare (e provare per induzione) una formula generale per A?", A?"t! e A", [
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Esercizio 22.9. [KL06] Si determini la matrice A associata ad un applicazione lineare T: R? — R? sapendo
che T ammette gli autovalori 1,—2 e

V1 = Span((1,2)), V_a = Span((2,1))

Soluzione. Scegliamo di determinare la matrice (MT)gz
questa matrice, generica, associata a T' e
a b
(¢

Imponiamo le due condizioni, per esempio imponendo che

T((1,2)) = (1,2) e T((2,1)) = =2+ (2,1)

ED6)-6) €900

dato che le due condizioni devono essere soddisfatte contemporaneamente, abbiamo che a, b, ¢, d devono soddisfare
il sistema

ovvero

a+2b=1 a+2b=1
ct2d=2  _ J2a+b=—4 {a+2b:1 {c+2d:2
2a+b=—-4 c+2d=2 2a+b=—-4 2c+d=-2
2c+d=-2 2c+d=-2
che hanno soluzioni
a=-—3
b=2
c=—2
d=2

L’applicazione T' & quindi associata alla matrice
E -3 2
(MT)Ez = (2 2)

Procedimento alternativo scegliendo una base che non sia Fs:
Dato che i due vettori v; = (1,2) e vy = (2,1) sono linermente indipendenti, formano una base B di R?.

Date le condizioni , abbiamo che
T(vy) =vy e T(vg) = —2y

ami= (5 %)

¢ la matrice associata all’applicazione secondo la base B. O

quindi

Esercizio 22.10. [ES2122D] Dati vy,v, € K? linearmente indipendenti, a € K ed un endomorfismo T tale
che per ogni vy, v,
T: K2 — K2
Uy —Vy Uy — Uy
avy +2vy Uy
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1. Determinare gli a tali che T sia iniettivo, surgettivo, isomorfismo.

Soluzione. Dato che T'(v; — vy) = v, — ¥y, € quindi v; — v, € autovettore di T, prendiamo come base
B = v; — vy,v;. Questi due vettori sono linearmente indipendenti dato che lo sono v;,v, e quindi formano
una base di K?. Vediamo di determinare I'immagine di v;. Abbiamo

aT(vy) + 2T (vy) = v,

2T (v1) — 2T (vy) = 201 — 2v,

aT(vy) + 2T (vy) = vy

2T (v1) — 2T (vy) = 2v; — 2v,

(a+2)T(vy) = 2v; — vy = (v — V) + 1y
Se avessimo a = —2, avremmo 0 = 2v; — v, € vy, ¥y sarebbero linearmente dipendenti, contro I'ipotesi. Quindi
possiamo supporre per ipotesi che e

1
T(vy) = a+2@1 —uy) + a+2y1

Date le immagini di v; — v, v; in base B abbiamo la matrice

= (5 77)

a-+2

che, dato a # —2, & non singolare e quindi ’endomorfismo 7' & invertibile e quindi un isomorfismo e quindi
iniettivo e surgettivo.

Ricapitolando: dalle ipotesi discende necessariamente che a # —2. Per tutte le a # —2 'endomorfismo 7' ¢
isomorfismo, quindi iniettivo e surgettivo. O

Esempio 22.11. [MMM50] Dato l’endomorfismo di R-spazi associato alla matrice

10 0
(Mr)gi=|1 2 1
00 -1

Determinare pr e una base di autovettori se possibile.

Soluzione: Determiniamo il polinomio caratteristico sviluppando il determinante della matrice

1-A 0 0
1 2-A 1
0 0 —-1—-2X

per la seconda colonna:

pT()\):(Q—)\)~det( 1‘3 IR ) O+ DA =1)(A=2)

Gli autovalori sono —1, 1, 2. Determiniamo le basi degli autospazi
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1. V_4. Una base ¢ data dal ker della matrice

(n)g; - (1) =

O = O

0

1 1
0 -2

Questo mi dice che z=0e z+y = 0=z = —y. Vettore generico (—y,y,0). Base v; = (—1,1,0).

2. V1. Una base e data dal ker della matrice

((MT)% - (—1)13) =

O =N
o W o
o = O

Questo mi dice che z =0 e 3y + z = 0 = z = —3y. Vettore generico (0,y, —3y). Base v, = (0,1, —3).
3. Va. Una base e data dal ker della matrice
-1 0 0
() -@n) = 10 1
0 0 -3
Questo mi dice che z = z = 0. Vettore generico (0,y,0). Base v3 = (0,1,0).

I tre vettori v; = (—1,1,0),v, = (0,1, —3),v3 = (0,1, 0) sono linearmente indipendenti, dato che la matrice

-1 1 0
01 -3
0 1 0

ha rango massimo. Formano quindi una base B di R3. Rispetto a questa base,

-1 0 0
(Mp)s=1 0 1 0
00 2

Volendo verificare i conti, costruiamo le matrici (Mr) 2, M 33 e Mj* e costruiamo (MT)g mediante il cambiamento
di base:

MBE:=Mat[[-1, 0, O],
[1’ 1’ 1]’
[0, -3, 011;

MEB:=Inverse (MBE) ; MEB;
Mat[[-1, 0, O],

[0, 0, -1/3]1,

[1, 1, 1/311;

MTEE:=Mat[[1, O, 0],

[1: 2, 1]:
[0, 0’ _1]];
MEB*MTEE*MBE;
Mat[[1, 0, O],
[O: -1, O]:

(o, o, 211
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Notiamo che le dimensioni dei ker sono sempre maggiori di 0, questo perché se c’e¢ un autovalore, il ker deve
contenere almeno un vettore non nullo. O

Esempio 22.12. [NNNOO] Abbiamo l’endomorfismo di R-spazi, con k € R

T: R[aﬁ]gg — R[.’I;]SQ
ar? +br+c — (a+kb)z? + (ka+b)x + ke

Dire, al variare di k, se T ¢é diagonalizzabile.

Soluzione: Poniamoci in R3 con isomorfismo

w: R[x]gg — RB
2 = g

x — e

1 = ey

Possiamo quindi interpretare T' come I’endomorfismo

T: R3 — R3
(a,b,c) +— (a+ kb ka+b,kc)

ed abbiamo

T(gl) = (17k70) T(QQ) = (k7 1’0) T(QS) = (O’O’k)

Quindi

1 k0
(Mz)g: E 1 0
0 0 k

e si vede facilmente, sviluppando
1—A k 0
det k 1—A 0

0 0 k—A

per la terza riga, che

pr(N) = (k=M1 =2 = k) = (k=)A= A= k)1 =A+k) =-A - kA - (1 -k)A - (1+k)
e quindi i tre autovalori sono k,1 — k, 1 + k.

Vediamo i vari casi

1. I tre autovalori possono essere tutti coincidenti? Vorrebbe dire che k soddisfa

k=1-k che non ha soluzioni.
k=1+k

Quindi i tre autovalori non possono essere tutti e tre coincidenti.

2. Due soli autovalori coincidenti. Abbiamo i tre casi
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(1) (2

con A\ = % di molteplicita algebrica 2 e Ao = % di molteplicita algebrica 1. La molteplicita

geometrica di Ao € forzata ad essere 1. La molteplicita geometrica di A\; = % e

1-\  k 0 1/2 1/2 0
3—rk| kK 1-x 0 =3—rk|1/2 1/2 0] =3-1=2
0 0 k-2 0 0 0

(a) k=1—k=k=3. Abbiamo

1 1
k=1 =1

e quindi per k = 0 T & diagonalizzabile.
(b) k =1+ k. Impossibile.
(¢) 1—k=1+k= k=0. Abbiamo
pr=—AA—1)°
con \; = 0 di molteplicita algebrica 1 e A, = 1 di molteplicita algebrica 2. La molteplicita geometrica
di Ay =0 & forzata ad essere 1. La molteplicita geometrica di Ay =1 &

1-X  k 0 00 0
3—rk| k  1-X 0 =3-7k[0 0 0]=2-1=2
0 0 k=3 / o 00 -1

e quindi per k = 0 'endomorfismo T & diagonalizzabile.
3. Se k # %, 0, i tre autovalori sono tutti distinti e 7' (e quindi T') & diagonalizzabile.
Riassumendo, I’endomorfismo T (e quindi ’endomorfismo T') ¢ diagonalizzabile per ogni k € R. O

Esercizio 22.13. [ES03] Sia dato b € R e il morfismo T associato alla matrice

1 b -1
B=(Mp)pi=| —b b+1 b
b0 —b

1. Al variare di b € R calcolare il polinomio caratteristico di T.
2. Esistono valori di b tali che il polinomio minimo di T abbia grado < 3%
3. FEsistono valori di b tali che T sia diagonalizzabile?

Soluzione.

1. 1l polinomio caratteristico di T & —A3+2X%2 -\ = —A\(A—1)2, come si puod vedere sviluppando con Laplace
secondo la terza riga od operando una parziale riduzione di Gauss sulla matrice B — A - I3. Ricordiamo
che la riduzione con Gauss della matrice B non da in genere una matrice simile a B e quindi in genere
il polinomio caratteristico della matrice ridotta non é uguale a quello della matrice di partenza.

2. Il polinomio minimo di T' va cercato tra i seguenti candidati: i divisori del polinomio caratteristico che
sono divisi da sqfr(=A(A —1)%) = A(A — 1):

AA—=1), AA—=1)?

Esaminiamo i due casi
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e PMz(A) = A(A —1). Dovremmo avere

PMr(B) = B (B~ Iy) =

e questo ¢ vero se e solo se b = 0.

Quindi se b = 0 PMp(A) = AM(A —1).

—2=b b*+b b*+b

—b b b
_b2 b2 b2

=0

e questo e un polinomio minimo libero da quadrati con tutte le

radici in R, e quindi in questo caso T e diagonalizzabile.

3. PMr (M) = A\ —1)2, e quindi b # 0: dato che il polinomio minimo non & libero da quadrati, il morfismo

T non ¢ diagonalizzabile.

Esercizio 22.14. [NNUOO] Data la matrice

calcolare A3*2,

Soluzione. La matrice A ¢ sommma delle due matrici

1 0 0O

01 0

D= 00 -1

0 0 O

La matrice D & diagonale, e quindi

1 0 O

n_ [0 1 0

b= 0 0 -1

0 0 O

0
0

-1

o o o

OO = =

oo o

O

0
0
1
~1
0100
0000
N=10 0 0 1
0000
0 0 0
10 0
0 (=)™ 0
0o 0 (-1

Verifichiamo facilmente che la matrice IV & nilpotente di prdine 2, ovvero che N? = 0. Verifichiamo sul morfismo

associato T' = Ly

T:

01 0 0

. 10 0 0 O
e ricordando che N = 00 0 1
00 0 O

T(e;) =0

T(er) = &1

T(e3) =0

T(ey) = e

R4

- R*
— N-v

dalle colonne di NV abbiamo che

ToT(e;) = T(0) = 0
ToT(ey) =T(e;) =0
T o T(e;) = T(0) = 0
ToT(ey)=T(e3) =0



22.2. ESERCIZI PROPOSTI 411

dacuiToT =0 e quindi N2 =0.

Quindi, usando il teorema del binomio

(D + N)343 _ <D343 + <343> D342N + <343) D340N2 4. )

1 2
ma dato che N2 = N3 = ... = N34 =0, abbiamo che
10 0 0 10 0 0 01 00
|0 1 0 0 4343 0 1 0 0 0 0 0 O
10 0 (—1)3 0 0 0 (—1)342 0 0 0 01
0 0 0 (—1)343 0 0 0 (—1)342 0 0 0O
1 0 0 0 01 0 O
01 0 0 0 0 0O
“loo -1 o™ lo 0 01
0 0 -1 00 0 O
10 0 0 343 0 O
10 1 0 0 n 0O 0 0 O
10 0 -1 0 0 0 0 343
0 0 0 -1 0 0 0 O
1 343 O 0
N 0 0
10 0 -1 343
0 O 0 -1
1 k 0 0
. 0 1 0 0
. . k_
E facile dimostrare che A" = 0 0 (~1)k 1 O
0 0 0 (—1)*

Proposizione 22.15. [NNU02] Ogni matrice A in forma di Jordan é la somma di una matrice diagonale D
e una nilpotente N.

Dimostrazione. La matrice A & data ha non nulla la diagonale e la sovradiagonale. La prima ci d& una matrice
diagonale D, mentre la seconda ci da una matrice N in cui solo la sovradiagonale € non nulla. E facile dimostrare
(fatelo per esercizio) che N & nilpotente. O

Corollario-Definizione 22.16. [NNUO5] Data una matrice quadrata A € Mat,x, (k) Jordanizzabile, le
matrici D, N la cui somma da la forma di Jordan di A si dicono rispettivamente parte diagonale e parte
nilpotente di M.

22.2 Esercizi proposti

Esercizio 22.17. [M152] Sia T: R3 — R3 un applicazione R—lineare con matrice associata

1
(Mr)ge = [0
0

o=
v oo
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Discutere la diagonalizzabilita di T al variare di k in R.

Esercizio 22.18. [LL65] Sia T: R3 — R? un applicazione R—lineare con matrice associata

2 1 0
(Mr)i=[0 1 -1
0 2 4
Dire se T e diagonalizzabile.
Esercizio 22.19. [LL64] Sia
T: R3 — R3

(x7yaz) — (x,y+32,x+y—z)

un endomorfismo di R— spazi. Dire se e diagonalizzabile ed in questo caso determinere una base B tale che
(MT)g sia diagonale.

Esercizio 22.20. [LLL64] Sia

T: RS R3
(z,9,2) +— (v,y+3z,x+y+2)

un endomorfismo di R— spazi. Dire se ¢ diagonalizzabile ed in questo caso determinere una base B tale che
(MT)g sia diagonale.

Esercizio 22.21 (Difficle). [LL89] Al variare di k € R si consideri la matrice

3—-k -1 0
A= k 2 k
0 1 3—-k

Per quali valori di k ’endomorfismo associato ad A dalla base canonica & diagonalizzabile?

Esercizio 22.22. [LL92] Sia f: R? = R3 un endomorfismo tale che la matrice associata dalla base canonica
sia

1 0 h
A |3 2 1
h 0 1
1. Per quali h € R il morfismo f é un isomorfismo?
2. Discutere, al variare di h € R gli autovalor: di f e la loro molteplicita algebrica.

3. Per quali h € R il morfismo f é diagonalizzabile?

Esercizio 22.23. [UI21]
Siano dati in R3 i vettori v, = (0,1, —1), vy == (2,0,1) e v3 := (1,2,0).

1. Verificare che esiste un unico endomorfismo f: R® — R3 avente v,,vy,v3 come autovettori associati,
rispettivamente, agli autovalori 0,3, 6.

2. Determinare My, ker(f) ed Im(f) rispetto a un opportuna base B di R3.
Esercizio 22.24. [NNN09] Dato l’endomorfismo T: R? — R3 associato dalla base canonica alla matrice

12 -1
(Mr)g2=|1 1 0 |¢€Matss(R),
10 1

Determinare il polinomio minimo di T e dire se T & diagonalizzabile.
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Esercizio 22.25. [NNN92] Determinare autovettori, autovalori, polinomio minimo e caratteristico degli endomorfismi

associati alle sequenti matrici, e dire se sono diagonalizzabili su Q,R,C

2 5
L (5 12)
-2 10 7 -2 -1 4 -1
2. 1 -1 -1 1 -1 1 -1
-5 14 10 2 4 -1 4
10 0 -8 3 2 0 -10 3 2 0
3 01 0 4 -1 0 O 5 -2 0 0
’ -8 4 -3 20 -13 -1 -3 26 -14 -1 -3
00 0 -3 1 1 0 -4 1 1 0
1 0 0 0 2 2 2 2 1 1 1
-1 3 1 -3 -8 -6 -4 —4 -2 0 -2
4 -3 -8 -4 2 2 8 4 2 -1 -2 2
1 2 0 -2 -4 -4 -2 0 1 1 -1
Esercizio 22.26. [NNN99] Dato l’endomorfismo
T: R[t]gg — R[t]gg
p(t) = Pt

determinare autovettori ed autovalori di T, e dire se T ¢ diagonalizzabile
Esercizio 22.27. [NNN98] Dato a € R e l’endomorfismo

—
—

R[t]<3

Tai R[t]ggg
p t-p'(t—a)

(t)

413

—10

28
—4

Al variare di a determinare autovettori ed autovalori di T, e dire se T & diagonalizzabile.

Esercizio 22.28. [NNN97] Dato I’endomorfismo

T: Matoys (R) — Matoy o (R)

a b . a—+2b b—c
c d c—d a+b+ec

determinare autovettori ed autovalori di T, e dire se T e diagonalizzabile.

Esercizio 22.29. [NNN96] Determina se possibile due matrici di Matayo (R)

caratteristico ma non siano simili.

Esercizio 22.30. [NNN95] Determina se possibile due matrici di Matsys (R)

caratteristico ma non siano simili.

Esercizio 22.31. [NNQ96] Determina se possibile due matrici di Matayo (R)

caratteristico ma diverso polinomio minimo.

Esercizio 22.32. [NNQ95] Determina se possibile due matrici di Matzys (R)

caratteristico ma diverso polinomio minimo.

che abbiano uguale polinomio

che abbiano uguale polinomio

che abbiano uguale polinomio

che abbiano uguale polinomio

Esercizio 22.33. [NNN94] Sia T: V — V un endomorfismo di K-spazi, con dimV finita e T* = 0. Dimostrare

che T ¢ diagonalizzabile se e solo se T = 0.
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Esercizio 22.34. [NNN84] Trovare un T:V — V endomorfismo di K-spazi, con dimV = 4 tale che T # 0
ma T? = 0.

Esercizio 22.35. [NNN93] Trovare un T:V — V endomorfismo di K-spazi, con dimV = 4 tale che T? £ 0
ma T3 = 0.

Esercizio 22.36. [JJ08] Sia data la matrice

1 -2 0
A=1|1/2 -1 -1
1/2 -1 0

1. Determinare autovalori ed autovettori di A. A ¢é diagonalizzabile?
2. Determinare autovalori ed autovettori di A%. A% ¢ diagonalizzabile?
3. La matrice A3 ¢ diagonalizzabile?

4. La matrice A'%% ¢ diagonalizzabile?

Esercizio 22.37. [NNN88] Dato k € R e l’endomorfismo

T: R[:C]Sg — R[J»']SQ
a?+br+c = 22+ (at+bto)rtk

Al variare di k
1. Calcolare gli autovalori di T'.
2. Determinare se T ¢é diagonalizzabile.
3. In caso affermativo, determinare una base di autovettori. [Calcoli lunghi]

Esercizio 22.38. [NNN80] Dato l’endomorfismo T: R* — R* associato dalla base canonica alla matrice

1 0 -1 1
E 0 k£ O 0
(Mr)p, = | 3 0 1 -1
30 0 3

Al variare di k € R
1. Calcolare gli autovalori di T .
2. Determinare se T & diagonalizzabile.
3. In caso affermativo, determinare una base di autovettori. [Difficile]

Esercizio 22.39. [NNN90] Calcolare, se del caso al variare di a,b,k € R il polinomio minimo delle sequenti
matrict

2 -1
1 0 S Matg)?,(R)
0 1

~
—_ =

1 0 0
2. b+1 1 0] e Matg’g(R)
0 b+2 a
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1 0 -1 1
0 k£ O

3. 1 0 1 1 c Mat4,4(IR)
3 0 0 3
1 0 -1 1
0 k£ O 0

4, 1 0 1 1 c Mat4,4(]R)
3 0 O 3

Esercizio 22.40. [NNUO1] Data una matrice in forma di Jordan Jp, (A1), ..., Jp, (M), dimostrare che la parte
nilpotente ha ordine max;(p1,...,pk)-

Esercizio 22.41. [NNU98] Determinare la forma di Jordan delle sequenti matrici. Le ultime due matrici
richiedono calcoli lunghs.

1.
2 -1 0
1 0 0
-1 2 1
Soluzione.
1 1 0
0 1 1
0 0 1
O
2.
1 0 -1
01 -1
4 0 -3
Soluzione.
1 0 0
-1 1
0 0 -1
O
3.
3 4 0 0
-1 -1 1 0
0 0 3 0
-1 -4 0 3
Soluzione.
1 1 0 0
0 1 0O
0 0 3 1
0 0 0 3
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-6 7 2 0

-5

-5 6 1 0

—4

Soluzione.

S AN

N O

o O

-8 12 4 -8

0
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Soluzione.

|

1 0 0 0O
01 0 0O0O0
00 2100
00 0 200
00 0040
00 0 0 0 4

1



