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Soluzione

Esercizio 1.
a) La matrice di iterazione M ~'N & data da

_ 0 a tuT
1 —_
MEN = { T e 0 }
Poiché T~ & la matrice bidiagonale inferiore con 1 sulla diagonale e —1 nella
sotto diagonale, vale T~ 'e = e; dove e; = (1,0,...,0)T. Quindi M~'N ha
n — 2 autovalori nulli e i due autovalori rimanenti sono gli autovalori della

sottomatrice [ g 0‘7;“1 ] che sono £vuja~!. Quindi il raggio spettrale di

M=IN & p=/|a"tuy]| che & minore di 1 se e solo se & > |u1].
b) Il metodo di Gauss-Seidel ha per matrice di iterazione

o a”t 0 0«1 4 -1 T
G{—a_lT_le T_l}{o 0 ]a {T‘le][o o ]

e quindi il raggio spettrale ¢ pg = |a luT T te| = |[a " tuTes| = |a tuy|. Si
ha quindi convergenza ancora se |&| > |ui|. Perd da un confronto dei due
metodi segue che pg = p?. Il metodo di Gauss-Seidel ha velocita di convergenza
asintotica doppia rispetto al metodo proposto e il costo computazionale per
passo ¢ lo stesso a meno di una costante additiva. Quindi il metodo di Gauss-
Seidel ¢ piu conveniente.

c) La matrice di iterazione del metodo di Jacobi &

0 o 1T
J__[e T—I}

Se Jv = M\v allora
A atuT -0
e T—IT+X |7

Quindi v risolve il sistema lineare triangolare

A V2 —U1
1 A v —uy
1 1A Un U1
da cui, induttivamente, si ricava che v a meno di un fattore moltiplicativo ha
componenti v; = 1, v; = =A"1(1 - A"1i72 i =2... n.
Inoltre dalla prima componente della relazione Jv = Av si ha che A =

A a7t Z::_g ujp1(1—=A"1)7 dacui A2 = a~? Z;”;g u;(1—A~1)7. Moltiplican-
do ambo i membri per A2 si ottiene il polinomio caratteristico che & monico e



ha coefficiente costante u,_1a~'. Ne segue che il prodotto degli autovalori ha
modulo |u,_1a~t|. Poiché la media geometrica del modulo del prodotto degli
autovalori & minore o uguale al massimo modulo degli autovalori ne segue che
PJ > |un—1a71|1/n~

Esercizio 2.
a) Dalla teoria si sa che il metodo di Newton genera successioni 41 = g(xg)
dove g(x) = z — f(2)/f'(z). Poiché f(z) = f(a)+ (z — a)f'(§) = (z — a) f'(£),

dove |a — ¢ < |a— x|, vale

glx)—a z—a— fx)/f(x) _ (1— f"(6)

T—a« T—a ()

f'(@) = f'(€)

f'(x)
Quindi, se la successione xj, € convergente, applicando la relazione precedente a
ay, poiché limy f(xy) = f'() = limy, f'(&), si ha che limy *EH22% = 0 essendo

) =

f'(@) #0.
b) Usando la condizione di Lipschitz si deduce che
1= 5= 17/ @) = PO @) < 2le 17 @)l

Quindi, poiché f’(a) # 0 esiste un p tale che m = mingez () | f'(2)| # 0, quindi
per p' < 1vyp/m, e per ogni zg € Z(p') vale |z1 — a|/|zg — a| < 3 e induttiva-
mente |z — a| < 1/2%. Per cui si ha convergenza.

Esercizio 3 Le formule che danno un passo del metodo di Gauss-Seidel sono:

1= (f1 —az2)/a
yi:(fl—bi,lxi—cixiJrl)/ai, i=2,...,n—1
- (fn - bn—lxn—l)/an

Eseguendole in aritmetica floating point, denotando con «;, 3;, i, 6;,0; 1 vari
errori locali commessi nelle singole operazioni aritmetiche del passo i-esimo, e
denotando con g; i valori effettivamente calcolati si ha

g1=(fr —azz(l+a1))d+B1)/(ar(1+61))

= (f1 = (bic12i(L+ ) — ciwipn (1 + i) (1 + o)) (1 + Bi) /(ai(1 + 65)), i=2,...

gn = (fn - bn—lxn—l(l + ’Yn))(l + 671)/(@71(1 + en))

Da cui segue che

= (fl - é1$2)/fl1
g}l—(fl—bl 12 — imiv1) /@i, 1=2,...,n—1
(fn_bn lxn_l)/an

dove si & posto f; = f;(14 8;), a; = ai( 0,), b; = ( + %)(1 + o)1+ 6),
G =c(l+a)l+o0)1+pi)emn =01 =0, = 0, = 0. Poiché gli
errori locali sono maggiorati in modulo dalla precmone di macchina p, segue la



stabilita all’indietro con errori relativi nell’input maggiorati al piu da 3u nella
parte lineare.
Il codice octave e il seguente

function y=jacobi(a,b,c,f,x)
y=[c.*x(2:end) ;0] ;
y(2:end)=y(2:end)+b.*x(1:end-1);
y=(f-y)./a;



