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Esercizio 1.
Sia f(z) : R — R una funzione continua e « € R tali che f(a) = 0.
a) Assumendo sufficiente regolaritd, per f(z) e sapendo che in « la funzione
cambia convessita, analizzare ’ordine di convergenza del metodo di Newton in
un intorno di a.
b) Assumendo sufficiente regolarita per f(z), dimostrare che se f'(z)f”(z) > 0
per z < e f'(z)f"(x) < 0 per z > « allora la convergenza & alternata.
c¢) Attraverso esempi analizzare la convergenza nel caso in cui la funzione f(x)
¢ tale che lim,_,o- f'(z) = —o0, lim,_, o+ f'(x) = +o0.

Esercizio 2.
Sia A = (a; ;) una matrice n X n tale che a;; >0, per i =1,...,n, a; ; <0 per
ij=1,...,n,i%].
a) Dimostrare che se esiste un vettore u = (u;) tale che u; > 0 per cui v = Au
ha componenti v; > 0, allora i metodi di Jacobi e di Gauss-Seidel applicati ad
un sistema con matrice A sono convergenti.
b) Dimostrare analoga proprieta nel caso in cui A & in aggiunta irriducibile e
(% > 0.
c¢) Dire se valgono analoghe proprietd nel caso in cui esiste un vettore u di
componenti positive tale che v? = u” A ha componenti positive (non negative e
A ¢ irriducibile).

Esercizio 3.
Dati due polinomi a(z) = Y ja;z’, b(z) = Y7* bz’ di gradi n ed m con
n > m, descrivere un algoritmo che calcola quoziente e resto della divisione di
a(x) per b(zx). Scrivere una function nella sintassi di Octave che prende in input
i vettori dei coeflicienti di due polinomi a(z) e b(z), da in uscita i vettori dei
coefficienti del polinomio quoziente e del polinomio resto della divisione di a(x)
per b(z) e non usa la function deconv.



Risoluzione Esercizio 1.
a) Poiché f(x) cambia convessita in « allora, se f”(x) & continua vale f”(«) = 0.
Consideriamo prima il caso in cui f/'(a) # 0. Per g( ) =a— f(z)/f (x)

vale ¢'(x) = f0)f" @)/ £ @ o"@) = F@) (55) + 1) (F5E) per
cul ¢’(a) = 0 e per un rlsultato visto a lezione, per g(z) sufficientemen-
te regolare il metodo ha almeno ordine 3. Derivando ancora una volta si ha

g"(x) = 2f'(x >(f#) i )(%)"w’( ) (451). Per cui g (a) =

2f" () (f,;1)2) ls—a che vale £ 7 (a)Z Quindi se f"’(a) # 0 Vordine & 3.

Se invece f’'(a) = 0 allora, essendo anche f”(«) = 0 si ha che « & uno zero
di molteplicita p > 3 dove p = 3 se f"'(«) # 0. Per cui, per un teorema visto a
lezione la convergenza ¢ lineare con fattore y =1—1/p > 2/3.

b) Vale g(z) — a = (z — a)g’(§) per £ appartenente all’intervallo di estremi
x e a. Vale inoltre ¢'(&) = f(€)f"(€)/f'(x)?. Se f'(x) > 0 per x < « allora,
essendo f(a) = 0 deve essere f(x) < 0 per < a per cui ¢'(§) < 0. Se d’altro
canto f'(z) < 0 per x < « allora f(x) > 0 per z < « e per ipotesi f”(z) < 0,
quindi ¢'(§) < 0 per £ < a. Questo implica che g(x) > «. Analogamente si
ragiona per mostrare che se z > « allora g(z) < «.

¢) In questo caso ci pud essere o non essere convergenza. Esempio: f(z) =
/P per x> a =0, f(z) = —(—2)/? per x < 0, p > 1. La funzione & simmetri-

T . . 1-p
ca basta quindi esaminare cosa succede per z > 0. Per z > Osiha f/(z) = %x B

per cui lim,_,o+ f'(z) = +00. Per simmetria si ha lim,_,q- f'(z) = —occ. Inol-
L1/P
1-p

tre g(x) = © —

= (1 — p)x. Per cui, se 0 < p < 2 si ha convergenza
1, p

P
lineare alternata ad o = 0 con fattore di convergenza 1 — p, se p > 2 non si ha
convergenza essendo |g(z)| > |z|.

Risoluzione Esercizio 2. R R R

a) Se D = diag(u) ed e = (1,1,...,1)T allora u = De e A = AD & tale che
Ae = ADe = Au = v > 0. Cioe, posto A= (@), vale @;; + Z;l:l-,j?éi a; ;>
0. Quindi, poiché @;; = a;;u; > 0 e @;; = a;ju; < 0 per i # j, ne segue
che @i = Qi > =305 4015 = D5 i [@;;|. Quindi A & fortemente
dominante diagonale, e la matrice di iterazione J del metodo di Jacobi applicato
ad A ha raggio spettrale p(J) < 1 per un teorema visto a lezione. D’altro
canto la matrice di iterazione J del metodo di Jacobi applicato ad A ¢ tale che
J = D7'JD quindi J e J hanno stessi autovalori e quindi stesso raggio spettrale
per cui p(J) < 1. Nel caso b) si procede in modo analogo al caso a). Nel caso
c) basta applicare i punti a) e b) alla matrice A”.

Risoluzione Esercizio 3. Sia ¢(z) = Y. ¢z’ il quoziente e r(z) =
Z;ZBI r;z? il resto della divisione di a(x) e b(z), ciod

a(x) = b(x)q(x) + r(z). (1)
Se m > n si ha g(z) = 0, r(z) = a(z). Altrimenti dalla (1) si ricava ¢p—, =
apn /by da cul a(z) — gromaz™ ™b(z) = b(x)(g(x) — gnoma™ ™) + r(x), cioe



a(x) =b(x)g(z) + r(z), a(z)=a(z) = ¢r_mz™ ™b(x). Quindi

~ an .
Ap—ij = Qp_; — b—bm,i, i=1,...,m.
m

11 polinomio a(z) ha grado n — 1 e, §(z) ¢ il quoziente della divisione di a(x)
per b(z). Quindi se n — 1 > m si riapplica la stessa procedura per il calcolo di
quoziente e resto della divisione di a(z) per b(x).

Se si adotta la convenzione che a(i) denota il coefficiente di a;_1 per i =
1,...,n + 1 e analogamente per i polinomi b(x), ¢(x) e r(z) allora si ha la
function seguente in cui si assume che i dati siano consistenti, cioe b,, # 0.

function [q, r] = quoziente_restol(a,b);
n = length(a)-1; m = length(b)-1;
if n<m
q=0; r=a;
return
end
for k=n+1:-1:m+1
q(k-m) = a(k)/b(m+1);
a(k-m:k) = a(k-m:k) -q(k-m)*b;
end

r = a(l:m);

Se invece si denota con a(i) il coefficiente a(n —i+ 1), peri=1,...,n+1
e similmente per i polinomi b(x), ¢(x) e r(z) allora si ha la function

function [q, r] = quoziente_resto2(a,b);
n = length(a)-1; m = length(b)-1;
if n<m
q=0; r=a;
return
end

for k=1:n-m+1
q(k) = a(1)/p(1);
a(l:m+1) = a(l:m+1)-q(k)*b
a(1l:n+1-k) = a(2:n-k+2);
end
r = a(l:m);



