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Esercizio 1. Si consideri il sistema lineare Ax = b dove b ∈ Rn, A = (ai,j)
è la matrice reale n × n tale che a1,1 = α 6= 0, ai,j = 1 per i ≥ j, i 6= 1,

a1,j = uj−1, j = 2, . . . , n, ai,j = 0 altrove, cioè A =
[
α uT

e T

]
, eT = (1, . . . , 1),

uT = (u1, . . . , un−1), T =

[
1 0

.

.

.
. . .

1 . . . 1

]
.

a) Posto A = M − N dove M =
[
α 0
0 T

]
, dare condizioni necessarie e suffi-

cienti di convergenza del metodo iterativo associato a tale partizionamento.
b) Dare condizioni necessarie e sufficienti di convergenza per il metodo di Gauss-
Seidel applicato a Ax = b. Confrontare il metodo di Gauss-Seidel con quello
ottenuto al punto a) tenendo conto della velocità di convergenza e del costo
computazionale per passo.
c) (Facoltativo) Dimostrare che se v = (vi) è un autovettore della matrice di
iterazione J del metodo di Jacobi, applicato ad Ax = b, corrispondente all’au-
tovalore λ allora v1 = 1, vi = −λ−1(1 − λ−1)i−2, i = 2, . . . , n. Dedurre che
ρ(J) ≥ |un−1/α|1/n.

Esercizio 2. Sia f(x) ∈ C1(I(ρ)), I(ρ) = [α − ρ, α + ρ], ρ > 0, tale che
f(α) = 0 e f ′(α) 6= 0.
a) Dimostrare che se esiste un x0 ∈ I(ρ) tale che la successione {xk}k≥0 generata
dal metodo di Newton applicato a f(x) a partire da tale x0 è contenuta in I(ρ)
e converge ad α allora la convergenza di questa successione è superlineare.
b) Dimostrare che se esiste γ > 0 tale che

|f ′(x)− f ′(y)| ≤ γ|x− y|, ∀x, y ∈ I(ρ), (1)

allora esiste 0 < ρ′ ≤ ρ tale che per ogni x0 ∈ I(ρ′) la successione generata
dal metodo di Newton applicato a f(x) a partire da x0 è contenuta in I(ρ′) e
converge ad α in modo superlineare.
c) Sia g(x) ∈ C2(I(ρ)) tale che g(α) = α, e il metodo iterativo xk+1 = g(xk)
converge ad α in modo sublineare. Studiare la convergenza locale del metodo
di Newton applicato alla funzione f(x) = x− g(x).

Esercizio 3. Sia A la matrice tridiagonale n×n reale con elementi diagonali
non nulli a1, . . . , an, sotto e sopra diagonali bi, ci, i = 1, . . . , n− 1.
a) Scrivere le formule che definiscono un passo del metodo di Jacobi applicato
al sistema Ax = f con f = (f1, . . . , fn) e se ne discuta la stabilità all’indietro.
b) Scrivere una function nella sintassi di Octave che presi in input, i vettori
colonna x = (xi), f = (fi), a = (ai), b = (bi), c = (ci) dia in output il vettore
y = (yi) ottenuto dopo un passo del metodo di Jacobi.
c) (Facoltativo) dare una implementazione vettoriale.


