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Esercizio 1. Sia C l'insieme di tutte le funzioni f : w — w a supporto
finito, dove il supporto di f & 'insieme degli x € w tali che f(z) # 0. Date
due funzioni distinte f, g € C, definiamo f < ¢ se, considerato il massimo n

tale che f(n) # g(n), si ha f(n) < g(n).
1. Sitrovino, se esistono, i primi tre elementi di (C, <) in ordine crescente.

2. Si trovi, se esiste, la piu piccola funzione f, diversa dal minimo di C,
che non ha un predecessore immediato nell’ordine dato.

3. Si dimostri che (C, <) & un buon ordine.

4. Si determini se il tipo d’ordine di (C, <) & maggiore o minore o uguale
al tipo d’ordine di w X w con 'ordine lessicografico definito come segue:
(n,m) < (n',m")sem <m'om=m'en<n'. A tal fine si trovi un
isomorfismo da w x w ad un segmento iniziale di (C, <) o viceversa.

5. Si determini la cardinalita di C.

6. Si determini il tipo d’ordine del sottoinsieme di C' costituito dalle
funzioni senza predecessore immediato.

Dimostrazione. 1 primi elementi di C sono le funzioni fo < f1 < fa... dove
fn 1w — w e la funzione che manda 0 in n e tutti gli altri elementi in 0.

La prima funzione che non ha predecessore immediato e la funzione f,
che manda 1 in 1, e tutti gli altri elementi in 0.

Dando per buono il fatto che (C, <) sia un ordine totale, possiamo
immergere w X w in un segmento di C' mandando (a,b) nella successione
(a,b,0,0,...), vista come funzione da w ad w.

La cardinalita di C' ¢ numerabile. Per dimostrarlo scriviamo C' = (J,¢,, Mk
dove Mj, e I'insieme delle funzioni tali che f(x) = 0 per ogni x > k. Ciascun
M. € numerabile in quanto & un prodotto cartesiano di k insiemi numerabili.
Quindi anche C lo & in quanto unione numerabile di insiemi numerabili.

Dimostriamo ora che (C,<) ¢ un buon ordine. Siccome gli M} sono
segmenti iniziali di C', basta mostrare che ciascun M), ¢ un buon ordine. Si
fa per induzione su k osservando che My € isomorfo a My, X w con l'ordine
lessicografico: ad una funzione f che vale zero per tutti gli x > k+1, associo



la coppia (f,n) € My x w dove n = f(k) e f & definita come f salvo che
assume il valore 0 in k.

Le funzioni f senza predecessore immediato sono quelle tali che f(0) = 0.
1l tipo d’ordine del sottoinsieme Cy di C' constituito dalle funzioni senza
predecessore immediato & uguale al tipo d’ordine di tutto C'. Un isomorfismo
da Cy a C & dato dalla funzione che porta f in f, con f(n) = f(n+1). In
altre parole la successione (0, ay, ag, .. .) va nella successione (ay, asz,...). 0O



