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Sur I’existence et la régularité des solutions faibles

d’une inéquation parabolique non linéaire

Par Hugo Beirdo-da-Veiga et Jodo- Paulo Dias*) a Lishoa

0. Introduetion

Soit Q un ouvert borné et connexe de RY de frontiére I', variété de dimension N — 1
et de classe C* 1), Q étant localement situé d’un seul cdté de I". On pose 4 = 2 x 10, TT,

ou 0 < T < + oo, et on désigne par (z, t) le point générique de A avec x = (24, - - ., Zy)-
Posons?)

0. 1) V= HYQ), B = L0, T; V),

(0.2) Iro(A) = L0, T; LP(@)), 1 = p, s < + oo,

(0. 3) €= L»(4) ~ B,

qu’on munit de leurs normes usuelles. En particulier nous avons sur € la norme

(0. 4) N llg =1l #llzm,4 + Il & [lg-

Soient

W={ue€B|uw =—‘f§e ¥ = L0, T; V') dual de B},

W, ={u€B|u €L*0, T; L*Q))},

ou u' est la derivée au sens des distributions vectorielles. On munit 28 de la norme

(0. 5) lullg =1lullg + Il 2 |lg-

I1 est bien connu que

(0. 6) W = C°([0, T]; L*(2)) ~ B muni de la norme (0. 4)
(ou = signifie injection continue).

*) Chercheurs du «Instituto de Fisica e Matematica» (Lisbonne).

1) Cette condition peut étre affaiblie.
2) On ne considére que des fonctions réelles.



182 Beirdo-da-Veiga et Dias, Solutions faibles d'une inéquation parabolique non linéaire

Soient g et r tels que

( /
B
(0. 7) g€ {2, N2TN2] : r€ [2,o00] siN > 2,
g€ [2, 00, re€ 12, oo] siN =2,
| g€ [2, 0], r€ [4, oo] si V= 1.
On sait (cf. [5], chap. II, § 3) qu’on a alors
(0. 8) € — L27(A).

Ceci résulte aussi par interpolation (cf. [1], § 1); par exemple dans le cas N >

2 on

a G < L (A) ~ L2"2(A) (car le théoréme de Sobolev entraine ¥ = L2"%(A) avec
2* = %) et en outre, par interpolation, L®® (A) ~ L2%(A) = L®7(A) avec
1 o 1 —« 1 o
I R R
(0. 9) , « € [0, 1],
1 « 4 1l—a @
T2 co 2
et, en plus,
(0. 10) el gra = 1@l 50,4l @1 e ar
Ceci étant on se donne des fonctions réelles B, (z,t,y,z), k = 0,1, ..., N, définies

en 4 X R X R¥ mesurables en (z,1) € A4 pour tout (y,z)€ R X RY el continues en

(y,2) € R X RY pour presque tout (z,t) € A. On suppose encore qu’il existe des

con-

stantes positives a et a et des fonctions b, f, d, m, g, e, h, non négatives et mesurables en A

telles que pour tout (y, z) € R x RY et pour presque tout (z, t) €4 on a (avec z= (z,, . .

2 .o,
2P = X )
im1

2 By, t,y,2) 2, = alz]*—b(=x,t)y* —f(=,1)
1=1
(0. 11)

| Bo(2,t,,2) | = d(@,t) [ 2] + m(z,1) |y | + g(=, 1)

|By(z, t,y,2) | S alz]| +e@t) |yl + hz) i=1,..., V.

Soient p et s, 1 < p, s < oo, tels que

O§%+%<1 siN =2,
(0. 12) . e .
-Z ¥
S Y = ST
2:2p+s<1 s1 I\ 4,

':ZN)v
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et définissons y,, p,, So par
N 1
Craiara 1 == g3
1 1 % 1
0.13 By 4 0 e
b po P N+2 p
1 4 %o 1
S s T W42z 5
ou, en général,7 =1 —»i— , 1 = r = oco. Nous supposerons que

(0. 14) b, f, m, d* e* h® € LP(A), g € LP>™(A).
Pour presque tous les ¢ € ]J0, 7[ on peut définir
#
(0. 15) (A(@)u,v) = X | By, t,u, Vu) D; vdz + f By(z, t, u, Vu) vdx, YV u, veV,
R Q Q
ouVu= (D,u,... Dyu), D,u = gTMau sens de ®'(2). 1l est aisé de voir qu’on a ainsi
défini pour presque tous les ¢ € 10, T un opérateur
A): V=V’

et de plus on a

T

(0.16) | [ (A1) u(), v(2)) dt,
0

Scl+llullzaa+ 1Vullgea) (101554 + 11 V0] 224

Vu v€E avec p =2p’ et s = 2s’; remarquons que € < Lrs(A) puisque si I'on pose

-t 20 e 2%0)
(0. 17) =1+, r =5+ 2
on a
N 1 N
2 T T
(0. 18) 2N i ¢ A s
g€ 2’#%—1\7—2 , €12, oo siN = 2,
q €12, o], r €[4, oo] siV=1.
D’apres (0. 16) il existe alors un opérateur 4 : € — € ainsi déflini
T
(0. 19) [Au, v] = [ (A@) (), v(t)dt ¥V u, v €GE,
0
et tel que
(0. 20) I du llg < et + [ w [lg), Vu€G.
Soit maintenant K le convexe fermé et non vide de V défini par
(0. 21) K={w€V|v=07%surl}
et posons

(0. 22) fR={veB|v(t)€Kp.p. en]0, T};
R est un convexe fermé et non vide de .

%) Au sens des traces sur I.
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Soit maintenant u une solution du probléme suivant:

(0. 23) u€C°([0, T1; L*(Q)) ~ &, u(0) = u, donné dans K,

-
f(”/([') + A u(t), o(t) — u))dt 2% (I o(T) —u(T) [P — 1] v(0) — uq || ),
i

Vo€, ~ K, oull || désigne la norme dans L*(Q).

Ce probléme est une formulation faible du probléme considéré dans [3]. Dans le § 1
du présent travail on généralise, pour les solutions du probléme (0. 23), les Théorémes
I et II de [3]. Plus précisement on démontrera les résultats suivants:

Théoréme I. Soit u une solution de (0.23) et supposons que uy, € L*(2). Alors
u € L= (A). De plus, étant donnée une constante ¢ =0, il existe ¢ = c¢(¢, N, 2, T, a, p, s) = 0
telle que st 1|0 llpsar 1 F1lpsar 117 1lpear 11 €% llpsa5 118 llpyspar 1 %o lloyo = € alors
2 o, a = -

ol =

Théoréme II. Soit u une solution de (0.23) et supposons de plus que g€ LP*(A)
Pp P que g

et uy € CO*(Q), 1 €10, 1]. Alors il existe des constantes ¢ =0 et « € ]0, 2], ne dépendant que

de N,Q2, T, a,a,p,s etk telles que u € C%***(A) et de plus
2 2 aea = (] 8 1lo,a + [8su2,4)°
< e{luwolio + I fllpsa + A psa + 118 lleo,a 11 8 1lp5a

o a0 a1 M lpga 4 118 Hpsa + 11 €® [lp64)}

On a désigné par C“(é) Pespace des fonctions hdlderiennes d’exposant 4 sur Q et
par C%**2(A) Pespace des fonctions v(z, t) définies en A telles que

| (@, t) —o(@, 1) | Se(lz—a’ |* + [t—'|"7), ¥ (,0), (&, ¢) €4

On pose
| v(@) — () | =
[v]3,0 = sup ey " € C%4(0),
2,Y€R Y
TFY
| v(z, t) — v (', t') |
(V]a,a2,4 = SUP L . )
S et | 8 [T e — R

(z,0) +(a',¢")

Dans le § 2 on démontrera un théoréme d’existence et d’unicité pour le probleme
(0. 23) avec quelques hypothéses supplémentaires sur 'opérateur A. Plus précisemment
supposons NV > 2 (les cas N =1, 2 se traitent d’une fagon analogue) et admettons
qu’on a (0. 14) et en outre

2
0. 24) d €LY (A), g € LTHZ "2 (A) et m € LP»5(A
g

avec

N 14 1 1 4
z—pl——j—*—ieb;l——i—i,011716[2700[.
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Remarquons qu'on a € <> B avec injection dense et donec B’ — E'.

Sous I’hypothése (0. 24), et avec g, donné par

N 1 4

on obtient facilement
(0. 26) Ongf By(x, t, u, Vu) v dzdt
Sl A+l wllyra + 11V llg0,4) 110 llge,0,4, V2 €E, V0 ED
d’our
0.27)  [[Auw, o]l =c(l + |l ullga+ 12 llgm,a + 11 V2 llgs4)

(v llasga + 1V llge4), Yu €C, Vved,
et ainsi

(0. 28) [TAu, v] | = e(L + [l @ llgra + 11 ¥ llgyr,a + 1l wllg) 1] v llg
Vu€cE VoveD,

0.29)  A:G—>B ot || Aullg = (L + (| llgna+ [ #llgra + 112 llg)
scl+lullg), Vuet

Ceci étant considérons I’hypothése suivante:

(0. 30) Pour toute suite u, € € et tout u € € tels que

Q) 11, lle < C¥, ¥ 1,

(i) u,— u dans % faible et dans L2%(A) fort (¢ donné par (0. 17), s = 2s’),

n—>w

= I

|21
(iii) lim sup [ (A @) u,(t), u,(t) —u(@)dt < 0,000 < ¢, <, =T
n ty
on a

lim inf f’(A(t)u,,(t), w, (t) — (1)) dt = f'(A(z)u(z), w(t) — v(t)) di, Y v € .
n & A

Soit maintenant u, € K tel que
[Av, v— u,)
Il v lls

On a le théoréeme suivant:
Théoréme III. Supposons vérifiées les hypothéses (0. 14), (0. 24), (0.30), (0.31).

Alors il existe un u tel que

(0. 32) u€C°0, T1; L*(Q)) ~ &, u(0) = u,,

(0. 31)

— + oo quand || v ||g = oo, v €E.

f(v’(t) + A(t) u(t), v(t) — u(t)) dt éé(ll v(ty) —u(ty) 1P — Il v(t)) — ulto) II),

VoeEW A R, Vi, vérifiant 0 <ty <t, < T.
De plus si l'on a

(0. 33) Uy U, €En R, [Au, — Auy, u; —u,] £ 0> uy, = u,
alors la solution de (0. 32) est unique.

Journal fiir Mathematik. Band 260 24
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Pour la démonstration du Théoréme III on utilise des méthodes analogues & celles
employées par J. L. Lions dans le chap. 3 de [8]. On remarque aussi (cf. (2.36)) que la
condition (0. 31) peut étre affaiblie et on démontrera dans un apéndice (avec les méthodes
de [7]) que si la condition

N
(O 34) z = z* = 2 [Bz(xy t? Y, Z) - Bi('% t7 Y, Z*)] ! (zi - Z;r) >0

i=1
est vérifiée pour chaque y € R et pour presque tous les (z,t) € A, alors (0. 30) est aussi
vérifiée?).
1. Démonstration des théorémes I et 11
Rappelons qu’on a

(1.1) E > B > L22(A) = L¥(A) = B' =
avec injections denses, et que, par définition,
T
. 2) [Au,v] = [ (A@)u), v(@t)dt, VYV u, v€E
0
d’ou A: E—~E'.

Soient maintenant u, € K et u € C°([0, T]; L*(2)) ~ & avec u(0) = u,. Soient u,
définies par
1

(1 3) 7 II,;L e U, = u, un(O) = Uy,
pour n = 1,2, .... D’aprés la théorie des semi-groupes fortement continus on a (cl. [6],
chap. 2, § 9)

(1. 4) u, €W, ~ {,

(1.5) u - udans C° = C°([0, T]; L*(Q)) et dans LB et donc dans €.
n—>m

On a encore, si u est une solution de (0. 23),
T
(1. 6) %—/ [as, (2) 1|2 dtn::uc 0.
0
En effet posons v = u,, dans I'inéquation de (0. 23); il vient

T T
e de = [ o, 00— w0
0 0

7
< [ (A@u0), u,0) — 2@t < 1| Au llg 11 1, — u lls = 0
0
Soit toujours u une solution de (0.23) et soit {(z,t) une fonction lipschitzienne
dans R¥*1 telle que 0 < ¢(z,t) < 1. Soit k& € R et supposons que
(1. 7) k= 0sil(z,t) n’est pas identiquement nulle sur I" X R.

Soient t,, ¢, tels que 0 < t, < t; < T et posons {u}¥ = min (u, k), u® = u — {u}".
On a u® € § et avec '’hypothése (1. 7) on a

v=u—Cu®eQ.

%) In supposant vérifiées (0. 14) et (0. 24).
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Nous voulons démontrer ’'inégalité suivante
te]

ty 4
w8 Fheu - [ [eownrwa [ aneumaso,
[/ t
ou
HEu®@ (1216 = 1150 u® () [1*— 112 (t) u® () ||*
On supposera pendant la démonstration 0 < ¢y et ¢, < 7T car les cas t, = 0 et t; = T se
traitent d’'une fagon analogue, mais simplifiée.
Soit &,(t) définie par
0 SitE[tl—l—%,—l—oo{,
. 1
—nt + (nt; + 1) sué[tl,t]—l—;},
(1.9) &,() = 1 si 2 €[ty 4],
nt + (1 — nty) sitE[to—%, to},

0 sitE]——oo,to—i

n b

. : 1
ou on suppose n suffisament grand pour avoir 0 < to—; 3 t1—|—; < T (remarquons

que sit, = T on poserait &,(¢) = 1 pour ¢ € [{,, + oo[, et analoguement pour le cas ¢, = 0).
Posons ¢, (x,t) = &,(t) {(, t) et soit

(1. 10) v, = U, — C2u® € W, ~ Q.
I1 est aisé de voir qu’on a
(1. 11) u® — y® dans C° ~ %,
et, en outre, e
(1. 12) Il & uﬁf’ll@-SCIlu"‘)H < €5,
(1.13) 125w o,z 1000) = V— 14 llgw O

Compte tenu que L*(t,, T'; L*(L2)) est dense dans (L (¢,, T; L*(Q)) ~ L*(¢,, T; V)Y’
on déduit d’aprés (1. 12) et (1. 13) (cf. [9], chap. V, § 1, Théor. 3) que 2 u® fad 0 dans
L®(ty, T'; L*(2)) ~ L*(ty, T; V) faible et alors en particulier

hti
(1. 14) 1" (Au, &2 u®) dtzf (Au, 22 u®) dt - 0.
n—>0

ty L
De méme on démontre que
o

(1. 15) f (Au, &2 u®) dt - 0.

t—

Ceci étant écrivons
(1. 16) f’( 1 Au, 2u®)dt = f (ul, + Au, u, — v,)dt
ut+i ’ bts ty
f7 u, + Au, u"—vn)dt—f1 (u), + Au, Czu("))dt—tf (u, + Au, L2u®)dt.
: n 24%
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Puisque
tti el
(g 0Py dt = nf f(u —u,) Z2uPdz di
ty ty Q

1
<ne—llu—u,lle || u e > 0,
n—>w0

on a, d’aprés (1. 14),

'1+n
(1. 17) [ (u, + Au, GuP)dt - 0.
by n—>0

De méme on démontre que

(1. 18) f (n) + Au, &2 udt - 0.

n “n
fo—— n->00
n

Voyons maintenant que
t1+—

(1. 19) hm sup f u, + Au, u, — v,)dt < 0.
bl |
On a
it 7
(1. 20) (U, + A, u, — v,)dt = [ (u, + Au, u,—v,)dt
i 0
T T 7
= [ (v, + Au,u—v,)dt + [ (Au, n,—u)dt + [ (u,, v, —u)dt
0 0 0
7 7
+f LL - 1)11,7 n- Un)dt +_’ (u’r:— (01:1 u— un)dt1
, 0
0
o) [+ A u—o)dt S pllu—o, || =5 e u, o+ G I,

0

d’apres (0. 23),

T
(1.22) [ (Au, u,—w)dt| = || Au|lg || uy— u|lg > O,
0 Nn—>0
T T
(1. 23) f(u,’“ un—u)dtz—%fﬂu,gﬂzdt - 0
3 & n—>w0
d’apres (1. 6),
T
(1. 24) 'D)dt:iHu — :—]|g“2u(k)i|2T
n 2 n 2 n-n ?
0
T -
(1. 25) f / (w, —v,) (u—u,)dz dt
n
T
_ff2é‘ Coul(u — u,)dz dt
)

T
+%ffu,ﬁé‘f,(uﬂ")’dx dt - 0
b @
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puisque
b
fZC“C'u‘“ u—u,)dz dt| = f2CC’ u® (u — u,)dz dt
rl-;;'
-+ f fZ CoCr u® (uw—u,) do dt + f f2 £, G u® (u—u,) dz dt
!n—ﬁ
1 ;
é (” u(k) HC’“ H u—u, HC“ +z RL H ”’5;“ HC’“ H uw—=u, HC’“) - 0
n—>m0
et
7 |
L f f ul 22 (u®) do dt| = iff () £ (u)’ do dt
n n
0 Q
T
gi] f w)dzdt - 0,
n n->0
0 Q
par (1. 6).
Done, d’aprés (1.20), ..., (1.25), on a (1.19) et, d’apres (1.16), (1.17), (1. 18)
et (1. 19), on obtient
b
(1. 26) lim sup [ (u, + Au, *uP) dt < 0.
n I

Calculons maintenant la limite indiquée dans le premier membre de (1. 26):

b

f(u + Au, £2ul) dt = ff ’Czu"‘)dxdt—{—f (Au, 2u®) d

to
A
:ff(u;k))fu%') Cdedt—i—f(Au, C‘zuszk)) di
t, 2 :

ty [
2 [ & ul®?| & —ffCC’ (u)? dz di + f (Au, £*ul®) di
i, 9 o

ce qui donne par (1. 11)
t
lim f (u, + Au, C* u®) dt

n->0
t

(51 t
= é‘ ¢ u® Hz l:; —f f el (u(k))E dx dt f (Au, C2u(k)) di
t, Q P

ceci avec (1. 26) entraine (1. 8).

De méme avec k€ R quelconque et ug = u—{u};, ou {u}, = max (u, k), on
démontre une estimation analogue & (1. 8), & savoir, on obtient (1. 8) avec ug, a la place
de u®. Remarquons que dans ce cas la fonction v = u— {*ug, € & pour tout k€ R.

Les démonstrations des théorémes I et I sont faites a partir de ces estimations comme
celles des Théorémes I et II de [3] (cf. les §§ 1 et 2 de [3]). Remarquons que (1. 8) coincide
avec (2. 9) de [3] (ceci pour le cas de la continuité hélderienne); pour obtenir la regu-
larité L®(A) il suffit de prendre dans (1.8) ¢ =1 et t; =0 (cf. (1. 1), (1. 2) de [3]).
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2. Démonstration du Théoréme ITI

Plagons-nous dans les conditions de I’énoncé du Théoréme IIT; en particulier on
suppose IV > 2, la démonstration étant analogue dans les cas N = 1, 2. On a

(2.1) A:C>Bet || Aully S c(L + 1 ullgna 4 11 2 llgra + 1] @ 1lg),
V u€E, ou ¢ et r sont donnés dans (0. 17), r, est donné dans (0. 24) et q, dans (0. 25).

Soit maintenant z € W. Compte tenu de (0. 10) il vient

o llgra = ullgesallullzes < cllullglallg -+ Il u llg)™
car B = L*%(A) et W = €. Analoguement
I lgyra S cllullgdlwllg + 1] a" [|g)—™

d’ou

(2.2) Nldullg Sct +llullg+llullgll 2 |5+ uliglla g™, Vua€®.

Par P'inégalité d’Young et puisque « €10, 1[, «,€]0,1] on en déduit que pour
chaque 0 € 10, 1] il existe ¢(0) telle que

(2.3) Aullg <c@ @+ 1lullg) +0[u |y, Vu€BW.

On a encore le lemme suivant:

Lemme 2. 1. Soit W, = {v € B | v’ € L*(0, T; H*(2))} muni de sa norme naturelle.
Alors on a

(2. 4) W, L_S(O, T; L9(RQ)) avec injection compacte,

(2. 5) W LE(O, T; L%(Q)) avec injection compacte.

Ce lemme est une conséquence immédiate du Théoréme 2, b de [2] compte tenu
qu'on a (i) V < L(£2) avec injection compacte car ¢ < 2%, (i) LU(RQ) = H~ Q) (ou V")
car g > 2, (ili) r >2et s <1

Ceci étant nous allons passer & la démonstration du Théoréme III. Nous utiliserons
la méthode de la pénalisation (cf. [8], chap. 3, §§ 5 et 6). Soit alors #: V - V' un opérateur
borné, hémi-continu et monotone tel que

2. 6) K={€eV|fo=0}
(2.7) Hpvllp =cl +1lv]ly), Vo€V,
(2. 8) Bu,w=0,Vu€V,VweH Q).

Ces conditions sont vérifiées par exemple par I'opérateur défini par

(Bu,v)=—[uvdl, Yuv€V,
4

olt u~ = — min (u, 0). Pour uz € B on pose
(2. 9) (B u) (1) = B(u()), L €10, TI.
On a
(2. 10) B: B>, |[Bollg Sc(l+ llvllg), Vo€,

f est borné, hémi-continu, monotone et

(2. 11) o
R={veEB|Bv=0
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Soit alors u, € K tel que (0. 31) soit vérifié. Posons, pour ¢ > 0,
1 s
(2.12) B,v=A(v+ u) ‘l‘?ﬁ('u + o).

Alors, compte tenu de (2. 3), (2. 5), (2. 10), (2. 11)%), (0. 30)°) et (0. 31) il est aisé de vérifier
que, pour

_d
==
lopérateur B, vérifie les conditions de I’énoncé du Théoréme 1. 2 du chap. 3 de [8]. Done
il existe un v, € W tel que

L D(L) = (v €T | v(0) = O},

?); + A(/Ue _|_ u‘O) —|— ﬁ(ve + uO) = 07

(2.12%) &
v,(0) = 0.
Posons u, = v, + u,. On a u, € W et
' 1= _
(@. 13) u, + Au, + —8—/3 u, =0,
ue(o) = H’O 7)'
Soit 7 € [0, T]. 1l vient de (2. 13), compte tenu que f uy = 0 = ug,

(2. 14) f (ul, — ug, u, — uy) dt + /- (Au,, u,— u,) dt
0

0
1 T
—I—?f (Bu,— Puy, u,— uy) dt =0
0

d’our

T

f (Au,, u, — u,) dt

0

) — I <

et, puisque
Il a,(2) 11F < (1] we(2) — uo || + 11 2o [1)* = 2(1] 2, (x) — 1o |I* + 1] 0 [1%)

on arrive a

(2. 15) () 1P < 4| [ (Aug, w,—ug)dt| + 2 || ug ||
0

Avect = T on obtient de (2. 14) que

T
[Au,, u,— u,] = [ (Au,, u,— up)dt <0
0
d’ou, par (0. 31),
(2. 16) Il a, lly < C*

5) Puisque fu, = 0 il vient [B(v -+ u,), v] = [B(v + up) — By, (v + ug) —1o] 2 0.

%) Avecty,=0,4=T.

7) L’existence de u, (solution du probléme non homogéne) sort directement du corollaire 2 de [4] lequel
admet le Théoréme 1. 2 du chap. 3 de [8] comme cas particulier.
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Alors de (2. 15), (2. 16) et (0. 29) il vient
217 Nu@ P =41 Au, [lg | v,— 1 [lg + 211 o |I*
Shde + 11, llyma + 11 7 lg) 1| me— ug llg + 2 11 1 |I®
d’ot1, compte tenu de (2. 16) et en faisant v parcourir [0, 7],

|| uz Hg,w,A é C(1 _I_ ” ua ” 2,00,/1)7
c’est a dire

(2. 18) 8 |lgy0,4 = C¥
et done
(2. 19) 2, llg < CE.
D’aprés (2. 19) et (0. 29) il s’ensuit finalement
(2. 20) || Au, ||g < Cl.
Soit L* = _clth , D(L*)y = {v €W | v(T') = 0}. Puisque
(Lu,v]=[L*v,u], Yu€D(L), Vov€D(L*),
il vient
(2.21) Il g lpary = Il (@ — )" lIpey = Il 0 — U [lg = Cte.

Comme D (L*) = B avec injection dense il vient B’ < D(L¥*)" et d’apres (2. 20),
(2. 21) et (2. 13) il s’ensuit

(2. 22) 1B u, llpey = c& = 0;

mais, puisque || B u, |lg < e(1 4 || u,llg) < C°, il sensuit finalement Bus — 0 dans T’
e=>0
faible.

Alors il existe u € €, y € B’ et une sous-suite de u, encore notée u, tels que, quand
e 0,
u,~u dans B faible,
(2. 23) Au,—~ x dans B’ faible,
Bu,—~ 0 dans B’ faible.
Voyons maintenant que

(2. 24) u€ Q.
On a par (2. 13)

pu,ul]=— a([_AuE, u,] + [ul, u,])
— — (LA 1+ 3 1 0(T) [P 1| 1)l sup [ v, ] < 0,

et, d’aprés (2. 23), on a E u =0 car E est de type (M) (cf. [8] chap. 1, proposition 2. 5);
donc u € .

Soit maintenant w € L*(0, 7'; H§(R)); il vient de (2. 13) et (2. 8)
[u,, w] =[— Au,, w],

ce qui donne, compte tenu de (2. 20),

(2. 25) || ue HL”(O,T;H-‘(Q)) =C*
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Alors par (2. 4) on peut supposer qu’on a

(2. 26) u, > u dans Lq’;(/l) fort.

>0

D’autre part soit » € I ~ K. 1l vient de (2. 13), pour 0 <7, <7 < T.

T

f(v’ + Au,,v—u,)dt

To

zf(u;+Alz£,v—u5) dt—l—f(v’—u;,v——us) dt

:%f(ﬁv—ﬂuu ’”—ue)dt+f(v’——u;,fu—ue)dtgf(v’—u;,v_us)dt

T

(2. 27) f(v’ + Au,, u,—v)dt < —%(H v(t) — u,(7) ||*

To

d’ou

— o) — (@) 1), VoEBARYO<T, <7< T.

En particulier on a, puisque u,(0) = u,,
(2.28) [ (v + Au,u,—0)dt <0,V €W ~ K tel que v(0) = uy, V7 €[0, T].

0

Puisqu’on a (2. 26) et ¢ > 2 ont peut supposer que
(2. 29) u,(t) - u(t) dans L*(Q), p. p. dans 10, 77.

>0
Prenons 7, dans I’ensemble ou il a convergence; il vient de (2. 27) et (2. 23)

T

(2.30) lim Supf(ALL u,) dt
>0

<f% w+f w) dt + || o(z) — ulre) 1%,

VvEW ~ &, p. p. ent, et pour tout = € Jzy, 7.
Prenons de nouveau les solutions des équations (1. 3), 1. e. soient u, donnés par

(2. 31) % u, + u, = u, u,(0) = ug.
On a en particulier u, €% ~ &, u, — u dans B fort et f u,,u,—u)dt <0; on

peut supposer que u,(t) - u(t) dans L*(Q), p. p. dans ]0, TT. Alors en posant v = u, dans

(2. 30) et en passant & la limite on arrive a

lim supf (Au,, u,) dt < f(X7 u) dl—hmf (Au,, u) dt

e=>0 7o >0

d’ou
(2.23) limsup [ (Au,, u,—u)dt <0, p.p.enty, avec 0 <7, <v = T.
e=>0 T

Journal fiir Mathematik. Band 260 25
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D’autre part, de (2. 28) il vient pour tout = € [0, T']

(2.30)  lim sup [ Au,,u) dt < [ (y, v) dt —|—f — u) dt,
0

>0

Vo€EeW A R tel que v(0) = u,y, d’ott en posant v = u, et en passant a la limite on obtient
[ 0 1 n 1

(2. 32) lim supf (Au,, u,—u)dt <0,¥Y7€[0, T].

e—>0 0

Maintenant d’aprés hypothese (0. 30), et puisque (2. 19), (2. 23), (2. 26) et (2. 32)
sont vérifiées, on obtient

(2. 33) lim mff(Au u,—v)dt = [ (Au,u—0)dt,V v€D,

e—>0

p-p- en 7,(0 <7, <t < T). Alors, en passant & la limite dans (2.27) quand &0, 1l
s’ensuit, compte tenu de (2. 33) et (2. 29),

T

238 [+ Auu—0)dt £ —5 (I o) — 0@ I — Il 0lr) — () 1),
VoeW AR, p.p-entg,ravec 0 <7y <t < T
En utilisant (2. 32") a la place de (2. 32) on obtient analoguement

(2.33") lim inf [ Aug,u,—v)dt = [ (Au, u—0)dt, ¥V v €8,V 7 €[0, T,
0

e>0 g

et alors en passant a la limite dans (2. 27) (écrite pour 7, = 0) on obtient

(2. 34") f(v’ + Au, u—0)dt = —%(il v(e) — u(2) | — || p(0) — uq [I%),

0
Vve€W ~ &, pour presque tous lesz € [0, T1].
Posons dans (2. 34’) » = u,,. On en déduit

(@) —u@) [P =2 [ (Au, u, —u)di + 2 [ (u,, n,—u) di
0 0

= 2|/ Au|lg || u,—ullg p. p- env € [0, T].

Donc u, - u dans L**®(A) et, puisque u, € C°([0, T; L*(2)) et u,(0) = u,, on a

n—->0

(2. 35) u € C°([0, T; L*(2)), u(0) = u,,

et en outre I'inégalité (2. 34) est valable pour tous les 7y, 7 tels que 0 =7y <7 = T.

Ceci achéve la démonstration de l'existence. L’unicité sous ’hypothése (0. 33) est
obtenue comme dans la démonstration du Théoréme 6. 2 du chap. 3 de [8].

Remarques. (i) La démonstration du Théoréme 11T est valable pour tout convexe
fermé non vide de H'(2) tel qu’il existe un opérateur de pénalisation § vérifiant (2. 7),
(2. 8).
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(ii) A la place de (0. 31) on aurait pu exiger seulement que, pour tout & > 0 (petit),

Av+%ﬁv,v—uo

I [ls

(2. 36) - 4 oo

quand || v || = oo, v € €.

3. Apéndice
Dans ce paragraphe on démontrera le théoréme suivant:
Théoréme 3. 1. Supposons vérifiées les conditions (0. 11), (0. 14), (0. 24) et (0. 34).

Alors (0. 30) est valable.

On démontrera ce résultat avec les méthodes de [7] (cf. aussi [8]). On commence par
remarquer que, compte tenu de la structure de 'opérateur A4, il suffit de démontrer (0. 30)
pourty =10, = T.

Ceci étant, posons, avec u € €, v, w € B,

(3.1) [4,(u,v), w] = Zl'v B,(z, t, u, Vv) D, wdzdt,
i=1
4
(3.2) [4,(u), w] = [ By(z, t, u, Vu)wdzds,
(3.3) A, ) = Ay(z,0) + 4,(w).
On a
(3. 4) A(u) = A(u, u)

ou A : E— B’ est I'opérateur pour lequel nous voulons démontrer le Théoréme 3. 1.
On a besoin de quelques lemmes préliminaires:

Lemme 3. 1. Supposons vérifiées les hypothéses du Théoréme 3. 1. Alors on a les deux
propriétés suivantes:

(3.5) [A,(w,u) —A,(a,v),u—v]=0,Vu€E VoveDB.
St
(3. 6) u,, u€G |l u,ls < C u, - udans L2 (A) fort

et si, en oulre,

[A (u u ) Al(um LL), U, — LL] = U

n—>0©

n?l

alors
By(z,t, u,, Vu,) - By(z,t, u, Vu) dans L®V2(A) faible.
n—>00

En particulier, A,(u,) = Ay (u) dans B’ faible.
Démonstration. La propriété (3. 5) est une conséquence immédiate de (0. 34). Posons
(8.7 F.(a,1)= i_zl‘: (B(z, t, u,, Vu,) — B,(z, t, u,, Vu)) (D,u, — D,u).

D’apres les hypothéses faites on a

(3. 8) F,(z,t) =0, [ F,(z,t)dzdt ~ 0.

- A >0
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Alors, comme u,, - udans L®() fort on peut, de toute sous-suite z, de u,, extraire
n—>0

une sous-suite encore notée u, telle que

(3. 9) u,(z,t) - u(z,t), F (x,1) = 0

y—>00 V>0
pour tout (z, t)€ 4,, avec mes (A — A,) = 0.
On peut aussi supposer que b, f, ¢, b sont définies dans . Fixons (a,t) € 4, et
posons
Y, = u”(x, i),y = u(z, t), 2, = Vup(xa t)') Z = Vu(xa t).
Démontrons que

(3. 10) |z, | < Cf* quand v - co.

En effet, on a d’apres (0. 11) et puisque les y, sont bornés:
N N
(3 11) FV(LL', t) % 2 Bi(xa t: Y zv)zv,i_ 2 | B’L'(xi lv Yy ZV) | | 3 |
=1 =1

N N
- g’i | B'i(xa t’ Yus Z) | | Zy,i l - %; I Bl(@, ta Yus Z) l l 24 I 2 a I Z, lz— C(’l + l 2, !)
Si(3.10) n’était pas vérifiée on aurait une sous-suite de z,, disons z,, telle que | z,| - + oo
>0
et, d’apreés (3. 11), on aurait F,(z,t) - -+ oo ce qui est absurde par (3. 9). Soit alors z* la
10
limite d’une sous-suite convergente de z,, disons z,. En passant & la limite dans (3.7)
(avec u & la place de n) quand p— oo il vient d’apreés (3. 9) et les propriétés des B,
N
0= 2 (BL(/L’ LY, z*) — B'i(xa LY, Z)) : (Zj - Zi)
i=1
et done z* =z et z, > z.
¥—>00
Alors
(3. 12) By(z, 1, u,(z, 1), Vu,(x,1)) > By(z,t, ulz, 1), Vul, t))
V—>00
p- p. dans A pour k= 0,1, ..., N. En outre, puisque || u, |lg = ce,
(3 13) ” Bz(x, ta WUy Vun) ||2,2,A é CPea 7‘ = 17 U N’
H BO(.’E, t) WUy s Vu’n) ”(2‘)’,2,/1 é CFO'

Alors le lemme 1. 3 du chap. I de [8] (adapté dans le cas de B,) entraine, compte tenu de
(3.12) et (3. 13), qu'on a

By(z, t, u,, Vu,) et By(z, t, u, Vu)
dans L&"%(A) faible (et aussi qu’on a
B,(z,t, u,, Vu,) - By, t,u,Vu),i=1,..,N,
dans L*(A) faible). o
Lemme 3. 2. Siu, > dans Lb¥(A) fort alors

B (%, t, u,(z, 1), Vo(z, 1)) > B(z ¢, ulz, 1), Vo(e, t))

(1 < i < N) dans L*(A) fort pour chaque v € B.
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Démonstration. Pour tout w(z, t) € L“';(A) on a, d’apres (0. 11) et (0. 14),
B,(z, t, w(z, t), Vv(z, 1)) € L*(A).

Alors le lemme est une conséquence du Théoréme 2. 1 de [5]. Remarquons que ce théoréme
est encore valable avec L%® a la place de L?* (et p, = 2 dans notre cas). On doit seulement

substituer (2.4) de [5] par b5 | @ llg5.4 < + o0, ce qui est loisible.
n=1

Lemme 3. 3. Supposons vérifiées les hypothéses du Théoréme 3.1. Alors, si
u,, u€E, | u,lls < C® u, > udans B faible et dans L**(A) fort et

(3 14) [A (un7 un) . A(um u)v Uy — u] - 0
on a
(3. 15) Au,,v) - A(u,v) dans B’ faible, ¥V v € L.

n—>w
Démonstration. On a, d’aprés (3. 14),

[Al(un7 un) —Al(un7 u)v U, — u] - 0.

D’autre part, par (3. 6), on a
(3. 16) Ay(u,) - Ay(u) dans ¥’ faible.
n—>wo

En outre, par le lemme 3. 2, on a, V v € %,

(3.17) A, (u,,v) > A,(u,v) dans B’ fort.

Alors (3. 16) et (3. 17) entrainent (3. 15).
Lemme 3. 4. Supposons vérifiées les hypothéses du Théoréme 3. 1. Alors, si

unv LLE @7 H un ”G g CPe’ un - U
n->0

dans B faible et dans L5 (A) fort et

(3. 18) A(u,,v) - ¥dans B’ faible, avec v € B,
on a
(3.19) [4 (u,, ), u,] > [V, ul.

Démonstration. Par le lemme 3.2, 4,(u,,v) - A,(u,v) dans ¥’ fort et donc on a
n—>0

(3 20) [Al(un’ 'U), un] = [Al(ua U)u ll].
En outre,
(3. 21) Ay(u,) = A(uy, v) — Ay(uy, v) > ¥ — A,(u, v),

n—>0

dans %’ faible. Finalement, puisqu’on a

” Uy ”q,E,A é CPe’ H Vun ”2,2,/1 S C'te’

il vient, de (0. 11) et (0. 14), que

H BO(.’E, by Uy, Vun) Hq',(s_)',A é C-te
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et donc
(3 22) [‘42(U'n)7 U, — LL] - O’

n—>0

puisque u, - u dans L“';(/l) fort.
n—>w

Alors de
[A (un) 'U), un] = [Al(unJ /l)), u’n] + [/12(1’1’11)7 lL] _I_ [!12(1‘("”)’ un e u]7

on obtient (3. 19), compte tenu de (3. 20), (3. 21) et (3. 22).
Ces lemmes étant établis on passe a la

Démonstration du Théoréeme 3.1. On commence par démontrer que de chaque
sous-suite u, de u, on peut extraire une sous-suite encore notée u, telle que

(3. 23) X, = [4(u;, u,) — A (u,, u), u, — u] Ry 0.
En effet, puisque || u, ||g < C'* il vient que
| A(u,, u) [|g = C™.

Done, de chaque sous-suite u; de u,, on peut extraire une sous-suite encore notée u,
telle que A4 (ug, u) - Y€ B’ dans B’ faible. Alors le lemme 3. 4 entraine
k—wo

[A (uy, u), u,] A [¥, u]
et donc [4 (uy, u), u, — u] el 0 ce qui donne, compte tenu de (0. 30), (iii),
lim sup X, < 0.

D’autre part, on a X, = 0 par (3. 5). Doknc, on a (3. 23). Alors, par le lemme 3. 3, il vient

(3. 24) A (uy, v) el A (u, v) dans B’ faible, V v € 8.
Ceci entraine, par le lemme 3. 4,

[A (u, v), u] T [A(u,v),u], Vo€,

et done, compte tenu de (3. 24), on obtient

(3. 25) [4 (u,, v), u,c—u]kjco 0,VwveER.
On a

[A(uy), uy — u] = [A(uy, u), u, — u] pracl 0

par (3. 25) ce qui donne avec ’hypothese (0. 30), (iii),

(3. 26) [A (u,), u, — u] el 0.

En utilisant [A (u;) — A (4, w), u,— w] =0 avec w= (1 —0)u +0v, 0€10,1[, on
obtient

OTA (1), 1w — ] = — [A (), we— u] + [A (w, w), u, — ] -+ O[A (1, w), u— v},
ce qui entraine, par (3. 26), (3. 25) et (3. 24),

01imkinf [A (), u —v] = 0[A (u, w), u — v].
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En divisant par 0 on en déduit, par (3. 26),
(3. 27) limkinf [A (uy), u,— v] = [4 (u, w), u — v].

Puisque I’application v+ A (u, v) est (comme il est facile de vérifier) hémi-continue de B
dans B'(V u € €) en faisant § tendre vers O dans (3. 27) il s’ensuit

limkinf [Auy,, u,—v] = [Au,u —v], Vv E B,

ce qui achéve la démonstration du Théoréme 3. 1.
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