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REGULARITE DES SOLUTIONS
D’UNE EQUATION PARABOLIQUE
NON LINEAIRE
AVEC DES CONTRAINTES UNILATERALES
SUR LA FRONTIERE

par Hugo BEIRAO DA VEIGA et Jodo-Paulo DIAS &)

0. Position du probléme.

Dans la suite on désignera par Q un ouvert borné et
connexe de RY de frontiére I', variété de dimension N — 1
et de classe C! (2), Q ¢étant localement situé d’un seul cdté
de T.

On notera par A; le cylindre Q X ]0, t[, avec

0<it<T< + oo.

En particulier, on pose A = Aj.

Le point générique de Q sera noté =z = (25, ..., wy).
Avec (x, t) on désignera le point générique de A.

Ceci étant, soit (%)

HY(Q) = {v € L¥(Q)|Dyw e 12(Q), i = 1, ..., N},

0 LTI, :
ol Div———b—p au sens des distributions.
Z;
Avec
N
Vo= (Dw, ..., Dw),  [Velby= 3 IDelta
i=1

() Chercheurs du « Instituto de Fisica e Matemdtica » (Lisbonne).
%) On peut affaiblir cette condition.

P .
(®) On ne considére que des fonctions réelles.
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la norme usuelle de H(Q) est donnée par
lolt = I9lixe + | Volixo-
Avec {K on désigne le convexe fermé de HY(Q) défim par

(04) K = {ueH(Q)u > 0 () sur T}

L’espace des fonctions continues sur Q et l'espace des
fonctions holderiennes d’exposant « € ]0, 1] seront désignés
respectivement par CoQ) et C2%Q).

Si peC»%Q) on pose

o], 0 — sup 1221 =)
) S w'yeﬁ lx__y|0.
zEY

Si on se donne se [l, + o[ et un espace de Banach X
on note avec L0, T; X) l'ensemble des fonctions ¢— o(t)
fortement mesurables de ]0, T[ & valeurs dans X telles que

191w, 0 = (ﬁr lo(t) 1% dt)"“' < 4+

Si s= 1 oo on donne la définition correspondante habi-
tuelle.

En particulier, si X = L¥Q), p > 1, alors lespace
L0, T; L?(Q)) s’identifie avec I'espace L ¢(A) des fone-
tions ¢(z, t) réelles et mesurables en A telles que (en sup-
posant p et s finis, sinon on fait les modifications évidentes)

02)  1olpen= ([ (folole olrda)™ d)" < 4

On pose

(0.3) 0= {v e L0, T; HY(Q))|¢' e L2(0, T; L2(Q))=L2(A)}
ou ¢'(f) est la dérivée définie par

(04) [ad (o) dt=— [ o()e'(}) di, Yo € D(]0, TD
Ona © < CY[0, T]); L2(Q)) d’ott on peut définir pour v e

(0.5) [l = (:2?;[ (@) L’(Q))2 + | Volia

(4) Au sens des traces sur I
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L’espace ;U peut s’identifier avec I’espace de Sobolev
HY(A).

On donne des définitions analogues dans le cas ou I’on rem-
place A par A, L’espace correspondant & U sera alors
noté Q..

Finalement on désignera par C®*%%(A), « € ]0, 1], I'espace
des fonctions réelles ¢(w, t) définies en A, telles qu’il existe
une constante c¢ telle que

(06) ]V(.’B, t) — V(a:’, t’)l < C(ld? _ éjll-_)fa s lt _ t"a/2), B
V(z, 9), (2, ¥) € A.

On pose, pour chaque ¢ e C%*%2(A),

[9]a, a2, A = inf ¢ vérifiant (0.6)

(0.7) Mol e a2, o = 19w, A + [¢]a, a, A (%)

Ceci étant on se donne p et s, 1 < p,s < + o, tels que

N 1

04—+ =<1 s1 N > 2
2p s
10.8) 1 N il 1 ; N — 1
? < % —.ST < S1 i\ =.
Définissons y, par I'égalité
N 1
(0.9) s 1 — %

On notera avec p, et s, deux constantes définies par

[ 1 1
’ 1 1 1
+

S s \T+2x sl

ou r’ est donné par

—%——f—i:i s1 1<r< 4+
r r

(5) C% = a2(A) st un espace de Banach pour la norme |||.|[],, 42, s-
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On se donne aussi des fonctions réelles Bk(z, ¢, y, z),
k=0,1, ..., N, définies en A X R X R¥ mesurables en
(%, t)e A pour tout (y, z) € R X R et continues en
(y, z2) € R X RY pour presque tous les (z, t) € A. On sup-
pose encore qu’il existe des constantes positives a et @
et des fonctions b, f, d, m, g, e, b non négatives et mesurables
en A telles que pour tout (y, z2) € R X RY et pourpresque

N
tout (2, f)e€ A ona (avec z= (7, ..., 2), |7> = X zz,->:

i=1
I

(0.11) 3 :1 By(z,t,y,2).5 > alz]* — bz, )y* — [ (=, 1)
Nz + m(z, t)|y| 4+ g(=, ?)

|Bo(2, 2,9, 2)| < dz,1
(0.12) |B(=,t,9,2)| < al7 + e(x,lt\%lyl + h(z, 1),
l g io5+3 Vs

z

]
Soit finalement u(x, t) une solution du probléme suivant
(0.13) _ u(z, t) eV

et de plus
(1) pour presque tout te ]0, T[ on a u(f) e K et

Jow(O)(@) — ulz, 1) de
+3 faBi, 1w, Vu). Dp() — u(a, 1)) do
+ [oBol@: t, u, Vi) (o(2) — w(, 1)) dz > 0, VoK.

(i) u(z, 0) = uy(x), ou u, est donnée dans L2(Q).
Si 'on pose
N
Yo (7, ) = 3 Bi (=, t, u, Vu).cos (n(z), =),
i=1
ol 7(z) est la normale extérieure & I' au point zel' et

S=T x 10, T[

alors on peut vérifier que (0.13) est une formulation faible du
probléme aux limites avec des contraintes unilatérales sur la
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frontiére défini par

N
uw(z,t) — Z D.Bi(z, t, u, Vu) + By(z, t, u, Vu) = 0 dans A
>0,

bup (@, £) 2 0, u(z, 1),y

z,t) =0 sur S,
u(z, 0) = uy(x) dans Q.'

e, 1) 4

Nous démontrons dans ce travail les résultats suivants qui
ont été annoncés dans [2] avec un aspect un peu simplifié :

Tutorime L. — Supposons que les hypothéses (0.11) et (0.12) sont
vérifiéesavec b,f,m, d?,e*, * e L»*(A), ge L A) etque uye L=(Q).
Alors ue L=(A). De plus, étant donnée une constante ¢ > 0
leziste ¢ =¢(c,N,Q, T,a,p,s) > 0 telle que, si

max (”b“p,s,A’ ”f”p,x,A; ”m”p,s,A3 “dzup,s,Aa “g”po.so.As
lwl. ) < ¢
alors
lulo, A < ¢,

Tatortme II. — Supposons que les hypothéses (0.11) et
(0.12) sont vérifides avec b, f, m, g, d?, e, h® € L~ s(A) et que
ue K nC"NQ), 2 €10, 1]. Alors il existe des constantes
¢>0 et «ae]0, 2], nedépendant que de N, Q, T, a, a, p, s

et 1, telles que ue C»**2(A) et, de plus,

(0.14)  [lulllZap, A < e{[w]a + Iflya+
+ ”hznp,s,A + ”u”w,A“g”p,s.A
Fluls AL+ 100, A+ Imlp e a + 120,55 8+ l€2],55,0)}

Les théorémes I et II seront démontrés avec la technique
des troncatures introduite par E. De Giorgi (cf. [4]).

On utilisera dans ce travail des méthodes analogues aux
méthodes décrites par O. A. Ladyzenskaja, V. A. Solonnikov
et N. N. Ural’ceva dans [6].

La majoration (0.14) est obtenue avec la technique utilisée
dans [1].

Un premier résultat de régularité dans des espaces du type
C>*F(A), concernant les équations linéaires paraboliques a
coefficients discontinus, a été obtenu par J. Nash (cf. [9]).
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Des résultats du méme type ont ensuite été étudiés par plu-
sieurs auteurs avec des méthodes diverses.

Le probléme unilatéral parabolique étudié dans ce travail
a été introduit (avec un opérateur linéaire) par J. L. Lions
et G. Stampacchia dans [8] (cf. aussi [7]). Des résultats de
régularité holderienne pour les fonctions @ — u(z, t), défi-
nies en &, se trouvent dans [3] et [5].

Dans un article prochain nous étudierons les propriétés de
régularité L= et holderienne d’une solution plus faible
(w e 12(0, T; HY(Q)) n C([O, T]; L3(Q))) du probléme consi-

déré dans ce travail.

1. La régularité L~.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme L
Soit k > |uol. o et posons dans l'inéquation (0.13), (1),

k s1 u =k
u si u <k

o= (i =)

Intégrons I'inégalité obtenue entre 0 et te]0, T[.
On obtient

W) [ fou (w— {u}) dvds
t 21 _/(‘)‘fﬂ B(, =, u, Vu)Dy(u — {u}*) dx dx
~4 f:fg By(z, T, u, Vu)(u — {u}¥) de dv < 0.

D’autre part, puisque k > |w(0)|. q on a

(12) [ fow (v — {w}") da ds
= j;lﬁq (w — {u})'. (v — {u}*) dz ds
1

— L wIol = 5 1 — (39 (e,

De (1.1) et (1.2) on obtient, avec

WO =u— Wl et Q) = {(z, 7)€ Adulw, 7) >k,
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et compte tenu de (0.11)

-

1
& 19030 + a fQ ol Vult deds < fQ b dz dr

—l—fq(t)fdxd —l—fQ(OdIVulu(”dz d~
_I_f,,(t) m|u|u®dz dx

4 j‘;: o 8uP dz d=

Ceci entraine, puisque |Vu|du® < —;L~|Vu]2 + gd‘“‘(u("))z,
a

(13) < 1u()lta+ = [

) 22ﬁ2"(’) bu®P do dv + 2k j;)/.-(t) b dx dv
+ 2 fouo E@OR dode
+ﬁ2,(t)f dv dv + 2fQ m(u®? dx dv

28 [, mdeds + [, gu® da dr.

| Vu|? dx d~

En appliquant cette inégalité & ~ € [0, t] et compte tenu
que le second membre est une fonction croissante de ¢ on
obtient ailsément

(L) |u¥lh, = max [uO(x) |5+ [, |Vul* dods
< 4 max (1, a—l [ Jo 06u®-darde——te- foz (D—e~—dm =

+ Jou 84 da dv + [, o fdudr ]
ou
a2
e:2<b+m+ a>, 6, — 2(b + m)
Posons
A1/ 1N L_1/_ 1
7 2 p) 5 2 s
L5} ( y = 2&0’ Xo €étant défini par (0.9)
¢=Pl+x); r=351+7)
On obtient
N N
(1.6) 0. I TYTYY

2¢ r &
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et aussi (remarquons que 0 < xo < 1 si N > 2,0 <y < %
si N=1)

em+mﬁ%ﬁL,
=5t

wn (ref2e+ a2 )] s N> 2
qe [2(1 + %) ]
re[4 1 ] § N=1
ce qui implique, en particulier,

' 2N :
qe]Z,N—_—Z[, rej2, of s1 N> 2
qge ]2, o], rel4, of s N=1

Etant donné (1.8) on peut appliquer & u® I'inégalité (3.8)
du chapitre IT de [6]. On a alors

e —————————

(1) Wwwm\BWme prgs77
ou _—

1
= Bl(Na F, r, Q) - \/ETIHQIII :

|Q| étant la mesure de Q.
Cela étant, on va majorer les termes du second membre de
(1.4) de la maniére suivante:

Joo 0P di v < 101 AN, o

En effet on a

g

) Qu® 141 ,fi, ;X: Qu®

1 2 2
—+ + =1 === Lk
s r r
D’autre part
(k)2 — [|u® B2 |2
Pl g, 2, 0,0 = 1890En00 < BT,
1 =] 1] 2 < (8] QM)
Iy, 2 0= I, 2, g < (*1191%)
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Done, on a
(1.10) ka(t) 0(u®)? dx dv < ||9||p, . A-BY u("‘)lfx‘.(t”"l Q]l/q)zl
On a aussi, avec A, (E) = {z e Qlu(z, &) > k},
(141) R [o 00 dmdr < k10510 a 1113500

2

= 100, ( [y 1A dE)’

¢ 2.!irX.
= K100, ([ [AME)™dE)
(avec la convention 0° = 0).
Estimons les deux termes qui manquent. On a
(1.12) ka@fdw 5 < (f s Al 5 00
2 1+X

= Iflnen ( J3 1AGEN™ dE) 7

(1.13) k Jowo 8% 4o @5 < 18l o A1UOl 1 00+ 1155 0.0
! 1)

I8l e a-B1u®l, ([ 1AMEN dE) 7
< Tomax(l,a) [ “Th+ 16 max (L, a e gl3, ., o
jil

r

f |A,( r/ng
Supposons alors
(144) ¢ <t = [16 max (1, a=)] g Q|-so], % ,

De (1.10) on en déduit

” 1
k)\2 )2
(1.15) «JQ,‘(:) 0(u®)? dz dv < T6max(L o ax(L,a7) |u®|,

Alors de (1.4), (1.11), (1.12), (1.13) et (1.15) on obtient

2. 1+X

—;— [u®]’, < 4max (1, a?) [Ileleﬂlp,:, A< t]Ak(g)lr/q dg>
0

’ 2. 1%
o+ (16max (1, ) 841 gl At 1 1 ) 1Au(EN 0 2E) 5]
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1.€.

(1.46) [u®]a, < culOul¥2 A Rull, 1) 7 ,
1+

+ ca(l gl py s & + WF1EE Adelles )

avec ¢ = cl(a), Cy = 92(“; B),

¢ rlq '
(i) = %ﬁ’ e s I
-. mes (£ e [0,1]] [AE)] #0} si  g=oo
Posons
Y1 = G llelll},’i he Yo = Cz(”g” Por Sor I\ e “fl}zl.zx.A)a
ke = | uO”m,Q

et solent [ > k > k.
Compte tenu de

(117) -ﬁ.lu(k)'At = Hu(l")“q.r,l\x

> (ﬁ'(ﬁm(u — kyda)" dE)" s (L — Rl O
et de (1.16), on obtient

(148) (1 — R)ull, O¥ < Braklu(k, O]+
4 B[l OV S e > ko, e [0, 8],

En raisonnant comme dans la démonstration du théo-
réme 6.1 du chapitre I de [6], on en déduit qu’il existe une
fonction ¢(¢, N, Q, T, a, p, s) > 0, £ € RY, qu’on peut sup-
poser vérifiant ¢(§, .) = ¢(§, N, Q, T, a, p, s) = &, telle que

(1’19) max (” e1 np,s,Aa "f”p,s,A’ ”g"pn,so,Ao) < E
(1.20) ol < &
entrainent - .

sup. ess. u < (&, .)
A[o

On obtient de méme, en raisonnani avec
o = {u(t)}, = max (u(t), k), k< — [l o

inf. ess. u > — ¢(§, .)
1\[0 .
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et donc (1.19) et (1.20) entrainent

lule, A, < @& -)

Travaillant d’une fagon analogue dans l'intervalle [t,, 2¢,],
avec k > ul, A, > |ult)]e o et k < — |ul,, A, on obtient
que (1.19) et (1.20) entrainent

lulo A, < @[0(E, 2), -]

Par induction, et compte tenu de (1.14), on arrive a
démontrer complétement le théoréme I.

2. La régularité holderienne.
Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréeme II.

2.1. Estimations a priori.

Supposons que les hypothéses (0.11) et (0.12) sont vérifiées
avec b, f, m, g, d?, €%, h* € L»%(A) et soit u eV une solution
de (0.13), (1), (1), telle que wu e L*(A) (°). Posons

(2.1) M= |u],a
gfl(:c, t) = bz, )M2 + f(x,¢)
(2.2) ! gi(z, t) = m(z, )M + g(z, )
(hl(:v,'t) = ez, )M + (s, 1)
On en déduit
(2.3) fir &, h2 e LPe(A)
ig By(x, 1, u, V). Dz, 1) > af Vula, O — fi(s, 0

(24) {[Bo(a &, u, V)| < dlz, 0] Vu(a, 1) + g(e )
: |Bi(2, t, u, Vu)| < a|Vu(z, t)] + ki, t),i=1,.., N,
pour presque tout (=, t) e A

Dans la suite on désignera par k une constante telle que
(2.5) oo —M<ks M
Ceci étant désignons par B(z,, R) une boule ouverte de

(°) 11 suffit, pour que ccla soit vérifié, que u, € L*(Q) (cf. le théor. I).
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RN de centre z,€Q et de rayon R > 0 et par &(z, ?)
une fonction réelle lipschitzienne dans R telle que

(26) 0<E(z ) <1 et support & < B(zm, R) X R
Posons pour te 10, T[
(2.7) op = u(t) — E2ul(t)
(oo u® = u — {u}*, {u}*= min (u, k)).
Supposons encore qu'on ait
(2.8) k>0 s B(z,, R) n T' # &.

Alors ¢v,€K p.p. en ]0, T[. Soient alors /& vérifiant (2.5) et
(2.8), ¢, défini par (2.7),0 < t < t, < T. Compte tenu quon a

[ fqwu— ) dods = [* [o () EU® do dv

=—§—||u<”(w, )€(z, 7)|3 Q f f (u®)2E . £'d x dv

on déduit de (0.13), (i),
2.9) + 1wz, “)E(z, o)l alt f [, e du i

+ g [ [aBda, 7 u, Vu)(EDu® + 2£uPDE) do de

+ [ faBol, 7 u, V) dode < 0.
D’autre part, compte tenu de (2.4), on a

N b
(210) 3 f fQB.m z, u, Vu)E2Du® dz dr
ﬁ oo VUl?e? do d=

f“’fmfl dede, od  Ayr) = {z e Qu(z,7)>k}.

(2.41) 2 z [ [aIBia, = u, Vu)Eu®|DE| dads

< 2N[a [[* [, | VulEu®| VE| do dr
+ f“ﬂ() hEu®| VE| dz dv ]
(2.12) ﬁ"' By (2, =, Vu)|E2u® de dv
ﬁm 4 Vulgu®de de + [ [, @8u® dw d=.
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et encore

(2.13) 2Naz [ ﬁk(ﬂqu]Eu(")IVE[ dz dr

a (b .
S 4 u[: '/Ak('c)lvulg dz d=
_’_ 16a1N2g2 ftn ﬁk(‘c) (u(lr))zl VE_,IZ A dx
(2.44) 2N [ [, mEu®| VE| do ds
INE fnﬁ()h%& dxdr_*_ftoﬁm O] VE|? dg d
ﬁ ) ﬁ,,(r) d| Vu|&*u® dz d~

5)
a to ty

<2 f [ 1Vu*e do de + 16M2a f f &2€2 day de
4 t AT ¢ A ()

(2.16) [ ﬁ o E8uP dods < 2M [ | o 85 dadr

On obtient de (2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13), (2.14),
(2.15) et (2.16)

N

(2.1

247) - [ue, )E(, )3 ol
f f 'Vulzgz dz d~
A7)
< max (2, 16a71N2g2, N2, 1641)
A ﬁk(r) (uOP( VE[ + E|E) dadr 4 [ S @82 dwd= ]

ou
(248) @ =f, + Mg + M2d* + k¢ e Lr<(A).
Soit  Qu(t, &) = {(z, ) € Alt < v < to, u(z, 7) >k}, P, 5,

x> ¢ et r définis dans (1.5).
I vient

(249)  [* [y o @8 dzdr < [O,, AIE[25 000
21 +%)

< 1@l ([*( [ ot da)"ds)

si N et p sont différents de 1, ou

t _4 21+ %)
< ilcbu,,.:,A( , u«z<r)uatggmdr) t
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si N=p=1, puisque dans ce cas on a
g == &, r="4; comme il est aisé de voir.
Dans la suite on supposera pour simplifier

(2.20) M<1 e [®,n<1

A la fin de la démonstration on reviendra sur ce point.
Ceci étant on pose

(2.21) Au(m, R; 7) = {z € B(z, R) n Qu(z, 1) > k}

(2.22)  Qu(mo, R; t, %)
= {(z, 7)€ (Bla, R) 0 Q) X I, t[lulz, =) > &}

(2.23)  wil@, R; t, %)
[ Am, By wds s g <
mes {7 € Jt, t,[| |Ax(@, R; 7)] # 0} s1 g= o

Alors, compte tenu du fait que &(z,7) = 0 pour z ¢ B(z, ,R),
on déduit de (2.17), (2.18), (2.19) et (2.20):

(2.24) |u®(m, to)E(z, 0)15, o mit
+ a] Vu®E| %Q,‘(m,, R;t L)
< l[u(")(x, t)&(a:, t)”%,Ak(:vo,R:l) '

el 240
o o (WO VEEIE ) dade -+l Rt te) "
ou
¢ =c¢(N, a, @)
En raisonnant avec ¢, = u(t). — E2ugy(t),

wy = u — {uhy  {u} = max (u, k),

k vérifiant (2.5) (ce qui entraine ¢, € K méme dans le cas ol
B(z,, R)NT # @) on arrive de méme a

(2.24")  ug(®, to)E(2, 1) |3, Alte mitd
+ al VugEl3 ol n;nw < 1@, DE@, OIE s, n0

: 1 2 +7
o S o 2 VI 4 EET) dards + i, Rty ) 7]
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Az, R;7) = {z € B(z,, R) N Qlu(z, <) < k}
Qi(zo, Rj 2, 8) :}(x, 7) € (B(zy, R) N Q)X ¢, to[| u(w, 7) <k}
to .
: Agl(z, R; 7)|™ s1 g < ©
" R't £) = ¢ k 0) b
wildo, Bty lo) = 4 ir e 16, t[] |AL(ao, R; <) # 0} si g = oo
En choisissant convenablement la fonction £ 'on'obtient

a partir de (2.24) et (2.24") les majorations suivantes
po < 1 une constante positive qu’on choisira au

Ty € Q

ou

Soit
paragraphe 2.2. Posons
min (dist (@, T'), eg) s1

] s1 z, €l

2:25) eolan) = |1

et solent

(2.26)

Alors on a, avec ¢ = ¢(N, qa, a)
max  [u®(z, ©)[3 o, p.r)
< [ u®@, 0)13 Ay m5 00

0 < p < R < po(20)

0<ty<t<t<T,

227
( ) ‘hSTSIo
+ C[( — )72 u""]lz Quo, R 1y, tL)
) (1+)(,) y
.“f“P-k (%: R; 1, to)
ou k>0 s zp €T
(2.27
( 2 ). z.rgfs):u “ u(k)(.'z: lH A'(z,p D
150! " < | u(k)(w t1)||2 Alfea R 1)
+ c[(R e) 2 ugls, Qo R by, 1)
2 (1
+ i (xm R tl; to)]
(2.28) | u®)¥, 00,010
= ma<x ” u(’)(x T)”z Ao, 5 7) + ” Vu(k)“2 Q(zo, Pty t)
t<T<t
oS ef{[(R — 0) 2 + (0 — 6) 7 JIu®13 000 min0

2(1+/)
i (J/Oa R tl) to)}

ok

ou
k=0 s1 o€

—=0)2 + (t— 1) Mg 13, oieo 11, 10

< ¢{[(R

(2.28') | wgo| (o, pit, 1)
La+n
’ (x(], R tl’ tO)}

+[~’~1
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(2.29)  [ud gau ps0.0 < U2, 0)IZ, 2 e ms0)
+ c[(R — o) u®|3 o 60010,

2a+
+ wk (m, R; 0, 8)],
ou

k>0
(2.29') ‘u(k)leL(mo,P;O,l) < llu(,c)(a:, 0)||§,A,g(zo,n;o)
i C[(R T 9)'le u(k)"%, Ql(as R; 0, O
%(1+X)

el C(m, RBs 0, O]

sl el

2.2. Lemmes préliminaires.

Dans la suite on supposera N > 2. A la fin de cette sous-
section on enlévera cette restriction.
Compte tenu de la régularité de la frontiére T, il existe
des constantes pg € ]0, 1], 8,, 6o € ]0, 1[ telles qu'on a
(2.30)  66B(zo, o)l < [z, p)l < 8|B(o, o)l Vz, € T,
Ve € 0, Pols ou Q(z,, p) = B(=, p) N Q

et aussi, si ¢ e HY(Q), Ay, o) = {z € Q(z, p)l0(z) > Kk},
Az, o) = {z € Q(z, p)lv(z) < k}:

Lemme 2.0. (De Giorgi, cf. aussi [6], [1] et [5]). — Soit
A < 1 une constante. Alors il existe une constante B, (ne
dépendant pas de ¢) telle que pour tout =z, € Q et tout

P € ]07 Po(xo)]
(po(Zo) défini par (2.25)) on a

(i) | Ao, o) < N Qao, o) =

(231) (L= B Az0r )| < Bob fuyes rotsenps | V()] d, VI > &
(i) | Ao, o)l < N Qa, p)] =

(2.31")

(L — B AL(Z0; o) < Bop Juria, g aifan | Y@ s VI < K,
(111) 2gpel, o>k sur B(zy, 2p) N T == (2.31")

Ceci étant, revenons aux hypothéses de 2.1 sur la fonction
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u et introduisons la notation suivante

(2.32)  A(zy, 3t t) = (B(zg, p) N Q)
X Jty, [0 <t <t <T)

Dans la suite on représentera par ¢ une constante ne dépen-
dant éventuellement que de N, Q, T, a, @, p, s. Sauf mention
explicite, aucune constante introduite dépendra d’autres
parameétres que ceux-la.

Avec une démonstration analogue a celle du lemme 7.1
du chapitre 11 de [6], on établit le lemme suivant, compte tenu
des estimations (2.27), (2.27") et de la premiére partie de I'iné-
galité (2.30) si z, e I':

Lemme 2.1. — Il existe des constantes 6 > 0 et be ]0, 1]
telles que

(i) Si pour 2, €Q, p < po(%), 0 <t; < T on a (avec
k>0 si zel)

1
(2-33) IAk(%s P t1)| < D) | Q(xo, o)
et
N
(234 H=  sup  (ula,) —k) > ¢* ()
A@o, P b0 b+ QFD
alors
(2-35) IQ(%a P) - Ak+a/4H($0: Pt I = bIQ(%a P)Ia
Ve [, t; + 0p2] N [t, T]
(ii) Si pour z, € Q, p < po(%), 0 <, < T on a
’ : 1
233)  |Ai@ o5 4)l < o Qs o)
et
N2
(2.34") H = sup (k — u(z,t)) > p 2
Ao, Pty b+ OFD
alors

(2.35") | Q(=0, p) — As—spam(@o, p30)| > b Q(z0, 0],
Vie [t, t + 0p2] N [t, T

() Pour simplifier I'écriture on écrira sup. = sup. ess., inf. = inf. ess.
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Compte tenu des estimations (2.28), (2.28') on démontre
le lemme suivant comme le lemme 7.2 du chapitre II de [6]:

Lemme 2.2. — Il existe une constante 0, > 0 telle que

(v) Sv pour =z, € Q, o < po(T), 002 <ty on a (avec k >0
st zel)

(2.36) | Qu(mo; 05 ta — 0%, %)] < 050"

el g
N%
(237) H = sup (u(:v, _t) Y8 k> > 0 2
l A& P56—0 €% k)
aLors

ey e\
(2.38) ’QH%(%, L4 —0 <7> : t0>

(i) St pour x,€Q, o < po(z), 0p <, on a

=10

(2.36) |Qi(@os 03 to — 802, 1)] < B1p™*
et '
237y H' = sup’ (k— u(z,t)) > o ?
A&o» P35 ta—0P2 to)
alors _
(2.38) | Qiewpl®o, 0/25 8 — 8(p[2)% )l = 0.
Lemme 2.2". — Supposons u, € L*(Q). Alors il existe

une constante 0, > 0 telle que

(i) Sipour x,€ Q,p < po(xy), Bp% < T,k > sup u(w,0) (ce

qui entraine k > 0 st % €T), ona 1

(2.39) |Qu(ao; 65 0, Be%) < 03™#
et

I_Vl_
(2.40) H= sup (ulz, &) —k)>p?
© A P50, 009) '

alors

(2.41) | Qurma(®o, 0/25 0, 8(p/2)%)] = 0. |

(i) Si pour 2, €0, p < po(), 0% < T, k < inf u(g, 0),
on a Q(wo» P)

(2.39") | Qi@o, 030, 0p%) < 03"+
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et
N
(2.40) H = sup (k—u(z1) >¢"
A (@0 250,009
alors
(2411) 'Qllf—l{'/2<wo, 9/2; 07 e(p/Z)Z)I i 0

Esquisse de la démonstration du lemme 2.2":

Compte tenu des estimations (2.29), (2.29) la démonstra-
tion est analogue a celle du lemme 7.2 du chapitre II de [6].
En effet, 'inégalité &k > sup u(z, 0) entraine la nullité du

Qo P)
premier terme du second membre de (2.29).

En travaillant avec (2.29) dans ces conditions, et avec un
changement de coordonnées en ¢ convenable, on achéve la
démonstration comme celle du lemme cité. Méme raisonne-
ment pour établir (i1).

LemmEe 2.3. — Il existe un entier posiiif s, tel que pour tout

Po(%),

(T, to) € A, avec t, > 0, et pour tout o tel que 0 <p< 5

0(2p)% < &, on ait ou
s NX
(2.42) osc. (u; A(m, p[2; to — 6(p[2)2, &) < 2%Hip 2

ou alors —
(2.43) ose. (u; Az, /25 1o — O(p/2)", 1
1
S <1'_ ﬁ) osc. (u; Az, 2035 ty — 6(2p)2, 1))

(avec osc. u = sup u — inf u)
A A - A
Démonstration. — S1 2, € Q la démonstration est celle
des lemmes 7.3 et 7.4 du chapitre II de'[6]. Si z, € T, ‘étant
donné le caractére unilatéral de la condition sur la front1ere
on doit faire certaines modifications. La démonstration dans
ce cas se fait comme suit: ;

Posons
' ‘ pryd== su alb(%n. 2}
Ao 205 to—0@2P)% t)
Yo = inf u(z; t)
A@o, 205 to—0(2P)2, to)
- 1 e o

_
© = P~y fhay VAN TS SR i e T
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Choisissons s; entler vérifiant

(2.44) s 2 Bk —e‘;—
1

ou 0, est défini dans le lemme 2.2 et ¢ est une constante a
préciser ultérieurement, dépendant seulement des narameétres
habituels.

Supposons donc

NY
(2.45) 0 > 2tlp 2
Alors ou bien on a
(2.46) <0
ou _
(2.47) w=0

Supposons vérifiée (2.46). Posons
o

=t + o ]f:pz—l—%; o> 1

Comme I <k <p<0, ona u(t) >k sur Bz, 20) n T
pour te€ [t, — 0p2, £,] et done, par le lemme 2.0, (1i1) 1l vient

2.48 DA o (@, p3 )] < f Vu(z, t)| dz
( ) 2c'+1 P"+2—o+—1( 0 P )\ BOP oo I ( )l
avec
(2.49) D) = Ay, o (o 03 ) — AL o (an, 058
9a+1

oo+l

Intégrons (2.48) entre ¢, — 6p? et ¢, élevons au carré
et appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz:

2 ty
(2.50) <Q%> [ AL o (o5 O de

t—0 g? 9o+l
< 8307 ([ 50 fo, | V(@ 12 do dt) ((f,7 0 1D2(0)] dt)

D’autre part on a

(2.51) j;::ap, jé)é(n‘ Vu(z, t)|? dz dt < ‘u(yﬁg)

90

2
Az, pj te—0 p% 1)
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Appliquons alors (2.28") avec k = p, + —2(%,
R = 2p, t, =ty — 4002, t=t, — 0p2.

Il vient, compte tenu de (2.51),

(252) [0 Jauo | Vulz, HI2 do de
< ef[p72 4 (30p%)72] <P~2 + % — p-2> Xn(2p)"
. 40p% + [[Xn(2p)N]7748p2 ]2 A0},

ou Xy est la mesure de la boule unité de RY.

Compte tenu de (2.45), (2.50), (2.52) et de (1.6) on en déduit
(253) Q0 (@0 05 1= 06% t)]* < o™ [, 19400 e

zu+1

pour o€ [1, s; — 1] (par exemple). Mais
2 54 ‘Q 330, Py fo — 992, tO)
2‘1 [

\Q W a’o, P o — 692’ to)i

2o+1

pour o€ [1, s; — 1] et donc, par addition, on tire de (2.53)
t (2.54)

(2.55) (81 — ‘Q w (Toy 03 T — 0Op?, ’«‘o)\2

z-x

Alors par (2.44), il vient £ g < 6} et donc
Sl S 1 3

2 56 IQ 270: p; to — 092 to) < 0,p™2

Par le lemme 2.2, (i1), on a, compte tenu de (2.56),

N
(2.57) H' = sup <p.2 — = 4l%, t> .
6%, to) 2 '

AT, P to—
ou alors

(258) |Q, o _m(z o/2; to — 0(p[2)% &)

251 2

=10
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Supposons (2.57) vérifié. Alors 1l vient
(2.59) inf u(x, t) > py + —:‘;—l —p 2

AGeas P25 to—0(P/2)2% to)

> py + 2—:’;—1, compte tenu de (2.45).

De (2.59), 1l s’ensuit qu'on a (2.43).

S1 (2.58) est vérifié, alors on a

) , ® H’
Ao P/2; to—0(P/2)2 to) 4 4
[2)
Z + Qi+l
puisque
y [
H" < o

Donc on a aussi (2.43).
Supposons maintenant ’hypotheése (2.47) vérifiée.
Dans ce cas ou bien on a

(261) A

—

1
(20 038 — 06%)] < 5 | Q (2o, ¢)l

)
2
ou alors

(2.62) 'Al'%g (@0, 05t — 0p%)| < 5 | Q(, o)l
2

bo| =

Ftant donné que ces deux cas se traitent d’une fagon ana-
logue, supposons' (2.62) vérifiée.
Posons
: g == mnf - ulwyit).i
A@o 85 t0—0F% to)

. o' S0,
S1ope = pe + T alors 1l vient

3 _— ; (0 , 0 wolly
osc. (u; A(Zo, p5ty — 0p% ) < g — pg < <1 — 2;,+1> ®
ce qui entraine (2.43). ‘

: 7 .
Supposons donc py < p, —l_ﬁ et posons

\

H" =% g3 4- <P~2 e :‘;—:‘1)
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On a, par (2.45),

. 0,
ra B B 5 O 2
H' > ore T 9ett > o = °
pour r € [1, s8] ‘
Appliquons le lemme 2.1, (i) avec
(£
k'zu'z'{‘ﬁ et tp =t — 0p?

il vient
(2.63) ‘“%’”""Amgryﬁ%’wﬂ > b Q(zo, p)ls
Vie [to— 0p%: 4]

Mais, puisqu’on a

: ® 3 ... . ® 3 )
Hz‘f—F—ZH 2”2+2"_Z,'«:”2+§"—J§
il s’ensuit de (2.63) que
iQ<5”07 Py~ AP#E::LE(“"M ps t l b Q(z0, o))

c’est-a-dire

(2.64) A l(xo,p;w. < (1 — b)|Q(a, o)l

| Pty
Ve e [ty — 0p2, 1] -
On peut donc appliquer & wu(t), t € [t, — 0¢?, }‘oj le lemme

2.0, (1), avec k =y, + %

o b 4 2 3,5, 4+ 2].

(O]
et l=(1.2+2—c_'_—11

Ainsi avec o € [3, s; — 1] on a (2.48) avec Dg(t) donné
par (2.49) et cela pour tout te€ [ty — 8% f]. La démons-
tration s’achéve comme dans la premiére partie avec obten-
tion de (2.43). ;

Lemme 2.3". — Supposons maintenant u, efK 0 CONQ),

€10, 1] avec [uplh o < 1 et soit y=min <7\ %> Alors

il existe un entier positif sj, dépendant aussi de X, tel que
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~—

pour tout a;oeﬁ el pour tout p tel que 0 <p< P_o(zxo ,

on ait ou
(2.65)  ose. (u; Az, o/2; 0, B(s[2)F)) < 2416}
ou alors
(2.66) ose.(u; Alz, ¢/2; 0, 0(p/2)%)
1
< (1= gew) ose (45 Ala, 205 0, 0(20)2).

Démonstration. — Posons
Py == sup w2 B); gy = inf ulm, o),
Ao 2050, 620 A&y 20; 0, 0200
el s ol & w
W = —_— _ = = _——— = R
w1 — Mo, 2 9 k11— 5 we + 5
Choisissons s; entier vérifiant
(2.67) 2% > 4
-/
I C
(2.68) sy = 4+ oE

ou 0; est défini dans le lemme 2.2" et ¢’ est une constante
& préciser ultérieurement et ne dépendant que des paramétres

habituels.
Supposons que (2.65) n’est pas vérifié. On aura alors, pour

z, ' € Qzy, 2p),

lu(z, 0) — u(a’, 0)] < & e* < 4T < 24 or < %

compte tenu qu’on a )

(2.69) o > 25HpY > 2"+1pN7L

On peut donc conclure

(2.70) osc. (u(z, 0); Q(zo, 20)) < —‘Z
ce qui entraine ou

(2.71) sup u(x, 0) < w, — %
ou alors fem

(2.72) inf u(z, 0) > gy + %

Q(xo, 20)
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Supposons (2.71) vérifié. On a alors

IA _w (%0, 03 0)‘=0

4 ra

Posons wy = sup u(z, ?)
Ao P;0,00%

. ; w

S1 1 S $1 — e

alors il vient
’ 1
osc. (u; Az, 050, 80%)) < g — wa < <1 - 2x;+1> s

ce qui entraine (2.66).
Supposons alors p; > p; —

oo et posons

H =y —<u1—§;>, nel2 sl

2
vl %

H> o —oqm > 595 > 0" par (2.69)

Alors par le lemme 2.1 (i) on a, avec k= p; — —

o

185

Qo 0) = A w3, (%0, p; t)\ > b Q(a, ¢)], Vi € [0, 6¢%]

Mom T

(Remarquons que (2.71) et u(z, 0) e‘lK entrainent % >
Etant donné que

Wy — 2“ + H 1

® 3 ® ®

T T TR T g

on en déduit, pour r € [2, s],

> 0).

(2.73) A, o (@, e51)| < (1 — ) Qm, o)l, Vte [0, 0p2]

ory+2

Alors, avec k= p, — %, l=p, — %;

c=r+ 2€e[4 s+ 2],

on peut appliquer & u(t), t € [0, 0p2], le lemme 2.0 (i).
Ainsi, avec o € [4,5; — 1] on a

(2.74) oo Ao (oo 03 8] < Bop [ [ Vulz, 0)]do
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3
ou

Do(t) = A o (@5 03 1) — AP._i(%’ p; t), Vie [0, 0p?]

Hl_zu 90+1

D’autre part, on a par (2.29), avec R =2p et k=, — —2%—,

o2 s

ﬁ ﬁﬁ,(,) | Vu|? do dt < ‘u( 35
2

Le % p2 (p-l — Pt %> Ty (20)0 02 - [ [ (20) 1770 02 2rO+0]

P
Alas, 30, 00D

(puisque u®(z, 0) = en Q(xp, 2p) par (2.71)).
En raisonnant comme dans la premiére partie de la démons-
tration du lemme 2.3 on arrive a

(2.75) (sy — 4)\Qp_l_m (%, p; 0, 0p?)2 < &'p*™®

281

ce qui donne, par (2.63)

(2.76) iQFl—Q—(%’ 0; 0, epz)\S 0,072
25!
La démonstration suit comme dans le cas cité avec appli-
cation du lemme 2.2', (i), pour k =y, — 2 4 la place du
p oYY p

lemme 2.2, (1).
Donc on a (2.66).
Finalement si (2.72) est vérifié la démonstration se fait

d’une matiére analogue et nous nous dispensons de 'indiquer.
Revenons maintenant au cas N = 1. D’une fagon paralléle

a celle employée dans le § 7 du chapitre 11 de [6] on peut adap-

ter & ce cas la théorie développée dans cette sous-section.

Ainsi, en choisissant, par exemple, po= min (1, E;l> on

obtient encore les lemmes 2.3 et 2.3’ pour N = 1.

Dans la suite on supposera donc N > 1.

2.3. Démonstration du théoréme IL

Soit (&, t,) € A. Posons

.

(2.77)  p1(@; to) = min <po(a:0), \/—e"—>; s t, > 0.
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Les lemmes 2.3 et 2.3" entrainent, compte tenu du lemme 5.8
du chapitre II de [6], les deux lemmes suivants:

LeMME 2.4. — Soit (%, t,) € A avec &, > 0 et soit

P < 91(%7 tO)'
Alors on a

osc. (u; Az, o3ty — 002, t)) < cp1p®
ou
8 = min <— log, <1 L 23‘+1>, %)
¢ = 4% max (wo, 23'*1"1% PIEZL)
wo = 0sc. (u; A(zy, p1; to — 0p3, 1p).
Lemme 2.4". — Supposons u, e K n C*4Q), r€]0, 1]

avec [uply o < 1. Soient z,€Q et o < po(x,). Alors on a
osc. (u; Az, p; 0, 0p2)) < ’pgPol

' 1 . Nx
g = min <— log, <1 — ﬁ)’ Y>’ Y = min <)\, 5 >,

¢ = 4B max (607 2S;+1+Tpg),

wy = osc. (u; Az, p; 0, 0p2)).

ou

Donc, avec
c=c¢(N, Q, T, a, @, p, s, A)
« =min (3,8) =«(N, Q, T, a,a, p,s,\) ona:

TutortmE 2.5. — Supposons u, e K n C*¥Q), 1 € ]0, 1]
avec [upl, o < 1. Alors

(2.78) osc. (u; Az, p; & b 802, 4,)) < ¢ max (;O: ) 1>_p°‘
1
Vo < pi(o, ty) st (@, ) € A et & > 0,
(2.79) osc. (u; A(m, p; 0, 0p2)) < cmax< e 1)9“

5

Vo < po(2o) st %, € Q.
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Sous les hypothéses du théoréme 2.5 on a alors

COROLLAIRE 2.6. — Si (g, ty) €A et 1, > Op on a

(2.80) osc. (u; A(ze, o3 fo — 8% %)) < cp% Ve < po
Si 2,eQ ona

(2.81) osc. (u; Az, p; 0, 0p%)) < co% Vo < po.

Démonstration. — Commengons par établir (2.80).
Si z, eI ou dist (zy, ') > pg, (2.80) est une conséquence
immédiate de (2.76). Supposons donc z, € Q et

dist. (35, I') = pol) < 6o

Soit ye I tel que po(zy) = dist.(x, y). Alors ou

(i) Po(%o) < pof2
ou
(11) Po(To) > pof2
Dans I’hypothése (i) distinguons les trois cas:
(i.1) 0 < p < po(®) < pof2
(1.2) 0 < po(®) < p < pof2
(1.3) Pof2 < p < po
Cas (1.1):

On a, par (2.78),
(2.82) osc. (u; A(mo, eo; to — Bel, to))
< osc. (u; Ay, 2p0;5 to — 08(200)% )
<osc. (u; Ay, po; to — Bod% to))’ 1> (200)*

o
Po

< ¢ max

/A

ceo
(ot ¢ désigne une constante du type cité dans le théoréme
2.5).
D’autre part, il vient aussi de (2.73),
(283) osc. (u; A(x(h p; fo — ep?, to))
osc. (u; A, pos to — Bpd, to)’ 1> 0%
eo

< ¢max
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De (2.82) et (2.83) on en déduit (2.80).
Cas (1.2):
Par (2.78) il vient
osc. (u; Az, 3 to — 062, 1))
S osc(u; Aly, 205 fh — 6(20)%, 4))
< ¢(29)%, ce qui entraine (2.80).
Cas (1.3):

(2.80) est immédiatement vérifiée, puisque, dans ce cas,
a@
osc (u; A%, pj; to — 0p% %)) < 2 < 2 <ﬁ‘—2> < cp®

Dans I'’hypothése (i) distinguons deux cas:

(1.1) e = po(z)
(11.2) P < o)

Dans le cas (ii.1) il vient p > pg/2 et donc (2.8) est immé-
diate. Dans le cas (ii.2) il vient de (2.78) _

osc (u; Ao, o5ty — Bp2, %)) < ¢ max < fu g 1> p*
0

ce qui entraine (2.80), puisque po(7,) >

bo|.

La démonstration de (2.81) se fait d’une fagon analogue
en utilisant (2.79) & la place de (2.78).

Cororrarre 2.7. — Si (m, t)eA et 0 < i < 0p2(x)

alors on a (2.80).

Démonstration. — L’hypothése de I’énoncé entraine
Z = 2
91(3707 to) = 9’ 1.e., tp = 0pd.

Distinguons les deux cas

(1) 0 <pe <p1<po
(11) 0 <p1 <p < p
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Voyons le cas (1):
Par (2.81) 1l vient

(2.84) osc. (u; A(wy, e1; Lo — 0pi, &}
= osc. (u; A(®, p1; 0, 003)) < cof
Mais, de (2.78) 1l vient
(2.85) osc. (u; Az, 5 to — 092, t)) v
— <OSC (u; Ay, 13t — Bpi, to))’ 1>Pa

a

f1
De (2.84) et (2.85) on obtient (2.80).

Voyons maintenant le cas (i) :

Par (2.81) il vient
ose (u; Az, p; to — 002, 1)) < osc (u; A%, p; 0, 0p2)) < cp*

CoroLLATRE 2.8. — Si (@, t,) €A et 0p3(x) < t, < Opg?
alors on a (2.80).

La démonstration du corollaire 2.8 est analogue a celle
du corollaire 2.6 pourvu qu’on utilise le corollaire 2.7 pour
majorer oscillation dans les cylindres dont I'axe passe par le

point y(y e T, dist (zo, ¥) = po(0))-
Ainsi sous les hypothéses du théoréme 2.5 on a

(2.86) osc (u; Ao, 05 % — 0% 1)) < co%
V(moy to) EA’ VP < P(I)
Soient (z, t), (2/, t')e A. Supposons d’abord

max [|,L _ xll’ <|t By l>1/2
Il vient de (2.86)

1/2
lu(z, &) — u(a, t')| < cmax [|m - <|t

<elo— ww+u ¢]).

Supposons maintenant

’ It_tl — r
max [l"c—'v|,<—e—~> ] > po-

|t—t| 1/27 «

I1 vient
1w%w—w5¢n<%wmm[w 2,
< ollo ol £ 1 el
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Donc, on a _
u € CO%MELA), « € 10, A]

et, de plus,
[u]a,a/Z,A S ¢

ou ¢ et a nedépendentquede N, Q, T, a, @, p, s et A
Pour achever la démonstration du théoréme II nous allons
maintenant nous débarrasser des hypotheéses (2.20) et

[uo:'l'g S 1.
Soit alors

o = [who+ [ules+ 12135 >

et posons
%= ou, Bzt y,2) =0 Bzt 0y, 0z), k=01,..N.

Puisque K = o K il est aisé de voir que @ vérifie (0.13), (i)
avec les B, remplacés par les B,.
De plus, on a, compte tenu de (2.4), et avec

f'l =il g1 = o0 lg, 1711 = o7, :
N
2 Bz, t, @, Va).Du(s, t) > a| Vil(z, )% — filz, ©)

O(ma L d7 )l d( )IVIZ(:E, '_t)l + gl(‘”’ t)
: )| < [Vu(a,, ) + hy(z, 0), =1y vens Ny
\ pour presque tout (2, t) € A.
20

Soit & =fi + |al., a8 + |52 ad + B =
Il vient
o (¥)=1(z, 0) e K NCOXQ) et max ([ ], %] w sl Bl a) < 1.
On en déduit, appliquant & @ la théorie antérieure :
4eCh%%2(A), «e]0, \] et [#])a,ap, A < €
ou « et cdépendentde N, Q, T, a,a, p,s et A.
Donc, on a ue C¥®%2(A) et
[t]oae, A < 0.0 = c([uo]i 0 + lulaa + [PI32,5)

ce qui entraine (0.14), compte tenu de (2.2) et (0.7).
La démonstration du théoréme II est ainsi complétement
achevée.
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