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Sulla holderianith delle soluzioni di alcune disequazioni
variazionali con condizioni unilatere al bordo (*).

Huao Bririo pa Veiga (**) (F*%)

Summary. - In this paper the Author proves the Holder-conlinuily of the weak solutions
of the problems P, Py, and P, (see Introduction) expressed by voriationoel inequalities.

Introduzione

Sia ) un aperto limitato e connesse di BY e sia 20 la sua frontiera;
Sia ' un sotfoinsieme chiuse di 302 che supporremo sempre di misura N —1
dimensionale non nulla. Ipotesi pit precise su 33 e I' saranno fatte in seguito.

Sia ¥V il sottospazio chiuso di HYQ) delle funzioni con traccia nulla su
I'. Indicheremo con K il sottoinsieme di H'({)) delle funzioni non negative su
a0, e con K, I'intersezione di K con V:

K=|veH' Q): v=0 su 3]
Ke={veHYQ): v=03su3Q; v=0sunl]

K e K, sono convessi chiusi.
Consideriamo i seguenti problemi:

P; - trovare we K tale che
(0.1) f U (v — u).da 4+ A f ulv — u)de > f folv— u)dx MrvekK
0 I 2

dove A > 0,

Py = trovare ue K tale che

(0.2) f . (v — u). dic 2f folv — u)dx MrekK
0 Q

{*) Lavoro eseguito per conto dell’ Istifuto per le Applicazioni del Calcolo del C. . R.
(**) Borsista dell’Instituto de Alta Cultura (Portogallo).
(***} Enfrata in Redazione il 2 aprile 1869,
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P; - trovare e K, tale che

(0.3) f W[V — W) e == f folv — u)du Vveks
i

7]

dove fo & una funzione di L*(Q).
La soluzione del problema P, soddisfa formalmente le relazioni

—Autiu=f in Q

# =0
(0.5) 9 in 30
) dn
du
‘@Y

menire quella del problema P, soddisfa le condizioni (0.6} con A = 0.
La soluzione di Py soddisfa formalmente le relagioni

~FAu = £, in 0
%= {0 in I
# =10
(0.6} du
&?@20 in 20--1.
du
u-a%zo

Alcuni problemi di questo tipo sono stati considerati dapprima da FIcHERA
(2], [3). Bssi rientrano nel quadro della teoria generale delle disequasioni va-
riazionall trattato da LioNs e STAMPACOHIA (7), e sono stati ripresi da A.
FrigomaN [4]

Secondo la teoria generale, i problemi P, e P; ammettono soluzione unica,
con foe L*Q). Invece il problema P, ammette almeno una soluzione se

(07) f odm < 0
l

e non ammette soluzione se

0.8) | fmm>a
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Noi dimostreremo che, nella ipotesi (0.7}, la soluzione (che esiste) ® unica,
mentre nell’ ipotesi

0.9) f fodwe = 0

dimostreremo che il problema P, ammette soluzione se e solo se il problema
di NEUMANN :

(0.10) ue H(Q); fuxt. -, - de :ffovdm Y uve HY)
i

4]

ammette una soluzione limitata inferiormente su 30. Ed in quesfo caso le
soluzioni di P, sono precisamente le soluzioni di (0.10) che appartengono a
K, cosi che lo studio della regolarita delle soluzioni del problema P, in con-
dizioni (0.9) & ricondotto allo studio della regolarith delle soluzioni del pro-
blema (0.10}, che & noto. Percid ci limiteremo, nel caso del problema P, a
supporre verificata la condizione (0.7).

Osserviamo che Uipotesi (0.9) esprime la condizione necessaria e suffi-
ciente perchd il problema (0.10} sia risolubile; ed in questo caso le soluzioni
differiscono per una costante arbifraria.

Per il problema P, LioNs ha dimostrato che we H>%Q) [6] mentre
E. SEAMIR ha mostrato che in generale non si pud dedurre che ue H2¥q).
(cfr. BrEZIS-SPAMPACCHIA [1)). Invece Y. HauaazEAU [5] ha dimostrato che
la soluzione u del problema P, soddisfa la proprieta:

w = sup u{l")

IS

dove I'' & un softoinsieme misurabile di 30 e (I} & la soluzione del proble-
ma misto di DIRICHLEP-NEUMAN

— A+ Aw=—f, in O

u:O in .[‘1
d .
d_zmo in 20— T,.

Il risunltato di LioNs precedentemente citato implica 1’holderianithd di
solo per N =12, 3.

Noi ci proponiamo di dimostrare, nel caso in cui foe L(Q), p > N/2, la
limitatezza delle solnzioni dei problemi P, P, P;, e in ipotesi di maggior
regolaritd su 20 e I, la loro holderianith su 0 (vedere teoremi I o TI)
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La tecnica usata per ottenere i suddetti risultati & analoga a quella
atilizzata da G. STAMPACCHIA per trattare i cosiddetti problemi con dabi di-
scontinui [9].

Nel seguito preciseremo le condizioni da imporre a 0 eI

Diremo che Q gode della proprietd di cono se esisfe un cono C tale che
ogni punto y€3Q & vertice di un cono uguale a ¢ e contenuto in Q.

Diremo che Q ha frontiera lipschitziana se 3Q & una varietd lipschitziana
N — 1 dimensionale, e se esiste una costante positiva «o fale che per ogni
yed e ogni a, 0 < a <a, Ily; &) O e Ily; «)NCQ sono connessi, dove
con I(y; 2) indicheremo in generale la stera di centro y e raggio o (ossia 0
sta da una parte di Q).

In questa ultima ipofesi, se 3Q & anche di classe ¢ diremo che Q ha
frontiera di classe C'.

Sia T' la chiusura in 3Q di un aperto non vuoto I, supponiamo che ol
sia una varieta N — 2 dimensionale di classe C' e che per yedly e 0 < o <Ta,
Ily; o)NTo e Ily; @) N (202 —TLo) siano connessi, In tale caso diremo che I' &
ammissibile.

Noi ci proponiamo di dimostrare i seguenti teoremi:

TroreMA 1. - Se Q gode della proprieta di cono e fo€ L7(2) con p > N/2,
la soluzione del problema Pp é limitata e vale la maggiorazione |

(0.11) Lo | u(x)| << K(Q, N, p, )| o]z

Se Q ha frontiera lipschitziana, |I'| >0 e p > N/2, la soluzione del pro-
blema Ps & limilata e vale la maggiorazione

(0.12) sup |u(w) | < K(Q, Lo, N, p)|folrk.
xE€ N

Se Q ha frontiera lipschitziana, supponendo valida la (0.7), la soluzione
del problema P, é anch’ essa limilata.

TrorEMA II. - Se Q ha frontiera C' e p > N/2 le soluzioni dei problemi
P, e P, sono hilderiane in Q.

Con Uipotesi supplementare di ammissibilita su I, la soluzione del problema
P, ¢ anclhiessa holderiana in Q.

Nel seguito daremo le dimostrazioni di questi due feoremi per il problema
P |
(Gli altri due problemi si frattano in modo analogo, e nel penultimo pa.-!
ragrafo metteremo in evidenza le differenze di maggiore rilievo, |

=
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Faceiamo notare che i risultati ottenuti sono ancora validi in condizioni
pilt generali sull’operatore differenziale, sul secondo membro, e su . Ne
accenneremo brevemente nell’ ultimo paragrafo.

Ringrazio il prof. G. STAMPACCHIA con il guale ho avuto utili discus-
sioni,

§ 1. - Richiami ed osservazioni sull’ esistenza
della soluzione.

1. - In questo namerc riportiamo, per comodith del lettore, alcuni ri-
sultati di Lions e StampaccHIA [7] sull’ esistenza ed municitd per soluzioni di
disequazioni variazionali. Nel numero 2 faremo qualche osservazione su questi
risultati.

Sia V uno spazio di HILBERT reale, in cui indicheremo rispettivamente
con (+, -} e || il prodotto scalare e la morma; con V' indicheremo lo epazio
dnale di V, e con afu, v) una forma bilineare e continna su V, ossia, una
forma bilineare per cui esiste una costante C tale che

(L.1) alw, o) [=clullv]  Vu vel.

Diremo che afu, v) & lcoercitiva se esiste una costante positiva « tale che
{1.2} alv, v)=a|v|f YoveV.

Sia K un convesso di V e f un elemento di V’. Consideriamo il seguente

preblema:

ProerLEMA 1.1 - trovare €K tale che
(1.3) afu, v —wy = (f, v—u) W oe kK.

Si ha il seguente loorema {di esistenza ed unieitd):

TroreMa 1.1. - Sia a{u, v) una forma bilineare che soddisfu le relazioni
(1.1) e (1.2), e sia K un convesso chiuso di V. Allora esiste ed ¢ unica la so-
lugione del problema (1.1).

L’ applicazione f— wu ¢é continua da V' in V.

Questo teorema condnece immediatamente all’esistenza e all’unicita della
soluzione, per i problemi P, e Ps.

Per quanto concerne il problema P, bisogna studiare il caso in cui la
(1.2) non-sia soddisfaita.

Sapponiamo che la norma o] sia equivalente a

Dolv) + pr{v)

i
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dove

(14)  po(v) & una norma su V, rispetto alla quale ¥ & uno spazio pre-hil-
bertiano, e pi(v) & una semi-norma su V. |

(1.B) Lo spazio
. Y=[(veV: pofv} = 0]
abbia dimensione finita.

{1.6) Esista nna costante ¢: fale che

inf pofv — y) << epn(v).
yEY

Sia a(u, v) una forma bilineare continua su ¥, semi-coercitiva, ossia
(1.7) a{v, v) = cap{v)? v oe V, ¢z = 0.

Si ha il seguente teorema di esistenza:

TeoREMA 1.2, - Supponiaino che le (1.4) (1.5) (L6} e (L7) siano wverificate.
Sia K un convesso chiuso contenente I origine. Sia f un elemento di V' tale
che f=fo+ f1con fo, fre V' soddisfacenti, se Y N K &= {0}, le seguenti rela- -
zioni: :

{1.8) o, ) <0 Nye¥YNK,  y0

(1.9) [{fr, v} | == esp{v), Moe T,

Allora esiste almeno una soluzione del problema 1.1

Come ultimo richiamo, riportiamo I’ osservazione 5.1 del lavoro sopra
citafo: ;

Osservazions 1.1. - Supponiamo che le (1.4), (1.B), (1.6) e (L.7) siano
verificate; supponiamo che K sia un cono convesso e chinse e che

{1.10) afv, y) =0 MaoeV, Myel.

SBia f=[fo4 fi con fo, L€ V', e fi soddisfi alla (1.9).

Allora se il problema 1.1 ha una soluzione, fy deve verificare la condizione

(1.11) (fo, =0 Y yeYNK.

2. - Cominceremo questo numero con una osservazione al teorema 1.2, -f
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OsSERVAZIONE 2.1. - (i) Se u# e v sono soluzioni del problema 1.1 e se
le condizioni (1.4), (1.B), (1.6} e (1.7} sono soddisfatte, allora

#n—ve Y.

(ii} Se inoltre f= fu + /i soddisfa le {1.8) e (1.9),

(2.1} YC|lweV:w=1{ te R, Ee K}
=]
(2.2) afv, 4} =0 Vrek, Mye YN K

la soluzione del problema 1.1 & unica.
DiM, - (i) Sianc # e v due soluzioni del problema.
Allora
a{n, v — u} =A{f, v — u)
—afy, v —u) = (f, v—u)
Sommando, 8i ha
v —u, v—u)=<0;

tenendo conto della (1.7) otteniamo

pl('u — u) =0
ossia
v UEY,

({ii) Supponiamo che esistano due soluzioni diverse u e v Da {ij si
conclude che y = v —ue ¥, e percid esisterd o > 0 tale che

aye K
oppure
H—yleK,
poichd & valida la (2.1).
Possiamo supporre che sia verificata la prima ipotesi poiché —y—=u— v
Allora, siccome (fi, y) = 0, si hanno le relazioni

(23) a(’”: y) - C&(’U, v— u’) = (f’ y) = (fﬂ? ?])
(24) a(u, y) = a(u, v — ’“’) = (f: y) - (f‘)’ y)
e sottraendo membro a membro s otfiene

aly, y) =10
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ossia
a(v, ¥) = alu, y);

tenendo conto delle (2.3} e (2.4), si ha:

a’(”} y) --—-C!«(%, y] = (f“; y)
ed anche
alv, ay) = (fo, oy) <0
poiché
aye KN Y.
Ma la {2.2) implica
afv, ay) =0,
il che & assurdo. |
Il problema P; sotto le condizioni {0.7), soddisfa le ipotesi del teorema
1.2 e dell’ osservazione 2.1, Otteniamo in questo modo 1 esistenza o I'unicita
per il problema considerato; infatti basta prendere

poft) = |0 ey
pifv) = [ 0x ey s

mentre Y sarh lo spazio delle costanti e Ia (L.6) la disuguaglianza di PoIn-
CARE.

Per terminare questo paragrafo dimostreremo che il problema P, ammette
soluzioni mell’ipotesi (0.9) se e soltanto se le ammetie il problema {0.10), e
che le soluzioni di P: sono quelle di {0.10} che appartengouc a K. '

Sia % una soluzione di (0.10) limitata inferiormente su 29, ossia,

w=>= —k su 2Q.
Allora
w=u-k

appartiene a K se k==ko, e qualunque sia ve K abbiamo

f W, (v — W) de = fu_fi(v — u),de =

= ffg(’U — wyde = ffg('v — w)de

poiché

ffodm = O.
0
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Reciprocamente, sia # una soluzione di {0.2), sia ¢ una funzione di
CH{Q) e sia
k= min ¢,
e

Allora ¢ — & appartiene a K. Applicande la (0.2) con

v=u+¢—LkekK
gegue h

(2.5) wbode = | fbde 4 e OYQ).
[ bie=]

Adoperando — ¢ al posto di ¢ si ottiene Iugnaglianza nella relazione

(2.0), e per chiusura di CYQ) in HYQ) si ha la (0.10).

§ 2. - Limitatezza della soluzione.

8. ~ In questo namero c¢i proponiamo di dimostrare il teorema I Data
u€ H'Q} indicheremo con A(k) e con B(k) i sottoinsiemi di & dove u==Fk
© % =< k rispettivamente, e con | E| la misura di LEBEseUE di E.

Avremo bisogno del seguente lemma che si trova in G. STAMPACCHIA
{10; lemma 4.1},

Lumwma 3.1. - Sia 9(f) una funszione definita per t=ke, non negaliva e
non crescente, tale che se h > k=ky, si abbia:

@Méméﬁmw

¢, %, 3 essendo costanti positive, con B > 1.
Allora:
olko + d) = 0
dove
B
d# = cfplfo)t—125—1.

Passiamo alla dimostrazione del teorema I.

Sia we K la soluzione di {0.1) con foe L7(5)), p > =l

P Sia v={u}* con
k>0, dove

u se u<k
[w) =
E se u=k.

£F
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iO g U<k

P U=
lk——u se u—=~k

Poiohd ve K, da (0.1) si ha:

— | ewlde + 2 | ulk— wyde = f folle — u)da,
A A(R) Ay

o siccome — Mgk — u) =0 sn Afk), abbiamo

L L

widax + * f (e — wfdo << ( L{gdm)i( Af[ kgu — k)zdm)g.

) [y

Tl secondo membro si maggiora con

£

EE i_ 141
2 +N

1 1
P

ol A ([ ) 4]

(k)

il numero definito da.

dove in generale, per p < N, indiehiamo con p*

In conclusione, essendo } = min (1, A), abbiamo

A

(3.1) 11§fuidm+j(u—k)2dmi£u f"“‘”(f“"—‘kiz*dm)”; A l%

A(F)

44
ptH,

ACE) AR

D' altra parte esiste ¢ = ¢(N, ) tale che

N S R o
(3.2.} (ﬂf} v-.—ul dw) =0 ihf(v w)idie +J{v u) dmt
[a]:]5) 84
3.3) ( f [u——kiz*dm) gcﬁu;aidmmk 2{; )(u——k)“dw‘.

A(k)
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Da (3.1} e (8.3) discende che

4 '

T a1 1My
([1n—rrda] <2 i), a5
HE) !
e siceome
A
2% E
| — |2*da:)- = (b — k)| Alh) "
A
si ha, per A > £ > 0,
At 1 . ddp sl L
B4 4t <) e A A )

Applicando il lemma (3.1) con (k) = | A{h) | segue

sup u << Ki(Q, N, p, M| fo],.
o

Per il minimo la maggiorazione risulta evidente poich® # ¢ soluzione
della equazione

—Au - du=f

con foeL?, p> g, e u & limitata inferiormente su 2Q.

§3. - Dune lemmi. La maggiorazione
fondamentale. Conseguenze.

4. - In questo numero premetieremo due lemmi che ci saranno ntili nel
seguito. '

Indicheremo con Ify, B) la sfera di centro y e raggio R. Se yen, con
Oy, B) indichiamo 1’intersezione di © con I{y, R).

Data una funzione ve HYQ(y, R)) indichiamo con A(k, Ry il sottoinsieme
di Qfy, E) dove v=k. Con B{k, R) indicheremo il sottoinsieme dove v <=J.

I lemmi sono i seguenti:

LemMMaA 4.1, - Se O ha frontiera C', esistono costanti positive c, e po fali
che dato ko reale, y€3Q, p < R < py ¢ v & HYQ)

a) Se
1
LAk, e} | =3[0l o)

&
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allore qualungue siano b >k >k

(4.1) (v — hpde < ¢o | vide « | Ak, R) ;f%
4G5 ) itk )
1\’:_2
(4.2) (b — K2 AR, p)| ¥ <00 | Ve
: “tk, )
b) Se

1
| Bilw, o) |<5!00 |

allora qualungue siano k <<k <ko

2
4.3) f(fv — hYde = ¢ f vidw - | Bk, Bj|¥
B(h, p) B(&, p}
11—:?
(4.4) (b — Ryt | Blh, o) 7 < co | vida.
Bz, )

Lignaa 42, - Se Q ha frontiera C', esistono costanti positive po
tali che dato ko reale, y€23Q, o < po e vE H' Q) '

a} Se

| Afko, o) |= 5] 0, )|

allora qualunque siano b >k > k

(.5) (h— K2 | Afls, o) [ ¥ <o [ vde (] Ak, p)| — | Alhy o)1
Afx, p)

b} Se invece

| Biks, )| =3/ 000, o]

allora gualungue siano b <k <l

2N—2
{4.6) (b — k| Blh, )| ¥ =¢ | vidwi{| Bk, e} — | Bk, 2} 1]
Bk p)

o) Se veK allora ia (4.6) ¢ semnpre verificate per h<k <0
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Risultati analoghi si trovano in [9], [10]. Siccome le dimostrazioni sono
sostanzialmente le stesse, rimandiamo il lettore al teorema 6.1 di [9] e al
corollarie 6.1 di [10].

Facciamo soltanto notare che la validith di questi lemmi scaturisce dal
fatto che, data la regolarith di 30, esisiono py e B positivi tali che se yedq
e p < po allora

{4.7) ) | ’ﬁfl va(:lzvml

2(x, p}

quasi ovunque in Q(y, ¢, pel tutte le funzioni v{x)e HY(Q(y, ¢)) nulle su un

ingieme E di misura IE{E |Qy, e}, oppure nulle su (302) N Iy, p).

5. - Dimostriamo ora il seguente:

TrorEMA b.1. - Sia u lo soluzione di (0.1), y un punlo di O e p < R < 1.
Allora sono verificale le maggiorazioni:

(b.1) f zdmg(R_ f(umkzdw+AfG2dmiA(k R)j“’
Afk, ) Ak, B} Ak, R)
{qualunque sia & positivo)
2
{b.2) fuidx £CRE"—]2[(“ — kjrdx + Aszdx .| Bk, B)|¥
B(k, o) ¢ B[k, R} B(k, F)

(qualunque sia k). Con @ indichiamo la funzione G = f, — Au, e con A una
costante dipendenle soltanto da N e Q.

D, - HEssendo u la soluzione di (0.1) abbiamo

(6.3} f U (0 — U)o = f Gy — u)dx VvekK.

HEssendo %k > 0, prendiamo

v=1u—«*max (4 —k, 0)

dove
1 ge xelly, p)
afar) = 0 se xd¢ Hy, R)
B—jx—y|

80 x € Iy, lR)mI(y, e).

E—p

Foal
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Siccorme k > 0 risulta veK poicha

w—oalu—k se uxk
Y =

u Re u <k

. w— oMu — k) = k.

Sostituendo la v nella (5.3) si oftiene:

— | @*uldx — 2 f Mo — K)o = f Go*(u — k)dw,

Afx) Ak) Ak}
ossaia
: ‘
(5.4) f a*ulde <2 2( f o;zuidm) ( f au “kadm) +
Afk) A%} AF)
: '
+(fcx2G2dw) (foﬁ(u — k)zd:c) .
Ak A{%)

D’ altra parte esiste 6 =¢(N, Q) tale che la (8.2) & verificata, ossia
che risulti '

(5.5 ( f (o — k)**dx)z*g cz( f a( — kadmf + Ve ( f s — k)%xf +

A(E) Ak 4(%)

i

_ ¥
- \/2( f a“ujdm) ‘
A(k)
Se
{5.6) f a*ulde =2 max( a*{u — kyda, f oy — k)zdm)
A(k) (k) (&}

la tesi & evidentemente verificata; si osservi che a? e a? sono limitate in Iy
da (B — p)=2 e somo nulle nel suo complementare,
Se la (5.6) non & verificata, dalle (5.4) e (b.5) si ottiene

ES i
b ¥
f azu_fdwg.?( f oezu_fdm) ( f o%fue -—Ic}’*dw) -+

A(k) A(F) A(#)
1

+ 3V§c(faszdw)g(fazuidx)gi Ak, B) iN,

(k) am
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poicha

|m=

3

( f aﬂ(u—-k)gdm)gg( f oy — k}ﬂ*dw)ﬁl Ak, BT

AlE) (k)

e la (5.1) risulta verificata con A = 6V2c.

Per dimostrare la (5.2) basta seguire la siessa linea dimostrativa adope-

rando adesso la funzione
v =#—«’min (u — &, 0)

che appartiene a K qualunque sia & reale.

6. - In questo numero otterremo le maggiorazioni che saranno sufficien-
ti per dimostrare il Teorema IL. A tal fine basta sostituire nelle disuguna-
glianze dei lemmi (4.1} e (4.2) la maggiorazione ottenuta nel numero prece-
dente per il gradiente della soluzione .

TroreMA 6.1, - Sie Q di classe C'; sia p1 = min (1, po).

a} Dato ky=0, yed), o << R < p1, 8¢
{ Ak, p)| = 2’9'?/’ o) |

allora qualungue siano h > & > ko risulia

(6.1) f|u—h!2dm£ooimé—ﬁf|u—k]ﬂdx—i—AfGZdac]A(k, R) ﬂm(k B,

utr, p) a(k, R} A(r R)

N—z

6.2)  jAih )| <

fmmwdw-f-zxfaﬂdm.m(k, R;f‘"-

(k, R) Ak, R)

’ 4
kf (B —ep
b) Dati ky reale, yedQd, p < R < g1, 8¢
1
| Bllto, ¢)| < 5] 94y, o)
allora gqualunque siono b < k < ko st ha

(6.3) fﬂu——h]zdmgcol(R f|u-—-k|2dm—§—AfG2daz[Bk BB, B,

Bk, p) B{k, R)

o
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N2 ’ 2
64) | Bk )| * i(R fg k;de+AfG2dm|B(k, Rl
i, ®)

TEOREMA 6.2, - Sia Q di classe ', yedQ e p < B <.

ﬂ.} SB koEO,h<k<koB

| Ak, £)| =g 0l 6]

allora risulio

2N—2Z

©5) | Ak, o) [T <

i

f{u—dem—t—AAk R}iNszdms

Ak, R) Ak, R)

Ak o) | —| 4k, o))

b} Se, qualunque sic ko, é b <k <k, ¢

1 .
IB(kO! P}{ggl ﬂ(y: P”

allora st ha

IN—2

(66) | Bk, gl ¥ =

C1

(P kl“%(R

f|u—k§2dw—[—1&§ B(&, R)ENszdw

Bk, R) Bix, R)

«{| Bk, o)} — | Blh, p}|}

¢} Se b <k <O, la, (6.6) & sempre verificata anche se non é soddasfa
la condizione | Bk, p)| = 2| Qly, o)l '

§4. - Holderianita della soluzione.

%. - D’ora in poi si supporra sempre che @ sia di classe ¢ o che ?

sia la soluzione di (0.1).
Indicheremo con { una costante positiva tale che

[ Qy, o) | =8| Iy, o)l

qualunque siano y€2Q e p < go.

Pid
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Utilizzando le maggiorazioni del teorema 6.1
processo iterativo, ottenere delle maggiorazioni che
zione del massimo locale di w — %o.

Siano y un punto di 32 e k una costante non

£
| ko, 7) | =gwp | 2y, )|

dove » < p1.
Siano p e R tali che

S

r

2gp<Rgﬂ

Allora abbiamo

possiamo, affraverso un
porteranno a una valuta-

negativa, tali che

; g g
| Ao, o) | < gm0y, ) | <5y, o) | <
1
=5 Qy, o) |
e possiamo applicare il teorema 6.1 con k> k> k.
Poniamo per ogni intero non negativo m
7 r
Pm = 2 + 2m+
d d
]i/m — }LO —I— g = 2@
dove d & una costante positiva, per ora arbitraria.
Applicando il teorema 6.1 con
R=¢n; $B=rpn; k=l =Tty
ofteniamo
92(m--2) 2 4. 2

U1 = 46—0@42— ’b&m(lrjr\: + GoPa':l_N r

(7.2)
&—2 20220m42) (4, 92(mt2) _2,2

amil cidz_ ’ 7?.2— rMru + Pa‘:n P+N )

dove
g By = f| w— k, |*dx

(7.3)

z Ak, Pm)
O === | Al 5, i) |
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e
P=A|GL.

Si ogservi che

Gdw =< P| Ak, B)| el
o
“A(k, R) .A-

Analogamente si ottiene dalla b) del teorema 41 che se ko (qualsiasi) ed
y €20 sono tali che risulti

| Blk, 1) | < g 12005 7)1,

con r < p1, allora le (7.2) sono verificate gostituendo nelle (7.3) A(kn, pa) coI
d d
Blk.., en), © ponendo k, = ko — 9 -+ G
Vogliamo adesso dimostrare il seguente teorema:

Tmomma 7.1, — Hsistono costanti §="0(p, N, c) e X=2%p, N, ¢, P
tali che

(i) Se ko=0 & lale che

g
| Ak, )| << gz | 00y, 1)

con yea e r < p1, allora
d t
|A{k0+72ﬁ2)l=0
qualungue sia d tale che

] < o2t
(7.4) a4 = rﬂ,f | u — ko |*dic -+ M~2(2 p)_

A(kgy 1)

(i) Se ko, reale, & tale che

g
| B(koa ""] . g?;\tﬁ | ﬂ(y! 1") i

d r
’B(kn—ﬁ,g)

allora si ha
=0

qualunque sia d tale che

T o gnsn
d? 2'?_1\"[‘ w — k() |2dm -I"' )\.7'2(2 P) .

Bkg, )
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Prima di dimostrare il teorema, dimostreremo un lemma algebrico di
cui avremo bisogno.

Siano 4 e B costanti positive, » un parametro, 0 <» < 1, « o B costanti
maggiori di uno, e siano

Con 8 e A indicheremo dello costanti positive tali che sia

a—1 1
{7.5) 7 = T Geioi
o—1 1

Evidentemente & = 0(a, B, 4) e A = A(z, A).
Sia

B valido il seguente lemma:

LevmMa 7.1, - Sia {Xn], m =0, una successione di nwmeri non negalivi,
tali che si abbia per m =1

(7.7) X4, [22(m+1) XT;II +B I2Z(m+l) Xg;r.
a) Se f="o e se
(7.8) d? = 6~ :(f, + BB-1B Q4etm1 pNE-1)
allora si ha
(7.9) Lo B Cf:: Mo =05 5o,
b) SeB>ae se
(7.10 d* = A! :(; - BB QaB2pl pN(3—1)

allora st ho

d:z?aN

(7.11) X < A

Mo =05 Mo,

o
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Dirt. - a) Per m =0 la tesi & ovvia. Ammettiamo la {7.9) per m. Allor:

X

A
2[m+2] m 2{m-2) "7

= A 22(;.L+2)aw2mou et pNa |- BomBre—2nfv GF 4V

.

Perché sia verificata la (7.9) per m + 1, basta che

dz g ‘ dZ,rN
Y os(m4-2)a—2mar Qo gl
A 'r22 LR 5:26220“_1}”

2mBH4E—2mBy OB p P arr
m dE—Zmpy V]
B 2 £982,(m+1))

La prima di queste relazioni & equivalente a
AQzmla—avtv) Qdatovtl Ga—l pMo—1—-2 = ]
che & verificata come conseguenza della (7.5), delle relazioni
o—avfvma—ap4pn=0
N —1)—2=0.
L.a seconda relaziome & equivalente a

BO2m(E—Bytv) QiE-+2vt1 GB—1 pMBE—D = (?

che & verificata poiché

B—Bv+4v=0.

b) Per m =0 la {7.11} & ovvia. Ammettiamola per m e dimostriam
per i + 1. Dalla {7.7), e dalla (7.11) supposta valida per n, si ricava: :

]
g1 =< 4 %2 2 Bha—mps ot N -
- B22mi2)g—-2mp 18 ¢8
Perchd sia vera la (7.11) per m +- 1 basta che

d atry
& o 3(md-2)a—2m B .
S A e 2 g—tmpa) aplNe o 2 5 l o [

1. a»®
2 m-H-2}3—2mp ) Bar V|
aBz A 0\
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La prima relazione & equivalente a

A22m(q—-p._a+p‘} Dtgt-2ptl Y o—1 pNa—1)—2 < 1,
che si verifica facilmente.

Lia seconda relazione & equivalenfe a

B 22—+ Qa2 3p—1 pNE-D) < g,
relazione che & vera poichd

B—pp+p <O

Dimostrazione del teorema 7.1:

Consideriamo le relazioni (7.2). Moltiplicando la seconda per a/¥
nendo conto che dnp1 << @, si ottiene, per ogni intero m =0
Hmt1 = Xm
P2(m-1-2)
a’m+1 = __(“ié__ m
dove

depdilnte) 2 1—24 4
—_ N n N
n= g R R e

m

Discende allora che, per m =1,

2
40022(r11+2) 22{111-{-—1) N
Xm i T Xm——l {? Xm—l] +

92(m+-1) 1—%"}';
_!" GOPI— Xm——le

ds !
osgia

14 2 12 + 4
22[:;1-'—1] y-m-—l y + € P 22[»1«[»1] %’”:1 ror
—d2 it d2 ‘

Possiamo percid applicare il lemma 7.1 con

N 1600d2
K 2 —

A:Iﬁco; B = aP; o::l—-{-—lgv; ﬁ:l—

Otteniamo cosi che esistono due costanti

é: é(p, N, Cu)

1::l(p, N) Co s Fj

P

H

e te-
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tali che se

N

fid
(7.12) d22§;9+i¢-2(2_?),
allora ¥, — 0 quando m — 4 co.

B[ . -,
2

A( k‘)—;—;. %)

2
die <<y, << Yn

Pintegrale a primo membro & nullo; ossia risulta

(7.13) ‘A(kﬁ + fj "2") — 0,

Ma, indicando con I{N)} nna costante dipendente da N, risulta

)5:‘.’_ < Gok[N)

a ol

o + cuk(N)Prz(z_ )

poiché
a0 = | Ao, v}|=<<| Iy, 1)]¢".

Perchd sia verificata la {7.12) basta che

eCu-‘G(N}
N

1\4’
)

wo + (Beok(V) P +- i)f( #)

i =

© ne segue che esistono due costanti

k==

= l(p, N, o)
5": ’;‘((p: N) Co, P)
tali che se la {7.4) & verificata, Io & anche la {7.13).
(Con analoge ragionamento si dimostra la (ii).

Questo teorema, associato alle maggiorazioni oftenute con il teorema (6.
permetfte di dimosirare il seguente risultato: 5

TrorEMA 7.2, - Esistono due costanii 1 e S (n < 1), che dipendono soltar
da &, N, p, P, tali che :

N
(7.14) osc (1] 7) << oso (u; 4r) + S

gualungue siano yeof) e r < ipl, dove osc (u; p) éndica I’ oscillazione di
in Qly, p) :
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Premettiamo il seguente lemma algebrico:

LEMMA 7.2, - Se {61, 0=<"j<\n, ¢ unc successione finita di numert po-
silivi, decrescenle, tali che

W< Kb — D) VO<j<n
allora st ha:

bS<K§’f’
Vi

dove o ¢ una costanle positiva.

Dim. - Poiché:

B¢ < b =< Kby — bi) MO0 j < n,
gommando rispetto ad j, da 0 ad n — 1, segue
nb? << K{bo — ba) < Kbo.

Dimosirazione del teorema 7.2:

Siano
I, = sup wuir)
£y, 4r)

I, = inf a(x)
Qly. 47)

w=os¢(u; dr)=4L—10h

Si possono verificare tre casi, che si trattano in modo analogo:
- - 1
10) =0 e | 4(f 2?}{2210(% 2r) |
5 - 1
20) I=0e B 2fr)1;2§fﬂ(y, 27) |

30) 1 <0,

rificato il primo ocaso, visto che gli

Supponiamo per esempio che sia ve
(6.6) del

altri due si trattano in modo analogo. Allora possiamo applicare la

teorema 6.2:
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w—2 ¢ 1
(7.15) | Bk, 2r)| 7 = m2§ﬁfi w— k [*da -
Bk, 4)

=

PV A Bl 2| — B 201

hS

qualunque siano h < k<1 dove con Vy indichiamo il volume della sfex
unitaria in E". |

Toniamo
1
=g
kj = b + niw

dove § & un gualungque intero non negativo.
Nel segunito indicheremo con K,, K delle costanti dipendenti soltan
da 1, N, P.
Applicando la (7.15) con

k:]ﬁj, hikH,J, bj:}B{kf, 2'1”
risulta

N
2N—2 I—— oy N—2

by = i Ko - KlP(2f+2’lalf) % VE (20 — b

Sia e = n{, N, P, &) un intero positivo tale che

K_L%@ < min [2-0HH2; {8 V;\,]A-l}%;z _ {;-A;\Tg-.
Adesso, 8@
w < 2"““’:'2#%
abbiamo
{7.16) 080 (1] #) =< w < 2"‘)+2fr2—%7_

In caso contraric abbiamo

N
. D
o= 1 M § = Mo
e percid
2N—2 N--2

by < (Kot KB Vo ¥ @rf 2l — b)) ¥ J =
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a7

Applicando il lemma 7.2 segue

N2

poF o P VT

i bo =
I Mo

w2 22
<g VN\ N (2?.)2]\’—2

ossia

b, == 4| Tiy; 2r)].

Tenendo conto della definizione di ¢ si conclude che

(7.47) | Bl + a0, 9| < o | Oy, 20|
(7.18) | Bila 1, 21)| < 21 02y, 20)].

Per il teorema 7.1, 8i conclude che

={

d
J B(ll "" Va0 — ”2 ’ ")
se d soddisfa

~

#= b= poepde +i{2fr)2(2'f)
@y ) 27 T :

R[tg—l"ﬂnoldy 2r)

Possiamo prendere

-l P

i
d = 0 + A(2r)
poiché usando la (7.18) si vede che

§ i
(@) = (2r)

Bl os 27)

Allora abbiamo, per x e Q(y, 7),

ot
u(m)2l2+nnofn—g=22+ n"um—%mnm—l’zfr PZ r=

N N
2

=1 +—;~q,,0w —32 Ty

1
{'M - l2 - "inu“’)zdm = —N(n”ow)z 'é:‘? i ﬂ(ys 21,.) ! = {n"ow)z *
IS
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e

s

e peroid
1\1

N
[1]:10) (%; 7') < I ——(lz _l_ % ot — 122—;?‘2_};) _

1 r, I

:(1 -—Qn,,o)m —1—’)’&22—%2 4

gempre ehe\ non sia verificata la {7.16). :

Il teorema @ cosl dimostrato nel 10 caso. Per gli altri due casi si fai
ragionamenti analoghi. Faceiamo notare che mel caso in cui 1< 0 la (7.18
verificata senza bisogno che sia verilicata la condizione |

4G5, 20) =5 20, 2]

come segue dal teorema 6.2, o).
Del teorema 7.2 discende, con un noto ragionamento, il

LEvya 7.3, - Fsistono due cosloni positive I ed o tali che
(7.19) w(p) = He*

qualungue Siano Y& e p < p dove con w(p) indichiamo ose (u; e)-

Div. - Sia @ tale che n<a<le o tale che 4:'5: a. Poniamo

o = min(cc, 2— E).
p

Dato €3, sia M tale che

(7.20} w(p) < Me?, per g;-ép<91-

Per esempio possiamo scegliere

7.21) M= (—)K

esgendo K Voscillazione di # in Q.
Dal teoremsz 7.2 deduciamo che e

o1 e
p=rf <1

allora, si ha:

N
— Ds _—
wlp) < quide) + e r==nMeTp*+ Spa.
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Ora se

£1 £
p=r <E

sempre dal teorema 7.2 segue che

.,
olp) < nolde) + 8o 7 = 7 { 7 MApr b Shopt | 4 Spr =

= | M@ + S[1 + 49)} pv;

e, in generale, se

21 231
FR=rf<g
abbiamo
- st
(7.2 ole) < { M) + 8 S 45y | pr =
8§
= ’ M+ 1—alf

il che dimostra la tesi.

Sia Q un qualungue aperto limitato, Con K5, 8 > 0, indichiamo U insieme
Ks ={we n: dist (a, ) =8

TroruMa 7.8. - Sia u(x) una funzione continua su Q, ed esistano costanti
Po, &%, ﬁ) 8, e jt talz che

(i} qualunque siano x, ye Ky
as
| wlw) — uly) | =g |w— g |p

i) ofe; == Her  Np < gy, WV zedn (')

Allora u(x) ¢ holderiana in Q, con esponente di Holder

A=« min(l, GTE‘G)

{*) Osservazione: Indicheremo con w(2; ¢} T oscillazione di % in ©

{(# g). Be non esiste
o possibilita @i confusione, indicheremo w(e; p) semplicemente con w{e).
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D1t - Dall’ ipotesi di continuita su Q e dall’ipotesi (ii} discende .
u(x) ® continua in Q, quindi limitata, e percid i possiamo limitare a co;
derare punti @, y tali che

_ i P, (Po)f
L y|<mm{2,(2”

dove

Siano x ¢ y due punti di Q. Sia inolire

5, = min [dist (w, 3Q); dist{y, .

Allora

o —y] <8
oppure

| — g | > 8.

Nella prima ipotesi

|y P == 88

e quindi

i
Sglw—y§°lvg,1.

Siccome %, Y € Ks,, abbiamo:

0
028 el — )| <l — P = ple—y PR @yl
a 0

g2
<qa|ec—y| 7.

Nella seconda ipotesi sia, ad esempio, x;, €9Q tale che

dist (21, ®) = do.
Allora si ha
5 < | —y
ed anche
1y—wmiimg[80+wﬁwlldgﬂw—-y!”f—l-ty—-mﬂd-

Ma la disugunaglianza
) — i) | = | w(e) — wlan) | + ) — wly) | =
R LRy —o =T e —y I+
+ Wjw —y |+ e — gl

<
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associata alla (7.23) implica Ia holderianita di #{x) in 0 con esponente

. o
A = min (oc, -

b4 o
8
Dimostriamo finalmente il teorema II:

Essendo # la soluzione di 0.1) &

Sicoome y = si oftiene il valore di X desiderato.

—Au=g
dove la funzione
G = fo —du
. » N
appartiene a L'(Q) con p > 5
Sia v la soluzione del problema

—Adv=G in O
ve HiQ)

Deita soluzione v & holderiana in o (cfr. {10]),
Possiamo serivere allora
=}
dove ‘
Aw=0 in q.

La w soddista la condizione (i) del teorema 7.3, poichd Aw — 0, e sod-
disfa anche la condizione {ii} poich® w & la differenza fra due funzioni che
soddisfano la condizione (ii). Allora # & holderiana su Q in quanfo somma
di funzioni ivi holderiane.

Si pud infine osservare che I"esponente di holderianita delle soluzioni
dipende soltanio da 0, Ne p,

§6. - I problemi I, e P,

8. - In questo numero dimostreremo la parte del teorema I relativa ai
problemi P; o P,

Con u indicheremo sia la soluzione del problema P, sia quella del pro-
blema Ps; la nomenclatura che adopereremo & quella dei primi paragrafi,

Siccome la tecnica delle dimostrazioni dei teoremi I e T per le soluzioni
dei problemi P, ¢ P, & analoga a quella usata per la soluzione del problema
P, rimanderemo spesgo alle dimostrazioni relative a quest’ ultimo caso,
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P R

tatezza della soluzione del problema Py

mo a considerare la limi
ndizione (0.7).

mo ohe f, verifiehi la co
(0.2) con foe Lr(), » > %T, gin v=|u}"

Comincia

Supponia
con k>0.

Hesendo # la goluzione di
Poicho ve K da (0.2} si ha
— | utde = J fotk — wjde.

(r) (%)

8.1)

Ne segue che

i
I 2
Juidw g(J fgdw) ( J.(u — k)zdm) \
A(H) AR i)
ne i fattori al

o tramite la disngunaglianza di Houprr ambed

e maggiorand
gecondo membro, ofteniamo
S
EL 14,4
(8.2) wide < | fu\lp(J'iupk{z*dsc) LAR P
Ak A
Sia M, una costante tale che
J%dev « Ms.
2
Allora | Blko) | = 0, dove #2 = Mi|Q |-t
Tsistera |8] percid una costante ¢ tale che
(8.3} Jwidm 4 j widae = ¢ meidw + fﬂﬂdm\
Q Q B(ko)

Q

in I>(n) & continua, esiste una

per tutte le we H{Q)
soni we HYQ) si ba

Inoltre, siccome 1’ jmmersione di o)
costante ¢ = (NN, (1) tale che per tutte le fun

84) ( nj " iz*dm)%gcl".fwidw + iﬁ ;vzdml.

[

Dalle (8.3) e (8.4 oi deduce la relazione

{8.5) ( j | v F*dm)% <= ¢ ‘Ja‘vidw + jwzdm % .
Q B

0 (ko)
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Applicando la (8.5) alla funzione

W=v—u=[ulf—u
dove &k >k, ofteniamo
2 .
R -
(8.6) ( ;u_kiz*dm) < f wid,

Ak} o)

)

Dalla (8.2) associata alla {8.6) discende che

i

¥s . 4441
(8.7) ( iu_w*dm) <o fol,| AP T
Ak}
per k> ko,
Ma siccome
1

(8.8) | w — & Pdac T (b — )| A(R) ﬁ
e

si ha

{8.9) | A(h) | < (c? " Ih%k? Lol | Ag) |(§—*+N)/ (+

per k> k> k. Applicando il lemma (3.1) per & > ko e (k) = | 4(h) | si ottiene

la tesi.

Passiamo ora alla limitatesza della soluzione del problema P;: Essendo
w la soluzione di (0.3), sia v ={wu}* con k> 0. Poiché ve K, si verifioa

facilmente la (8.2}

D’altra parte, vista la regolarityh di 30 e T, esiste ([8] p

to = co[V, 1, I') tale che (disuguaglianza di FRIEDRICHS)

(8.10) f wide -+ f w"'dmgcggfw_‘idw —+ f wzdc}
1) 0 . 1] r ’

. 20} una cosbante

per tutfe le funzioni we HYf). Questa disugnaglianza associata alla (8.4)

impliea

, :
2%
(8.113 (f| W lz*dm) == c%¢o j f widie - f TUZdGI
Q i r

per tutie le funzioni we H(N)




104 Huco Bririo DA VEIGA: Sulla holderianiti delle soluzioni, ecc.

Applicando la (8.11) alla funzione

w=v—u=|ul—u
dove k> 0, si ha

2

FL
(f] w—k iz*da:) gczcofuﬁdm.

A(K) A{k}

Questa disuguaglidnza associata alla (8.2) conduce alla maggiorazione

S

([ 1w =Eras) <calnl) 4 it

A(F)

valida per tutti i % positivii A questo punto la dimostrazione si conclude
come per i problemi P, e P;.

9. - In questo numero dimostreremo I’holderianitd delle soluzioni dei
problemi P e P;.

17 holderianita della soluzione del problema P» si dimostra come quella
della soluzione del problema P, assumendo A = 0, ciod mostituendo alla fun-
zione fo la funzione @ = fo — Au.

Passiamo alla dimostrazione della holderianith della soluzione del problema
Py; indichiamo con # la scluzione di guesto problema.

Cominciamo osservando che (vista la regolarith di 3Q e I) esistono co-
stanti positive, che possiamo ancora indicare con § e po, tali che qualunque
siano yel e 0< p < po la (47} risulta verificata per tulte le funzioni
ve My, ¢)) che siano nalle su I' N I{y, p).

Il primo scopo sard di dimostrare la (7.19) per i punti yeT; a questo
proposito si ha:

LeEMMA 9.1. - Esistono due costanti positive ¥ e a tali che
(9.1) oy ; o) < Je*

qualungue siano yel e p < pi, dove py = min (I, Po)-

T.a dimostrazione di questo lemma & analoga a quella del lemma 7.3,

Il lemma 4.1 gard qui utilizzato senza modifiche. Invece il lemma 4.2
sary sostituifo dal

LeEMMA 9.2. - Se O ha frontiera C' e I' é ammissibile, esistono costanti
positive po e ¢ lali che qualungue siano yel', ve Ko, p <po si ha

92 (B4l ) © o [vide- (|4l o) —] Al o))

(K, p}
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{se h >k > 0);

2AN—2

O8O~k B o) [ 7 <o [oido- B, o) |— | B, )]
Bk, p)
(se b <k < 0),
- La validity del lemma (ossia 1’ esistenza di po © €1) segue dalla osserva.
;,ﬂ zione fatta all’inizio di questo nnmero. (Peraltro la {9.3) & una congeguenza
della c) del lemma 4.2, poiche K, K):

It teorema seguente & analogo al teorema 5.1.

TrorEMA 9.1, - Sia Q di classe C' ¢ I ammissibile. Sia ye o p< BR<1.
dllora sono verificate le maggiorasioni:

2 4 | 2 2 . %
{9.4) f“xdwg{?_‘szf(““k) dic -+ Affodm | 4%, B)|

Ak, p) Afk, R} Ak, R)

(qualungue sia k positivo)

{9.5} fuf_dm g@—é—wf (4 — k)’da 4 Affgdw - | B(k, R) |"}zv

B, ) Bk, R} Bk, )

fqualunque sia &k negativo).

Con A indichiomo una costante dipendente soltanto da N e 0.
Si osservi che le funzioni

v=u —o’max (u —k 0) k> 0)

¢ =% — a’min (4 — %, 0) B <0

appartengono a Ko.

Il teorema seguente & analogo al teorema 6.1, ed & una conseguenza
immediata del lemma 4.1 e del teorema 9.1.

TrorEMA 9.2. - Sia Q di classe (', sia [' ammissibile e sia p, = min (1, po).

a) Dalo ko =0, y€3Q, p < B < p1, se

[ Alko, o) =41 2, o)

allora qualungue siano h > k> ky risulto
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. 4
Ak, p) é Ak, R)
2 2
+ A | fide-| Ak, R) %1 1 Ak, R)IY,
(ke R)

¥ Iy 4

w by 1.2 ) .
(9.7) | AR, p) i é(hAk)ﬁ}(R~p)2flu kdm—i—Affodgc

. Ak, BY Ak, )

2
| Ak, By ).
b} Dalo ko <0, y€, p<< B <p, s

ECIE )

allora qualungue signo h <k <ko abbiamo

4
- 2 S — 2
(9.8) f]u hldmgcoim_mzfﬂu o [ -+
Bt ) hiE, 1)
2 2
A [ e B R B B
Bk R)
N2 Co 4 2
(9.9 IBlh, P)i N émim]i u—k |2dm + Aff(z)dm- lB(k, R) iN
Bk, R) Bk R

Invece, associando il teorema 9.1 al lemma 9.2 si dimostra 1’analogo

del teorema 6.2 ossia il
TeoreMA 9.3. - Sie Q di classe 0", T auunissibile, yeT e p < R«

a) Se h>k>0siha
N2

N O 4 — I 2
(9.10) AR, 6| gtﬁ'—'ﬁl%(R 2 P)gflu ke +

Ak, R)

+ A Afk R}ﬂfﬁdw}-{m(k, o) —| Athy o))

Ak, R)
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b) Se h<k<0,siha

IN—2

{9.11) | Bih, o) | ¥ = & 4

(o — &)’ , (B — o)

zf}u—k]gdm—]—

Bk, R)

+ AV Bl R [ i1 B, By B, B,

B(k, R)

I teoremi 9.2 ¢ 9.3 permettono di dimostrave dei risultati analoghi ai
teoremi del §4. In corrispondenza al teorema 7.1, abbiamo il

TRORBMA 9.4. - Bsistono costanti §="8(p, N, o) ¢ X=1X(p, N, co, P} por
cud
(i} Se k=0 & tale che

| Alko, 7)) < g o, ]
ove y€dd e 0 <r < gy, allora

ot 5o

se

,‘,
)

] «
dz.zr}\-,f!uu—ku de—}-—MF( ol

Alkg, 7)

{ii) Se ky =<0 ¢& tale che

| B, 1)) < g | 0y, 1)

ove ye€o e U0 < v < py, allora

o=,

se
B o =
@ 22;;\—, lu — ko Pde 4 17'2(2 P)-

ko, r)

€ & definita come all inizio del numero 7, ¢ P & dalo da Alf, ”f
Al teorema 7.2 corrisponde il '
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TrorEMa 9.5, - Esistono due costanti v e S (n < 1) che dipendono soltanio
da 0, I, N, p e [o tali che

N

(9.12) w(w; v} = noluw; 4) 4+ Sr e
qualunque siano yel e v <ipl.
OSSERVAZIONE. - Siaro, come nel numero 7,
I, = sup u{x),

Q(y. 40

L= inf wix)
Qly 4}

s bth
=212

In guesto caso {problema Ps) per dimostrare la tesi, contrariamente a
quanto avveniva per il problema P, & conveniente distinguere soltanto duoe
casi, ¢ ciod:

1°) {=0.
20) [ < 0.

Per dimostrare il primo caso si adopera la a} del teorema 9.3. Invece il
gecondo caso si dimosira adoperando la b) del teorema citato.

Dal teorema 9.5 discende il lemma 9.1, enunciato all’inizio di questo
numero,

Nel seguito prenderemo in considerazions i punti yeaQ —T.
Dato un tale punto, indicheremo con 3(y) la distanza di g a I, Porremo inolire

eo{y) = min (po, Bufy))

prfy) = min (p1, So{y)) = min (L, eofy)).

Per i punti y&3Q — [' & valido il seguente teorema (analogo al teorema
7.2):

TrorEMA 9.6. - Esistono due costanti v e Sfn < 1) tali che

N

(9.18) o{u; 7)< nolw; 4r) + Sr e

qualunque siono Y€l —I' e r < ‘-}pl(y).
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Infatti tutte le dimostrazioni eseguite fino al teor
valide se:

1)

ema 7.2 {ineluso) sono

(@) & intesa come soluzione del problema P,

2) Si sostituisce g con K,

3) Si prendono in considerazione soltantg punti yean
minori di ofy).

Y

—I' e ragpi

Ovviamente le cosktan
uguali,

Abbiamo visto nel numer
7.3; in modo analogo |

bty e S dei beoremi 9.6 ¢ 95 g POssono prendere

0 7 come dal teorema 7.2 discendeva ij lemma,
?) dal teorema 9.6 discende il

LeMya 9.3, - Signo 1 e 8 le costanti del teorema 9.6 o
fissato in modo tale che n<a<l,

Essendo y un punto di 3Q — T gig

sie o un Humero

(9.14) Xy = M, + i f -

dove M, soddisfa lg wmaggiorazione

(9.16) M, = [F)—I%]aw(y; pr().

Allova esiste ung costante o |

indipendente del bunio y) lale che

(9.16) oy ; p) << XH,pn

per tutti § o Positivi e minori dg £1
Evidentemente possi
nel lemma 9,1,

Dai lemmi 9.1 e 9.3 discende il

TEOREMA 9.7
8i y€3Q §i ha

(9.17)

{y).

amo scegliere o ugunale alla costante « che compare

- Bsistono costant; positive «, ¥, o e tali che Qualunque

O Pl =, w0 <p <o
D, - Fissiamo p=F Dato un punto y, se questo appartiene
lemma 9.1 implica la v

a I', il
elazione {9.17)

(®) Bi sostitnises nella dimostrazione del lemma 7,3 Ia costante p, con £1(¥), e si prends,
K=ofy; gy




110 Huco BEIRAO pa VEIGA: Sulle holderianita delle scluzioni, ecc.

Se y appariiene a 3Q—1T, o
Bly) = p

oppure

Bofy) << p-
Nel primo caso si ha

puly) = % = E’

e la (9.16) & verificata per fukti i p < o; d’altronde jt, & indipendente da ¥,

poiché si pud prendere

dove K & D' oscillazione di u{x} in Q; la (9.17) & percid verificata.
Nel secondo caso, si consideri un punto goel tale che

dist (o, y) = dofy).
Dato o distinguiamo due easi:
i) Gy =e<e
i) 0 <p <3y

Nel easo (i) si ha
Qiy, ¢) C Q(go, 2e)

o quindi, applicando il lemma 9,1, 81 oftiene

wly; o)== wlye; 2p) << 47Hp%.

Qe invece & verificata la (ii) si ha l'inclusione

Oy, Bofy) C Qizgo, 28o{yro)),

ed, applicando il lemma 9.1, risulta

(9.18) o(y; Bofy)) << olyo; 28(y) < H4{Bolyl)”-

D’ altra parfe, siccome

pa(y) = Boly),

il lemma 9.3 & applicabile per p soddisfacente la (ii). Inoltre possiamo prendere

M, = 165X
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poichs, tenendo conto della (9.18), abbiamo

4 1= 9 o
{Bﬂf[yJ w(y; G"(@/J) =16 Je}
ossia

oy ; P)£(16“35+1l8)p‘”-
—a
Cid completa la dimostrazione.

Il teorema 9.7 garantisce la validita delle considerazioni che abbiamo
svolto nell’ultima parte del numero 7 se la funzione ivi considerata & intesa
come soluzione del problema P;: risulta pertanto dimostrata 1’ holderianita
di u(x) in Q.

§6. - Generalizzazioni.

. - Facciamo notare in questo numero che i risultati oftenuti sono
validi anche in condizioni pitt generali.
Consideriamo I’ operatore

N

(9.1) Lu=— I (o)), - _E“Nb,-(.n)uxi =+ cfx)u

a coefficienti misurabili e limitat; (basterebbe che i coefficienti b, o ¢ fossero
soltanto in Ly(Q) e Li?(0) rispettivamente, con ¢ > N).
Supponiamo che
N

D ay(w)eE =v & i - EeRY

i, j=1

per quasi tutti gli @ di q,
Sia a(u, v) la forma bilineare su HY(Q) associata all’ operatore [,

a(u, v) = f {Z @ity + b v + cu | dae.
i, f i
2

Consideriamo il problema di frovare u e K [rispettivamente K] tale che

(9.2 v ==, v— ) +3 (£, 0 — ),

qualunque sia ve K [visp. Ko).
Supponiamo che ¢®) =0 e che a(u, v) sia coercitiva su HYQ) [risp. K.
Siano f, é¢¢: in L) con p > N/2e f-’; ’ {51.'5,!/} o L?(JZJ Con 9> N
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Allora se  gode della proprietd di cono [risp. se ha frontiera lipschit-
ziana) la soluzione di (9.2) ¢ limitata, e vale la maggiorazione

mgXIuISK(IIfoﬂLP(m? t+ “F“L‘?tm)

dove

N
== BifE.
i=q

Se Q ha frontiera C* [e I' & ammissibile] allora la soluzione di (9.2) &
holderiana su Q.

Facciamo notare inoltre che anche le ipotesi su Q, 30 e I' possono es-
sere indebolite. Infatti 1’aspetto essenziale della regolarita loro richiesta & la
validith dei lemmi 4.1 e 4.2, lemmi che si ottengono in condizioni molto meno
restrittive, poich® sono conseguenza dirvetta della (4.7). A questo riguardo
vedere 9]
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