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Spazi di Hilbert

spazio Vettoriate reale Con prodolto sealane

( j 7 . → bilinear
,
simmetrico

, definite pos .

It . H norma associate : 11×11--6, D)
"2

.

La sub - addioita di Hill segue dalla disug .
di

Schwartz : date
'

Xi , xz
EH

,
Lxi ; xD SHAH Hall

Hx , -1×2112 = 11×1112-1 11×2112+24
, ; XD

s 114114 11×2112+21141111×41=414111-11%11/2
Vale l ' ideutita di pdavizzazione :

Ski ; Xz> = Iq (HX# talk- Ha- tally .

Nel seguito do per scoutate
'

i risuetati cristi

met Corso di Algebra lineate .

Ossero . a continents di Hill + ident
.
di polarize .

⇒ continue
'

ta di Cj .>
.



Definizi one

H si chiana spazio di Hilbert se e- complete .

Nel seguito Uso to lettera H solo per spazi di Hilbert .

Eseuepi
• date

'

X
,
A
, µ ,

alters L2 (X) e- Uno spazio di H .

( e lo stesso Vale per LYX ; Rk) ) . Gia oisto wi pree .

cs

e Sia EZ : = { X - (xn) E IRN : EXE GO }
USO

con ( x , y > i = En XuYu .

Allora e' e- Uno spazio di Hilbert .

Caso partialare del precedent can X - IN e pennisune
che conto i punt .

Defihizi one

F C H E un Sistema Ortonormale se Ce, e'7=0

V-e
,
e
' Elf con et e '

,
e Hell = b teelf

.

G- e- un sistema Ortonormale complete base

di Hilbert di H
, se

spay (
G ) e- denser in H .

{ comb .
liu

. finite in F}

Ossero
.

In generale una base di Hilbert F mon e-

una base di H nel sense del Corso di Alg . Wu .

( Cio una base algebvica ) partie span (F)puoesserediveso da H
.



Eseeupio
n e
'

preudo 9- = { eu : ne IN } dove thee IN

Eu:= (O
,

n - i

,
O
,
I
,
O
,
. - - . ) .

T
n -esima word .

E ' immediate verifiedre che 9- e- un Sistema Ortonormale
.

Yuoltve F E complete : dato X = (xn) EEZ pongo the

Tmx i = (Xo , . . . , Xu , O, . . . . ) j
allora Tux E span Hm

,
e Tux → x in e?

we→to



Teoreuea I (della base di H . )
Sia G- = {en i MEIN } sistema ortonornate wi H

e the H
,
we IN

,
Sia Xu Cx ;en> (word . n- esima die) .

Allora i

Ci) § Xue s 11×112 Cdisug . di Bessel) ;

Cii) la Serie § xueu converge a un qualche IE H

e Ia - Xu Yu ;

Ciii ) HE 112 = E tu s 11×112 ;

Civ) x -Ii en tu ⇒ x - It span ;

(v ) se G- e- complete (eioe base di H .) allora ⇐I
e ai partie .

X = ⇐
o
then , 11×112=3%6 .

÷
ideutita di Parseval

Corollaries 2 Sia F = { en : me IN } base di Hilbert

di H
,
Siano X

,
X
'
E H con coordinate Xu e Thi .

Allora :

( i) Xu = X'u Vu⇒ X=X
'

;

( ii) Cx ; X
'

> = { taxi ( ideutita di Parseral ) ;
Ciii) data (Au) C- EZ , { anew converge ad un

Certo IE H
,
e Ia -- An j

Cio) XEH→ (xn ) EEZ e- un ' isometric (surg . ) .



Gssevo
.

Nel teoraua I serve che Hsia di Hilbert in

Cii )
,
mention ( i ) e (V ) Sono vevi auche se H none

complete .

• Nel tear
.

I e Cov
.
2 cisiavuoliuietati at ease

di G nuumevabiee
.

Ge ease F finite e- Alg . lin .

Ye Caso F pice che numerable lovedoauie dope .

Lemma 3

Sia G- = { en : me IN } Sistema ortonorm .

ui H
,

e sia Cau) Ee? Allora :

(i) la sevie Eto an en converge a IE H ;

( se Elaul Glo la eenoevgeuza di Eauen E gia
stata vista

,
ma gates# § laul Lto )

( ii) Iu = An Vu ;

Ciii) HEHE EAR .

Dim
.
the Pongo ymi = EY Amen .

( i ) Devo far vedeve che (y m) E di Cauchy wilt
Pres i m em'

m
-

yw -Yu - I anew ⇒ Kym .
-ymH2= EAT

him-11
y h=M4l

as
vettori

s EAR
ovtogonali

a-Mtl
-

coda di Ser
.

convergent



as

Per ogui E so I met . c . E af SEZ e

quiiudi tf m ,m
. ⇒ me

the"

Hyun -Yuk SE .

( ii) then
, Lyn ; en> = an

J, m→to Caso la continuities die ;>)
( x ; en>

m

Ciii) Yue
, Hyuk

'

= E ai
h=0

( centinuita di Hall) f,m→to f, m→to
A

HI R2 Eaf
A-0

Dim
.

teoreueab

i ) fisso we e sarioo x come

Mn

x - E xn en t y
MIO

Osservo che gli addeudi a destino Sono a

due a due ortogonali
(V-ism.ly , ei> = (x- oxnen ; ei> = Hei>

- Xi-0)
Quihdi

out

11×112 = ⇐ KuenRt Hy IR E E Hut
Uzo

concludes pneudeudo il sup sum .



Cii) e Ciii) segwono da Ci) e lemme 3 .

Civ ) Hu Lx -I
, en> = Xu-Ia

q
O

cioe x -I ten per Cii )

⇒ x -I b Spaucf )

⇒ x- I b Spang per continents
del pvodolto seal .

(v) Sicame SpaceX - H , quirdi
x - I b H (per Civ )) ⇒ x-I = o .

Ye vest segue da Cii) eCiii ) .

Dive
.
Corollaries 2

( i) segue doe teoveeuua Ito) .

Cii ) u) e Chi ) Sono in Ed ( per Bessel) ,
quuhdi [ Xu. Xie converge e l

' ident
.

u

di Paisas segue da teoveeua Lto)

+ ideutita di polar izzazi one .

Ciii) e- centeuuto nee Kuma 3
.

Civ) segue da Pavseval 1- Ciii ) .



Osseroaziom'

sparse sake basi di Hilbert

Sia B- Sistema Orton
.

ai H
.

° se tf e- uifiuito non e- una base abgebriea di H .

Pres i Cen) CF ,
considero E is Eo Zhen .

Allora EE Hl spans (verificatelo ! )

re H ha dim . uifiuita
. Se 9- e- una base di Hilbert

,
allora

G- numerable⇐ H e- separable

canbihazian
'

linear
Dive

, a coeff . razienali

G- base ⇒ H = Spang = spauqI
)

e se F E humerabiee allora span! ) E numen .

So

⇐ It separable ⇒ data GC Htc . K - x -HIS Vx
,
x'c- Eg

Cen Xf X '

,
allora G e- numerable ⇒ tf e- numerals'Re

( partie Ile - e'll = E te
,
e'EF

,
et er) .



• G- e- complete (eioe e- uns base di H .) see

solo se e- massindie ( hella Classe dei

Sistani Orton ormali
, rispdto all

' uiclusiare) .

Dive
. complete ⇒ massimale (men serve la completeza dit)

G- complete ⇒ Spouts = H

⇒ yds (span It qfspaufft )
's
= Ht - {o}

⇒ tf e- wax . continuities
del prod -seal .

non complete ⇒ men massinnate ( serve cheH e- Hibat)

(Dimostrdzicne solo per H separable)
-

G- non complete ⇒ F x E Hl space

preudo I come hel teovaua b , quiudi

x-I b G ⇒ Y
'

: - Fu
" f E w

sis t . ovtog . → G- men e- wax .

. Per il lemuel di Zorn es iste tf
'

s ist. Orton .

Massimale che centime G-
,
ate G- put

essene Comptetato a una base di Hilbert
.
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Osseroazioni sparse sugli spazi di Hilbert

(continuazione)
• Sia F = { eu : me IN } , e sia o : IN→ IN

bigezi one .
Preso X E H e Xu :- Lx ,en> come

nel Teoreuea I
,
e- vevo die

as a

[ xueu = E Xscu, Esau, 7
4=0 Uso v

as

Domanda legittima oishi ele wi generate [ Hal
U=o

pub essene to
,
cioe la Serie won converge totalmate .

Risposta : Si !
Sia I = Em Xuen e I = Eu # edu)

( uotave die it esiste .
. . )

.

Allora ⇐
,
en> = LE , en>

= Xu Hu
,

e guiiudi I = IT .

Si dice quindi che la Serie § xaeu

converge uicendizionatameute

Lee version pulita del Teer . I viouideveb.be defense

G-
,
E Kuk

,
E Yuen senza Numerore

gli element
'

di F
.

Si put fave . . .
.



• Esewpio di base non numerals'Re i

Sia X insieve pin che numerable ,

µ misawa die center i punt .

Allora LZCX) hen e- sepasbiee e won ha

basi numenobiei
.

I ufati Wwa base e-

G- is{ ex i XEX }
dove ex : X→ IR data da ex : yes,

y
cioe ex Cy ) = b se y=x , ex Cy) -

- O se y# X .

E
'

immediate oedeve che b- e- un sistema

ovtonormale pin ehenumerabiee (⇒ Lyx) non sep .)
Fate vedeve che e- Wwa base .

• Come Va modifiedto il teoreuea I se tf

e- un sis
.
Orton . pii che numerable ?

Per ogui ee 9-
,
× EH

, pongo Xe : -Ge> .

Defiwiseo
[ Het
eC- G-

come sup delle SottoSomme finite o equiv .

Come uitegvsee ( su tf vispelto alla mis .

de

Ceuta ipuuti ) .



( i ) dioeuta : E Hel
'
s 11×112

.

EEF

Tu particular { e : xeto} e- namemobile .

Ne pseudo una humlvaziare i

{ e : Xeto} = { en : ne IN )

( ii ) diveuta En xen.eu converge

a TEX .

Si deve far vedeve die I NON dipeude
dalla numeration di { e : Xeto}

Alternative "polite" : definite ⇐g. Xe -e

senza n'convene a numerate
.



Teorema 4

Sia V soltospazio Chiuso di H .
Allora :

( i ) HXE It esistono IE V e I wi V
'
t
. c .

X = It I

( in breve H = VtVt ) .

Cii) E et Sono uniei
, everyone uidicati con

Xv e xp ( proiezioni Ortegonali di x

su V e Vt Visp .) .

Ciii) E E uuivocaweute cavdtevizzato come ie

punto di V pin oieiuo ax , eioe e' Unico

minium di f : V→ IR
,
fly ) is ly- xl .

( AOE Is proiezione di X su V wi sense abgebrieo
coincide een la proieziene metrics) .

Osserr.

° Per Ci ) e- necessaries che V Sia Chiuso

Se per esaupio VE dense in H
,
ma VIX ,

allora Vt Vt = Vt Vt = Vt Ht = Vt {03 = Vt H .

UH esewpio di tale V E span an F base di H .

( H di dive . uifiuita) .

• La completeka di H e- necessaries .



Dine .

( i ) V Chiuso ⇒ V complete ⇒ V Hilbert ⇒ esiste of

base di Hilbert di V
.

Prouder I come helteoraua I Cii)
so ( teoreuuab Cio)) che x -I -1 spautf =V
cioe x-I C- Vt ; pongo T : -_ x-I

.

Cii) come nd Corso di Aeg .

line
.

:

Se x = Etf = I' + I ' Cen I
,
# EV

,
T.IE Vt

allora I-I ' = IT '-I c- VAV> = { 03 .

- -
in a

V Vt
Queidi I = I ' e f -- I

'

. Felt v
n u

Ciii) bye V ,
f4y) -llx-ytk-kxtxtfyTHZ-llx-IHI-llx-y.IR

= FYI ) + HI-YIP

quuhdi f CE) s fly) e vale Sse y=I .



Teoveeuea5 ( rappveseutazionedeifuuz.liwean
'

su x)
Sia Ili H → IR linear e continuo

Allora esiste xo E H t
. c .

Nx) = Cx ; Xo> the H
.

Chiaramonte Xo e- Unico
.

Ossevo
.

E
'

necessaries che N sia continuo perche
x thx ; to> e- continuo (Contini'utI di L ; >) .

° Se H ha dimensione uifduta esiste A : H→ IR

linear non continuo .

Sia g base algebriea di H , con Hell = I Heeg ,
e sia (en) Cg .

Defiuiseo A poneudo Neu) : -n ( Ne) qualuwque
e ee Eg i {en} ) .

Allora men esiste akuma

Costache Cas t . c
.

H I sellxll
,
e quiudi

A non e- continua
.

• A e- continuo se e solo se Kern e- chiuso .

( segue della demostazione
,
che usa solo

che Kern e- chiuso) .

o E '

necessaries che H sie complete .



Guinea 6

Tato A : X→ R linear
, Cher A)

t
ha dimensione Ood

.

Dine
.

Se per assuvdo divedKernH ) I 2
,
allow (Kern)t

Centime W soltospazio di dive 2 .

Allora la vestrizione din a W ha Kee bauerle

Cassander per our nototeovewe di Aeg .
liu

.)

Dive
.
Teoveeuas

Sia Vi- Ker A
.

A continuo⇒ Vehiuso
.

Se V = It ⇒ NEO e pseudo Xo-0 .

Se V # H allora Vb f- {of (⇐ H-Vt Vt)
precedes X , C- Vt an Hx , 11=1 ,

Pongo Xo i = ex , Cen CE Axl
,
e T (x) : = G- Xo>

Ho che Kerr
• xe V "⇒ x 1- x

,
⇒ xbxo⇒ IT Cx)= O = Nx )

quihdi IT = A su V

o Tyxi) - ( x , ; Xo > = Lx , ,
exD= eHxqlP=e=Nxi)

quiindi IT = A su span =P
← lemma 6

• IT = A su V+H - H
.
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Span
'

di Hilbert Comptessi

Sia H spazio Vettoride sua con prodolt Hermitian j>

Ricardo che . C. j . > e- lineare nella prima var . ,
e (x; xD = HID Vx

,
#

(qwiudi a ;D e- auitileueare hella Sec .var .)
• ( x ; X) IO Ix e Vale = Sse x=o

.

Come at solito 11×11 is (Cx ; x>) 's Vx

Vale Candy - Schwarz : Kx ; xD I S 11×11 . H X'll

tdeutita di polar izzazione : ( x ; X '> = . . . . [scvivetelavoi]

Se H E complete si dice spazio di Hilbert .

Esaupi
- dato X

,
A
, µ ,

L2 (x ; e) e- wino spazio di Hilbert

Compte Sse aueudo pesto

( re,v> is § U . it dpe

° ez is { x = (xn) EEN : Eu Hakka } con

( x
, y> is Exn . Ju

m

( ez = LYX;e ) an X - IN
, µ nuisance che Contai puwti)



Tarawa della base

Dato G- ={en : HEIN} sistema ovtonormale wilt , XEH
si pone Xu is Lxjeu> Vu ( alteuziene

,
Lx ; en> then,D)

tutto ie resto dell' enunciate e- ugueaee !

-

-

Lemma di Riemann - Lebegue generalizeato

Tate LE LA ( IR) ,
T- periodica (hcxtt) - ha) per g.ox)

e get CR) allow a m

--
as

I gcxi.hcyxldxys.gs/f!gcxldx/ffoThcxldx)
- co [

media safe,T]

Interpret. probabilistic : se Te b
, Suppg CLO, if

I gcxl.eu#dx → ( folgcxldxjffobecxldx)u→to
- - -
✓ alone alteso Valone attesoval.at

.

delle var . al . Suk di gcx) di

an distrib . gcx) e di

e Klux) hcux)

quiudi gcxsehcux) dioeutauo
"
seowebte

, pauses .



euuua

Data h : IR→R T-periodica e positive ( opp . Wilko,TD
allow Soth G) dx = Itta (x-e) dx He ,zER .

Diuiostrszi one per eseveizio

Dinu
.
del laurea di R

.

- L
.

Vy , SEIR defiuisco

Allora ;

'
s) £9htyx-sjdxlilfotocy.sids - ma ;

Cii) Olly , s) - Olly , o)→ 0 Hs
.

y→to

Diuiostvoli)

totally , stds = µ!gcx ) hcyxtsldx) ds
Fubini→ =/:(§ hcyxtsjds) gcx) dx

verifies dekeipotesi : -
in peril lemma

& gcxsllhcyxtdldxlds-f.es?mgcxsdx=ma
T

Sf Kgb Hell, ds

1119111 Hello Ctu



Diuuostvo Cii ) .

Sia y to

Olly , s) - fly , G = J!ghcgxtsldx.jo?gCxlhCyxldxcaubiovar.nel=fIg(xi-sg)h(yxjdx '
- % . . . . . .

primo uitegvale

yxts = yx
. cioe

* = xx Sg = !!@ Cx - Sg) - g(x ) ) hlyx) dx
Quindi

Idly , s) - Olly , 031 s£%§ gas - gcxslilhcyxldx
S Hegg - 911, Hello→ O

y→to

conclude la dive
.
:

Ci )

Olly ,o) - mate 44,01 - totally , stds

= # ④Cy ,g - Olly, s)) ds Eso
y→Ies

(*) per convergenta dominate . Iufatle :

Carvergarza puutuale : Olly , s) - Olly , o)→ 0 per Cii)

domiuazi one : Holy , s) ) s 11911
,
Hello . . . .



Eseveizi momma Eudidea

1
. Ogui norma 4 su Rd e- equivalent a ¥1

,

ate F C , , Cz E (O ,too) t. c .

C. HIS 401 sczlxl txt Rd

Trace.ua : to converse e finite ⇒ to continue .

Pneudeve Cz : = wax to
say

i
Cl i - min 4 .

Sd- I

2
. Data T : IRD→ wf

spatio normato

se TE linear allow e- continua .

"

¥ !!!,
' " Ei xi .Tet

element' della base can . died

W

s i lxil Hteillw s txt . ⇐ Hteillw )
's

in

Cauchy - Sehw .

in IRD

3
.

Dato V spazio mormato di dimension uifiuita

esiste A : V→R linear e mon continuo .

Sia G base algebrica di V on lethal tee § .

Sia (en) CG .

then = m tu
Sia N definite da {

he = qudlodievolete
see c-Gi Ead

Ahora Nen em e Henk
w
= I wiplica che

sup thx I = to ⇒ A men e- continuo
.

Hxllwsl



4 . Sia V : = Ec (Rd ) Cen la norma H . Hp .

Se p > I allow A : V- IR dato da

Hui - fµ¢Vdx E un fuuzionale linear

non continuo
. ( Gia oisto ! )

5
.
Ie prodote di convolution * E un pnodotlo

su L4Rd) . Dinostrove die men esiste an element

neutron f
,
eioe tale die g. *f - g Vg Etf .

Caso generale conTdt ( pin tardi)
Supponendo f 30 ,

si diuiostho che ff del ,
poi si provide g i 1Rd→ R positive

con urn uuieo punto di wax .
wi O

.
Allora

glo) = gtfo) = f g C-y ) fly ) dy < fglojfcyldy
^

g. co) Tyto
= g(o) .

6
.

Sia H sp . di Hilbert
,
e B = Exe H i 11×11 Sig .

Se dieu H - to
,
B men e- eempalto .

B non eempatto⇐ B men totalmeutelieuitato

⇐ F S so e Xu) CBt.c.tl/u-XueHISV-u-l-
we

wi effete
'

se Cen) Sono element
'

di au sistema

ortcnonuale uifeluto (e.g .
una base di Hilbert)



allora @u) C B & Hen- emll =D Valour
.

7- . Pneudo X c Rd Cen 1×170
, pseudo

Bi - { UELPCX) : Hull
p Sig .

Allora B tiene eempalto .

Phaedo wa sua . di Eu CX disgiuutie

can IEat >0 ( possotrovarei . . . . ) e

precedes Un :=£µptEu .
Allora

HMM p
= I pee osnih .

Sweetie se ut he
,
Hmu- Um Hp = 2"P .

Guidi B mon e- tot. lui -⇒ Buen e- Carpatho .

Ossi Seda V sp .
nomato di dim . uifewvta, Allora

B : = { XEV : tallest } men e- cempalto .

8
.
Sia b : RSR levitt- periodica . Per

.
es

.

Hux

considered hw G) i = Klux)
.

, litho)
Non esistono Sotto sua. Mr t.c.hn#leenveuge
punt . go . ( ma Tx Fun , depend .

dax
,

t
. c . haha) converge)
Traaia . Se peu assuvdo hnncx)→ b-G) go .

Allora V- get CR)
k→tb

fpehtnrxlgcxdx→ 1mg do
4 R

come . dem . → fast. Rt "
can we> fothdx

flicxgcxsdx
IR


