
AM 3 20/21 Lezioneg

12/10/2020

Eseveizi (avanzati dalla lezione precedent)

Se non specificato X, A , tu Sono generic .

1
.

Dat i t s p , cpspzstcs , scvivo § come eombinaz. convessa
di '

p, e tpzcioel-p-dp.tt/lp2-z Con Ri
,
R2> O

,
ditREI .

Data f : X→ R o RIK miserable hole la segueute
disuguagliahza di interpolazione :

Https Hfllp? Hflliz .

Infati
yg.pl, =/,fflPdM

= f tf IAP If I
""

die
×

applico Holder
con esponenti

s (1×151
"" '¥Pdµ¥? (1×1 ftp.t#odpe/*

Fip e Ttp = Hf Hfllisi .

vevificare che

( sonoconiugati )



2 .
Data f : X→ R o Rk misur

.

considero

g : [0,1]→ (- cs , to] data da

g Ct) log (Hf Hye)
(convengo che 1/0=-10 e Eog Gcs ) = too) .

Allora g e- comessa e semicontinua inferiormentee (s .ci .)

Comessita :

Sia t - dit,+ Ratz combinazione comessa di ti
,
ta EG, if .

Dall
'

Ex
.

I ho che

Hf has Hflliiillflliii, ;

passando al togaritmo oftengo

log (Hf Hut) s dieog (Hf Hye . ) t og (Hf Hiltz)
che e- la disuguaglianza diconvessitaglt) f di gCti ) + ihzgltz) .

Semicontinua

Verifieste che Sono falti equivalent :
i p to Hf Hp E s .ci

.
Su fi ,to] ;

. the Hf Hye E s
.
c. i

.
Su Lo ,Dj

- g E s.ci
.
Su Lo, I] .



Per dimostrare la prima affermazione osservo che :

H llftlp-gs.gg. 119115
dove F E l

'
insi eine delle fuuzionisevuplici della

forma
g - [ditEi
i

con Xi > o , Ei disgiunti , tutti ) Ctu e tabi che

g s Ifl

Osservo quindi che page F
1-

11g ftp./lE4PMEiDPperpc+csIsu.pxi
per pets

e che
l

(2) pts 11g Hp e- continua su fi , to] .

(Verificate (s) e (2) in partialare per path .)

Infine la s.ci
.

di p→Hf Hp segue da (1) e (2) Usando :

Lemma

Doti y spazio metrico e f famiglia di fungiOni

Yi Y→ fcs, too] s.ci . , allora g- : Y→ fates] data

da 4-Cy ) sup y E s
.

e. i
.

peg



3
.

Data f : X→ IR misur
.

,
Sia

Ii = { PEG ,
to] : Hfllpstcs } .

Allora I e- un intervalto e la restrizione di p↳ Hf Hp
alla chiusura I e- continua

.

Uso il Cambio di variable t = Hp e considero

Ji = { te Lo, I] t.cl/fHyes-csf-- g-
'

( IR)
← def in ita

hell ' Ex .
2

- J E un intervalto perche- g e- convessaj

.

g E continua nella parte interna di J perche e-

comessa e finita (falto noto) ;

u la restrizi one dig a J E continua perches e-

comessa e s . c. i . (la continueta agliestvemi di J

richiede una dimostvazione) ;

i ne segue che anche la restrizi one di t ↳ H f Hye
=

a J E continua
.

4
. Date

.

I sp ,
s pesto trovare fuuzioni f su IR Tali che :

' Ifp , .pe/CfalTo1aleziohe precedente) i

. I = Lp .
, Pz) / ( P, , Pa] / (pi , Pz] ;



- I = ( pi , to) / Ep, .to ) ;
- I = {p , } .

5
.
Sia X c Rd , µ = Lebesgue , I spew .

Allora LPCX )

E separabile , eioe contiene un soltoinsieme Y

numerable e deuso
.

Prado come V un opportune famiglia di fuuzioni
affirm a trave

'

.

Dato S > O Sia Vs l
' nisiome delle g : IR→ IR

continue e con supporter compalto tic .

r g E affine su [KS , kills] V KEK
,

- g(KS) e- nazionale VKEI .

as

Pongo V := U Yin .

Allora i
n = I

• siccome ogui g c- Vs e- determinate dai valovi

assault
'

su 87L
, Vg e- numerable

,
e lo stesso

Vale per Vj

- data f- c- CDR) con Supp f C Er, r] F gu EV

t
. c . Supp ga Cfr, r] e gu→ g uniformenroute

(vevificatelo) e quin
,

di gu→ g in LPC IR);



- qui nd i V E densa in CDR) vispelto alla norma

di LPC IR)
,
e siccome Cc CR) e- deuso in LPCIR)

,

no che V e- denso vie LMR) ;

a le restrizioni a X delle fuuzioni in V Sono

dense in LP (X) ( spiegare quest passaggio ! )

6
.

Dato X spazio metrico , sono fathi equivalent :

( i) X non e- separabiee ;

Cii) FS > o e Y CX pin che humerabieet. c . dcy
, y
' 1%8

try , y ' EY con y f-y
'
.

Dimostvo solo Iii )# Ci ) (a voi Yalta implicazione)

Suppougo per asSardo che esista (Xu) successione
densa lie X .

Allora Vy EY es iste n-Ny) t. c .
d Cy, xn) s 8/2 .

Ma allora la nappa y EY→ Ny ) C- IN e- inieltiua
,

(Ny) - onlyD= h ⇒ day, y ' ) Solly ,xultdlxu , y
') er ⇒ y=yy

che E assurdo perche Y e- pin che numeralsice .



7
.
( Rd) mon e- separable .

Proud o una successione (En) di iusieuii misur .

disgiunti in Rd con I Enl > o e per ogni JUN Pongo

fg is ⇐ F-
En

e Y { fg : JE IN } .

Date
'

Jst J
'

si ha f
,
- fg, = fgyg. - fgyg⇒ Hfj -ft Has= 1,

inotte card ( Y) = card (PCN) ) = continuo .

8
.

Dato XC Rd cow INTO
,
EH) non e- separable .

La dimostrazi one dell
'

Ex
.
7 funziona ,

ma la

difficolta e- trovare la succession (Eu) .

Quest e- facile se X ha parte interna non
vuota

.

Per X qualunque si put usare un facto

oisto in precedeuza , cioe che V me (o
,

I xD
esiste X '

C X t. c .
IX ' km

.



Convolutione

q
.

Date f
, , fz fuuzioni su Rd il prodotto di

convolutione E la fanzine f , * fz data da i

f
,
* fz Cx) : = fro, f. Cx -Y ) fly) dy

= Sf , Lt ) fact-t) dt
Osseroeziom

'

t . x-y 9 Nd

u generate f. * fz (x) puonen essene definite
( per alain x ) .

. Se fi
, fz i Rds [0,1-6] allora f. * fz : Rds [0,1-6]

e- definite uitutti i punk XE IRD .

• Se f
,
* fz Cx ) e- defetuto

,
allow fz*f

,
G ) - f

,
* fzcx)

. E
'

important che f, efz Siano definite Su tutte Rd

e che la Wisma sia Lebesgue .

In reata si pin definite f, *fz audie per

fuuziari f. , fz definite su a gruppo (dotato

di misurra invariant ) per esaupio :

I con la luis.
che Carta i punt

Date f.
,
k i 2.→ IR

, f. *flu) Efilhnmtflm)
MEI



Eseuepi di convolution

- Sia p la deusita di una distrito . di masse

wi 1123
.
Ie potential del Campo gravitas . generate

E

VG) : = f ¥, paddy
1123

cioe V=p # g een 90k¥, ← potential
della Massa
unit

.
hell' orig .

° Siano Xi
, Xz variable aleatoric (avalon

'

wi IR)
con distris .

di prob . continue f , efz .

Se Xi e Xz Sono independent allora la

distvib
.
di prob . di Xlt Xz E p, # fz .

Caso pin facile .
X , . K var

.

aleat
. avalon

'

we 7L An distrito . f, efz .

sufaltiv-uc-2distnib.fm) i = PCXITXEH) - PC Vue { Xian-m, in})
Ai Xia = E PCA - h -hi

, Xen)
MEI

iudip . !→ = ME, Phish
-m) . POEM)
- -

f. (n-m) few)
= Eez p, Ch-m) fan) = P, *Ecu) .



Lemma I

Date f
, , fz : Rd→ IR e x c- Rd ,

self
,
1*1 fat ex) Ctcs allow f. * fix) e-

beer deficit e reale , e

If,* f. G) I s Ifl * Hal Gl .

Diu . Se

tf
,#fat Cx) = ftp.cx-y) fly) ) dy

IR
e- fruit allover f. cat . ) fi . ) Ellard)
e quiudi

f.*fix)# f, ex- yl fzly ) dy
IRD

e- bae def . e

I f.* fix) I s fl f.G-ylfzlylldy elf , txlfzkxl
Rd

corollaries 2

Se tf , I * lfzl ELP ( IRD) per qualeche pea , to]
allow

• f. *fzlx) e- ben def . per g. o .
XE Rd

a Hf , * fall p S H Ifl* lfzlllp .



Teoveuua 3 ←H)
Date

'

pi , Pa , r C- [btw] tuc . Itt = tp.tk ,
e f

,
ELP ' ( IRD )

,
f
,

ELR (Rd)
,
allow

• f
,
* fz e- ben def . per g. o . XE Rd,

o Hf , # fall r s Hf , Hp , Hfzllpz .

Ossevvazicne

K) e- tunica velaz
. possible trap,peer .

Supponiauro uifalti di aoeue p , , pz , r C- [1,1-0]
e di , da EIR , C so tic .

It g. * gall
r
SC 119,14411921195 # *)

tf g , ,gzilRd→ Costco] .

Allora a-a- I e f. +Betty .

Dive Date g. , ga ed so apple.co (4-8) a

Ag ,
e ga

11429,1*9211 rs e 11dg ,Hp9HgMpY
" "

Hdlgrxgzlllr eihhllgllpillgllpz
11

A 1191*9 . Hr



eioe all g. * g.Hr scam 119,116911911622
Neeessaiiaurewte Ai- I

.

Aualogainewb 92=1 .

Date g , .ge , ASO, berate (gi ), gift )
pee is 1,2 .

111911
,
# lgulxllpselkgilxllpilkgalallpd

faeeudo i anti

f
adat 's ) 11g ,*gzllrsadfmtbdellg.llp.iq!
Hi
⇒ Ky - Tatti
-

(911×492)×61=19 ,
C 1.91¥ ) dy

2-= Yg → = f g ,
- z) gzlz ) Adobe

de des
=
nd g ,

* go ) - Xd go),Rd

Had (91*92)×14=141181*92 ) x Hr
= ad

.
Ada 1191*9211 r



AM3 20/21 Lezi one to
14/10/20

Dalla lezione precedent

Teoveuua 3 ←H)
Date

'

pi , Pa , r E [1,1-0] tuc .
It t = tp.tk ,

e f
,
ELP ' ( IRD )

,
f
,

ELR ( IRD)
,
allow

( i ) f , * fz e- ben def . per g. o . X E Rd,

Cii) Hf , # fall r s Hf , Hp , Hfzllpz .

Casi vieevauti : a) pet , per ill f ,*fzllrsllf , H , Hfzllr
b) r= to cioe pi , pzconiugatiillf-fdlessllfillp.tl fallp

,

↳ teorema successive

Diner
.

Basta dituostrave Cii ) per f, , -1%0 .

Iufalti Cii) per If, I elfzl + Corollaries 2 (lez
.pree)

ueiplieauo (i) e Cii ) per f, e fz .

Nel resto della dive . suppongo fi , -1%0
e r Ctcs .



Caso I i Os Hf , * falls + as

H f.* fztlr-fh.hr- ' dx
W Rd
he

precedes a .
,hey, p

- f f f, H -y ) fly ) ht
- '

(x ) dy do

Bls Bz IO t. c .
IRD IRD
/ / /

Bither- I
g = f) (f.

d '.hn/.(fzh.hB4.(fi-4fztaYdxdy
( liseeegodopo) ---

apple.co Holder
can esponenti → s fit. eff. Y

'

. q%h%)
"

.

1-
,
b
,
1-

fi 82 I -8582

o . .
o

- GHETTO.fi#oyt
""

Cli scelgodopo)

Impinges ora che g- = =p , i

%= Iffy = Pz ; Big
,

= Big er .
Got

{ ELIE 'S:c ,-gray
> I - Picha) G- I- f,

b- pm ) 1=1024-0 , ) ti ' I- tpz
1-a pill-8, -82)

BEAR , Bear → BEC- fdr , BE ftp./r



(asseverate dee p , +BE ¢- f, - ta) r q
r- l )

Riassuueudo

"

pitta I- t

"Equis e.raritygenerj-tygp.y.p.p.si
}

fff ,P' Cx -y) hrcxldxdy = f (Sf ," Cx -y) dy) hncxldx

=/ Ilf , Cx- Hp! hrcxldx = It ftp.llhllrr
-

Hf
, Hp!

= fllfillpillhlliytthfllfzllpillhlli )
' -* ( H ftp.llkllpilt

= 11h11PM llfdlpfltk.pt?lleellik-bItgI
= Ilf

, Hp , Hfzllpz Hb Hr
"

Quindi

A f. * fall rr s 11h
, Hp , Hfzllpz A f. * father

- I

divide par H f. * father
- I
e ho febito .



Caso 2 i Hf
,
* fzllr = O oppure to

Se Ilf
,
* fall r -0 men c- e- nieeute da dive .

Se Hf
,
* fall r - to appnossinuo f, e fz Car

succession's crescent fi
,
u , fam di fuuziari

limitate con support liuiitato .

( fi
,
a
= (fan) ' Il

BCom) s - - " )

Allora f ,u* fun e- liuietata e een supp . limit.

(verifiable) e qviudi Hh,u* fault r Sto

e per it eased
,

H H fi
,
u
* fault r s Il fi

, a Hp ,llfz.nl/pzGuoltrefi,w-xfz,ulDTfi*fzlx)pevilTeov
.

di

convergenta monotone
,
e sempre peu cow .

Monet
'

pf
, ,u*fzµ Hr T H fifth

HQ
,u Hp , T Hf , Hp ,

"

fz.nl/pzTHfaHpzequiudi#ruida-Hfi-fzHrSHfHp,HfzHpa
.



Teoveuea 4 (Caso Exo del Teoreuia3)

Date' pi
, R esp . coniugati e f , ELP

' (Rd)
, fat LP41129

allora :

( i ) f
,
* fz Cx) e- bae definite WEIRD ;

Cii) If
,
* fists Hf , Hp , Hfzllpz VXEIRD ;

Ciii) f
,
* fz e- uniformemeute continua;

Civ) se k pi , Pa Lto ,
f

,
* fz (x)→0

HI→to
'

Civ ) hen Vale se p , = to (o pEto) , preudete
f

,
⇐ b , fat fanzine wit Cen uitegrale 1

allora f
,
* fz It .

Def .

Data f : Rds R
,

he Rd
, pongo

Eef i xl→fk-e)
In

Bed



Gunna 5

Se l Speth e f ELP (Rd) allora Is mapped

his zqf
in in
IRD LPCRd)

E continua
.

Se p- to non -e vevo i preudete fi - IG
,
+as]

← f

→af

→
a

D ;we.se
la misurra hen e- Leb

. menvale (peso)

Grazie ah
'

ideutita cement = eh
,
leaf )

basta diueostnave la continents in O
.

Caso b : f E Coard )

Keef - f Hpp = ftp.cx-el-fcxlpdx→o
Rd h→o

per convargeuza dominate :

• convergenta puntuaee : If Cx -h) - flx)lP→o¥
perche f e- continua .

Go



• dominatione i date Rt
.
c . Supp .(f) CBCQR)

allora Supp (fl . - e) - f ) C BCO
,
Rtl)

se tht Sl
,
e qiuhdi

Ifk - ee)- flap 5291 ftp.IBcqr-D
Caso 2 : f qualwuque

Fisso E > o e prouder gECcCRd) t.ci//g-fHpSE .

Allora

Hzaf - flip - Neef -zag)-16g - g)tfg - f) Hp
la normale slleacf-g) Hpt Heeg-gllptllg- flipe- uiv . per
tvaseaziari : → S 2E -1 Heeg-gdp
H Zalf -g) Hp- Hf-gllp tgerso
Passade al limit per h→o

luinsup Heat - LH S ZE
h→o

e siceome E e- arbitron
'

o her flute.



Clunes 6

o spatio Eo (Rd ) delle f : Rd→ IR continue

t
. c . f Cx)→O e- Chiuso risp .

alla cow . wmif .
Klaus

Dihiostrazrone per eseveizio .

Dim
.

Teoreuua 4

( i ) & Cii )
.

Osservo che

tf
,
I * Hal Cx) = ftp.cx-ylllfdyjldy

Rd

Holder→ S Il fi Cx- o) Hp, Hfzllpz
Hf (x- a) Hp - Hf Hp → = Hf . Hp ,

H fall
p

per via dell
'
win

.

della Wisma di L .

Visp . a tnaslaz .

e riflessiari

Conclude usaudo il lemma I della lez
. pree .



Ciii) blue trap , epa E finite ; suppagop , .

Fisso x
,
he IRD

f
,
* fzlxth) - f.* fix) =/(fifth -y) - f. G-y )) fly) dy

quiudi
Roy

t.fi#fzCxthI-f,*fzlxllsflf.Cxty-h)-flx-y7llfdyHdy
Holder → s 11 fifth- . ) - f. Cx- o) Hp , tlfzllpz

= Hf
, ( o - e)

- f
,
(e) Hp , Hfztlp,

=

p , Hfztlpz

fo b
→o peril leaves.

Civ) Appvessino f , efz een f
,
we few E @card)

wi LPI e Lk n'sp .

Osservo Che f.ie#fz,uECeCRd)cCollR9
Per it lemme 6 baster dive .

Che

f. u * fz,u→ f, * fz Uni formant



H f
,,u* fan - f , * fellas =

linearis→

"pkg! n

- %u* (fi, a*E- fifth
dellacome

.

* (fan- fa) Hoyt H (fun- f.)* fellas
Lii) → s Hf, ,uHp

,

Hfzu- fallpill fr,u- ftp.llfzllpz

¥ up ,

to do
quiudi Hf,,u* fan - f.*Ktla→ O



AM 3 20/21 Lezi one 11

15/10/20

Devika e convoked one

>unto di partenza :

Ca (f# fz ) = (Eef
,
)* fz = f, * Cafe

T

Eaffpf# f , * fz Cx - b) =/ f. (x- e-y) fz.ly) dy
= feaf, G -y) fly) dy = Leaf,) *fact) .

Quiudi (forwalkout)

8-elf . * film = ligi f*kH-ff*fdx-tey
=

lfujgfi-xfzld-ktafil-ft-l.infofifthly * f, = dot * fz .

mi aspeto faff, * fz) = 8kg * fz - fi * 8¥ . . .



(Foton continua)

Proposizi one 7 ( Yiningedidf.fi?aanDatihElRd
, fi Rds IR t

. c . f , , Offer ELP
' (Rd)

e fee LR (Rd ) con p , , pz esponentieoniugati ,

allots f
,
* fz e- continua

, derivable een

centiuiuta hella divezine h e

doe (f. *E) = 8¥ * fz

Gunna 8 (Teoueuuafondameutale del ealeolo integral)
Date g , h : La , b)→ IR continue e Tabi che

gcxt-gcal-fahltldtV-xc.la , b]
allora g e-

C '

e g
' =L

Dine
. Prop . 7 per del

Data f
,
E C

'

( IR) t.c.fi , fi ELP
'

e fzELK , allow

f
,
* fz E C '

e Cf , * fz)
'
= f

,

'
* fz .

Per il Kuma 8 basta

dimostrareche-V-cssacxa-wfpxfzcxl-fg-xf.cat/a+fi*fzCtldt



↳fatti

gaxfi.qugdt.fay.gfict-ylf.ly) dy)dt
Fubini→ = !! ( fatf! Lt -y) dt) fly) dy

fa%9fict-ylllfdylldydotsfallfict-osllp.llfzhp.de =/: # H-Y) - f. Ca-D) fly ) dy
= (x- a) Hf 'll p , Hfzllp

,

= f. * fzlx) - f, -8kcal
<to

Teoreuuag

Se f
,
ECKARD) con b- 0

,
. . .

.

,
e Thf

,

C- P' (Rd)

per ogui h=0, . . . .,k ,
e se fz C- LP- (Rd)

Cen p , ,pz Ceniugati , allora f. * f
,

Eckard )

e

Dh(f
,
# f.) = (Thf , )*fz per h=0, . . . ,k .

T
Thf

,
her valor uiypdx.FI

e f
,
liavaloveui R

.

Come deefinisco Thf
,
-8£ ?

- - -

Die . periuduzionesuk . ( Fate ooiidettagli .)



Ossett
.

>

er del
,

men ei serve che f
,
Sia C

'
.

Basta che f
,
E LRCIR)

,
ed esista he LRCIR)

+ c '

f
,

- f
,
(a) = fakltldttt-essacxc.io

e allora f.* f. e- C
'
een (fyfe) 's htt .

Approssinazione per convolutione

+azione : data g : Rd→ R e 8>0 uidieo

an Egg bee fewsiane surd data da

Gsgcx ) - ja g ) .

Osseroo che se get allora Ggg ⇐ L
'
e

¥99 d fed 9d×
←Gg

Gsg
"

si Ananth
,
biaheo $18

all
'

origine per S→ o



Teoreuua 10

Data f ELP (Rd) competes e g e L' (Rd ) allora

f- * Ggg⇒ Wf wi LPCRd)

dove me f g dx
Rd Thg ELKRd ) Vg th

corollaries 11 ( immediate) 14
Se f c- LPC Rd)

, pics ,
e g E CE Ckd) efgdx- I

allow f * Ggg E CA e f *Ggg→ f wi LP
S→O

'

Osserve .

• Ie tear
. lo mon vale per pets .

Soli to Centroes
,
i f = A-

↳+5g , solitaspregar ,
o Gutepret . Teer . 10 : suppongo g IO, Mel ,

e Supp g c Bo, D . Allora Ggg so, fogg - I

e Supp Ggg C BA,8) .



Posses interpretsre f * Ggg come una

"

media integrate , eli treeslate di f

kispelter alla nuisance di prob . Egg ,aioef* Egg = feyf . Gsgcy) dy
siccouue Gsg e- concentrate in Bo, s )

e y↳ Zyf E continua
,
ai si aspetta

quiudi due f * Ggg→ Eof - f .

Sso

Dim .
del teoreuea to

b
-

H f * g - Mf Hpp = Jpg, If*g -mf Pdx

=/ If * g -mf I h%×

=/ I Jfk -gigas) dy - fcxlfgcy) dy / HII do

Eff tf Cx -y) -f I 19411dg htttxldx

Fubini → = ffflfcx -y ) - fall hmcxldx ) Iggy dy
Holder → Sf Hfc . -y ) -f Hp HEP

- '

Hq lglylldy
q esp . con

.
-

dip 11h11pm



- 11h11pm f Hey f - fll . lgcylldy
Rd

Riessunmended

Hf*g -Wf Kpk slfx.ge#P-fpydHeyf-fllilgCyIldyApplieoqueota8Wwoe
can Ggg al poster dig :

H f * Ggg - uef H p s f Hzyf - ftp./6sgcyHdy
II

* IgM
2- = ¥ → = I Heszf- flip 191211 dz
dz= I dy -

Sd
f
,

8→O

O
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