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' sparoi LP
strumentity . convoluting Hilbert. uitvod .
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business
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Torso { ( e quake applies. )I&dne

e delle ende
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fuwoiemiarwoniehe.iwtegvazieuesuaepafe.ci
forsey : K- forme e ten .
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Prerequisite
. generico i AM I t AM2 t GEOb t GE02

. ui particolored i Misawa di lebesgue
e integratorare feispeko ad una misuna

qualwuque , ma l ' important e- Lebesgue)
- fuwoiari olomovfe e ueetodo dei residue

Ee

Saito t ovale
t ti
8 esereii hello stesso
3 one appeeeo delle
miante appwuti Saito
wienie libri

prove in itinene ai forse
=

in Caso i fine novembre + iuiziogemraio
e ovale entree ie Secondo appellee .



Strumeuti

Team

. eeziari

. riavi mento ( giovedi 18 - 19.30)

prague
web : pagine.dm.unipi.it/alberti

- note delle lookin (non edotate)
- Oink alle registration
. alto materiale : eaceolte di ex

Scritti degli ami passat
'

mailing list (moderato)
. comunieazioui "wfficiali ,

• per tiseviziene→ pagina web

libri di teSto : men een
- e- who di Euforia .



Ripasso di Teovia della misuis

DeFini zion i Di BASE

- miscue astate

eseiupi : . misura di Lebegue
' misuna che center i punt
- delta di Dirac

- misuis ass
,
a una deus ita

- fungioni (e nappe) nuisurabili

- definition di integrate

STRUMENT t

- Teoveiui di convergenta

- Texana di Fubini -Tonelli

. Formula di Cambio di Veer . (solo per Leb .)
- Collegauonto can e

'

integral di Riemann

↳ essential per i ealeoli



Miscue astratte

X insane qual .

et o - algebra di Sottoiusieui di X

fauiglia chinsa pee Campeaueutane ,
uuiaue e uitevsoo . wumevabiee

, 4.XEA

µ nuisance ( sax) eioe pe : A.→ Cord
G -additive : data {Eu } CA famiglia
numerable disgiunta e pesto E VEN
allow

µCE) = E NCEu)

Proprietor
n

. µ (0/7=0
. E

,
EEA & E CE

'

⇒ NCE ) spelt)
( monotonic)

. Ent E → ME ) eluugi.fe.cn/--anuppelEn)
TLE , C Eze .

.
. & UEns E)

. En TE & fetch ) Ster for someTr

⇒ ACE)=÷+zMEw) e- uiwftelfu)



u UEn O E ⇒ tu CE ) G En NCEu )
( subadditivity

OSI

Dato X
'

C-A si possono vestriugeve
A e µ a X

'

.

Date voi le definiens !

Teruuhologia
1) see PG) un

' offermaxione che dipeude

da XEX
. Si dree che PG ) Vale

per µ- quasi ogui xex se l
'

wisieve

{ x : thx) non vale } e- (content in )
our uiaeuee di misma µ mulla .

2) µ si dice complete se
F C E & E EA

, NCE 1=0 ⇒ F E A

(e di conseg . pet)-0)
Qui eousideviauio solo misuse complete



3) µ si dree finite se pdx) sus .

Eseeupi di missive

1
. Mishra che center i punt

'

X ius iane qualuuque

of ⇐ PG ) = { soltorhs .
di X}

µ (E) is # E E N U {to}
←
numero di puuti di E[

non dei un sihebolo standard

2 . Deeter di Divac in to

X uisieuee qualeuque
A PG)

Xo EX fissato
futz

.

indicative

S (E) ⇐ {
I se *⇐

f di E

"
O se xo # £

= HE Go)



3
.
thiswra di Lebesgue

X = IR
"

M
"
= s -algebra misurobili secondo Lebesgue

Gw = Wisma di Lebesgue

Def . di La

Dato R parallelepiped in IR
"

eioe Re ti
,

Ir een In intervale
'

wi IR

si pone
in

VoldR) = IT eemghtha)
b- I

Pee ogui E C IR
"
si pone

LYE) := uif { § voenlRi) I {Ri} t.euRise}
tfauieglia humor

.

Osservosioui di parallelepiped

. E " (R) = voen (R) ( fatter men del Tutto ovvio)



• Eh e- cost defiuita see (Rh) ma
non e- s - additive ! !

- E
"
E G - additive smell" (E per quest

che bisoguar vitrodune Mw )

Def . di Mh

Dato E CRY si dela che E E misunrabiee

(secondo Lebesgue) se V-E so F A apart,
C Chiaro t

. c .

. C CE CA

. Luc AK) se !
Ossevvazi oui

. Pee ogui E miserable vale

EYE) = uif { EMA) : A apato , AOE}
= sup { L

" Ck) : k compote
, KCEJ

Proprietor che userevues in seguito !



Usiaruo spesso la notazione His EYE )

r FC E Cen E CM
"
& EYE) so ⇒ FEM

h

lee Wisma di Lebesgue e- complete !

° Useveuuo spesso la notazione

let EYE )
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prosegue it vipasso di Tenorio della
misurra

Fwnzioni missusbili

Doti X
,
it

, µ come ieri

e f : X→ IR (oui Y spasio topologies)
diciauio che f E nuisurobiee (A-misurabiee)
se

f
'

(A) c- of VA apart
Ossevv

.

- date E CX
,
E C- A ⇒ 1£ e- miserable

- la classe delle fewsieni ruisuvahili e-

China aspotto a motte opaaroiari :

a) sommer , pro doto (se hanno sensed



b) composition on feuisiaii continue

f : X→ Y uuisurabnee}⇒ go f e- uuisurabiee
g : Y- Y ' continua

4 Convergenta puutuale
fu miserable & fu→f punt. ⇒ f miserable

d) liwiuf eleuiswp Cud Caso Y - R)

tfwuziaiu seuephiei
Judice an f la classe delle feuioiau

f : X→ R seuepeiei cioe della forurea

f = Edi Hq. con Ei miswahili
,
diER .

i

C Somma ferrite !
Se necessaries posses supperre gli Ei disgiuuti
( diwostrareo ! )

-



Integral
be defiuiziene di Ijf doe E data per passi :

a) poe f- C- 9
, f so ,

a'OE f = Edits , ai90
si pone

ff-dpei-E.li/uCEi)convenendo
che too . O = O ( standard aiTdd)

la Somma rieovda le somne di Thiemann

(never definition dell
'

integral secondo R .)

b) per fix→ G. to] miserable si pore

↳ f da
i - sup fygdpe

gey
osgsf

e) f : X→ HI rnisurabiee si dice integrable se

ff 'drests opp . f
,
f
-

dpesto ( per AGE ,
at : = avo e a- is C-a) Vo , quiudi a = at- a-
e latatt ai ) .



Per Tali f si pone

fyfdpei-fyftdpe-fyf.dk
n

d) f : X→ IR si dice sominable (o di dasse

Lb ) se µ fldpesto .

In Tal Caso f ft doe Sto per ogni fi

component di f⇒ fyfidpeesiste ed e- finite .

Pee Tali f si pone

§ f dpe is ( f f , dm, . . - y fjfedpe )
Osservazioni

l ' integral e- linear (salle fuuzieuisommabili)
le definition

-

ai al e b) damn lo steno'

n' sultato per f surepolice % O

- la def . in b) her senses pee ogui fix→ Coif
auche non hvisuvabih

.
Mee ai generale

Vale solo che ff,tf dope % Gf,dpetffzdpe .



- date Eet
,
f miserable su E

,
si pone

↳ fdpe is f f . the dpe
×

.sovioiawospessofflxldxuiveadiffdkh.si
put definite f f dpe auche per fix→ Y

miserable can y spasiovdtouale (di dim . fiuita
e auche mo) .

Che Y sia uno spatio vet .

e necessaries ( of . definitive af )

• se f
,

= fz pi- go .

allow §f, dpe fzdpe .

[ important ! ! ]

• si defiui see If dpe auche se f e-

ruiswrabile e definite su XIN can putNFO

• se f : Ca ,b)→R E witegrab
-

Re secondo Riemann

Allora f e- uiisuvabile secondo Lebesgue e
le due uoioieui di cutegrace coiueidouo

.



Ma quester non vale per e
'

integrate uiuproprio :
se f : (o , tu) → R E data da f Cx) is soft ,

fotnfdx esiste come integrate iveproprio
ma mon Secondo Lebesgue (Ift dxzfotfdxetcs) .

' § f dgo = f Ho) (verifies neo ! )

• Se re E la cuisine die outa i puuti
Suk = IN eerie ↳f da ? Risposta :

as

↳ f dpe = Ef cu)
M=O

per le f positive o Tabi che Efta) <to

oppuve Ef
-

( u) Ctcs . (Borane a diueostrsreo .)
Ma atteuzi one : se f ful : = II ( e f Col is o)
allora fµf dpe men estate mentee E flu)
esiste

.

Yueportaute ;
ui seguito la ueisurabieita (di

uisiauiefuuziaui ) irene taeitameute supports .



Zeorain di convergence

Pneudo X
,
A

, µ come at solito

Teerewadicenv.eugewoanuenotoua.to
.

di Beppo Levi)

Date fu : X→ Co, to] nuisuvabiei
,

it
. c . fu T f ovuuque in X , allora

bin f fudpe = f f doe
user

x X
H

sup ffudpe
n

Lauueaditatoutsatefu : X→ kites] nniswrabib , Allora

leuiuf S
,

fu dm % § (line! Een) dmus to



Teorauadicenvagaotadomiuatacteoreueadi Lebesgue)
Date fu : X- IR (o andre Rte ) t. c .

( i) fu Cx )→ flx) the X (convoy . puutuale)
Lii ) F g : X→ Co ,to] sowuwabnee (dominatione)
te

. lfucx) ) Sg ttxex tu
allora

eggs. f
,

fwdpe = { fdr
Noth Cii ) e- essential ; sostituirla con

f, lfuldpescstcs NON BASTA !

Altvoesawpiodimisuvetsata
g : Rhs G , to] mis .

,
la mubma

een deusita p e- data da

V-E mis .

µ (E) = { Pd mwswadileb .

o IR" e CL" possauo essen sort . da Xe pi

o che µ Sia una nuisance segue da Beppo levi .



Tehama di Cambio di variable

solo per la misuis di Lebesgue
Siano i

r
,
r

'

apati wi Bi

OI i re DEED' classed

(§ bigdteva, 01,8
' '
Sono d )

f : r
'
→ Co , to] miserable

Altera

§
,

fat dx . = off D ldetcrocxslldx
{
Ecr E- is to '

mis
.

Per memoriesare : se x' = IN
,dxi-ldetcoo.cat/dxLastessa

formula hole per f a valor i

wi TR uitegnobiee e par f a valor i wi

Rk souuuabiee
.



0ssevvaxari.se
um

,
I detected 1=110401

e non ol
'

Cx )
,
come hella formula vosta

ad Analisi I
. Spiesare perches . . .

- Judebolete ee upotent su & e- delicate
.

Basta § di classe C
'

e # 0%1=6

per g. o .

Her
'

se § men e- "quasi, uiielteva bisogua

covveggae.la founder pre terrene
conto delle nuolteplieitz .

Attention : la formile di cambio di

variable vista ad Aualisi I viewede
solo che lo Sia e '

. .
. .



Terence di Fubini -Tonelli

(per la mikva di lebesgue)
Sia IR

" '
x IR

"
'
e IR

"

(ne Mitha) ,
E

,
X Ez = : E Cen E

, , Ez mi surdbili,

f fuusieuemisurabieedefewta.su Eek ,xEz .

Se f be halevi wi Esto] allora

⑧ dx = §! { fcxi.xzldxjdxa-fcfifcxi.nldxzldx ,
e valgono tutti i visultati di nuisuvahnlitaueeessaii :

. f- ( o , Xz) E un's . HEE Ez) Nz Cen lNato

. f (x , , . ) E mis . Ht , EE , IN , centNit - O

- xz to f f CK , Xz) da e- luis
.
Su Eun ,

E
,

u x ,→ fqfcxi.la) dxz E mis . su EdNz

Vale hostesses per f a valor i wi Ro Rk

sowuuabiee cioe ftp.fldxsto)



OE.zim.seXi
, Xz Sono spews i Cen misune pei , tea

(cow opportune ipotesi ) vale :

④ ↳%fCa.xydpe.cat/dpgGd=%fCxnxydKCxd/dpgHsl
se f Bo oppure J

,!#fldpe.CH/dpyGic-cs .

. Se Xi CR , µ , =L
"

,
XE IN

, Ma mis .

che Canta

i puuti allora diveuta :

3%4,991 dx) = f. ( E. field ) dx
se f o ti oppure Eflficxldx exo

i X
,

• Se Xi - XE IN e µ
.

-

- pea e- la mi suis che Contee

i puuti , ④

dioeuta.EE?.aiil=Ek.:aii )
se aij 90 oppure § (§ laij ) ) Lto .
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Esercizi

O
.
Date X

,
A
, re

ed E
,
En Ect t. c .

E C Un En ahora NCE) s En tu (Eu) .

1. Date
'

X
,
A

, µ e f : X→ Lo ,-151 misur ,
dimost rare i segueuti enumerate

'

i

A) f×fdµ = O ⇒ f = O 9.0 .

"

⇐ i,
Olivia per approx . con funzioni seiupliei :

data gey t . c . OS g Sf , g = Exile ,
con Ei disgiuuti , allora f = O 9. o .

⇒ g
= O 9.0 .

⇒ xi-OV-it.c.pe (Ei ) >o

⇒ ↳ gdpeo

⇒ f f dpe .

x



"

⇒ , Per ogni too Sia Et { x : f It} .

Allora f I t.tt Et ,

quiudio-fxt.IE, dµ= t µ(Eel ,
quiudi fulEt) - O .

. Siccome Ei={ x i f TO } C YEHu ,

µ (E ) s § peleliu) = 0 .

b) f, fdpe>o ⇒ 38>0 t.ci/uGx:fCx7zgJz0

So da a) che NE ) >O por E = { x : fastof
e siecome C- = UnEun ,

deve es istere

n t
.
c . fu (Eun) 90 .

c) J
,
f dae ites ⇒ f Ctcs g. o .

Delta F : = {x : flat as } , ahora

m . IF Sf V m e quindi

m puff ) s f, fdpe <to
e qui udi pelf) -O .



2
.
C = insieine di Cantor . Allora leto .

as

Ricardo che C = hen con

co Co , ,] ,

4=0
i

?
- G 's] UH , it ,

Eu = Unione di 2" intervale disgiuuti
IT

,
. . . .

, Ina di luughezza 1/3
"

.

Sieeome Cut, C

ICI = lui Kul = lungis Izu - o .

uses

3
.

Se A e- apeuto in RY allora I Also .

Ovoio : A contiene cub i non degener in . . .

4 .

Costwine K CIR compalto con 1kt > O e

parte interna ouota (⇒ k tot
.

Seonnesso) .

Costanzi one "

Tipo Cantor, .



Pongo Ko : = Co, if

Ki e- olteuuto Soltisendo da ko un intervale

Centrale di luughezza Iq , quiudi Kisi UIL

Kz e- olteuuto Soltraendo da Ciasun I
'

i

un intervale Centrale di laugh . 5¥ .

Quiudi KE 57
.

- - n L

In fine pongo K is %oKn .

Allora

Iko 1=1 ,
I Kil - l Kol - Iq = I- I

,
,

lkzl I 1141 - 2. To = I - (14+18)
✓

- - l

htt

1-I Kul I l Ku- it - 2¥ = I - § , zu

Sicaome kn t. K
,

I KI = lungi l Kul = I- 1%6=3 .



5) Data f : Costas)→HI miserable
.

Allora se f 30 (

oppwveflfcplpmdga.es/K/pyfClxlldx=fotfTp1enpmdp
→

dove cu : - Vdm , (S
") sfera@D-diuy0BCo.D .

a'OE cu = hay car du is Volu ( Dp
" )

Dalla Chiusa n-dim
,
BCQI )

Dihrostvaziaee b ) per b-2
ZIT

ffdxDdx= ! ftp.pde/dO--2TITflp1pdp
1132 T

coordinate polar i
⇐ (peerO, pseud Con f 30,050529
dx = pdpdo



Dino stratiwe 2) per h 9- 3

Come prima weirdo le cooled
. sferidie :

(controllate i deltagli ) :

X = (poos O , , f seuO , cos Oz, pseud ,Sengasf,
- . . . if Huo ,

.
. . .
Cos Om , f Seno, - - -Saif, )
--

Olde, Oi , . -you- i )
cow Osp so , OSO

,
524

,
O S Oz , . . . , Om ,

SF
.

Allora

dye pm@uQY4seuQJ? . - - Genome)
'

.

Per la diauostr . usave che

chip
,
Q
.
. .

> Out = Heera ,dude, Q, . . ., Om) - Sena)

Diuostvaziouesssidiurostva6) per passi i
a) f - I

[ro
, rig

on O ShoCr.

b) f = I E Cen Ennis
.

C [o, to)



e) f seeupleee 90

d) f qualeuque 30

6) ealcolave I palla in IR
"

Beer)

B&o
,

ad "
ga ftp.acnpn

- '

dy

formula in Ex .5) an flpli-tqh.co,ry
= en fight - ady
= {
to season

Cn r
n- a

Ia
se ash

7) Dine per qualia i seg . integral
Sono finite

'

" §,¥iad× b) In dx



a) usaudo che Eo , D
"
C BA, rn )

to.in#iad" s I ¥,adxBarn )

→ f -- i <+es se ash

[o , ifu

U'sando chefs in 0 BE
,
D n Ext xiao}
-

H
.

↳nltxadx
E ! dx E

"

spicewoo
di sfeva

"

= In I ¥adx
BCQD

⇒ f - - - - = to se ash

G. igu

Conclusion f - - - - e- feiuto SSE ash .

Co,Bu



b) fan c ,
do =

a- Cup
"-'

de

= I ieieiade + I ade
22

so:*. si:¥*
finite Sse x-htt C l fduteosse I- htt 91
cioe an eioe asz

Conclusion : l ' wit
.
e- fante Sse Each .

8)Dato F mis
.
ai IR een It 170 allora

F E CF
,
E men miserable

.

Variant dell
'

Esaupro di Vitali

Mi liuuto al Caso di t liwitdo
(dimestate che ai si pub rieendurne

a quester cases i date F te
. IF I so

esistef 'CF limitat con IF ' 190 ) .



Bati x
,
x

' ER
,
dice Xnx ' se x-HE ¥

Costvuisco E cost i

eazionali

pee Oguri classe di equiv . Ex] E IRL

tic
. [if n F 40 sedge x ' e- feint ;
E E l

'

uisieiui di Tali x '
.

Ossuvo che

(a) V *e IR en ste al pin we X ' E E

t
. c .

x rn x (vevifieateeo ! ) ;

(b) tf x et en's-6 X'EE t
.
c. Knx ;

(e) { Et y : y c- Q } serious .disgiuiti Caso@)
(d) proto L t. c . F C EL , L] allover

G i = U Ety centime F Luso (b) j
y EQ n C-242L]

(e) 9 C C- 444L] .



Ia parti colan :

(f) F C G C C-4444

Se per assundo E fosse misuse .

G savebbe undone humevrabiee di

uisiani disgiuwti con mineral El ,

quuudi 191 - as .IE/--0opp . to

the (f) → 0<19 Is to .
Assuvdo !

Ossein
.

Sia C e
-

ius
.

di Cantor
,
K e

-

uisiaue

"

tipo Cantor , , costume in Ex . 4 .

Esiste OI omeoworfiauo di R →R
t

. c . ⑤KI - K ( pronate a costruined .

Sidonie K centime soltoiusieui

men miserable e e no
, §

NON meander ruiswabili hi anisuvebib .



9) these E C IR mis
.

e of th SIE I

allow F E '
CE mis

.
t
. c. . f- ' km .

Suppougo IEktcs , e the R perigo

Ex i = En Go , x] .

Allora la fuegian

f- Cx) i = I Ext

E continua .

Infate
'

por x 'sx male

Os f Cx y - fCx) =/ En (x , x] Is X
'
- o -

Iuoltre f (as) so ; f Got =L El .

I viteri come limit
.

Quindi peril teor. dei Valeri uitevmedi
Fx t

. c . we = fix) = I Ext .

Zonate a forever
'

il Caso IE f- to e
le segment variant



Variant I Cosa succeeder r impartsaudio

L '
con pi miswa su A o -algebra suits

¥¥k ?

ipotesi che seeuplifiea la demands

Ris.

Ie visulteto Vale se HEH ) so HXEIR

( una wisure an quester proprietor si chiana
" men atemica a) .

Vanante2 Cosa succeed su IR
"

?
lion per tu misuis se et

s-algebra
su IR h che centime gli apeak .

Ris.

Ie visulteto Vale se HEH ) so HXEIR


