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Foglio di esercizi 7

Discussione soluzioni: 11.05.2022

1. Sia Y; il valore ottenuto lanciando un dado a sei facce. Sia X; 1" ultima cifra di Y?2. (Per esempio, se
Y; = 4 allora Y2 = 16 e X; = 6). Definiamo X,, come

x, = Xttt Xa (1)

n

(a) Calcolare il valore atteso e la varianza di X,

(b) Si predica il valore di X,, quando n & molto grande (a che numero sard molto vicino?)

(c) Si trovi il valore di n tale che il valore predetto al punto precendente per X,, sia corretto con
una tolleranza di 0.01 con una probabilita di almeno 0.99. (Non bisogna usare la correzione

di contiinuitd in questo caso). (Suggerimento: ricorda che ®(2.5) — ®(—2.5) ~ 0.99, i.e., the
I'intervallo di confidenza bivariato al 99% e di circa 2.50.)

(d) Sia Sig0 = X1 + X2 4+ -+ + X100- Se si dovesse predire la prima cifra di Sjgo, che cifra an-
drebbe scelta per mnassimizzare la probabilita di essere corretti? Quanto vale questa probabilita,
approssimativamente? (Non c¢’& bisogno di usare la correzione di continuita).

2. Si consideri un campione {Xy,..., X, } di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite
(iid) con distribuzione di Bernoulli con parametro p: X; ~ Ber(p).

(a) Verificare che la funzione di massa della distribuzione di Bernoulli puo essere scritta come px (z|p) =
p*(1 — p)'=% per z € range(X;) = {0, 1}.

(b) Usando 'espressione ottenuta al punto precedente, calcolare lo stimatore di massima verosimiglianza
per p.

(¢) Si tratta di uno stimatore corretto? Lo stimatore & consistente?

3. Si consideri un campione {Xi,...,X,} di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite
(iid) con dentsita
Ae ™™ sex >0

0 altrimenti

fx (@A) = {

dove A > 0 ¢ il parametro della distribuzione. Questa distribuzione di probabilita e detta la distribuzione
esponenziale con parametro .

(a) Controllare che la funzione fx(z|\) sia una densita di probabilitd per ogni scelta di A > 0
(b) Sia X una variabile aleatoria con densita fx(x|A). Si calcoli il valore atteso e la varianza di X
(c) Si calcoli lo stimatore di massima verosimiglianza A, di A per il campione {X1, ..., X,}

(d) Quanto vale lim,_, o IP’(% — 5\1 > €)? A quale valore converge An?

n

4. Sia X7,...,X, un campione casuale estratto da una legge uniforme sull’intervallo (continuo) [0, 6] (il
parametro della distribuzione & quindi #). Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza per 6.
Suggerimento: Il massimo della funzione L(x1,...,,|0) = f(x1,...,2,|0) in questo caso non si trova
differenziando, ma facendo attenzione all'intervallo di § dove L(z1,...,z,|0) # 0. Questo intervallo
dipende da {z1,...,z,}

5. Si consideri una popolazione di distribuzione (continua) Uni f(—6,40) e si proponga per 6 uno stimatore
0 basato su un campione casuale X1, ..., Xoq00 - CliAccando qui si trova un file csv contenente un
campione di 2000 dati. Si dia una stima per 6 usando 0(x1, ..., x2000) € i dati del file.
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6. Si consideri un campione {Xi,...,X,} di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite
(iid) con dentsita
6292=0=1 perz >2
z|0) := -
fx (1) {0 altrimenti

dove 6 > 0 e il parametro della distribuzione.

(a) Controllare che la funzione fx(z|f) sia una densita di probabilita per ogni scelta di 6 > 0
(b) Sia X una variabile aleatoria con densita fx(x|6). Si calcoli il valore atteso e la varianza di X

(¢) Si calcoli lo stimatore di massima verosimiglianza 6,, di 8 per il campione {X1,...,Xn}

7. (Da fare dopo la lezione di martedi) Si discuta se lo stimatore di massima verosimiglianza per il
parametro A di una distribuzione di poisson & corretto e/o consistente.



1. Sia Y; il valore ottenuto lanciando un dado a sei facce. Sia X; I ultima cifra di Y2, (Per esempio, se
Y; = 4 allora Yi2 =16 e X; = 6). Definiamo X,, come

_ Xt ot Xa
X,="— " (1)
n
(a) Calcolare il valore atteso e la varianza di X;
(b) Si predica il valore di X,, quando n & molto grande (a che numero sara molto vicino?)

(¢) Si trovi il valore di n tale che il valore predetto al punto precendente per X, sia corretto con
una tolleranza di 0.01 con una probabilita di almeno 0.99. (Non bisogna usare la correzione
di contiinuitd in questo caso). (Suggerimento: ricorda che ®(2.5) — ®(—2.5) ~ 0.99, i.e., the
I'intervallo di confidenza bivariato al 99% ¢& di circa 2.50.)

(d) Sia S1g0 = X1 + Xo + -+ + X100- Se si dovesse predire la prima cifra di Sigg, che cifra an-
drebbe scelta per mnassimizzare la probabilita di essere corretti? Quanto vale questa probabilita,
approssimativamente? (Non c’¢ bisogno di usare la correzione di continuita).
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2. Si consideri un campione {Xj,..., X, } di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite
(iid) con dentsita

Ae ™ gex >0

0 altrimenti

Ix(x|A) := {

dove A > 0 ¢ il parametro della distribuzione. Questa distribuzione di probabilita ¢ detta la distribuzione
esponenziale con parametro .

Controllare che la funzione fx(z|\) sia una densita di probabilita per ogni scelta di A > 0

(a
(b
(c
(d

Sia X una variabile aleatoria con densitd fx (z|A). Si calcoli il valore atteso e la varianza di X

Si calcoli lo stimatore di massima verosimiglianza Ao di A per il campione {X1,...,X,}
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Quanto vale lim,,_, [P’(% - )% > €)? A quale valore converge 5\n?
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Si consideri un campione {Xj,..., X,} di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite
(iid) con distribuzione di Bernoulli con parametro p: X; ~ Ber(p).

(a) Verificare che la funzione di massa della distribuzione di Bernoulli pud essere scritta come px (z|p) =
p*(1 —p)1= per x € range(X;) = {0,1}.

(b) Usando ’espressione ottenuta al punto precedente, calcolare lo stimatore di massima verosimiglianza
per p.

(c) Si tratta di uno stimatore corretto? Lo stimatore & consistente?
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Sia Xi,...,X,, un campione casuale estratto da una legge uniforme sull’intervallo (continuo) [0, 6] (il
parametro della distribuzione ¢ quindi #). Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza per 6.
Suggerimento: Il massimo della funzione L(z1,...,,|0) = f(x1,...,2,]0) in questo caso non si trova
differenziando, ma facendo attenzione all’intervallo di § dove L(x1,...,z,]|0) # 0. Questo intervallo
dipende da {z1,...,z,}
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Si consideri un campione {Xj,..., X,} di variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite
(iid) con dentsita
0202791 per 2 >2
x|0) == -
Tx(lf) {0 altrimenti
dove 6 > 0 ¢ il parametro della distribuzione.
(a) Controllare che la funzione fx(z|6) sia una densita di probabilita per ogni scelta di 8 > 0

(b) Sia X una variabile aleatoria con densita fx(x|@). Si calcoli il valore atteso e la varianza di X

(c) Si calcoli lo stimatore di massima verosimiglianza én di € per il campione {Xq, ..., Xn}
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. (Da fare dopo la lezione di martedi) Si discuta se lo stimatore di massima verosimiglianza per il
parametro A di una distribuzione di poisson ¢ corretto e/o consistente.
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