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Introduzione

Questa tesi ¢ incentrata sullo studio della disuguaglianza di Gagliardo-Ni-
renberg, provata indipendentemente da E. Gagliardo nel 1958 [1] e da L.
Nirenberg nel 1959 [2]. Si tratta di una disuguaglianza di tipo interpolatorio
molto generale, che include come caso particolare il teorema di immersione
di Sobolev, e che ha svariate applicazioni in diversi campi dell’analisi e della
teoria delle equazioni alle derivate parziali.

La disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg e la seguente: per ogni funzione
u : R™ — R sufficientemente regolare si ha

1D7ul| Lo(rny < CID™ul|gr@m [l arny:
ovem,j €N, 0<j<m,qréello, ac [%, 1] e p ¢ determinato dalla
relazione
1 g (1 m) 11—«
S==tal-——|+ :
p n romn q

In questa relazione, ;1) puo anche essere nullo o negativo: in questi casi si

intende, secondo la definizione di Nirenberg, che p = 0o o che u € C*? con
b=|-3ley=—2-k

La disuguaglianza viene provata nella sua piena generalita; se ne descrive
in alcuni casi speciali la costante ottimale nonché le funzioni che realizzano
I'uguaglianza. Si e cercato di fornire per tutti questi risultati una dimostra-
zione completa e autosufficiente, con alcune eccezioni per certi teoremi che,
per la loro generalita e complessita, non potevano essere inseriti senza au-
mentare a dismisura le lunghezza della tesi. Si descrivono anche, in modo
necessariamente sommario, alcuni esempi che illustrano le applicazioni della
disuguaglianza a problemi non lineari nella teoria delle equazioni alle derivate
parziali.

Descriviamo brevemente il contenuto della tesi. Il primo capitolo e dedicato
alla dimostrazione della disuguaglianza: si mostra dapprima che se essa ¢
valida nei casi estremi a = 1, e a = %, allora essa vale per ogni o € [%, 1].
Poi, dopo una descrizione delle proprieta di regolarita degli aperti di R™ con
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particolare riferimento a quelle rilevanti per i teoremi di immersione di tipo
Sobolev, cioe le proprieta del segmento, del cono e di locale Lipschitzianita, si
dimostra la disuguaglianza nei casi estremi o = # e a = 1, che corrisponde
al teorema di Sobolev. Infine si fa cenno ad alcune eccezioni alla validita
della disuguaglianza, relative al caso a = 1 allorché I’esponente r ¢ tale che
m — j —  sia un numero naturale.

Il capitolo 2 riguarda la determinazione della costante ottimale e delle funzio-
ni che realizzano 1'uguaglianza nel caso in cui p = oo e j = 0, considerando
anche una estensione della disuguaglianza al caso ¢ = 2 e m ¢ N, descrivendo
un lavoro dovuto a L. Schiitz, J.S. Ziebell, J.P. Zingano, P.R. Zingano [22].

Nel capitolo 3 si considera il caso m =1, 7 = 0 e r = 2, e si studia I'esistenza
della costante ottimale per mezzo dell’analisi dei minimi del funzionale

Bl =5 [ [Vu@Pde+ [ jula)rda,

sotto il vincolo ||u||, = 1. Questo studio richiede svariati risultati preliminari:
un po’ di analisi convessa, il teorema dell’inversa per applicazioni monoto-
ne, il teorema del cambiamento di variabile monotono, la disuguagliamza di
Brunn-Minkowski e alcuni risultati della teoria del trasporto ottimo. Utiliz-
zando tutti questi strumenti e seguendo il lavoro di M. Agueh [I6] si riesce
a risolvere (in certi casi, vale a dire ¢ = 1 + £ e ¢ = 2(p — 1)) I'equazione
di Eulero-Lagrange del funzionale E(u), ricavando la costante ottimale e le
funzioni che realizzano 'uguaglianza.

Nel capitolo 4 si cerca la costante ottimale nel caso 7 = 0, m = 1, senza
vincoli su r, utilizzando 'operatore r-Laplaciano —div( |Vu|""2Vu), che &
quello che interviene nell’equazione di Eulero-Lagrange, seguendo l’articolo
di M. Agueh [I7] e generalizzando i risultati ottenuti nel capitolo precedente.
Infine il capitolo 5 riguarda ’applicazione della disuguaglianza di Gagliardo-
Nirenberg allo studio dell’equazione di Schrodinger non lineare, seguendo la
strada descritta da J. Bellazzini, V. Benci, M. Ghimenti, A.M. Micheletti
[15]. Utilizzando la disuguaglianza di Pélya-Szego, il lemma di compattezza
di Strauss, l'identita di Pohozaev e il principio variazionale di Ekeland, si
cercano soluzioni dell’equazione di Schrodinger che siano radiali e non nega-
tive (le cosiddette soluzioni di “ground state”). Introducendo un opportuno
funzionale integrale, e mostrando (grazie alla disuguaglianza di Gagliardo-
Nirenberg) che esso ¢ inferiormente limitato, si riesce a costruire una succes-
sione minimizzante verificante la condizione di Palais-Smale, che converge a
un punto di minimo del funzionale, cioe una soluzione di ground state dell’e-
quazione di Schrodinger.

Conclude la tesi una breve appendice contenente una lista di teoremi classici,

v



utilizzati nella tesi ma ben noti, e dunque non bisognosi di dimostrazione,
perché ampiamente illustrati nei corsi seguiti durante gli anni precedenti.
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Capitolo 1

Disuguaglianza di
Gagliardo-Nirenberg

In questo primo capitolo affronteremo lo studio della disuguaglianza di Ga-
gliardo-Nirenberg. Nel corso del capitolo, mostreremo che ¢ conseguen-
za indiretta di un classico teorema di Sobolev [6.0.23] Cominciamo la no-
stra trattazione, sviluppando i prerequisiti che ci servono per inquadrare il
problema.

Definizione 1.0.1. Sia u : Q@ C R" — R e v €]0, 1]. Diremo che u soddisfa
la condizione di Holder con esponente v e scriveremo u € C%7(Q) se

_ u(z) — u(y)]
[U]CO,W(Q) = ;;lepﬂ W < 00. (1].)

In generale, dati m € N e v €]0, 1], diremo che u € C"™7(Q) se

[U]C’m,»y(ﬂ) = Imax [Dau}cﬂ,'y(g) < OQ.

laj=m

Definizione 1.0.2. Sia p € R per cui % €] — 00, 1] . In base al segno di p
diamo le seguenti definizioni:

1. per p > 1 poniamo LP(Q2) = {u : Q@ — R misurabili : ||u||r@) < oo},
dove la norma ¢

1
(Jo lu(@)Pdz)r p # o0,
lull o) = { (1.2)
SUp,cq [u(z)]  p = oo;
2. per p < 0, posto v = —2 — s dove s = [—ﬂ, definiamo lo spa-

zio LP(Q) = {u : @ = R : |lu||r@) < oo} dove, in questo caso, la

1



Capitolo 1

seminorma ¢ di tipo Holder (1.1))

[DSU]COW Q Y 7é 07
[ullzr@) = @ " (1.3)
Sup,cq |[D*u(z)| v =0.

Osservazione 1.0.3. Per p €]0, 1] lo spazio metrico (L*(£2),A,) non ¢ lo-
calmente convesso e la distanza A, (u,v) = [, |u(x) — v(z)|Pdz non ¢ indotta
da alcuna norma (contrariamente lo spazio sarebbe obbligatoriamente local-
mente convesso). Infatti se per assurdo esistesse una tal norma, varrebbe
Ay (u,v) = |Ju — v|| e quindi per ogni A € R

[A(w = v)[ = Ap(Au, Av) = [APAL(u, v) = [AP[lu— o
il che e assurdo per le proprieta delle norme.
Passiamo subito ad enunciare, quindi, il nostro risultato fondamentale:

Teorema 1.0.4. Siano q,r € [1,+00] e m,j € N. Consideriamo una fun-
zione u € LI(R™) per cui le derivate di ordine m stiano in L"(R™). Allora
per ogni j € [0, m], vale la sequente disuguaglianza

j . m « - j
||D]u”Lp(R") < C(n>ma]aQ>rv Oé)HD UHLT(R”)”U’H}A(R”)? Vo € Ea 1}
(1.4)
dove p rispetta la sequente identita
1 ’ 1 m 1 -«
:]+a<—>—|— , (1.5)
p n roon q

fatta eccezione per questi due casi:

1. se 3 =0, ¢ = co e rm < n dobbiamo fare un’ulteriore ipotesi sulla
funzione; possiamo richiedere che sia infinitesima all’infinito o che sia
s-sommabile con s > 1;

2. ser €]l,00[ em —j—2 €N allora (L.4) vale solo per o € [L,1].

La prima cosa che vogliamo mostrare ¢ che la nostra disuguaglianza (|1.4)),
corredata della relazione sugli esponenti ((1.5)), ¢ ben definita, nel senso che
p & [0,1[. Infatti in tale maniera la quantitd || D’u||r»®n) assumera talvol-
ta il significato ([1.2)) talvolta quello ((1.3). Analizzeremo caso per caso la
situazione. Supponiamo « = 1: allora con semplici conti si ottiene che

p< 01> p>l<=1<r<

m—j m—j

(1.6)



Capitolo 1

Inoltre & facile notare che

n
0<p<l<—=—=sr<—<1. (1.7)
n—+m-—)
Ma per le ipotesi del teorema vale r € [1,+0o0], quindi la condizione
(1.7) per & =1 non puo valere e vale quindi la ((1.6). Analizziamo ora il caso
a = L anche qui con semplici calcoli si ottiene

1 1
p>l<<=->0A-<1, (1.8)
p p

da cui ricaviamo che

1. per ogni r,q € [1,00] vale

1 ) - ) o
—>0<:>i m ‘7>0<:>2 m=J
P mr mq T q

> (0 <= jg+r(m—j) > 0;

2. per ogni r,q € [1,00] vale ¢ > 1 — % e quindi

1 7 m—7 ) .
<l =+ <m<= jqg+r(m—j) <mrqg<=
p r q
. _ J4q
<~ jg+rim—j—mq) <0<=r>
mqg—m—+ )

Dal momento che
Jq

————— <l jg<mg—m+j<=q=>1,
mqg—m+ )

. o . N . o i .
d¥ conseguenza la condizione (1.8)) ¢ sempre verificata per a = - al variare
di j < m. Inoltre

r n mr mq r g n mq+n

Interpretando graficamente i risultati ottenuti, abbiamo i grafici della Figura

i quali mostrano che per r # mL_] vale % €] — oo, 1].

Jonsideriamo allora 1'ultimo caso rimasto, r = m’ij. Dato che per ipotesi

r > 1, allora n > m — j e la relazione ((1.8)) mostra che anche in questo caso
p > 1. 1l grafico corrispondente ¢ in Figura (1.2
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l/p

1p. 4
1" +

p* T ~__

1/p - \
1/p** o

[l L N
i/m 1 ¢
1 +
Figura 1.1: In rosso il caso mZin < 1 < %5, in celeste quello r > e in
. ng
giallo r < g
l/p A
1 &+
1/p'4
L ] >
L] T Cd
j/m 1 ¢
. . ) o
Figura 1.2: In giallo r = Pl



Capitolo 1

Osservazione 1.0.5. Prima di iniziare con le proposizioni preparatorie alla
dimostrazione del teorema, facciamo alcuni commenti utili

1.

I1 valore di p e chiaramente determinato dall’analisi dimensionale.

. Se scegliamo « = 1 nella (1.4 si perde l'informazione u € LI(R") e il

teorema coincide con il teorema di Sobolev.

% e il piu piccolo valore che o puo assumere, e questo puo essere visto
scegliendo u(z) = sin(Ax1)((z) dove ¢ € Cg°(R™): per A grandi otte-
iamo [[ull oy = O(L). [ DVl oz = O), [ D" 1r ey = O(A™
dove nessuno O puo essere rimpiazzato con o. Quindi se valesse
per a € [0, L[, avremmo che O(N) < CO(A™*)O(1) = O(A™*) = o(N)

che non puo essere vero.

Dalla dimostrazione sara chiaro che il risultato sard ancora valido se la
funzione e definita su un dominio prodotto di questo tipo

1, €R, m€R":s=1,..k t=k+1,...n

e quindi su ogni dominio che possa essere messo in corrispondenza one-
by-one col dominio prima citato, mediante una mappa sufficientemente
regolare.

Per un dominio limitato con frontiera liscia, il risultato ¢ ancora valido
se aggiungiamo il termine C ||u|| s nella parte destra dell’identita (|1.4)
per un certo s > 1. Quindi la disuguaglianza diventerebbe di questo
tipo

ID7ul| Loy < ClID™ullfr oy lullzafey + Cullull e,

questo segue dal fatto che se u verifica la disuguaglianza, anche u + C
deve verificarla. La costante dipendera dal dominio.

Per un opportuno p, stime analoghe sono valide per le p-norme delle
D’u su sottospazi vettoriali di dimensione minore.

Una disuguaglianza simile esiste per le derivate frazionarie ma la dimo-
strazione e tutt’altro che elementare.

Descriviamo ora brevemente quale sara la strategia che useremo per dimo-
strare il teorema. Gli step principali della nostra dimostrazione saranno:
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1. per ogni funzione u € L(R™) le cui derivate di ordine m stanno in
L"(R™) dimostreremo per ogni j € N per cui 0 < j < m —1 la seguente
disuguaglianza

; L -4 1 J m—j
J m m m = .
1Dy < CID™ul oy iy, 5 = 2+ Tt (19)

2. per ogni funzione v € LY(R"™) le cui derivate di ordine m stanno in
L"(R™) dimostreremo per ogni j € N per cui 0 < j < m —1 la seguente
disuguaglianza

||Dju||Lp(Rn) S CHDmUHLr(Rn) = - — ) (110)

3. grazie alle relazioni (1.10]) e ((1.9)), possiamo applicare un processo di in-
terpolazione che ci fornisce la disuguaglianza finale (|1.4)) con le relazioni

[L3).

Ognuno di questi step, poi, ha bisogno dello sviluppo di casistiche ulteriori,
che in tal caso dipenderanno dalle relazioni mutue tra r e n.

Lemma 1.0.6. Siano 1 < p < q e § € [0,1]. Allora per ogni funzione
u € LP(R™) N LYR™) vale
1 6 1-4

[l oy < ull 7o R")HuHLq (R7) o= 5+T7

e quindi in particolare v € L"(R™).
Dimostrazione. Sia r > 1 allora
el ey = [ Ju(@)"de = [ fu(@)u@)] D dz = |[Juf|u] | L gy,
R" R"
(1.11)

Considerati s,t € [1,00] per cui s +t = st, grazie alla disuguaglianza di
Holder otteniamo

eal ™ my < Nl e ey N el e ey,

ossia
Il O gy < el ey e (1.12)

9)(Rn)
Grazie a ((1.11)) e (1.12) otteniamo
(1-6
lllE gy < Nullreo o [l i gy

6



Capitolo 1

da cui

e A I o (1.13)

Posto rsf = p e rt(1 — 0) = ¢ otteniamo per le relazioni su s e ¢

p q . pq p q _ pq
0 H1—6) P0(1—6) 6 (1-6) ro(1—0)

da cui, effettuando i conti,

1 5 iy 1-10
o z?q + 1pq9 - + -
" gn-e 910 q p
e la disuguaglianza (1.13]) diventa
[ul| r @) < HUHLP R”)HUHL‘I (R)*

Per continuita la (1.13]) si estende ai casi in cui gli indici sono infiniti. O

Lemma 1.0.7. Supponiamo di aver dimostrato la validita di (1.4) per il
valore o = 1; allora per s < n wvale per ogni u € C§°(R™)

=+[3

||| Loo (mry < C||Dully

Ls R")HuHLt (Rm)> T lyn_n
t

S

Dimostrazione. Grazie alle nostre ipotesi, fissati 0 < v < 1 e € > 0, grazie al

lemma [1.0.6] abbiamo

[[ufl Lo my < Cllullwrr@gny =
= C[IDul L@ + |lul
<  C|Du|

Ls Rn)] <

LS(R" + C“U/HLt Rn HuHLoo Rn) S

IN

C{H | +° i|| I + i [[ul]
ULSRn 7ULtRn ULooRn .
[D &)+ = &+ )|

Se scegliamo € = [12;07]1_7 otteniamo
||u||Loo(Rn) S 2C||Du||Ls(Rn) + 20||u||Lt(Rn), (114)
e quindi, sostituito u(x) con u(Azx), con A > 0, nella relazione ((1.14)) abbiamo

||u||L°°(R”) S Cl)\l_% ||Du”LS(R”) + CQA_% ||u||Lt(Rn).

Dunque, posto A = (4| s&n) € B = Csllul|1tmny otteniamo

]| ooy < A'TEA+ATEB = ¢(N). (1.15)

7



Capitolo 1

La funzione ¢ ¢ derivabile per A > 0; poich¢ 1 — 2 > 0 e —% < 0 allora

limy o+ ¢(A) = limy_, 400 ¢(A) = 400, quindi la funzione ammette punto di
minimo A\g > 0 per cui ¢/(A\g) = 0. Di conseguenza

n n 1 _ 1
o =4(1- g) % B%)\‘l‘? —0= A= BFFEA TEEK(n, 1, 5)

da cui sostituendo nella relazione (|1.15]) otteniamo

IS

n
n
e

TET - BT T AT g%

= [K'7% + KHAPB"™ = Ol Dullfo o w1

ove 0 = = ]

Lemma 1.0.8. Supponiamo di aver dimostrato la validita di (1.4) per il
valore o = 1; allora per s > n wvale per ogni u € C§°(R™)

n
t

[u]con@ny < C||Dullf

Y
L R")HUHU Rn) 0 = [
Dimostrazione. Grazie alle nostre ipotesi, fissato 0 <~y <1 — 2, abbiamo

||u||CO"Y(R") = ||uHL°°(R”) -+ [U]Co,y(Rn) S OHUHWLS(R") =

= C (1Dl

da cul ricaviamo

Ls(Rn)) <C (HDU’

Loen) + [|u| Loy + ullzegn) + ull o gy

[U]COW(R”I) S C (||DuHLs(Rn) + HuHLt(Rn)) . (116)

Inserendo nella relazione ((1.16]) la funzione u(Ax), con A > 0, al posto di u(x)
otteniamo

N congny < C (A7 )+ AT full ey

da cui, posto A = C||Dul|

Lo@®n) € B = Cl|ul|tgny, ricaviamo
Wconmn < AN TETAFATETIB = ¢(\),  1-——v>0> —%—7. (1.17)
s
Dal momento che ¢ ¢ derivabile, ¢ > 0 e limy_,o+ ¢(A) = limy_,, ¢(A) = 00,

minimizzando la funzione ¢ sui A > 0 otteniamo che il punto di minimo Ay
rispetta ¢'(A\g) = 0, ossia

n n HB ro_m
"(A :(1—9— )A)CT’Y—B@,\"*PW: VA D S A h
¢() s Y ; t 0= X\ (1_%_7)14

8



Capitolo 1

Sostituendo questo valore Ay nella relazione |D otteniamo

. n _ n
< KBTI AT _ EE) T
[u]con (mm) ||U||Lt &y DUl e feny

]

Enunciamo e dimostriamo, infine, un risultato di interpolazione che ci per-
mettera di ottenere la nostra disuguaglianza:

Teorema 1.0.9. Supponiamo di aver dimostrato la validita di . ) per 1
valori estremalz a=<Lca= 1 allora essa continua ad essere verificata per

ogni o € [L 1] che soddzsﬁ

Dimostrazione. Supponiamo in prima istanza che p € [1,4+o00[. La nostra
ipotesi e che valgono

j m j m, -
| D7ul[ o1 gy < CLl|D™ul[prwnys | D7 ull ez @y < Col| D™ ull 7y 0] Loy
(1.18)
con le seguenti relazioni sugli esponenti
1 1 —j 1 4 41 1- L
-7 — =4 ]<—m)+ mo(1.19)
pr T n P2 n m\r n q

Allora sfruttando entrambe le disuguaglianze in (1.18)), e grazie al lemma
[1.0.6] otteniamo
(m— J)( —9)

0
1D7ull oy < 1Dl fon (o) | D7l g ey < CYC; ™0™ HLT R") HuHLq &™)

quando
1 6 1-90
-=—+ e 0¢€]0,1].
p D1 P2
Inoltre, grazie alla relazione (|1.19)), vale che
1. 0 1=0_
p b1 p2

r n m \r n q
— lifpra-pd](tomy 000
- (e
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Sia ora p = +o0o. Applichiamo il lemma a D’u e otteniamo

1Dl < CID™ s I Dl ey, 0= T+ (120)
t s
Inoltre, grazie alle nostre ipotesi, valgono
] m j m # 1_%
1D ull ey < el| D™ ull ey, 1 D7ullpieny < call D™l By el pagien
(1.213
con le seguenti relazioni sugli esponenti
1 1 m-j—1 1 5 (1 m\ 1-2%1
7:7_7]’ =‘7+‘7(—)—|— m (1.22)
s T n t n m\r n q

Allora sfruttando entrambe le disuguaglianze in 1} e la ((1.20)), otteniamo

011 (m=)(1-0)
||DJU||L°° Rr) < 00102 |1D ”Lr RA) ||U||Lq (R)

Inoltre, grazie alle relazioni ((1.22)) e (1.20]), vale che

1 1 1—
0= e(_)+9:
S n t

q

Per concludere analizziamo il caso p < 0. Applichiamo il lemma [1.0.8| a
D¥tiy, dove k = [—ﬂ, e otteniamo

1 o
= _.I_ L
k k k n
[D**ulcnoy < Ol Dl oo | Dy, 0= o7
n t s
(1.23)
Inoltre, grazie alle nostre ipotesi, valgono
k+j5+1 m k+7 m kt 1-24d
| D ull psrny < a1l D ul|prrny, (1D ul|pegny < cal| D U||Lr(Rn HUHLq (®™)
(1.24)
con le seguenti relazioni sugli esponenti
1 1 m-—j—k-1 1_k:+j+k+j<1 m)+1—’jjj
s T n ’ t  n m \r n q
(1.25)
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Capitolo 1 1.1. Regolarita geometrica dei domini euclidei

Allora sfruttando entrambe le disuguaglianze in (]1.24]) e la (1.23)), otteniamo

; o+(1-0)ktd  (1-0)(1-242
(D" oy < Cclek™|| D™ ||mn ||u||Lq Rnﬁ )

Inoltre posto i = k + j, grazie alle relazioni e (1.25), vale che

0 11y 1-0_
n o 0(3 n>+ t
i ; 1 4
— 0(1_M_1>+(1_9)<Z+Z<1_m> m)z
T n n n m \r n q
1—-0)(1—+
_ (9+1—9)+{0+(1—0)}(1_m)( )(1-w)
T n q
1 1 m 1l—a
- W“(;‘ﬁ) P
ossia i _ . .
0T :‘7+a<—m>+ —° (1.26)
n n roon q

Posto y = —2 — k allora [D¥u) coqvgny = || D7u|| Le(rn) € la relazione ([1.26))

diviene ,
1 1 m -«
—==tal-——]+ :
p n ron q

]

1.1 Regolarita geometrica dei domini euclidei

Molte delle proprieta degli spazi di Sobolev definiti su domini 2 C R", e
in particolare le proprieta di immersione di questi spazi, dipendono dalla
regolarita di €2 stesso. Tale regolarita solitamente e espressa in termini di
condizioni geometriche o analitiche che un dato dominio soddisfa. Il teorema
1.0.9| mostra la connessione tra la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg e
il teorema di Sobolev, ragion per cui, tali proprieta di regolarita, diventano
importanti anche nel nostro caso. Ora ne preciseremo diverse, considerando
le relazioni che intercorrono tra esse.

Definizione 1.1.1. Sia v € R" \ {0} e, per ogni x # 0, indichiamo con
L(z,v) 'angolo tra i due vettori. Per ogni dato v,p > 0e 0 < k < 7
definiamo l'insieme

k
C:{xER":O<]3&\§p, L(x,v)ﬁQ}U{O},

chiamato cono finito di altezza p, generatrice v e apertura k con vertice
nell’origine.

11



Capitolo 1 1.1. Regolarita geometrica dei domini euclidei

Definizione 1.1.2. Siano yi,...,y, € R" vettori linearmente indipendenti,
definiamo il parallelepipedo con un vertice nell’origine

P:{ZAjyj: 0< )\ <1, 1§j§n}
j=1

Osservazione 1.1.3. Se consideriamo, fissato x € R", I'insieme
r+C={zx+y:yeC}

sara il cono finito di altezza p, generatrice la retta parallela v e passante per
x, e apertura k con vertice in x. In modo analogo x+ P sara il parallelepipedo
. . 1 n . .
congruente a P con vertice in x e centro x + 5 >°7_; y;. Ogni parallelepipedo
con vertice in x € contenuto in un cono finito con lo stesso vertice, e viceversa.

Definizione 1.1.4. Un ricoprimento aperto di un insieme 2 C R” si dice
localmente finito se ogni insieme compatto in R™ interseca al massimo un
numero finito di aperti del ricoprimento.

Osservazione 1.1.5. Se () ¢ chiuso, allora qualsiasi ricoprimento aperto
di €2, fatto da insiemi con un limite inferiore sui diametri, possiede un
sottoricoprimento localmente finito.

Fissato 0 > 0, indicheremo l'insieme dei punti di €2 a distanza minore di o
dalla frontiera con

Qs = {x € Q: dist(z,00) < §}

Definizione 1.1.6 (Condizione del Segmento). Un dominio @ C R"
soddisfa la condizione del segmento se per ogni z € JS2 esiste un intorno U,
e un vettore y, non nullo tale che se z € QN U,, allora z + ty, € {2 per ogni
0<t<1

Osservazione 1.1.7. Poiché la frontiera di ) e necessariamente un insieme
chiuso, si puo sostituire il ricoprimento aperto costituito dagli intorni U,
con un sottoricoprimento localmente finito {U;, Us, ....} con i corrispondenti
vettori y, ya, ... tali che se x € QN U; per qualche j, allora = + ty; € Q per
ogni 0 <t < 1.

Definizione 1.1.8 (Condizione di Cono). Q2 C R" soddisfa la condizione
di cono se esiste un cono finito C' tale che ogni z € €2 sia il vertice di un cono
finito C, C Q e congruente a C'.

12



Capitolo 1 1.1. Regolarita geometrica dei domini euclidei

Definizione 1.1.9 (Condizione uniforme di Cono). Sia 2 C R". Diremo
che soddisfa la condizione uniforme di cono se esiste un ricoprimento aperto
localmente finito {U;} di 02 ed una corrispondente successione {C;} di coni
finiti, ognuno congruente ad un fissato cono finito C', tale che

1. esiste M > 0 tale che ogni U; ha un diametro inferiore a M;
2. Qs C Uj2, Uj per un certo 6 > 0;

3. Qj = Uzeany, (z + Cj) C 2 per ogni j;

4. esiste R > 0 per cui ogni collezione di insiemi (); fatta da 241 elementi,
ha intersezione vuota.

Osservazione 1.1.10. La condizione uniforme di cono implica quella di
cono. Consideriamo x € () con il dominio che rispetti la prima condizione
citata. Distinguiamo due casi: se x € €)s, per ipotesi esiste j per cui

e U;NQ, quindi 2+ C; C Q; C Q.

Se invece x ¢ {15, e non esiste alcuna direzione per cui il cono prefissato
centrato in x stia tutto in  allora vale che

§ < dist(z,09) < h

dove h e l'altezza del cono prefissato. Possiamo rimpicciolire 1'altezza del
cono fino a che non sia contenuto in §2 (nei punti dove il cono vecchio andava
bene a maggior ragione andra bene il cono nuovo piu piccolo). E questo
conclude 1'osservazione.

Definizione 1.1.11 (Condizione forte di locale Lipschitzianita). Sia
QQ C R", diremo che soddisfa la condizione forte di locale Lipschitzianita,
se esistono numeri positivi 0 e M, un ricoprimento aperto localmente finito
{U;} di 09, e, per ogni j, una funzione a valori reali f; di n — 1 variabili,
tale che valgano le seguenti condizioni:

1. esiste R > 0 per cui ogni collezione di insiemi U; fatta da R+1 elementi,
ha intersezione vuota;

2. per ogni coppia di punti z,y € s per cui |x — y| < J, esiste j tale che

z,y € V; ={zx € U; : dist(x,0U;) > 0};

3. ogni funzione f; soddisfa la condizione di Lipschitz con costante M:

1£(§) — f(p)| < M|E —pl, & peR™Y

13



Capitolo 1 1.1. Regolarita geometrica dei domini euclidei

4. esiste un sistema di coordinate cartesiane ({j,, ..., (;,) in Uj, per cui
QNU; ={G, < fi(Grs s Guoi) b

Osservazione 1.1.12. Se 2 ¢ limitato, il variegato insieme di condizioni
sopra citate si riduce alla semplice condizione che 02 debba essere localmen-
te lipschitziana, cioe, ogni punto x € 9f) deve avere un intorno U, la cui
intersezione con 0f) deve essere il grafico di una funzione lipschitziana.

Definizione 1.1.13. Siano €21, C R" e ¢ : 21 — ) una trasformazione
biunivoca con inversa 1) = ¢~!. Diremo che ¢ ¢ un diffeomorfismo di classe
C™, se quando scriviamo y = ¢(z) e x = ¢(y) nella forma

Yi = ¢i(x1, ..., Ty) i = Ui(Y1y s Yn) i=1,..,n
allora ¢; € C™() e ¥; € C™(§y) per ognii =1, ..., n.

Definizione 1.1.14 (Condizione uniforme di regolarita C"™). Conside-
riamo 2 C R”, diremo che soddisfa la condizione uniforme di regolarita C™
se esiste un ricoprimento aperto localmente finito {U;} di 052, e una corri-
spondente successione {¢,} di diffeomorfismi di classe C™, con ¢; che mappa
U; sulla sfera B(0, 1) e con inversa v;, per cui:

1. esiste R > 0 per cui ogni collezione di insiemi U; fatta da R+1 elementi,
ha intersezione vuota;

2. Qs C U, ¥;({y € R™: [y < 3}) per un certo § > 0;
3. 9;(U;NQ) ={y € B(0,1) : y, > 0} per ogni j;

4. dette ¢; = (¢jy, -, P5,) € ¥ = (Yj,, ..., ;) le componenti, allora esiste
M > 0 tale che per ogni 0 < |o|] < M, ogni 1 < ¢ < n, e ogni j
soddisfino

|D%pj,(x)] < M Vz e Uj,

|Da¢ji(y)| <M Vy € B(()? 1)‘

Osservazione 1.1.15. Fatta eccezione per la condizione di cono, le altre
condizioni definite sopra, richiedono tutte che la frontiera di €2 sia (n — 1)-
dimensionale e che () giaccia da una sola parte rispetto a 9€2. Abbiamo le
seguenti implicazioni:

Condizione uniforme di regolarita C™ con m > 2 = Condizione forte di
locale lipschitzianita = Condizione uniforme di cono = Condizione del
segmento.
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Capitolo 1 1.1. Regolarita geometrica dei domini euclidei

Abbiamo anche:

Condizione uniforme di cono = Condizione di cono.

Tipicamente, la maggior parte delle immersioni di W"™?() sono state di-
mostrate per i domini soddisfacenti la condizione di cono. Fanno eccezione
le immersioni in spazi C%7(Q2) e C*7(Q) di funzioni uniformemente continue
che, richiedono che 2 stia tutto da un lato rispetto alla frontiera. Queste
immersioni sono di solito provate per i domini che soddisfano la condizio-
ne forte di locale lipschitzianita. Tuttavia, per mostrare le immersioni di

WiP(€2) non abbiamo bisogno di nessuna di queste condizioni di regolarita
su €.

Controesempio 1.1.16. Consideriamo i sequenti insiems
O ={(z,y) eR*: 1< 2> +y* <2},

92:{(13,9)6R21 r—y=0, zy2>0}

Il dominio Q2 = Q1 — Qs ha la proprieta di cono ma non quella uniforme,
infatte linsieme non sta tutto da una parte rispetto alla frontiera.

<
W

dh

Figura 1.3: Es.

Enunciamo e dimostriamo ora un teorema che mette in relazione la condizione
di cono con la forte locale lipschitzianita

Teorema 1.1.17. Sia 2 C R" che soddisfi la condizione di cono. Allora
esiste una collezione finita {Qy, ...,Qn} di sottoinsiemi aperti di Q0 per cui
Q= U;VZIQ]-, e tali che ogni Q) sia associato a un A; C C); e a un parallele-
pipedo aperto P; con un vertice nell’origine per cui §2; = Ugea, (z + P;).

Se Q) e limitato, allora, fissato p > 0, la decomposizione é valida in maniera
che diam(A;) < p per ogni j.

Se Q ¢ limitato e p > 0 ¢ sufficientemente piccolo, allora ogni Q) soddisfera
la condizione forte di locale Lipschizianita.
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Capitolo 1 1.1. Regolarita geometrica dei domini euclidei

Dimostrazione. Sia C'il cono finito con vertice nell’origine per cui ogni x € €2
sia il vertice di un cono C, C () congruente a C'. Possiamo considerare un
numero finito di coni finiti C', ..., Cy ognuno dei quali abbia vertice nell’o-
rigine (stessa altezza di C' ma apertura inferiore) e tali che ogni cono finito
congruente a C' e con vertice nell’origine, contenga uno dei coni C;. Per ogni
J, sia P; un parallelepipedo aperto con vertice nell’origine, contenuto in Cj,
e avente volume positivo. In virtu di cio, per ogni x € €2 esiste j compreso
trale N, per cui x + P; C x + C; C C, C 2. Dal momento che €2 ¢ aperto
e x + P; e compatto, allora y + P; C 2 per ogni y sufficientemente vicino
a x. Percio ogni x € 2 appartiene, per qualche j e y € Q, a y + P;. Po-
niamo A; = {y € Q: y+ P; C Q} e Q; = Uyea,(y + P;), da cui ricaviamo
Q=Ul,Q;

Ora supponiamo che  sia limitato e sia p > 0 fissato. Se diam(A4;) > p
possiamo decomporre A; in un’unione finita di sottoinsiemi A;, ciascuno con
diametro inferiore a p, e possiamo definire il corrispondente parallelepipedo
P;, = P;. Rinominiamo la totalita di questi insiemi Aj, come una sola fami-
glia finita, che chiameremo nuovamente A; e definiamo §2; come sopra.
Infine, dimostriamo che se p ¢ sufficientemente piccolo, allora €2 soddisfa
la condizione forte di locale lipschitzianita. Per semplicita di notazione,
siano G = Ugea(z + P), dove diam(A) < p e P & un parallelepipedo fis-
sato. Mostriamo che G soddisfa la condizione forte di locale lipschitzia-
nita, se p ¢ scelto opportunamente. Per ogni vertice v; di P definiamo
Q; ={y =vj+ Xz —v;) : € P,A > 0) la piramide infinita di vertice
v; generata da P. Allora P = NQ);, l'intersezione deve essere fatta su tut-
ti 1 2" vertici di P. Sia Gj = Ugea(z + Q). Sia 6 la distanza dal centro
di P alla frontiera di P e sia B una palla arbitraria di raggio o = g. Per
qualsiasi x € G, B non puo intersecare facce opposte di x + P, cosl pos-
siamo scegliere un v; vertice di P con la proprieta che x + v; sia comune
a tutte le facce di x + P che intersecano B, se tali facce esistono. Allora
BN (x+ P)=BN(x+ Q). Siano ora z,y € A e supponiamo che B possa
intersecare facce relativamente opposte di x + P e y + P, cioe, esistono punti
a e b su facce opposte di P tale che x +a € Bey+be B. Allora

p>d(z,y) =dx+by+b) >d(z+bx+a)—d(x+a,y+b) >2)—20 =24.

Ne consegue che se p < 4, allora B non puo intersecare facce relativamente
opposte di z+ P e y+ P per ogni z,y € A. Quindi BN(z+P) = BN(z+Q;)
per qualche j indipendente da x € A, percio BN G = BN Gj. Scegliamo
coordinate & = (£,&,) = (&1,...,6n-1,&,) in B di modo che 'ennesimo as-
se sia positivamente orientato nella direzione del vettore dal centro di P al
vertice vj. Allora BN (x 4+ @;) ¢ definito in B da una disuguaglianza della
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Capitolo 1 1.2. Primo step: caso a = %

forma &, < f.(¢'), dove f, soddisfa la condizione di lipschitzianita con co-
stante indipendente da x. Allora B N Gj, e quindi B N G, ¢ definito dalla
disuguaglianza &, < f(¢'), dove f(&') = sup,ca f=(&') € essa stessa una fun-
zione lipschitziana. Dal momento che questo puo essere fatto per una palla
B centrata in un qualsiasi punto della frontiera GG, segue che G soddisfa la
condizione forte di locale lipschitzianita. ]

1.2 Primo step: caso a =~

Consideriamo in prima istanza il caso a = %; analizzeremo la situazione solo
in un caso particolare, nello specifico j = 1 e m = 2, dal quale ricaveremo
il caso generale. La successiva proposizione dimostra proprio il nostro caso
specifico.

Proposizione 1.2.1. Siano r,q € [1,00|. Allora per ogni funzione che
rispetta u € LI(R™) N W2 (R™) vale la sequente disuguaglianza

1 2 1 1
|| 7 mnys - = -4 —. 1.27
[ e T
Dimostrazione. Sia v € C°(R™), allora per ogni p > 2 vale v|v|P~2 € C3(R")
e di conseguenza per ogni j = 1,...,n, usando la regola di Leibniz,

1
1Dull e ey < ClID*ull 7 2y

O;(wlolP~?) = Q)P v (p = 2) - ’Z' (95v) = (p— 1)(9;v)[v"~2
(1.28)
Poniamo allora v = d;u, ottenendo

8j(u8ju|8ju|p_2) —(p— )u82u|8 P2 = 0;(uv|v|P~ H—(p— 1)u8-v|v|p_2 =
= (Qu)vlo]’~? 4+ ud;(v]v[P?) = (p — Dudjv|vP~? = (Ju)vlvlP~? = |0;ul?

dove la prima uguaglianza e valida per le nostre imposizioni, la seconda per
la regola di Leibniz e la terza grazie all’'utilizzo di (1.28). Integriamo ora i
termini estremi della nostra uguaglianza e otteniamo

105ull 7 gy = /Rn_1 udjulOjulP~2 (., x5, )£ da" ! —/Rn (p = Dudu|0julP~2de <

— —2
< |p = 1 |udFu|d;ul’~?|| L1@ny < |p— 1|||u||Lq(Rn)||8]2u||LT(R")||8ju||ljiﬁ(P*2)(Rn)7

dove la seconda disuguaglianza vale in virtu della disuguaglianza di Holder

% + % + % = 1. Imponendo che y(p — 2) = p, sostituendo nell’ultima
uguaglianza ricaviamo 1 +i=1-1=

ge
v p

105ull gy < g = LIl ony |05l e oy |05 oy

17



Capitolo 1 1.2. Primo step: caso o = %

che implica la tesi a patto di estendere il nostro risultato per densita. ]

Avendo dimostrato la proposizione|1.2.1], il successivo teorema estende il caso
particolare e conclude il primo step, nonché la sezione.

Teorema 1.2.2. Siano o = % e 7,m € N tali che rispettino ; allora
vale la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg (1.4)).

Dimostrazione. Dimostreremo per induzione su m che vale

ull U it RS

’"r 2y U a(re — =" ; S <m.
L™ (R La(R ) 0T q

Il passo base m = 2 sappiamo essere vero per j = 1 grazie alla proposizione
1.2.1] Supponiamo che valga la tesi per ogni 1 < j < m e consideriamo il

caso m + 1, con

1D ul| oy < Cl|1D™u

1 ' 1—j
mil_j mtl-j l<j<m
p r q
Facciamo un’induzione su j all’indietro. Applichiamo la proposizione|(1.2.1]a
D™u ottenendo

m m — 1 2 1 1
”D 'LLHLp R™) < CHD +1uHLr(Rn HD 1UHE (R7)> ;9 - ; + g (129)

Per ipotesi induttiva (m — 1 & uno degli indici j < m) otteniamo che
m— et L m m-—1 1
|1 D 1UHU(R”) <C|D UHL;H(R")HUHIT,Z(R"y e T + 5 (1.30)
Componendo le disuguaglianze ((1.29) e (1.30) e le relative condizioni su
p, 7, t, m,q otteniamo
2 1 1 1 m-—1 1 m+1 m 1

e T — —_— = 4= (1.31)
D T t r mp mq D T q

" | 5 al B ]
1™l oy < CID™ s gy [CID™ ull g 0l oy | =

1 m—1 1
= CHDWHUHE R”)”Dmu”LQPW(LRn)HUHIZ,ZL(R”)
da cul si ricava
HDmUHLP(Rn = || D™ul| 0 25 ﬁ‘é% < CHD’"HUIIU Rn) IIUIILq (Rn)-

Elevando entrambi i membri alla giusta potenza per cui I’esponente del primo
membro diventi unitario, otteniamo

1D ul| Lo ey < Clle“ull,g”ﬁﬁ@ IIUIIEJEW) (1.32)
Mettendo insieme - e - otteniamo la prova del caso m + 1 con
J=1,...,m, e quindi completiamo il passo induttivo. Ne segue la tesi. ]
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1.3 Secondo step: Il teorema di Sobolev

Consideriamo ora il caso a = 1, che come abbiamo visto corrisponde al
teorema di Sobolev. In questo caso la relazione (1.5) assume la seguente

forma ,
1 m-—y

1
p n

Y

la quale identifica alcuni casi distinti. Imponendo la validita di r» < mi_j
otteniamo che p €]1, +o0], in caso contrario % < 0. In quest’ultima situazione
dobbiamo richiedere una ulteriore condizione ossia che m —j — = =k € N,

perché se cosi non fosse, allora avremmo che

ID7ull ey < [ID™uf r=

L5 (R™) m—j

1Dl ogrny = D" oo my < 1D e ny "o

ma sappiamo che W"7(R") non si immerge in L°>°(R") quando hr = n come
mostra il seguente controesempio per h=1er =n:

Controesempio 1.3.1. Sia €2 C R™ un aperto contenente l’origine e po-
niamo Br = {x € R™ : |z| < R}. Fissiamo R per cui Byr C 2, poniamo

v(x) = log (log (%)) e

_ Ju(x) e Bg
u(z) = {O £ €0\ Do (1.33)

Allora v € Wh™(Q) se e solo se v € WY(Bg). Mostriamo quindi che
v € W(Bg). Calcoliamone la derivata, ottenendo

@( _1.|x\‘< 4R.$">
ox; v = 1Og <4R> 4R

2
i o ol

o
&ci

os ()" P

()

quindi integrando entrambi © membri otteniamo

/ ov
Br

67@(%)
L gpaw=c [ ! d
= = < s
/3131 /o p*log(4Rp=1)" pew /0 ptlog(4Rp=1)m pr=o0
ossia v € WY(Bg) e quindi u € W™(Q), ma come si vede u ¢ infinita in 0
e percio u & L>(Q).

"o 1 al / 1 _
= Tog (BT R < o Friog (7

\ |z
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Analizzeremo quindi, in questo capitolo, i seguenti casi

1. r<—_jalvariaredi0§j<m;

2. 7°>mL_jem—j—%§§Nalvariared10§j<m.

Studieremo questi casi solo per i valori 7 =0 e m = 1 dai quali ricaveremo il
caso generale, come segue dal seguente teorema:

Teorema 1.3.2. Supponiamo che (1.4) sia verificata per « = 1, j = 0 e
m = 1; allora essa stessa € ancora verificata per « =1 e

1. per ogni j e m che verifichino l’identita 1} ser < -

m—j’

2. per ogni j e m tali che m —j—" & N* e che verifichino 'identita (|1.5)

ser > 2.
m—j

Dimostrazione. La nostra ipotesi e che vale

1 1 1
lullze@ny < CorlDuller@ny, -~ = e (1.34)
Dimostriamo per induzione su k che vale
: . 1 1 k
k
1D70llo@ny < Cip DT Follr@ny,  — = ple (1.35)

cosicché imponendo nella il valore & = m — j otterremo la validita
dell’identita . Partiamo con il passo base dell’induzione; esso e verificato
in quanto basta, nella (1.34), porre v = D’v, ottenendo effettivamente la
con k = 1. Supponiamo allora la tesi verificata per k e dimostriamola
per k+ 1.

CoaCixl| D7 || e @y = Co1 Cip | D(DTH0) || pr ey >

j 1 1 1 1 1 k
La@r) 2> || D7l ooy =4 I_I,F
” +

> Cjil| D7 :
s n s p o n

dove la prima disuguaglianza & vera applicando (1.34)) alla funzione D7**u,
mentre la seconda per ipotesi induttiva. Ponendo C ;11 = Cp1C} ; otteniamo
la tesi

||Dju||Lp(Rn) S Cj7k+1||D‘j+k+1U||Lr(Rn)7 —_ = ——— = 7_7_E = —— .

Ci apprestiamo ora a dimostrare la disuguaglianza di Sobolev, distinguendo
i due casi prima introdotti.

20



Capitolo 1 1.3.1. Caso r < =2

m—j

1.3.1 Casor <

m—j

In questo caso, ’esponente p = o 7 > 0, addirittura come mostra la

n—r(m—j
(1.6) maggiore di 1, e quindi le “norme” precedenti saranno tali nel vero
senso matematico del termine. Mettiamoci nella condizione j = 0e m =1
ottenendo r < n.

Lemma 1.3.3. Vale la sequente disuguaglianza per ognit = 2,....n — 1
// /|u(x)]#dx1dxZ <{ II 7% (H ]S> (1.36)
il k=i+1 s=1

dove

I, = <~/i/i—1 .../1|85u(a:)\da:l...dxl)nll7 J, = (/k [Z_lda:k)"il

e l'integrale i1-esimo rappresenta l’integrale su tutta la retta reale rispetto
all’i-esima variabile.

Dimostrazione. Sia u € C§°(R™); allora per ogni x € R” vale

zi Ju
U(J}) = /_ooawi(l‘h..,C(]i_17t,1'i+1,..,1]n)dt

e passando ai moduli otteniamo per ogni 2 =1,...,n

u@l < [

Dimostriamo per induzione su i. Sia ¢ = 2 allora, dal momento che vale la

(1.37) possiamo ricavare

+oo | Ju
<

ou
8xi (xla wy Li—1, ta Tit1y -y xn)

o <11 (i)™ =fm s

allora integrando e applicando la disuguaglianza di Holder si ottiene

n n 1
[lut@)rdey < Hy [ T] Hyday < o T ([ Hplan) ™ =
1 1o iz M

1

_ </1|61u(z)|dg;1)nl g (/1/j|8ju(z)|dxjdx1> R (/1|alu(x)|dx1>“ I17

Jj=2
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Capitolo 1 1.3.1. Caso r < mL_J

Integrando nuovamente e applicando alla stessa maniera di prima la disugua-
glianza di Holder si ottiene

/2/1|U($)|%dx1dx2 = TQ/ H Tidzy <Th H (/2 Tjn_ldg@)ﬁ —

2 j=1j#2 j=1j#2

-(// Opu()ldadey) ™ ( L/ |alu<x>|dx1dxz)’*1iﬂ

1
con P = ([, [, J; 105u(z) |dzjdaydzs) ", che era quello che volevamo mostra-
re. Terminato il passo base supponiamo che sia vero per i e dimostriamolo
per i + 1. Applicando subito I'ipotesi induttiva e posto

M, = (/k/i.../lyaku(x)|dx1...dxidxk)rﬁ1’

1
N, = (// .../]&u(xﬂdxl...dxi) "
i Ji—1 1
otteniamo

5 day..dag </ M TT Nudayey =
T ot

k=i+1 s=1

n 7
= H—l/ H M, H Nydwiyy <
i+l o s=1

1

1

NgilSdIZ’_s_l) =

<Tin ﬁ ( Mﬁldxm)nll ﬁ (

peito “itl =1 it

n

= (/Hl/i.../l|8Z-+1u(:v)\dx1...da:i+1)nll I 2 ﬁRs (1.39)

k=it2  s=1
dove la seconda disuguaglianza e frutto della disuguaglianza di Holder e

P, = (/Hl/k/i.../l|8ku(x)|dx1...dxida:kdxi+1)nll
R, = (/m/i.../l\asu(z)|dx1...dxi+l)”ll.

i+1

(/i—H /Z /1 |az‘+1u(x)|dx1...dxi+1)"ll Sljl R, = 81;[1}%8 (1.40)

sostituendo nella (1.39) la (1.40) appena verificata, otteniamo la tesi finale.
]

Notando che
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Capitolo 1

Proposizione 1.3.4. Vale la sequente disuguaglianza

lll 221 gy < H Oyl (R") (1.41)

Dimostrazione. Applicando il lemma per ¢ = n — 1 otteniamo

[ o
/ /|3u Idx ”1/ /|8u )|dz" 1)n1—THH

Integrando entrambi i membri rispetto all’ultima variabile e usando la disu-
guaglianza di Holder, ricaviamo

n n—1 n—1
lul "2 < T/ I Hodz, < T ]] / H i, —
Ln—1 (Rn) n =i i n

o v nl;[ll (/n.../1|8su(x)|d$)n = ]i[ 102l e

Elevando i membri estremi della disuguaglianza alla potenza =% otteniamo
la tesi. O

Proposizione 1.3.5. Supposto r < n wvale la sequente relazione

full g, gy < " Inmummm (1.42)

Dimostrazione. Grazie alla proposizione [1.3.4] sappiamo che vale la disugua-
. " . . r(n-1) .
glianza ([1.41)), percid applicandola alla funzione v = |u| »== otteniamo

771

Lﬁl% n—1)r :
lull el = (@5 71de) ™ = ol ) <

1
dm) =

n(r—1)

"L @) D) )

n—r u(x)

n 1 L
< [T l0mwll7s gny = 11 </R”
i=1

i=1

n(r 1)

Al <7 A (T
r(n 1)) e=n Mgk =) b
= T = (Rn)i[[l||aiu||gr<w)_ Dl Hnauuy -

23



Capitolo 1 1.3.2. Caso r > mL_J

da cul ricaviamo che

r(n—1) & 1
ll} 2 oy < —— 11 10l

Ln=r (Rn) =
dove o = 1t rm 2l n(nely g ) = 0o meoronrdn ][
Teorema 1.3.6. Siano 7 = 0, a = m = 1 er < n. Allora vale la

disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg (1.4]) per r che soddisfa (|1.5]).
Dimostrazione.

|Dulzrn = (. |Du(x)|rdx)i _ </R de>r )

> (/R miu(g;)vdx)i — Oullr@y Vi=1,.n

ilwiu(a:)ﬁ

da cui possiamo ricavare

n 1
I Dul|gr@ny > TT 100ll7r gy (1.43)
=1

Utilizzando la proposizione e quindi sfruttando (|1.43) otteniamo

1

r(n—1) &
lull 22 gy < R 1:[1 |0;ul

1.3.2 Casor > mL_J

Di controparte, in questo caso abbiamo p = % < 0 per le imposizioni
fatte. Quindi, considerati come nel caso precedente 7 = 0 e m = 1, mostra-
re la (1.4]), equivale a mostrare una disuguaglianza tra norme classiche di

Lebesgue e seminorme di tipo Holder (definizione [1.0.1)), con esponente

n n n n n
SENE P
p p r r "

dove I'ultima uguaglianza ¢ conseguenza del fatto che r > n.
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Capitolo 1

Teorema 1.3.7. Sia D C R"™ un dominio con la proprieta uniforme di cono
e sia la funzione u : D — R che abbia tutte le sue derivate prime r-sommabili
su D con r > n. Allora vale la Gagliardo-Nirenberg per ognir ep <0
che rispetta (1.5))

u(P) — u(Q)]
HU“LP( = Sup W S C(n,T)HDuHLr(D) (144)
Dimostrazione. Poniamo s = |P — @Q|. Il dominio D possiede la proprieta

uniforme di cono, quindi siano Vp e Vi i coni di vertice P (rispettivamente ()
interamente contenuti in D. Siano ora Bp = VpNB(P,s) e Bg = VoNB(Q, s)
e poniamo B = Bp N Bg. Sia z € B allora per la disuguaglianza triangolare

[u(P) = u(Q)] < [u(P) — u(z)| + |u(z) — u(Q)|
da cui otteniamo integrando rispetto a x
m(B)u(P) = u(@Q)] < [ Ju(P) = u(@)|dz + [ |u(z) — u(Q)ldw = I +1I1.

Valutiamo ora i due integrali di destra. Passiamo a coordinate polari di centro
P (di centro Q) nella valutazione di I (nella valutazione di II) e raggio s,
ponendo S = 0B(0,1) e u(P + tw) = u(t) otteniamo

[<// \w(P) — u(P + tw)|t"™ 1dtdw—//t”1

/ )dk‘ dtdw <

R e k:)‘ R k:)‘dk:dtdw _
U s" s
gu k;)’dkdw - 7// (Vu(P + kw),w)| dkdw =
n JsJo
w(P + kw) - wj| dkdw < 7// Z|8ju(P+k‘w)| ;| dbdw.
=1

Effettuando il cambio di variabile z = P + kw e dz = k" 'dkdw otteniamo

<—// Z]@u \w]] dkdw<—/ Z!@u |- |z — P|'"dz.

P]]_

Notiamo che la funzione z — |z — P|*™" ¢ ~“~-sommabile su Bp, infatti

r—1
1 1 1 1 1

1
r>-n=>-<-=s-—-—>—=]1—-->1——-—=
T n T n T n
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Capitolo 1 1.4. Eccezioni al teorema di Sobolev e conseguenze sulla GN

T - n N
r—1 n—1 r—1

Quindi applicando la disuguaglianza di Holder con esponenti coniugati otte-

=

(n—1)<n

niamo 1
Sn n r %
1< >3 |0u (/ z—P rl“”)dz)
n gz=:1| & L™(Bp) BP| |
< S ol ([ [ Lo dptr) <
- i — w
= Oleme | oy Jem=9 =
n s . =
S C«Snz ||8]U||LT(BP) (/0 p(n—l)(l_ﬁ)dp) =
j=1
=0s")_|0jullirspys T =
j=1
n+(7'71)(n71)(17ﬁ)+7'71 n ntl1—12 “
—Cs ,« > 0juller sy = Cs™ 7 3 105ull 5,

J=1 Jj=1

Facendo lo stesso tipo di stima per /I e notando che valgono le uguaglianze
m(Bp) =m(Bq) = C|P = Q|", posto f =n + 1 — = otteniamo

C|P - Q| < - 1_n
_ djul| djul| 1 <C|P - ® || Dul| L (g
B~ 05l + 105l (5e)) < CIP = QI3 | Dl ey

Jj=1

[u(P) —u(@)] <

da cui, dividendo in primis entrambi i membri per |P —Q|'~* e poi passando
all’estremo superiore su D, ricaviamo la tesi. O

1.4 FEccezioni al teorema di Sobolev e conse-
guenze sulla GN

La teoria sviluppata nel secondo step ci permette di capire che quando
r= mL_] oppure r > mL_] con m—j—" € N* il teorema di Sobolev non ¢ va-
lido. Quindi, in tali casi, la nostra disuguaglianza non puo valere per oo = 1.
Dimostreremo che invece vale per ogni o € [#, 1[. Quindi quest’ultimo caso,
per le considerazioni appena fatte, sfocia nell’eccezione (2) del teorema m
Come gia fatto in precedenza, mostreremo solamente un caso particolare, os-
sia j = 0 e m = 1, da cui ricaveremo la disuguaglianza generale. Utilizzeremo
risultati sviluppati nel primo step, e cio e lecito, dato che quando a = %,
indipendentemente dal rapporto tra r e n, la disuguaglianza ¢ valida.

26



Capitolo 1 m—j—2=keNteac[L1]

mj’

1.4.1 Casor>mJ,m—j—%zkéN*eaE[%,l[

Teorema 1.4.1. Siano m,j € N con 0 < j <m, q € [1,00], r = ek
un naturale positivo. Sia inoltre

J itk 1—-«

75 1[ quindi 1: -« + < 0.
I p

n n q
Allora vale per ogni u € C§°(R™)
ID7ullogny < CID™ullfr ey el ey

Dimostrazione. Notiamo che vale

+ g, (% + '+k) (1 — %)} Sia allora

di modo che valga % = % + 0 [% — M] + %. Notiamo che % < L4l

n n q’
1

da cui < k% + é, dunque S e ben definito e § < 1. Inoltre abbiamo che
(J+k)—j—2=k—2=n <% — %) ¢ N se si evita di scegliere % della forma

% = k;—h, h=1,...,k. Ma non importa perché § < 1. Sia adesso
oyl j+k
VZT_‘;;: allora 76} - 1{

s}

per la scelta di s; inoltre m— (j+k) =2 =m—(j+k)—(m—j—k)=0€N,
ma non importa perché v < 1. In conclusione, possiamo applicare GN:

| Dull oy < €D oy
ID7 ]| ey < C||DmUI ) uHLq En)
da cui, essendo By = a,
1-B+8(1
1D7ul| Logeny < CID™ull oy lll s ™ = D™ | o 0l iy
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Capitolo 1 14.2. Casor = 1~ e € B

1.4.2 Casor=-" eac[L 1]

m=J
Incominciamo il paragrafo dimostrando il caso particolare che si ottiene per
j=0em=1.

Proposizione 1.4.2. Vale la sequente disuguaglianza
1-4 q
[ullr@ny < Cn, g, D) Dull pn oy 1l Zany, 1< g <p<oo (1.49)

Dimostrazione. Applichiamo la proposizione alla funzione v = ]u\p%l
ottenendo

n—1

n=1 n=1_mn_ n L 1
lullpfany = ([ TP =5de) ™ = ol o gy < T 1000y <
i=1

P = Dl 00 1 o) -

= |[|[Dv||p1(mny = max (/n
=P s ([ @) @)l

n 1=0,...,n

da cui possiamo ricavare la stima

Jull vy < O (mas ([ @)™ ou()ian))™ 7. (146)

1=0,...,n

Occupiamoci del secondo membro della nostra stima. Poniamo

O<y<p(l-2)-1
S=p(l-21)—1-9>0

m—lz’y—kd :>{

allora dalla (|1.46[), usando Holder con esponenti % + % + % = 1 ricaviamo

fullrgery < © (s, ([ ot @) Ploa)iaz)) ™7 <

0,...,n
(n 1) (n—1) ) p(nn—l) .
< Ol I T eI 7 - (e orulengen) ™ =
n
n n p(n—1)
= Ol i) el e, - (oo 10wl

da cui, semplificando, otteniamo

:i” . zoe)
o™ < Cllull g, '(;%%Xn\laz'U||L"(R">)pn :

28



Capitolo 1 14.2. Casor = "= eac £

ossia

n

Jallzoay < Cllull gy ™+ (e Osulsoey)

n
p(n—1)—én

Facendo un po’ di conti sulle nostre imposizioni, otteniamo vy = p—fq e

necessariamente p(n — 1) — dn = *, da cui ricaviamo

5 & g 11
lull ooy < Cllul Zafany - ( max 05l inn) 77 = Cllullfaggey - |1 Dl by

=U,...y

che ¢ la nostra tesi a patto di mostrare che vale per ogni ¢ < p. Notiamo
innanzitutto che la condizione v < p (1 — %) — 1 implica

pzq<p<1—;>—1:>q< {p(l—i)—l}(p—q):

1 1 1 1
:>qp(1—)<p{p<1—)—1}:>q< T —1+—.
n n L= n
Dunque ([1.45) vale per ogni ¢ € [1,p — 1+ [ Sia adesso s € [q, p[; allora
per ogni A € [0, 1] per cui 1 = % 1A i
@ (1-2)»
s@ny < [ullBogny - 1ull zagny < Cllull fany - 1Dl gy - Nullzaginy =
A+1 1—2)A g 1—4
= Ol ™ 1Dl S = ey 1D
perché facendo i dovuti conti si ottiene A = 2 - p—q Dunque (|1.45)) vale per
ogni esponente g < p. L]

Il prossimo teorema estende la validita del caso particolare e conclude la
dimostrazione della veridicita della disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg.

Teorema 1.4.3. Siano m,j € N con 0 < j < m, a € [%,1[, q € [1,00],

— n y
T= o per cul

(i ens
(R)

D7l Loy < ClD™ull G (geny lll o ey

Allora per ogni u € C§°
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Capitolo 1 14.2. Casor = 1~ e € B

Dimostrazione. Grazie alla proposizione sappiamo che la tesi e valida

per j =0, m=1,r =n, ;1) = 177‘1 con 0 < a < 1. Per provarla in generale,
definiamo s €]1, co[ mediante le due relazioni:

p n S n q n q s n
1:‘74_1_}_7(1_”7’)_{_1_7:(1_7)(]+1>+1’ (147)
S n roon q n q n

per opportuni v, 8 € [0, 1[. In realta vogliamo che 3 € LJ?, 1{ ey e [%, 1[.
Allora osserviamo che dalle relazioni ((1.47) segue

da cui Sy = «; dato che a € [%, 1[ possiamo di conseguenza scegliere i valori
B e {]il, [ ey € [%,1[ tali che 8y = «, definire i tramite la seconda
identita della relazione ([1.47)), e ricavare che vale anche la prima: infatti, se

L_1l_(1—+) (%4—%), allora

S n

IO RERICIOE

p

J 1 J 1 j 1
—a-p)(Le2)rsa-n(L+2)=a-a (L )48 (5-1)-

n o q n q n n
Percio da ([1.47)) segue che valgono le maggiorazioni di Gagliardo-Nirenberg

ID7ull Lo(gny < C1 D7 ul

1—
gS(R")“uHLlIan)a (148)

||Dj+1

1—
ul[ Ly 10l Lo Gy (1.49)

Notando che (j+1)—j—2=1-2<0em—(j+1)—2 =-1<0,
possiamo mettere insieme le relazioni (1.48)) e (1.49)) per ottenere

| D7ullony < CID™ [ oyl oo Nl ey = C D™ ll e oy el e
]
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Capitolo 1 1.5. Equivalenza della GN a una disuguaglianza di tipo somma

1.5 Equivalenza della GN a una disuguaglian-
za di tipo somma

In questa ultima sezione del capitolo, analizzeremo il rapporto, in partico-
lare I'equivalenza, tra la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg e una disu-
guaglianza tra norme, al cui membro destro compare la somma anziché il
prodotto come visto finora.

Proposizione 1.5.1. Siano k € [1,00] e p € [1,k]. Allora per ogni funzione
u € L2(R™) N W21 (R") per cui

2k 2k
QI_p+17 QQ_p_l
vale la sequente disuguaglianza
1 1
I1Dull . < CUDull o oy o e (150

Dimostrazione. Utilizziamo la proposizione [[.2.T] con 7 = ¢; e ¢ = ¢o: di
conseguenza ricavando P otteniamo

1 1 1 p+l p—1_ p 2k

P o 2 4k 4k 2k »
m
Lemma 1.5.2. Siano a,b € R; allora per ogni q,e > 0 wvale
ab < ela|"T9 + ¢ o |b| (1.51)

Dimostrazione. Fissiamo €,q > 0. Allora vale una delle due disuguaglianze
[b] < €lal?, |b] > €lal?,
ossla L L
jallb] < elal®™, |a] < € v|b]s = |al|b] < € «[b«T
da cui la tesi. ]

Proposizione 1.5.3. Siano j,I,m € Nt e p,k € R. Supponiamo che valga
p € j,k+1—m] el >j, allora per € > 0 sufficientemente piccolo, e per
ogni u € WhHat(R™) N Wi (R™) N W™ (R™) con

2k 2k 2k
qi = —, o = —, Q3= ——,
p pP—1J p+m
vale la sequente disuguaglianza
”DZUHLtn (Rm) S OGHDl_jUHLqQ (Rm) + C(e)||Dl+mu||Lq3(Rn) (152)
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Capitolo 1 1.5. Equivalenza della GN a una disuguaglianza di tipo somma

Dimostrazione. Se applichiamo (1.50) a D'~'u, per ogni k¥ > 1,1 > 1 e
p € [1, k] otteniamo

1 1
ID"u < OIDMul? o D ?
L ) L7—1 (Rn)

2k 2k
P (R" LPH (Rn)

Di conseguenza per ogni € > 0, usando (|1.51]) con ¢ = 1, vale

1D"u] ) S CellD™ull 2 4+ C()| D

2k_ .
R") LP+T (Rn)

. (1.53)
Se p € [2,k] el > 2, applicando ([1.53)), nella quale sostituiamo p — 1 in luogo
di p e D'"24 al posto di D'~'u, per ogni €; > 0 otteniamo

(1.54)

-1 -2 l
1Dl ) < CerllD 2l sy o+l Dl

72 (&)

R n)

Utilizzando ora la stima (1.54) all'interno di (1.53), fissiamo €;: imponen-

do CeC(er) < 1, otteniamo che il termine C’eC’(el)HDluH%(Rn) puo essere
p

assorbito dalla parte destra della disuguaglianza, e quindi per ogni k > 2,

peE2,klel>2

| D'ull < Ce|Dull a4+ C(e)| D ul|
L7 (&)

2k .
T (Rn LP—2 (Rn) L+ (Rn)

Iterando il ragionamento otteniamo per ogni p € [j, k] e | > j

1D ]l 2 .
LP (R p=J (R™)

< Ce|D )| 2 +C(|D ||
) L LPH (R7)

n

Se applichiamo lo stesso ragionamento all’ultima disuguaglianza sul secondo
addendo della parte destra della stessa, otterremo la tesi. ]

Corollario 1.5.4. Siano I,m € Nt ep k € R per cui p € [l,k+1—m],
allora per ogni funzione u € L%2(R™) N WhHa(R™) N W™ (R™) con

% 2% 2%
Q1_p7 q2_p_l7 Q3—p+m>

vale la sequente disuguaglianza
||Dlu”Lq1 (Rm) S CEHUHng (Rm) + C(E) ||Dl+mu||Lq3(]Rn). (155)

Dimostrazione. Utilizziamo la (1.52) imponendo | = j e otteniamo la tesi.
O
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Capitolo 1 1.5. Equivalenza della GN a una disuguaglianza di tipo somma

Corollario 1.5.5. Siano I,p,k € N* per cui l < p < k — 1, allora per ogni
funzione u € L= (R™) N WhHa (R™) N H*=P(R") con
2k 2k
1= —, 42 = —j,
p p—1
vale la sequente disuguaglianza
HDZU“Ltn (R™) S CEHUHLQQ (R") + 0(6) HDk—H_pU”Lz(Rn), (156)
e in particolare se p =1 el < k allora

||Dlu||Lq1(Rn) S CE”U”Loo(Rn) + C(G)”Dku“LQ(Rn). (157)

Dimostrazione. Basta utilizzare la (1.55]) imponendo k& = p 4+ m e otteniamo
la tesi. 0

Proposizione 1.5.6. Siano j,u,m € N e q,r,p € [1,00] per cui valga la
relazione j < max(u, m). Supponiamo valga la stima per ogni u € C§°(R™)

I D7ul| Lo(ny < C1l[ D™ ul L@y + Col| DMu| pagrn).- (1.58)

Allora per ogni funzione u € WHP(R™) N W™ (R™) N WH4(R") vale la disu-
gquaglianza

. B _o
D7 ull Loeny < (Cr 4 C) D™l £ ey - 1 D" ull Lo ny (1.59)
con n n n n
a=-——+m—j, B=-—+——p+j (1.60)
p T p q

quando queste costanti non sono entrambe nulle. Inoltre, se tali costanti sono
entrambe non nulle allora sono concordi.

Dimostrazione. Poniamo per comodita

Q= Dl R=[D"ul

L (R") P = || D"ul| pa(gn).-
Per ogni s > 0, applicando la ([1.58)) alla funzione u(sz), otteniamo
sl_%Q < Cs™ TR+ Cgs“_%P — Q < C1s“R+ Cys PP,

Se per assurdo «, 3 fossero discordi, facendo tendere s — oo otterremo 1’as-
surdo () = 0. Imponendo allora nell'ultima disuguaglianza trovata il valore

1
s = (%) o8 otteniamo

Q < O\ Pt R 55 + CyP "% Rats = (O + Cy) P38 R4,
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Capitolo 1 1.5. Equivalenza della GN a una disuguaglianza di tipo somma

Osservazione 1.5.7. Notiamo che in realta dal teorema precedente si puo
derivare anche I'implicazione contraria, cioe se vale

‘ B8 _a
| D%ull oy < KN D™l ey D"l

utilizzando (|1.51]) otteniamo
. m (1) 2 1 1+1) e
1D ull ey < Kel Dl + KeHDAull ).

quindi ponendo ¢ = § otteniamo la disuguaglianza di tipo somma 1)
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Capitolo 2

Costante ottima nel caso della
norma del sup

Dopo aver studiato caso per caso la veridicita della disuguaglianza di inter-
polazione Gagliardo-Nirenberg

- 1 g 1 m 11—«
m «@ e _
D7 ul| o my < C|D uHL"(R")HuHLQ(R")a ]; o + (r - n) Q-+ 7

(2.1)
consideriamo il caso particolare j =0 e p =00, r = ¢ =2, con v € H™(R"™)
e m > %. Sostituendo le nostre imposizioni nella (2.1)) otteniamo

1 O+ 1 m +1—a . n
00 n 2 n 2 2m

da cui ricaviamo la seguente forma della disuguaglianza prima citata
n_ 1
[l ooy < K (r, m) || D™ wl| 25 gy 1wl 2 oy

Inoltre posto

[NIES

[l ey = (JJul|Z2gny + 1D ull72@ny)?  Vm €N, (2.2)

wower = ([ Jl(©RE)T ve >0

dove indichiamo con 4(-) la trasformata di Fourier di u ossia

lul

W¢) = 2n)F [ u(@)e 9z, ¢eR,

n

possiamo estendere la norma in ([2.2)) nel seguente modo

)t = ([ Pl Pa)

el zzs @y = (Ifuall32zmy + llul
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Capitolo 2 2.1. Determinazione della costante

e definito H*(R") = {u € L*(R") : [|ull g2 (gny < 00} lo spazio di Sobolev di
ordine s, dimostreremo per s > 7 la veridicita di

n
2s
He(Rm)

11—
||| oo rry < K (n, S)H“HB&@)H“

determinandone il valore ottimo della costante.

2.1 Determinazione della costante

Suddividiamo questa sezione in due parti: nella prima svilupperemo qualche
risultato sulle funzioni a valori complessi I" e 5 di Eulero, sempre utili per la
stima di determinati integrali; nella seconda parte, utilizzeremo gli strumenti
sviluppati per l'effettiva determinazione della costante.

2.1.1 Qualche risultato sulle funzioni 5 e I' di Eulero

In questa sottosezione svilupperemo alcuni risultati che ci permetteranno di
esprimere una relazione esplicita che coinvolge la funzione I' e la funzione
B di Eulero. Inoltre, calcoleremo lo specifico valore di 5(z,1 — z) per ogni
z€C\Z.

Definizione 2.1.1. Definiamo la funzione Gamma di Eulero I' : C — C
nella seguente maniera

+oo
I'(z) = / t*"le7'dt  Vz:Re(z) >0
0

Definizione 2.1.2. Definiamo la funzione Beta di Eulero § : C — C nella
seguente maniera

Blx,y) = /01 11—t tdt  Va,y:Re(x) > 0,Re(y) >0

Proposizione 2.1.3. Dette § e I' le funzioni di Eulero vale che

['(x) - T(y)
Inoltre essendo la funzione Gamma una estensione del fattoriale ai numeri

reali e ai complessi, le due funzioni assumono una espressione piu semplice
nel dominio dei numeri naturali (m,n € N)

I'(n)=(n-1)!
_(n=Dim-1)! n+m
Bln,m) = (n+m-—1) nm(":;m>'
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Capitolo 2 2.1.1. Qualche risultato sulle funzioni 5 e I di Eulero

Dimostrazione. Per ricavare la forma integrale della funzione beta, si puo
scrivere il prodotto di due fattoriali secondo la definizione

too —u, x—1 oo —v,,y—1
F(x)I’(y):/O e tu du/0 e v do.

Ora poniamo u = a? ossia du = 2ada, v = b* ossia dv = 2bdb, in modo che

usando il teorema di Fubini [6.0.28 otteniamo

+o0 9 +o0 9
y) = 4/ e ® aQ”*lda/ e b ldb
0

+oo a24b2
_/ / +b%) ’22 1|b|2y ldadb

Trasformiamo in coordinate polari con a = rcosf, b = rsinf
2 +o0 2
:/ / e |rcos O] rsin§|*tr drdf =
oo r? 2x+2y—2 o 221 2y—1
—/ Trpretey rdr/ | cos** !t Osin® 1 0] df =
0
oo 1 2 /2 22—1 2—1
2/ —p2ety=1) q () -4/ cos™ 1 fsin® ! 0 dl =
0

/2
=20'(z +y) / cos? 1 fsin? "1 9 dh =
0
=Tz +y)B(z,y).

da cui si ottiene la tesi dividendo entrambi i membri pit estremi della pre-
cedente uguaglianza per ['(z + y). O
Proposizione 2.1.4. Vale per ogni z € C\ Z la sequente uguaglianza

™

D(2)0(1 - 2) =

sin(7z)’

Dimostrazione. Grazie alla proposizione [2.1.3| vale

P(2)(1—2) = B(z,1— 2) = / 711 — )= dt (2.3)
0
Effettuiamo il cambio di variabile
U 1 du
u+1 u+1 (u+1)2

ricavando la relazione

0 oy \*L 1 du oo g1
B(z,1— :/ :/ du.
(= ?) 0 (u+1) (u+1)2(u+1)?2 Jo u+l “
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Capitolo 2 2.1.1. Qualche risultato sulle funzioni 8 e I di Eulero

Utilizzeremo ora il teorema dei residui [6.0.30] per calcolare quest’ultimo in-
tegrale. Consideriamo l'integrale complesso

(—r)
/7 o —ar (2.4)

dove la curva v e quella nella figura sottostante

Per definizione vale che (—r)*~! = e>=D108(=") percio, quando percorreremo
il ramo parallelo all’asse reale e con parte immaginaria positiva, varranno le
seguenti condizioni

arg(—r) = —m (—r) ! = e’i”(z’l)\rﬁ’l (2.5)

mentre quando percorreremo il ramo parallelo all’asse reale e con parte
immaginaria negativa, varranno le altre condizioni

arg(—r) == (—r)* L = ™D (2.6)

Notiamo ora che l'integrale (2.4) fatto sulla circonferenza di raggio R tende
a 0 per R — oo, perché

RRF!
~ o = R! p=Re(z)=1—-Re(l—2)<1. (2.7)
Inoltre per lo stesso ragionamento, I'integrale (2.4)) fatto sulla circonferenza
di raggio € tende a 0 per ¢ — 0, perché

Tz—l

r+1

rz—l

r+1
Mettendo insieme le relazioni (2.6), (2.7), (2.8) e (2.5)), e facendo tendere

R — o0 e € — 0 otteniamo

€ ~eeP = ¢ p > 0. (2.8)

/ S M (e7im(=D) — ¢in(=m1)) / T = o sin(m(z — 1))B(z,1 - 2)
v T+l o r+1 7 '
(2.9)
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Capitolo 2 2.1.2. La costante ottima e l’estensione agli spazi di Sobolev

La funzione % ha un polo in r = —1 con residuo 1"~! = 1, percio per il
teorema dei residui [6.0.30] abbiamo che vale
)21
/ =N 4 = omi (2.10)
vy T + 1

Mettendo insieme le relazioni (2.9) e (2.10]) otteniamo

Blz1-z)= sin(r(z — 1)) - sin(m — 72) a sin(7z)’ (2.11)

La (2.3) e la (2.11)) ci danno la tesi. O

2.1.2 La costante ottima e l’estensione agli spazi di
Sobolev

Per il calcolo effettivo della costante, € necessario ancora qualche lemma
preparatorio, che ci sara utile se utilizzato con i risultati sviluppati nella
sottosezione precedente.

Lemma 2.1.5. Sia u € L*(R") tale che i € L*(R™), allora vale che
e uec L®R")
o Jullien < 20) F il (2.12)

Inoltre otteniamo 'uguaglianza in (2.12)) quando G é a valori reali e di segno
costante.

Dimostrazione. Consideriamo lo spazio di Schwartz delle funzioni a decre-
scenza rapida all’infinito,

S(R") = {f € C®(R") : sup |2°DPf(x)] < 0o, Va,B € N"}

rzeR?

il quale & denso in LP(R™) per ogni p > 1 grazie al corollario |6.0.14, Dal
momento che, grazie al teorema [6.0.15] la trasformata di Fourier ¢ un iso-
morfismo lineare e continuo e vale

F:SR") = SRY) | Flles@ny = (2m) 72 (2.13)

allora la (2.12) vale per ogni f € S(R"), e grazie alla formula di inversione
(6.1) possiamo scrivere

flz) = (27)°% / f©e0de, xR (2.14)

39



Capitolo 2 2.1.2. La costante ottima e 1’estensione agli spazi di Sobolev

Se u € L*(R"), dato che, in virtu di[6.0.16] la (2.13) vale in modo del tut-
to analogo sostituendo L*(R™) al posto di S(R"), allora @ € L?(R"), ma
per ipotesi @ € L'(R") quindi & € L'(R") N L?(R"). Grazie alla densita
di S(R") C L*(R"), possiamo considerare una successione {i,,} C S(R")
per cui valga ||tm — U||z1@ny —> 0 € ||tn, — @l L2mny — 0, e applicando
alla suddetta successione otteniamo la successione {u,,} C S(R"). Di-
mostriamo ora che {u,,} C L*(R") & una successione di Cauchy, ricavando
dalla completezza dell’ultimo spazio considerato la convergenza in norma del-
la successione in esso.

Sia € > 0, allora per la che abbiamo gia dimostrato essere valida per
per u € S(R") ricaviamo

Hunl—-unHLa%Rn)f;(2ﬂ)7%Hﬁnl—-ﬁnHL%Rn%

ma {ty, fmeny C L' (R™) & convergente percid di Cauchy, quindi esiste N € N
per cui ||[ty, — Uy 11 @rn) < € per ogni m,n > N da cui ricaviamo la proprieta
di Cauchy

[thy — U] poo(rry < (27)"2¢  ¥m,n > N.

Dimostrato questo, possiamo allora asserire che esiste v € L>®(R™) tale che
||, — V|| oo (rny — 0, e dato che ||up, —u|[L2@rny — O per unicita del limite
si deve avere u = v € L*(R"™). Dalla convergenza in norma ricaviamo quella
puntuale della successione e applicando la (6.1)) alla nostra e passando al
limite otteniamo per la nostra funzione limite u

u(z) = (2m)% / a(e)edg,  zeR™ (2.15)

Da quest’ultima relazione si ottiene

/Rn’&(é)e“””@dﬁ‘ <1, /R |a(€)[d¢

(2m)?

||| Lo (mny = sup |u(zx)| = sup (QW)_%
zeR” rER?

dove 'ultimo oggetto ¢ proprio uguale a HuH Li(R"); ottenendo . In par-

ticolare, se u(£) > 0 allora grazie a ricaviamo u(0) = 2 HU”LI (R")
che, per (2.12), implica u(0) > HUHLOO(Rn), ma ovviamente u(O) S ||| Lo (mm)
da cui I'uguaglianza degli oggetti in ([2.12)). ]

Lemma 2.1.6. Sia o(x) = 7z allora detta T’ la funzione Gamma di Eulero,

vale
L= GrG) " (56)

n
2s

|3

\_/NJ
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Capitolo 2 2.1.2. La costante ottima e l’estensione agli spazi di Sobolev

Dimostrazione. Usando le coordinate polari in R™ e facendo il cambio di

1 1
variabile t = (1+r2*) " cioe r = (t71—1)2 dacui dr = —5; (71 —1)2 1t 2dt,
otteniamo

L@ ler) e = [T+ =
R 0

wn, [0 20,1 L 1/,1 n—1 N g
- t-t7 (7 — 1z (T —1 2Sdt:—/t tT =12 dt =
[t —pE e - e [t -

1 — 29
/ L (=t t /tﬁz1—t 4t =1,
23 ot 25~ ’

dove w,, = 272 (F (g))_l e la superficie della sfera n-dimensionale. Per le

proposizioni (2.1.3) e (2.1.4) abbiamo che
o TL=3)T(5) _wn T-3)T(5)

Is’”zﬂ'r(1—%+%) T 2s I (1)

ossia

]

Grazie agli ultimi lemmi, possiamo enunciare e dimostrare il prossimo teore-
ma che determina la costante ottima per un’estensione della disuguaglianza
di Gagliardo-Nirenberg agli spazi di Sobolev hilbertiani.

Teorema 2.1.7. Sia s > 2. Se u € H(R"), allora u € L>*(R") N C°(R") e
vale

SIS

e < (45 (20 (2)) (228 T by (210

27 \2 o(52)

dove o(r) = rm e I' é la funzione Gamma di Eulero. Inoltre otteniamo
l'uguaglianza in (2.16) se 4(€) = (1 + |€|*)~! per una certa costante ¢ > 0,
percio la costante utilizzata in (2.16)) € ottimale.

Dimostrazione. Sia u € H*(R") e s > 7. Dato che una tale u rispetta le

ipotesi del lemma [2.1.5] allora grazie ad esso vale che

ey < @m) g = (2m)7F [ L+ 162)73 0+ €D Hale)las <

< L ([ awiryae) ([ ariepapa)t - Lenltlien

(2m)? (2m)3
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Capitolo 2 2.1.2. La costante ottima e 1’estensione agli spazi di Sobolev

avendo applicato la disuguaglianza di Hélder con p = ¢ = 2. Grazie al lemma
2.1.6, sostituendo nella stima precedente il valore di I, ,,, otteniamo

n 1 . -1
T1 (n_ /n\\ 2 (sino(£)) 2

che ¢ la tesi. Infine, se u(£) = ¢(1 + [¢]**)! per una certa ¢ > 0, allora
4 € L'(R™) perché s > 2 e siccome u € H*(R") C L*(R"), per il lemma
2.1.9] otteniamo

Hs(R"™)

~—

Jtllzeny = @2m) " il ageny = (2m)7F e [ (1+ [€[*)1ag =

Il
)
S |c
3
o
z2.1 9
s |
SHESE
Q
‘: —
\_/w‘:
~—
Il
o
Y
‘: ~—
o
DO
2
|
SIE]
N
=.
=R S
Q | —
/\5‘2
§‘§ ~—
~—
N—
N}
YN
<
5l q
Q | —
533‘: ~—
NG
N—_
N
Il

Il
~
vl
@)
/N
o3
—
/N
o3
N——
N—
ol
YN
A
— 3
o3| wIR
NG
N—
>]I
a3
YN
&,
5| q
Q | —
anb ~—
NG
N—
|
Y
<
=B S|
Q | —
/\&7‘3
w‘: ~—
~—
N—
(M|
Il

W (M [N\ "3 o <ﬂ> :
=m0 (2) T 222 )l
2 \2 sin o (2—8)
da cui ricaviamo la tesi sotto forma di uguaglianza, che conferma 1’ottimalita
della costante. O

Dimostriamo ora, per chiudere il capitolo, un’ulteriore estensione della di-
suguaglianza di Gagliardo-Nirenberg agli spazi di Sobolev hilbertiani. Nello
specifico, ne dimostreremo una versione negli spazi omogenei calcolando la
costante ottima.
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Capitolo 2 2.1.2. La costante ottima e l’estensione agli spazi di Sobolev

Teorema 2.1.8. Sia s > 5 eu € H*(R"), allora

]l oy < K (n, 5)] (2.17)

HS(]R")

con

K<nas>:<4w>-z<?;r<z>>2(8“;‘252”5)) )7 ()

Inoltre otteniamo 'uguaglianza in (2.17) se 4(€) = c(1 + |£[**)~! per qualche
costante ¢ > 0, percio la costante in (2.17)) é ottimale.

Dimostrazione. Fissiamo v € H*(R™) e poniamo wuy(z) = u(Ax) al variare di
A > 0, allora vale u) € H*(R"), percio dal teorema ricaviamo

1

_n(n_ (n\\"z (sino(g:) ~3
ilimieey = oslimieey < ()7 (57 (5)) 7 (5]

(2ﬁ Hs(Rm) =
=t (GG () O e+ )
(2.18)

Consideriamo la funzione continua e derivabile F' : Rt — R* definita da
F(X) = A"A+ X*"B con A, B > 0. Conseguenza del fatto che s > 2 &
che limy ., o F'(A) = +00 e limy o+ F(A) = +o0; allora se esiste \ € R* per
cui F'(\) = 0 # F"()\) potremo asserire che A & punto di minimo. Dato che
F'(A) = A7 1((25s — n)A*B — nA), il valore cercato che annulla la derivata
prima & A\ = (nA)Tls((Qs — n)B)~2. Applicando questo ragionamento al
nostro caso, sostituendo nella al posto di A il valore \ otteniamo

_n 1
nlul 2@ b nlluliz@n) 2
HUHL (Rr) = (TL,S) ((28 _ n)Hu| ) HUHLQ(R ) + 2% —n

Hs (R

2s 2 n
) (32) ()l

che & la prima parte della tesi. D’altra parte, dato che A\ & punto di minimo
otteniamo

e (R")

—-n sS—n 1
Cn, s)||ullps@ny = Cln,s)(1 HUHiz @) Pl e ny)? 2
> K(n S)Hu”L2 R™ Hs(Rn) >
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Capitolo 2 2.1.2. La costante ottima e 1’estensione agli spazi di Sobolev

Considerando ora w € H*(R™) tale che w(§) = c(1 + |£[**)~! per qualche
¢ > 0, allora grazie alla relazione (2.19)) e al lemma otteniamo

1_n n
[l oo @y < K (12, 8)[ull 2 oy 1ull 74 gy = C (00 8) w0l s (my = € = [Jw]] oo )

dove 'ultima uguaglianza si ricava dal teorema dimostrando che 1'u-
guaglianza & verificata e costatando che effettivamente K (n, s) e la costante
migliore. ]
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Capitolo 3

Costante ottima nel caso del
gradiente in norma L?

In questo capitolo, faremo la stessa cosa che abbiamo fatto nel capitolo prece-
dente, ossia determinare la costante ottima di una particolare disuguaglianza
di Gagliardo-Nirenberg. L’approccio risolutivo al problema sara di tutt’altra
natura e usera strumenti differenti. Nello specifico, considerando nella disu-
guaglianza di Gagliardo-Nirenberg , e nell’associata uguaglianza , i
parametri r = 2, j = 0 e m = 1 otteniamo

[ull Loy < Kan IVull g2 lull afeny, @ € [0,1] (3.1)
1 1 1 1— 11 1 2 (p —
:a<_)+ a:a<*_>+:>a:(1:q) (3.2)
p 2 n q 2 q) q p(2* —q)

Dalla (3.2)) possiamo ricavare le relazioni tra p e q. Affinché « sia compreso
tra 0 e 1 deve valere

2*(p — ) 2(p—q) —p(2* — q) <0 q(p — 2*)

p(2* —q) Q) . p(2* —q) . p(2* —q) Q)

2(p—q) ) 2"(p —q) -0 2(p—9q) -0
p(2* —q) q) p(2* —q) p(2* —q)

da cui si ricavan > 2 e ¢ < p < 2*. Quindi ci occuperemo di determinare la
costante ottima nel seguente caso

2% (p—q) a(2* —p)

[ull o) < Kon | Vull 5 lulliswsy,  1<q¢<p<2’, n>2. (3.3)

Notiamo che se n = 1,2 la disuguaglianza (3.1]) & ancora valida, con le con-
dizioni 1 < ¢ <pea=1-— % nel primo caso, e nel secondo 1 < ¢ < p e

2(p—q)

a= p(g+2)°
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Capitolo 3 3.1. Strategia di risoluzione del problema

3.1 Strategia di risoluzione del problema

Un modo diretto per calcolare la costante ottima Kgy, e le funzioni ottimali,
e mostrare che il seguente funzionale

E:DYR") -+ R E(u) = ||VU||L2 (®n) +— IIUIILq gy (34)

ammette minimo sulla varieta M, = {u € D"(R") : |lu||zpgn) = 1} dove
definiamo il seguente spazio

DM(R™) = {u € LYR") : Vu € L*R™)}.

Teorema 3.1.1. Sian > 2 el < g < p < 2* (rispettivamente n = 1,2
el < q < p) Supponiamo di aver mostrato ['esistenza di una successione
minimizzante convergente {uy }ren per il problema sequente

1nf{1/ V() Pdz + - / )%z s u € DYI(RY, Jull g, _1}
(3.5)

Allora detto uy, il limite della nostra successione, vale la sequente disugua-
glianza per ogni v € D (R™)

lull oy < Kan Vel Zaggn) 1l padeen)- (3.6)

dove le costanti sono cosi definite

DlCEy e
p(n—2)(2*% —q
[ 749 1

| (q7)755 (20) 75 E(u)

cony = (n—2)(2"—p) ed =n(p—q). Inoltre, le sequenti funzioni sono
ottimali, nel senso che verificano l'uguaglianza

_2(p—q

7 Koy =
p(2* —q) o

(3.7)

Vap(2) = Cuco(a(z — b)) C>0,a#0, beR" (3.8)
Dimostrazione. Dato che uy ¢ un elemento minimizzante per F su M, allora

1 1
E(ux) < E(u) = 5[ Vullz2@n + pLEEAIEY Vu € M,

da cui ricaviamo che vale per ogni u # 0 in D%(R"™)

Blus) < ||VUH?;2 (R7) HUH%LI(R”)

= 2ulli@ey  allullis@n
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Capitolo 3 3.1. Strategia di risoluzione del problema

Sia ora A > 0, allora posto uy(z) = u (%) vale che

2
IVurlZogny  Sima Jon (B2 (5)-3) de A2 [ [Vu()Pde A2Vl e
2 - 2 - 2n 2 T 2n ’
[unllZo ny (fon |1 (2) [P d) 7 AT (fou lu(®)pdt) > AP [ull], @y
q
lurllfogny e [u(5)] do A fon fu®)adt Xl

[l (fulu(5)] dz)? AP U lu@Pd)s — AF )

Da queste ultime due uguaglianze otteniamo

E( ) )\n 2_2J|’quL2 ]R” )\n(l_,) HUHLQ R”) _ f()\) (39)
2HuHLP(R") qHuHLP(R”)

Grazie alle ipotesi, possiamo ricavare che per ogni n > 1 vale n — 2 — 2?" <0

n (1 - %) > 0, quindi, effettuando lo stesso ragionamento utilizzato nel
teorema [2.1.8) possiamo affermare che f(\) ha un minimo finito. Calcolando
ora tale minimo (ossia f'(Anin) = 0) sui A > 0 della parte destra della
disuguaglianza otteniamo che il valore minimizzante e

D
2n Int2p—mnq
/\mm=<2_n+” A>2+2p q A:% B = H“HLiqR")

n (1 — %) B 2“””%1?(]1{”) QHUHLP R™)
(3.10)
Andando a sostituire il valore di A, in (3.9) e posto
t_pn—2p—2n _ np—ngq
2 +2p—ng  2n+2p—ng
ricaviamo la seguente stima
AN B AN Tt KA\ KA\
< L= L= = (22 ekl —
Bl < (K 5) a0 5) T = () 4 () 8
2(t+1)
t ~ v n n
||u”Lp Rn [lu ”LP R™)
221(217 ) (1 5 J£2 ) ) 221(5 ) q(;L +22)(2**P>
[Vu ||L72L(RZ " ||u||Lq ny B ||v ||L7§ R lu LaRr)
223_(217 ) (1 Qn_g q) ) - p(2n +22)(2j*(1)
lull 7ot ™ - ull oy [l o ey ™
(3.11)
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n(g—p)  (n—=2)(p—2%)

dove K = K'(K + 1)2%+2%-naq 2it2-na . Dalla relazione (3.11)), possiamo
ottenere

M@:‘;q) f( in@ qr)l 1 %
HUHL’f(Hg; ! _E( )HV Hz;ﬂiﬁ ? ||u||Lg(R2)+2p q)

e isolando la norma p-esima a sinistra abbiamo

< K s eE i s - K Ze=y 2
]| Lo ey IVullz2gny " -l fon IVull 72 gny - 1l Fogn)

dove la costante considerata e

2n+2p—ng

- O\ o
K:(mu» (3.12)

che ¢ proprio la disuguaglianza (3.6) che volevamo mostrare, con costante

ottima Kgn = K che puo essere ricavata direttamente da 3.10)).

—2p—2n
e 2n +2p — ngq ‘ (Qn + 2p — np)2n+2p nq 22:&;%(](3;32(5:;) _
n(p —q) n(p — q)
__90
O I B R e ==
A (q7)7+ (26) 7+

Grazie all’ultima relazione trovata e alla (3.12)), otteniamo la costante ottima
dichiarata in . Dalla dimostrazione, inoltre, si capisce bene che u4, € una
funzione ottimale, e dal momento che la disuguaglianza ¢ invariante
per traslazioni, dilatazioni e moltiplicazione per costante, otteniamo le altre
funzioni ottimali

Vap(z) = Cuse(a(z — b)) C>0,a#0, beR"
[

Osservazione 3.1.2. Possiamo notare che nella dimostrazione precedente
I’argomento di scaling che abbiamo utilizzato ¢ indipendente dalla norma
scelta, quindi puo essere esteso a norme arbitrarie. Inoltre, perp=2eq=1
otteniamo la disuguaglianza di Nash

([ o) < (o [ 19utaPa ([ oar)’

48



Capitolo 3 3.2. Il problema di minimizzazione

3.2 1l problema di minimizzazione

Rimane a questo punto da dimostrare che il problema ammette una
successione convergente minimizzante, con funzione ottimale u.,, in modo
da dare validita al teorema 3.1.1} Per fare cio, la strada che seguiremo fa uso
della teoria del trasporto ottimo; mostreremo nelle prossime sezioni il forte
legame esistente tra il nostro problema e questa teoria.

3.2.1 Convessita

Abbiamo bisogno preventivamente di sviluppare alcuni strumenti necessari
al nostro lavoro. In questa sottosezione, enunceremo e affronteremo alcuni
risultati di analisi convessa; in particolare definiremo la trasformata di Legen-
dre, studiandone le proprieta principali, e il teorema della funzione inversa
per mappe monotone, che impiegheremo per la dimostrazione del teorema
di cambio di variabile monotono. Nell’ultimo paragrafo daremo anche una
dimostrazione della disuguaglianza di Brunn-Minkowski.

3.2.1.1 Proprieta generali di convessita e trasformata di Legendre

Introdurremo ora qualche risultato di analisi convessa in spazi normati reali,
analizzando in particolare i casi in R™ utili alla nostra trattazione.

Definizione 3.2.1. Sia X uno spazio topologico e sia 1) : X — R. Diciamo
che 1 € semicontinua inferiormente nel punto zy € X se si ha

(o) < liminfy(z).

T—xTQ

Diciamo che 9 ¢ semicontinua superiormente nel punto xy € X se si ha

(o) > lim supp(z).

Tr—TQ

Definizione 3.2.2. Sia X uno spazio normato reale e sia ¢ : X — R. Di-

ciamo che 9 e sottodifferenziabile nel punto zy € X se esiste un’applicazione
affine ¢ : X — R tale che

o(z) <Y(z)  VeeX, é(xo) = (o).

Se 1 ¢ definita in un aperto U C X, diremo che 1) e sottodifferenziabile nel
punto zy € U se lo e l'estensione di 1) che vale +o00 in X \ U.
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Osservazione 3.2.3. Dalla sottodifferenziabilita di una funzione % in un
punto xg seguono subito due fatti. Il primo, banale ma importante, & che
(zo) € R; il secondo & che esiste ¢ € X* tale che

W(x) > (xg) + p(z — x0) Vo e X.

Infatti se ¢(x) = px + b & 'applicazione affine che verifica la definizione di
sottodifferenzibilita, si ha per ogni x € X

(@) = d(x) = p(x —30) + P10 +b = Pz — o) + P(70) = (2 — o) + P(0);
notiamo che, di conseguenza, 1 ¢ semicontinua inferiormente nel punto x,.

Definizione 3.2.4. Sia X uno spazio normato reale e sia ¢ : X — R. Se ¢
e sottodifferenziabile in xg, ogni ¢ € X* tale che

W(x) > P(xg) + @(xr — x0) Vere X

si chiama sottogradiente di 1 in zq; I'insieme dei sottogradienti di v in zq si
chiama sottodifferenziale di ¢ in ¢ e si indica con il simbolo 0Y(zy).

Osservazione 3.2.5. Se non esistono sottogradienti di ¢ in x(, evidente-
mente 0 (xg) = 0); questo accade certamente se () = £00, ma pud anche
capitare in un punto o in cui ¥(z9) € R, ad esempio se ¢ ¢ una funzio-
ne concava su R. Se ¢ € X* si ha ¢ € 0¢(zg) se e solo se (xg) € R
e Y(x) > P(xo) + p(z — x9) per ogni € X. In particolare, di(xg) € un
sottoinsieme convesso (eventualmente vuoto) di X*.

Definizione 3.2.6. Sia X uno spazio normato reale e sia ¢ : X — R. La
coniugata, o trasformata di Legendre, di ¢ e la funzione ¥* : X* — R cosi
definita:

V*(p) = sup{pr —(x)} Vo€ X*.

zeX

Osservazione 3.2.7. Osserviamo i seguenti fatti:

1. La definizione ha sempre senso, in quanto ¢z € un numero reale per
ogni = € X; risulta ¢¥*(¢) < b se e solo se la funzione affine x — px —b
e minorante di v;

2. La funzione ¥* & sempre convessa e debolmente % semicontinua infe-
riormente, perché & 'estremo superiore di funzioni che, rispetto alla
variabile ¢, sono convesse e debolmente * semicontinue inferiormente;
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3. Puo capitare che sia ¢¥* = +o00: ad esempio, se X = R e ¢(z) = —€,

si ha ¢¥*(y) = sup,ep{yr + "} = 400 per ogni y € R. Pero quando ¢
e convessa cido non pud accadere (sotto certe ipotesi), come mostra la
proposizione che segue.

Definizione 3.2.8. Sia X uno spazio vettoriale, sia ¢ : X — R. Definiamo
I’epigrafico di v il sottoinsieme di X x R cosi definito:

epi(v)) = {(z,t) € X xR :¢(x) < t}.
Lemma 3.2.9. Valgono le sequenti affermazions:

1. Sia X wuno spazio vettoriale topologico, sia ¥ : X — R una funzio-
ne convessa e sta B C X X R un insieme convesso non vuoto. Se
intepi(y)) # 0, BNintepi(y) = 0 ed esistono & € dom(¢)) e s € R tali
che (&, 8) € B, allora si possono trovare G € X* e X > 0 tali che, posto
v = R(G), risulti

oy + As < px + M Y(y,s) € B, V(z,t) € epi(¢).

2. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente convesso di Hausdorff
e sia 1 : X — R una funzione convessa, semicontinua inferiormente
e tale che Y(x) > —oo per ogni x € X. Se (y,s) & epi(v), allora si
possono trovare G € X* e X\ > 0 tali che, posto ¢ = R(G), risulti

wy + s < inf{px + Mt : (z,t) € epi(v)}.

Dimostrazione. Dimostriamo (1). Poiché intepi(i)) e B sono convessi non
vuoti disgiunti ed il primo e aperto, per la prima forma geometrica di Hahn-
Banach esiste un funzionale lineare e continuo su X x R, non nullo,
che li separa: in altre parole, esistono A € R e GG : X — C lineare e continuo,
non entrambi nulli e tali che, posto ¢ = R(G),

sup{py + As : (y,s) € B} <inf{px + At : (z,t) € intepi(¢y)}.
Questa disuguaglianza, per continuita, diventa

sup{py + As : (y,s) € B} <inf{px + X\t : (z,t) € intepi(y))},

ma dal momento che vale int epi(¢)) = epi()), deduciamo in particolare
wy+As<oxr+ At  V(y,s) € B, ¥(x,t) € epi(y).
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Dimostriamo che si ha necessariamente A > 0. E chiaro che non puo essere
A < 0 perché in tal caso per t — oo dedurremmo che il primo membro della
disuguaglianza vale —oo. D’altronde, se fosse A = 0, la ¢ sarebbe non nulla;
prendendo (£,s) € B con £ € dom(v)) e scegliendo y = &, la disuguaglianza
si ridurrebbe a

o€ < px Va € dom(v)).

Dato che £ & un punto interno a dom(t)), si potrebbe prendere un intorno
bilanciato V' di 0 tale che £ + V' C dom(%): quindi scegliendo x = £ + v,
v € V, ricaveremmo

0 < £pv Yv eV,

il che, per linearita, implicherebbe ¢ = 0: ma cio e assurdo, e pertanto deve
essere A > 0. Dimostriamo (2). Se ) = +o00, allora epi(y)) € vuoto e la tesi
¢ ovvia: supponiamo percio che esista z € X tale che 1(z) € R. Gli insiemi
epi(¢) e {(y, s)} sono convessi non vuoti e disgiunti in X xR; inoltre il secondo
e compatto ed il primo € chiuso in quanto v € semicontinua inferiormente.
Per la seconda forma geometrica di Hahn-Banach [6.0.34], esiste un funzionale
lineare e continuo su X X R, non nullo, che li separa strettamente: dunque
esistono A € Re G : X — C lineare e continuo, non entrambi nulli e tali che,
posto p = R(G),

oy+As < B <pr+ A V(x,t) € epi(y).

Se fosse A < 0, I'ultimo membro della disuguaglianza sarebbe —oo e cio ¢
assurdo; dunque si ha, intanto, A > 0. Supponiamo dapprima che sia ¥ (y) €
R: allora (y,%(y)) € epi(¢)) e quindi, scegliendo x = y e t = ¢ (y) ricaviamo
As < AY(y), da cui necessariamente A > 0. Se invece 1(y) = +00, puo essere
ancora A > (, e in tal caso abbiamo concluso, oppure A = 0: mostreremo che
in questo caso si possono comunque modificare A e G prendendo A\ positivo.
Supponiamo dunque A = 0, cosicché

wy < < px Va € dom(v)).

Siccome (z) € R, esiste u € R tale che (z,u) & epi(¢), e come abbiamo
appena visto, in questa situazione esistono G € X* ed € > 0 tali che, posto

¢ = R(G),
¢z +eu <y =inf{pzr + et : (z,t) € epi(y)}.

Scegliamo ¢ > 0 abbastanza grande da far si che

es < ec(f—y) +v — ¢y.

Allora risulta

(eco+ )y +es <y +ecB < (eco+ ¢)x + et V(x,t) € epi(v)),
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da cui, posto G = ecG + G e n = R(G) = ecp + ¢, abbiamo
ny +es < inf{nz + et : (z,t) € epi(v)}.
La tesi e provata anche in questo caso. O]

Proposizione 3.2.10. Sia X uno spazio vettoriale topologico localmente con-
vesso di Hausdorff e sia ¢ : X — R una funzione convessa, semicontinua
inferiormente e tale che ¥(x) > —oo per ogni x € X. Allora:

1. Y ha una funzione affine minorante g, ossia esistono b € R e un funzio-
nale G : X — C lineare e continuo, tali che ¥ (x) > g(x) = R(Gx) + b
per ogni v € X ;

2. 1 e Uinviluppo delle sue funzioni affini minoranti, ossia

W(x) = sup{g(x) : g € una funzione affine, g < in X} Ve e X.

Dimostrazione. Anzitutto, se ¢ = +oo abbiamo ¢(z) = +00 = sup,yn €
le proprieta (1), (2) sono ovvie. Se invece esiste z € X tale che 1(z) € R,
in particolare epi(¢) € un convesso chiuso non vuoto; sia allora y € X e sia
a €] — 00,9 (y)[: mostreremo che esiste una funzione affine g, minorante v,
tale che a < g(y). Cio provera la tesi. Dato che (y,a) & epi(¢), applicando il
lemma troviamo G : X — C lineare e continuo e A > 0 tali che, posto
¢ =R(G),
oy + Aa < B =inf{px + A\t : (z,t) € epi(¢)}.

Percid, posto g(x) = —¢x + g, otteniamo

a<gly), g@)<YP()  Vredom(y),

e a maggior ragione vale g(x) < t(z) per ogni x € X, che & quanto si
voleva. O

Proposizione 3.2.11. Sia X wuno spazio normato reale e sia 1 : X — R
una funzione convessa, semicontinua inferiormente e propria. Allora la sua
trasformata di Legendre € propria.

Dimostrazione. Per ipotesi, dom(v)) € non vuoto, quindi scelto z € dom(¢))
si ha ¥*(p) > pxr —(x) > —oo. Inoltre, dato che ¢ ¢ una funzione semi-
continua inferiormente, convessa e che non assume mai —oo in uno spazio
normato, grazie alla proposizione [3.2.10| esistono ¢ € X* e b € R tali che
Y(x) > px 4+ b per ogni x € X: dunque, per 'osservazione precedente,
*(¢) < —b, cosicché 1) & propria. ]
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Osservazione 3.2.12. E utile precisare la seguente proprieta: otteniamo
() > —oo per ogni p € X* se e solo se ¥ non ¢ identicamente uguale a
+00.

Proposizione 3.2.13. [Teorema di Young-Legendre] Sia X uno spazio nor-
mato reale e sia ¢ : X — R. Se ¢* ¢ la trasformata di Legendre di 1,
abbiamo

V(p) = pr—tp(z)  VpeX, VreX.

In particolare, se v ¢ propria la disuguaglianza acquista la forma simmetrica
pr < (x) +9 ()  Vpe X', VeelX

Dimostrazione. La prima forma della disuguaglianza ¢ banale conseguenza
della definizione di ¢*. Per la seconda basta osservare che se 1 € propria,
allora 1) > —oo per losservazione [3.2.12] e quindi la somma ¢ (z) + ¥*(p) &
sempre ben definita. ]

Teorema 3.2.14. [Teorema di Fenchel-Moreau] Sia X uno spazio normato
reale e sia v : X — R propria. Allora si ha ¢*(J,) = ¥(x) per ogni x € X
se e solo se f é convessa e semicontinua inferiormente, dove J : X — X** ¢
['tmmersione canonica.

Dimostrazione. (=) Sappiamo che 1** & convessa e semicontinua inferior-
mente per la topologia debole * di X**; quindi ¥** o J ¢ convessa e semicon-
tinua inferiormente per la topologia debole di X. Essendo 1(x) = ¢¥**(J,)
per ogni z € X, tale e anche i) e a maggior ragione si ha la tesi.

(«<=) Poiché ¥**(J,) < ¥(x), la tesi & banale se 1**(J,) = +00. Inoltre, sic-
come 1) e propria, ¥* non e identicamente 400 e di conseguenza 1** > —oo
(osservazione [3.2.12)). Percido dobbiamo provare che se ¢**(J,) € R, allo-
ra ¥*™*(J,) = 1(x). Supponiamo, per assurdo, che esista xy € X tale che
V¥ (Jy) < ¥(mg). Allora (zo,¢**(J,,)) non appartiene al convesso chiuso
epi(1)); dunque, per il lemma [3.2.9] esistono ¢ € X*, a >0 e 3 € R tali che

oo+ oy (Jy) < f= inf {pr+at).
(z,t)€epi(th)
Osservato che
- inf +at} = inf + =
b= hpter oty = It oo tod@)}
* * ¥
= — sup {—pr—ap(@)}=—(a)(—¢)=—ap (_7> ’
z€dom(v)) @

dividendo la disuguaglianza precedente per a ricaviamo
1 . (¥
— Ty + ¢ (Jx0> < —¢ <_*> :
« o
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Questa relazione contraddice la disuguaglianza di Young: essendo 1** > —oo,
deve infatti essere

(D)< ()
O

Se ora X = R™ allora X = X* = X** la topologia debole * coincide con
quella forte, e alcuni risultati prendono la seguente forma:

Definizione 3.2.15. Sia ¢ : R®" — R, e sia domvy = {x : ¥(z) < oo}.
Per ogni x € dom v definiamo sottodifferenziale di 1) nel punto z il seguente
insieme

OY(x) ={y €eR" :¥(2) 2 {y,z — ) +¥(z) VzeR"}.

Definiamo inoltre sottogradiente ogni y € dv(x). Porremo inoltre, per ogni

X C domp, 0Y(X) = Uzex0h(z).

Osservazione 3.2.16. Quando x € 2 = int dom ¥ il sottodifferenziale 9v ()
oltre ad essere convesso e chiuso e anche limitato. La differenziabilita di ¢
in = equivale a chiedere che esista un unico y € 0¥ (z) che in tal caso sara il
gradiente. Possiamo esprimere una sorta di proprieta di continuita di 0v:

Proposizione 3.2.17. Sia v una funzione convessa in R"™ e 2 = int dom 1.
Allora 0Y(K) é compatto se K C Q é compatto, e se xp — x, Y, € ()
allora y,, — Vip(x) quando questo esiste.

Dimostrazione. Per ipotesi y;, € 01(xy), quindi vale

U(z) —(xg) — (yk, x — xx) >0 Vx € R™.

Dunque scelto x = xj £ v, otteniamo

(U, v) < Y(T) +v) — P(a1),
(Y, —v) < (ay —v) — (),
allora |(yx,v)| < 2C ove C' = MaXp, (x) |¥| con B (wg) € Qe [jvf <2,

|zx — 2ol < . Percio
sup [ {yx, v)| < 2C,

[[o]| <3
da cui per omogeneita
4C'
lyrll = sup [(ye, w)| < —.
[[wl|<1 7o
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Passando a sottosuccessioni, si ha y, — 9. Al limite nella relazione di
sottodifferenzibilita otteniamo

w(@ - ¢($0) - <y(],$ - x0> Z 0 Vo S Rn7

quindi yo € 0Y(xg) = {Vi(xo)}, cioe yr, — Vib(xo). O

Definizione 3.2.18. Sia ) una funzione convessa su R"”. Diremo che 1 ¢ due
volte differenziabile in xy con Hessiano V?i(xq) se esiste Vi)(zg) ed esiste
una matrice simmetrica A (che denoteremo come A = V21 (zg)), tale che per
ogni € > 0 esiste un 6 > 0 per cui

sup |y — Vio(xg) — Az — zo)| < €|x — 2] (3.13)
yeoy(x)

per ogni « tale che |x — x| < 4.

Lemma 3.2.19. Supponiamo h : (0,00) — R convessa e non crescente e
g:10,1] = 0o concava. Allora hog é convessa.

Dimostrazione. Per ogni s,t,t" € [0, 1] vale
g((L =)t +st') = (1 = s)g(t) + sg(t),
quindi grazie alle ipotesi otteniamo
hog((1—s)t+st') <h((1—s)g(t) + sg(t')) < (1 —s)h(g(t)) + sh(g(t)).
O

Definizione 3.2.20. Sia 1) : R — R una funzione convessa. Si definisce
trasformata di Legendre di ¢ la funzione

L()(p) = ¢"(p) = sup{(p, ) — ¥(x)}. (3.14)

z€R™

Proposizione 3.2.21. La trasformata di Legendre ¢ un’involuzione, cioe
vale per ogni funzione convessa e semicontinua inferiormente

LILW)(x) =p(x) Ve eR"
Dimostrazione. Conseguenza del teorema |3.2.14] ]

Definizione 3.2.22. Due funzioni f e g si dicono duali nel senso di Young
se g(p) = L(f)(p) e di conseguenza f(p) = L(g)(p)-
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Teorema 3.2.23. [Teorema di Young-Legendre] Se f e g sono funzioni
convesse duali nel senso di Young, allora vale (p,z) < f(z) + g(p).

Dimostrazione. Conseguenza del teorema |3.2.13] [

Proposizione 3.2.24. Sia ¢ una funzione convessa e coerciva su R", ossia

limyg| 00 % = 00; allora ¥*(y) < oo per ogni y € R™.

Dimostrazione. Sotto le nostre ipotesi, fissato y € R™ esiste R > 0 tale che
per |x| > R abbiamo ¥(z) > |z||y|, da cui (y,x) — ¥ (x) < 0 per |z| > R.
Ma se |z| < R, poiché ¢ ha una minorante affine (s,z) + b, otteniamo la
disuguaglianza (y,z) — ¢(x) < (y — s,z) —b < Rly — s| — b = M, quindi si
conclude che ¥*(y) < max{0, M} < co. O

Proposizione 3.2.25. Sia ¢ una funzione convessa su R"™; allora, detta 1*
la sua trasformata di Legendre, per ogni x € R™ in cui ¢ ¢ differenziabile
abbiamo

U(z) +¢7(Vi(x)) = (Vi(2), 7).
Dimostrazione. Notiamo che se y € 0i(x) allora per definizione

v(2) =2 (y,z—x) +¢(x)  VzeR,

ossia
(y,z) > (y,2) —¢(2) +¢(z)  VzeR",
e passando all’estremo superiore su z € R", otteniamo la disuguaglianza

(y,x) > YP*(y) + ¢¥(x), che insieme al teorema di Young-Legendre [3.2.23| ci
fornisce (y, z) = ¥*(y) + ¢ (x). Inoltre, se vale tale uguaglianza ricaviamo
{

y,2) —(2) <9 (y) = (y,x) —y(x)  VzeRY,
ossia y € OY(zx). Grazie al teorema sappiamo che
(@) + 97 (y) = (y,2) <=y € O(x) <= x € N (y).

Se, in particolare, ¢ e differenziabile in z, allora il sottodifferenziale di ¢ in
x & costituito dal solo punto Vi(x). Percio in questa ipotesi

y=Vi(z) <= () + " (y) = (v, 2),
cioe la tesi. N

Lemma 3.2.26. Sia ¢ una funzione convessa su R™ e siano x,y € R". Allo-
ra x € 0Y(y) implicay € OY*(x). Inoltre, sep e semicontinua inferiormente
allora vale 'implicazione inversa.
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Dimostrazione. Sia x € 0¢(y). Allora per definizione
() > (2 —2) +b(z) ¥z ER™
Allora vale

<y7 Z> - 1/J<Z> < <y,l’> - ¢($) Vz € Rna

da cul ricaviamo

Y*(y) = sup{(y, z) —¥(2)} < sup{(z,y) — ¥(v)} = (z,y) — ¥(x).

z€R™ z€R™

Quindi, per ogni w € R,

U (y) < (w,x) —(x) = (w =y, z) < sup{(w, t) = (1)} — (w —y,z),

teRn”

che implica per ogni w € R” la validita di

() < PH(w) = (w -y, 7) = P (w) = P (y) + (w -y, 7).

Sia ora y € dY*(z). Allora per il teorema [3.2.21| otteniamo ¢** = 1, quindi
per la dimostrazione precedente otteniamo x € 9¢**(y) = 0(y). O

Proposizione 3.2.27 (Teorema della funzione inversa per mappe monoto-
ne). Sia ¢ una funzione convessa suR", due volte differenziabile in xo € R"
nel senso (3.13)), per cui Vi)(xg) esiste e 1 < oo in un intorno di xy. Se
A = V%) (x0) ¢ invertibile, allora ¢* ¢ due volte differenziabile in Vi) (xq) con
Hessiano A=t; se A non ¢ invertibile allora 1* non ¢ due volte differenziabile

in Vi (zo).

Dimostrazione. Poniamo yo = Vi(zy). Possiamo supporre che zy = 39 = 0
senza perdere di generalita, infatti se cosi non fosse, considerata la funzione
P(z) = Y(x + x0) — (Yo, x), avremmo Vi)(z) = Vib(z + z¢) — yo e quindi
V4(0) = 0. In tal caso

O (y) = sup{{y,x) — ()} = sup {(y + yo.x) — Y(x + x)} =

z€RN z€RN
= Suﬂg{(y—i—yo,w—x@ —(w)} =¥"(y+ yo) — (¥ + Yo, xo)-
weR™

La prima cosa da mostrare e che per A invertibile, ©* ¢ differenziabile in 0
con V¢*(0)=0. Questo ¢ vero se e solo se 0¢*(0) = {0}. Dal momento che
V(0) = 0 allora 0 € 9¢(0), quindi per il lemma vale 0 € 0v*(0)
e quindi data la convessita di 0¢*(0), e chiaro che se x € 9¥*(0) allora
tz € 0Y*(0) per ogni t € [0,1]. Applicando nuovamente il lemma
otteniamo 0 € 0y(tx) per ogni t € [0,1]. Per ogni ¢ > 0, prendendo t
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abbastanza piccolo in otteniamo |Az| < €|z|. Siccome A ¢ invertibile,
allora x = 0 e quindi V¢*(0) = 0. Mostriamo ora la doppia differenziabilita
di ¢* in 0. Sia € > 0, dalle proprieta di continuita di 9¢* in 0, se y € Y (z) e
|ly| ¢ sufficientemente piccolo, allora |z| ¢ piccolo abbastanza affinché in ((3.13))
sia verificata la condizione |y — Az| < €|z|. Da quest’ultima disuguaglianza
otteniamo immediatamente la disuguaglianza

I Ay — 2] < elr — A7ly| + ATy,

Per ¢ < (2||A7Y)™" otteniamo |z — A™'y| < 2¢[|A7Y||?|y|, che esprime la
doppia differenziabilita di ¢* in 0. Affrontiamo il caso di A non invertibile.
Allora il nucleo di A non e fatto dal solo vettore nullo; sia x € R™ uno di tali
vettori. Dalla , ricaviamo che esiste una successione z; — 0 di multipli
di x e yp € O(xy) per cui |yp] < k7Yag| Per ogni matrice A’ e € > 0,
prendendo k abbastanza grande, violiamo |z — A'yk| < €|yg|. Percio ¢* non
e due volte differenziabile in 0. O

Definizione 3.2.28. Diremo che una successione di insiemi di Borel {1}
converge bene a x € R" se esiste una successione {ry} infinitesima per cui
M, C B,,(x) ed esiste § > 0 tale che % > 0 per ogni k € N.

Tk
Proposizione 3.2.29 (Teorema del Jacobiano). Sia 1 una funzione convessa
su R™, due volte differenziabile in xo € R™ nel senso (3.13)), con matrice

Hessiana A = V2 (o). Se B.(xg) ¢ la palla di centro x e raggio v, allora

" (@0 (B,(x0)
2 r{Zo r—0
> det
p(By (o))
Per A invertibile, 0O(B,(xg)) converge bene a Vip(xy).

[V ()], (3.15)

Dimostrazione. Come nella precedente proposizione, il caso xg = V() =0
¢ del tutto generale. Assumiamo A invertibile. Denotiamo B, (0) con B, e
sia A(B,) la sua immagine attraverso A. Sia € > 0; per r < ¢ dalla
ricaviamo

0U(By) € (1+ el[ATHDA(B,). (3.16)

D’altra parte, grazie alla proposizione risulta che ¥* e due volte dif-
ferenziabile con Hessiano A™! in 0. Lo stesso argomento, applicato a A(B,),
mostra che per r abbastanza piccolo vale 90v*(A(B,)) C (1+¢€||A||)B,. Pren-
dendo r ancora pilt piccolo se necessario, di modo che (1+¢€||A~|[)A(B,) stia
nella parte interna di dom v*, la dualita verifica

(L + e AT DA(B,) € 99(By). (3.17)
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Dato che € > 0 era arbitrario, la relazione (3.15)) segue da (3.16)) e (3.17)) man-

dando r — 0, con l'identita detA = lim,_,q %Eff))). Per r piccolo ¢ evidente

B
dalle relazioni e che 0y (B,) e buefn convergente: ¢ contenuto in
una famiglia di palle By per cui R(r) — 0, mentre 0¢(B,) occupa una
frazione di Bpg(y che ¢ limitata lontana da zero. Sia ora A non invertibile,
in questo caso A(B,) sta in un sottospazio (n — 1)-dimensionale di R™. Da-
to e > 0, se y € 0Y(x) per |z| sufficientemente piccolo, la relazione (3.13)
implica che |y — Az| < e|z|. Percio pu(d¢(B,)) < 2¢(||All + €)" ter™ dove ¢
¢ la misura (n — 1)-dimensionale della palla unitaria. Dato che € > 0 era

arbitrario, il limite (3.15)) & zero. O

3.2.1.2 Teorema del cambio di variabile monotono

Sia ¢ una funzione convessa su R" e denotiamo la parte interna del convesso
{z € R" : ¢y(x) < oo} con Q = intdom. Allora la funzione gradiente
Vi : © — R? rappresenta la generalizzazione, in dimensione maggiore di 1,
della derivata prima che e un’applicazione monotona sull’intervallo. Inoltre
V4 ¢ una funzione misurabile e differenziabile q.o. Utilizzeremo Vv per
effettuare il push-forward di alcune misure di Radon, che denoteremo con
M(£2) (non sono misure finite, ma hanno massa finita sui compatti) da 2
a R" Se p e M(Q) e noto che p = puc + Psing, dove p,e € assolutamente
continua rispetto alla misura di Lebesgue e pgn, ¢ nulla eccetto che sugli
insiemi di misura nulla secondo la misura di Lebesgue. L’insieme M,.(2)
delle misure assolutamente continue & un sottoinsieme di L},.(Q), percio pc
puo essere vista simultaneamente come misura e come funzione.

Definizione 3.2.30. Sia p € M(2). Definiamo la sua derivata simmetrica
Dp nel punto z € Q nella seguente maniera

— 1oy PBr())

P = B

dove B,.(z) ¢ la palla di centro x e raggio r.

(3.18)

Osservazione 3.2.31. Dp(x) esiste e coincide con pu.(x) q.0.; Dp(z) = 00
su insiemi di misura totale per pgng. Dalla derivata simmetrica p-q.o. ¢
possibile ricostruire p,. e determinare se pgny = 0. Nei punti di Lebesgue
di p = pae, quindi q.o., il limite rimane inalterato se le palle B,(z) le
rimpiazziamo con una successioni di insiemi di Borel {M} che convergono
bene a x.

Definizione 3.2.32. Definiamo (P(R"), d2) lo spazio delle densita di proba-
bilita munite della metrica di Wasserstein, ossia

PR") = {p :R" > RY: /]R” p(z)dr = 1}
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da(po, p1) = (inf{EHX Y X ~ podz, Y ~ ,oldx})§

Indicheremo inoltre con P, (R™) C P(R") le densita di probabilita assoluta-
mente continue.

Lemma 3.2.33. Sia ¥ convessa su R™, ) :=intdom, e denotiamo il sot-
todifferenziale della sua trasformata di Legendre con 0v*. Sia p € My.(£2).
Detta Vg la mappa di push-forward, per ogni M C € insieme di Borel si
ha

Vipyp(M) = p[0y™(M)].

Dimostrazione. Per definizione abbiamo Viup(M) = p[(Vy)'(M)]. Ma
(V)™ Y (M) C Ov*(M), e la differenza ¢ un insieme trascurabile secondo
p. 1l contenimento ¢ ovvio: se Vip(z) = y € M allora y € 0¢(z) oppu-
re x € OY*(y). D’altra parte, pud essere x € 0Y*(y) senza che Vi sia
univocamente determinato in x; in ogni caso, questo accade solo in un insieme
trascurabile secondo Lebesgue. ]

Proposizione 3.2.34. Sia ¢ convessa suR"™, Q :=intdom ) e p € M,.().

Supponiamo che x sia un punto di Lebesque per p nel quale ¥ sia due volte
differenziabile con Hessiano invertibile A := V*(x). Allora, in Vi)(z) la

derivata simmetrica della misura Vi yp esiste ed e uguale a %.

Dimostrazione. Grazie al teorema della funzione inversa[3.2.27)la funzione ¢*
risulta differenziabile due volte nel punto y = V4(z) con A~ il suo Hessiano.
La proposizione allora mostra che 0¢Y*(B,(y)) converge bene a x. Dato
che x ¢ un punto di Lebesgue per p, otteniamo

p[a¢*(3r(y))] 7“—>0>
1(0v*(Br(y)))

Per lo stesso limite, la proposizione |3.2.29 mostra anche che

1(0Y* (B, (y))) 720 Jet AL
(B, detA™".

Il prodotto di queste ultime due relazioni e il lemma|3.2.33| provano la tesi. [

p().

Corollario 3.2.35. Sia ¢ convessa suR™, e poniamo € := int dom . Allora
la funzione det[V?)(x)] > 0 ¢in L},.(Q). Inoltre, 'immagine di det[V*(x)],
tramite la mappa di push-forward Vg, ¢ esattamente la misura di Lebesque
ristretta a OW(M), dove M ¢ linsieme dei punti dove Vi) e la sua inversa
esistono, che sono i punti di Lebesgue per det[V?1)].
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Dimostrazione. Consideriamo la trasformata di Legendre ¢* e la misura
di Lebesgue su 2 := intdomt*. La prima affermazione da provare e:
det[VZ(x)] sta in L} (Q); infatti essa ¢ la parte assolutamente continua
della misura w := Vi pu. Sebbene tale misura w possa avere massa infinita
vicino la frontiera di €2, la sua restrizione a {2 ¢ una misura di Radon: se
K C Q e compatto allora tale ¢ 0 (K), da cui w(K) = p(0y(K)) < oco. 1l
risultato sara provato se det[V?¢] = Dw p-q.o. su €, dove Dw ¢ la derivata
simmetrica. Ricordiamo che V21 esiste q.0. Dove det[V?y(x)] > 0, la propo-
sizione (applicata a 1* con p = p) e il teorema della funzione inversa
mostrano che vale Dw = det[V?y(z)]. D’altra parte, Dw deve essere
nulla q.o. sull'insieme Z dove det[V?y(z)] = 0: per il lemma e la
proposizione la condizione 0 < w(Z) = u(0Y(Z)) sarebbe incompati-
bile col fatto che V?y* non esiste su 9¢(Z). Questo mostra il primo asserto.
Applicando nuovamente la proposizione a 1, con p = det[V*)], si
vede che la derivata simmetrica di Vipup & uguale a 1 su 0y(M). L’insie-
me 0y (M) ha misura unitaria secondo Vi4p, dato che M & unitario per p.
Percio Vi) p non puo essere altro che la misura di Lebesgue su 0y(M). [

Proposizione 3.2.36. Siano py, p1 € Pac(R™) € sia 1 una funzione convessa
per cui Vipgpo = p1. Detto X C R"™ linsieme dei punti per cui Vip(x) é ben
definito e invertibile, allora X ha misura unitaria. Se F e una funzione
misurabile su [0,00) con F(0) =0 allora

/Rn F(p(y))dy = /X F (%) det[V2y)(z)]dz.

Dimostrazione. Dal momento che Vi ¢ una mappa di push-forward tra pg e
p1 , allora v deve essere finita su un insieme di massa unitaria secondo py.
Percio, Vi) (x) esiste pp-q.0., e per la proposizione puo non essere inver-
tibile solo sull’insieme 9¢*(Z), dove Z = {y|V?*)*(x) non esiste}. Dall’asso-
luta continuita di p; e dal lemma [3.2.33] abbiamo po[0¢*(Z)] = p1[Z] = 0.
Quindi X e di misura unitaria per pg. Sia M C X costituito dai punti di Le-
besgue per det[V?¢], funzione che sta in L}, (Q) per il precedente corollario.
M differisce da X per un insieme di misura nulla secondo Lebesgue. Percio
OY(M) e di misura unitaria per p;. Dato che Vi funge da push-forward tra
det[V*Y] e la misura di Lebesgue sull’insieme 9v(M), dal corollario

otteniamo
/8 ) F(pi(y))dy = /M F(p1(Vip(z)))det| V2 (z)]dx.

Scegliendo p; coincidente con la sua derivata simmetrica, la proposizione

3.2.34| mostra che p; (Vi(x)) = ﬁ% nei punti di Lebesgue di po in M.

Notando che F'(0) = 0, la tesi segue immediatamente. O
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3.2.1.3 Disuguaglianza di Brunn-Minkowski

Teorema 3.2.37 (Disuguaglianza di Prekopa-Leindler). Siano A € (0,1) e
f,9,h funzioni non negative integrabili per le quali valga per ogni x,y € R™

h((1 =Nz + Ay) > f(z)Pgy) (3.19)

/n h(z)dx > (/n f(x)dx)l_/\ (/n g(:v)da:))\.

Dimostrazione. Lo dimostreremo per induzione sulla dimensione n. Provia-
molo inizialmente per n = 1. Possiamo assumere senza perdita di generalita
che

Allora

/Rf(l')d:c:F>O /Rg(a:)dJE:G>O.

Definiamo u, v : [0, 1] — R per cui u(t) e v(t) siano i pit piccoli numeri che
soddisfano

1 ful®) 1 v
F/wﬂ@sz/mymmzt (3.20)
Allora u e v possono essere discontinue, ma sono funzioni strettamente cre-
scenti e quindi differenziabili q.o. Sia w(t) = (1 — X\)u(t) + Av(t). Derivando
la relazione ([3.20) rispetto a ¢ otteniamo
WD) gl |

F G

Usando 'ultima relazione trovata e la proposizione|6.0.29 otteniamo (quando
fu(®)) #0 e g(v(t) #0)

w'(t) = (1= /(1) + /(1) > /()M = <f(f(t))> _ <g(1(};(t)) '

Percio ricaviamo

Amwmzéhm@mﬁwz

> [ )t (f(zit)))H <g<f<t>>A dt = PG

Supponiamo allora sia verificata la disuguaglianza per ogni numero naturale
piu piccolo di n. Per ogni s € R definiamo la funzione non negativa hg su
R""! in questa maniera hy(z) = h(z,s). Definiamo f, e g, analogamente.
Siano z,y € R"', a,b € R e poniamo ¢ = (1 — X)a + \b. Allora

he((1 =Nz +Ay) =h((1=Nax+ Ay, (1 —Na+ A\b) =
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= h((1=N)(z,a) + Ay, 0) = f(z,0) gy, 0)* = falz) as(y)™.

Per ipotesi induttiva ricaviamo

/Rn_1 he(z)dz > (/Rn_l fa(ac)dx)l_/\ (/Rn_1 gb(x)da:)/\ :

Poniamo
H(e) = /]R he(w)dr  Fla) = /]R fu@)dr GO = /R  gpla)da,

allora
H(c)=H((1 — Na+ A\b) > F(a)'*G(b)*.

Allora dal teorema di Fubini |6.0.28| e dal passo base otteniamo

/ d$—//Rn1 dzdc-/H )de >
> (/RF(a)cla)H (/}R G(b)db)A - (/nf(x)dgc)H (/ g(x)dx))\.

]

Corollario 3.2.38. Sia A € (0,1) e siano X,Y insiemi limitati misurabili
in R™ per cui (1 — X\)X + XY sia misurabile. Allora detta p la misura di
Lebesgue

p((1=NX +AY) > u(X) 7 u(¥)™

Dimostrazione. Utilizziamo la disuguaglianza di Prekopa-Leindler [3.2.37| con
le seguenti imposizioni

h = Xa-Nx+ay f=xx g = Xv-

Se z,y € R", allora f(z)'"*g(y)* > 0seesoloser € X ey € Y. Cio implica
che (1=N)z+Ay € (1=X)X+\Y, che & vero se e solo se h((1—N)z+\y) = 1.
Quindi vale la (3.19)), percio

P = NX +2Y) = [ Xaoaxer (@)de >

> ([ xxwar) ([ we) = n()" 0
]

64



Capitolo 3 3.2.1. Convessita

Teorema 3.2.39 (Disuguaglianza di Brunn-Minkowski). Sia n > 1 e sia p
la misura di Lebesgue in R™. Siano X e Y due sottoinsiemi compatti non
vuoti di R™. Allora per ogni A € (0,1) vale la sequente disuguaglianza

[((1 = X)X + AV > (1= A) (XY™ + Af(Y)]™, (3.21)
dove X +Y denota la somma di Minkowski
X+Y ={z+yeR"|zeX, yeY}.

Dimostrazione. Sia )
f__op()n
(X% + p(Y )
e siano X' = u(X) wX e Y = u(Y)"#Y. Allora
p(X)"
p(X)w + p(Y)7
e (X)) = p(Y) = 1, grazie al fatto che p(rA) = r"u(A) per ogni r > 0.
Allora applicando il corollario otteniamo p((1—N)X'+XY’) > 1. Ma
X+Y ) B WX +Y)
O™ +p(Y)n ) (u(X)7 + p(Y)r)"

1-\N=

p((1=N)X"+XY') = p (

che ci fornisce
1

1 1 1

w(X +Y)w = p(X)m + p(Y).

Per ottenere la relazione (3.21)) basta rimpiazzare X e Y con (1 — M) X e
Y. O

Lemma 3.2.40. Sia A € M,(R) una matrice definita positiva. Definita la
funzione v(t) = det((1 — t)I +tA), vale che v (t) é concava su [0, 1].

Dimostrazione. Definiamo i seguenti insiemi
n

As=1[0,1=46]"  Bs=]]Jl0,6\] 0€(0,1),

=1

allora, dal momento che A & simmetrica, A & diagonalizzabile, quindi vale

che
n

o(t) = [J(1 =t +tN;) = p(A + By). (3.22)

i=1
Mostriamo che vale (1 — t)A; + tAy C A@_pstes per ogni s, € (0,1) e
t €[0,1]. Siax € (1 —t)As +tAy; allorax = y+ 2 cony € (1 —t)A, e
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z € tAy, quindiz = (1—t)p+tqgconp; < 1—seq; < 1—s perognii =1,...,n.
Di conseguenza, z; < (1—t)(1—s)+t(1—s") = 1—[(1—1t)s+ts'] che implica
r € A(_pstts- Mostriamo ora che vale (1 —t)Bs + tBy C Ba_ysqis Der
ogni s, € (0,1) et € [0,1]. Siaz € (1 —t)Bs + tBy allora x = y + z con
y€(l1—t)Bsez € tBy, quindi x = (1 —t)p+tq con p; < s\; e q; < s'\; per
ogni i = 1,...,n. Di conseguenza, x; < (1 —t)s); +ts'\; = [(1 — t)s + ts'|\;
che implica x € B(1_y)s1ts. Da tutto cio possiamo ricavare

A—pstts + Ba—psits 2 (1 =1)(As + Bs) + t(Ay + By). (3.23)

Allora, per la disuguaglianza di Brunn-Minkowski [3.2.39),

1

(H(A(l—t)s—i—ts/ + B(l—t)s—ﬁ—ts’))g Z (:u((]- - t) (As + Bs) + t(As’ + Bs’)))% Z

> (N((l - t)(As + Bs)))R + (:u((t(As’ + Bs’)))E =
= (1= 0)(u(As + B)7 + t{u(Ay + By)) .
Dall’ultima relazione e dalla (3.22)) ricaviamo la tesi. O

3.2.2 Teoria del Trasporto Ottimo

Supponiamo di avere un mucchio di sabbia che occupa una regione X C R" e
supponiamo di avere un’altra regione Y C R"™ che consiste di fori, entrambe
le regioni con una distribuzione nota. Sia py la distribuzione della sabbia
e pp la distribuzione dei fori. Supponiamo inoltre che per ogni coppia di
punti (z,y) € X X Y esista assegnato un numero non negativo c(x,y) che
rappresenta il costo per il trasporto di una massa unitaria da =z a y. Una
mappa di trasporto 7" : X — Y ¢ una strategia che ci dice che la massa
da x sara spostata in T'(x). Tale mappa dovra soddisfare il principio di
conservazione della massa, ossia

[owiay= [ s (3:24)

per ogni insieme B C R™ misurabile. Quando vale , diremo che T e
una strategia per il trasporto di py su p;, oppure mappa di push-forward, e
scriveremo Tyupy = p1. Scegliere una strategia per il trasporto di py su p;
corrisponde a scegliere una mappa 1" per cui Txpo = p1. Dato un punto z,
se po(x)dz & la massa trasportata da un piccolo intorno di z, il costo per il
trasporto di po(x)dz in un intorno di 7'(z) ¢ c(z,T(z))po(x)dz. Quindi, il
costo totale per il trasporto di py su p; €

O(T) = / e, T(x))po()da.
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Il problema di Monge-Kantorovich ¢ definito nella seguente maniera

inf {/R" c(z, T(x))po(x)dx : Tyepo = pl} : (3.25)

Grazie al teorema di McCann [6.0.31] possiamo supporre che la nostra mappa
ottima 7T sia il gradiente di una funzione ¢ convessa su R". Siano ora pg, p1 €
P(R™) e consideriamo T' la mappa di trasporto ottimo (push-forward) del

problema di Monge-Kantorovich, con funzione di costo ¢(z,y) = @

Po € p1, ossia Tyupy = p1.

, tra

Definizione 3.2.41. Siano ¢ € [0,1] e po, p1 € P(R™). Si definisce I'interpo-
lazione per spostamenti p; € P(R™) tra py e p; nella seguente maniera

Osservazione 3.2.42. La traiettoria di ¢t — p; € il minimo percorso che con-
giunge py e p1 in (P(R"), dz), nel senso che da(po, p1) = d2(po, pi) +da(pr, 1),
mentre per ogni altra traiettoria p; € P(R™) che congiunge le due densita
vale la disuguaglianza stretta da(po, p1) < da2(po, pr) + do(pr, p1)-

Definizione 3.2.43. Sia F : P(R") — R un funzionale. Diremo che F &
convesso per spostamenti se la funzione F : [0, 1] — R tale che F(t) = F(p:)
e convessa per ogni scelta di pg, p1 € P(R™).

Osservazione 3.2.44. In particolare, se ’energia e rappresentata dal funzio-
nale H(p) = Jga F(p(z))dz, esso & convesso per spostamenti se la funzione
F :]0,00) — R ¢ tale che F(0) = 0 e la mappa x — " F(x~") ¢ convessa e
non crescente.

Proposizione 3.2.45. Siano po, p1 € P(R™) con py € Pu(R™). Allora per
ogni t € [0, 1] 'interpolazione per spostamenti p; tra py € py € assolutamente
continua rispetto alla misura di Lebesgue.

Dimostrazione. Poniamo ¢(z) = (1 — t)% + tp(x): ¢ e la funzione il cui
gradiente e la mappa di push-forward da pg a p;. L’affermazione da provare e
la seguente: se M C R™ (insieme di Borel) ¢ trascurabile secondo Lebesgue,
tale ¢ (Vo)1 (M); p; allora si annulla sul primo perché py si annulla sul
secondo. Poniamo dunque che (Vo1 (M)) = 0: la convessita di ¢ implica
la convessita stretta di ¢, cosi che (V)™ deve essere una funzione sul suo
dominio. Inoltre dato che

(Vo(z) — Voy)llz —yl > (Vo(z) — Vé(y),z —y) =
= (L—t)|lz =yl + (Vi (z) — Vi(y),z — ),
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(Vi(z) = Vi(y), 2 —y) > 0; (3.26)

la relazione (3.26) mostra che (V¢)~! & lipschitziana con costante non piu
grande di (1 —#)~!. La tesi ¢ una conseguenza della seguente disuguaglianza

p((Vo) (M) < (1 —1) "u(M). (3.27)

Dimostriamo 1'ultima disuguaglianza citata. Sia L = (V¢)~'(M); la map-
pa p(z) = V¢(z) ¢ iniettiva. Dato che 1 & convessa, otteniamo che H, ¢
semidefinita positiva e quindi, detti A; gli autovalori di J, = H,, abbiamo
detJ, =[i= (1 =t +tA;) > (1 —¢)". Di conseguenza otteniamo

u(M):/

- xu(zx)de = / xr(z)detJ,dz > (1 —t)"u(L)

Rn

e moltiplicando entrambi i membri per (1—%)~" otteniamo la relazione (3.27)).

[

Proposizione 3.2.46. Siano po, p1 € P(R") a supporto compatto e sia il fun-
zionale H" (p) = [gn F(p(z))dz definito su P(R™). Assumendo che valgano
le sequenti condizioni:

1. F:]0,00) = R é tale che F(0) =0;
2. la mappa x — x"F(x™™) é convessa e non crescente per ogni x > 0,

allora Uenergia interna H' (p;) ¢ una funzione convessa su [0, 1].

Dimostrazione. La proposizione [3.2.45 mostra che p; ¢ assolutamente conti-
nua (rispetto alla misura di Lebesgue). Per la proposizione , I'insieme
X, sul quale V% (x) > 0 e la sua inversa esiste, ha massa unitaria secondo
po € inoltre

H () = | Flpu(w)de = /X F < Te —tp)(}(i)tvz ; (x)]) det[(1 — ) + tV2(z)]da.

(3.28)
Fissiamo x € X, e siano A = V2(z) e v(t) := det[(1 — ¢)I + tA]. Dato
che A & positivo, la proposizione mostra che v%(t) e concava. Per
ogni z € X fissato, grazie al lemma |3.2.19, componendo la funzione convessa
non crescente h(\) := A" F(po(z)A™™) con la funzione concava g(t) := v (t)
otteniamo la funzione convessa h o g(t), 'integrando di (3.28)). Integrando
rispetto ad z, si ottiene la convessita di H (p;). O

Teorema 3.2.47. Siano py, p1 € Pa(R") a supporto compatto, allora vale
la sequente disuguaglianza sull’energia

H"(p1) — H" (po) > /Rn po(x)(V(F (po(x))), T(x) — x)da (3.29)
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Dimostrazione. Grazie alla proposizione [3.2.46, sappiamo che H¥(p;) ¢ una
funzione convessa su [0, 1], percio vale

H" () — H (p0) > {dH%t) (3.30)

dt

|t=0

Dal momento che p; = (T3)xpo, per il teorema di cambio di variabile ottenia-
mo che vale per ogni ¢ € Ci°(R")

/Rn e(y)pe(y)dy = /]R o(Ty()) po(x)dz.

Derivando entrambi i membri rispetto a t e, grazie alle proprieta di regolarita
delle funzioni in esame, portando la derivata dentro il segno di integrale,
otteniamo

;lt/w e(y)pe(y)dy = /Rn(Vgo(Tt(x)),T(:p) — 2)po(z)dz,
/ " 90@)8/)5,({1/) = /]R (Ve(2), T(x) — 2)po(w)da.

Utilizzando sull’ultima relazione trovata la formula di integrazione per parti
6.0.27] ricaviamo

| e ap(;iy)

da cui possiamo asserire che

dy = — [ (@) div(po(a)(T(2) - 2))da.

t=0

O

| = —div(py(T ~ 1d)).

t=0

Ritornando alla (3.30) possiamo continuare la catena di disuguaglianze in
questo modo

d - / apt(l‘) .
HE () = 170 2 [ 70| = [ Fooa) T =
== [ F (@) div(po(a) (@) ~0)dx = [ o) (T (o), Tla) )

dove nell'ultima uguaglianza abbiamo usato la formula di integrazione per

parti [6.0.27] ottenendo la (3.29)). ]
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Corollario 3.2.48. Siano pg, p1 € Puc(R™) a supporto compatto, allora vale
la sequente disuguaglianza sull’energia

HP (o) = HY (1) < = [ o) (V' (po(2). T(@))de (3:31)
dove Pp(t) =tF'(t) — F(t).

Dimostrazione. La disuguaglianza (3.31)) segue direttamente da (3.29)) sem-

plicemente riscrivendo il termine di destra in questa maniera

H (o) = H (p0) > | pola po())), T(2) — a)da =

ZLMMWMMWMWW%@m@MWMMMW-

Notiamo che

[ 9 (Prlpo(a))), ) = z O o po(a))sds —

R OX;

=3 [ e @ F )~ Fl(a)r =

_ zn:/n <8p0:6(?5)F/(P0(m))xi + po(x) 38% (F'(po(z)))m; — 68.% (F(po(a?)))xZ) dr =

- Z/n (agox(f) F(po(x))a; — 8(; (F(Po(x)))mz') dz + /n po(x)(V(F'(po(z)),z))dz.

Inoltre, il primo addendo dell’ultima riga e nullo. Di conseguenza, grazie
all’ultima osservazione, otteniamo

HY o) =H ) > [ ()T (po(w)). T()) o — / (V(Pr(pol)), 2w =

Rn

[ o) (V(F (pofa) dxfz 0, Pr(po(a))wde =

po(z dx—&—Z/ Pr(po(x))0y,xidx =
- / po(@) (V(F (po())), T(@))dz + nHE* (po)

da cui si ricava la tesi notando che HY (pg) +nHF (py) = HET"Pr (po). O
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3.2.3 Collegamento tra la GN ottimale e la Teoria del
Trasporto Ottimo

Grazie agli strumenti appena sviluppati, in questa sottosezione mostreremo
la stretta connessione che intercorre tra la teoria del trasporto ottimo e la
disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg. Grazie al corollario |3.2.48] per ogni
P0, P1 € Pac(R™) a supporto compatto, possiamo scrivere

= HE (o) < =H" P (o) = [ pol@)(V(F (pofe)), T(a))ddo. (3.3

Sia ¢ : R" — R una funzione strettamente convessa che soddisfa ¢(0) = 0
e che sia un infinito di ordine superiore rispetto a |z|, per |z| — oo; allora,
se ¢* denota la trasformata di Legendre di ¢, grazie alla disuguaglianza di

Young-Legendre otteniamo
— (V(F'(po(2))), T(2)) < (T (2)) + (= V(F (po(2))))- (3.33)

Mettendo insieme le (3.32) e (3.33]) possiamo ricavare

~HE(pr) < —HP R o)+ [ po(a)e’ (<9 (F (o))t [ pofa)e(T(a))da
R” R™

Ricordando che Tyxpy = p; possiamo riscrivere 'ultima disuguaglianza in
questa maniera

—H" (1) < —H™ ()4 [ po(a)e’ (=V(F (po(e)))de+ [ pr(y)e(w)dy,
dalla quale, ponendo H.(p;) = [gn p1(y)c(y)dy e HY = HY + H_, otteniamo

— HE (pr) < —H"7 () + [ po(a)e’ (=Y (F(po(a)))dar. (3.34)

Inoltre, se pg = p1, allora T' = Id e vale I'uguaglianza in (3.32)). Grazie alla
proposizione [3.2.25| possiamo ricavare che vale

(Ve(x),x) = c(z) + " (Ve(x)), (3.35)

e se py = pi,

(Ve(x), T(x)) = e(T(x)) + ¢ (Ve()). (3.36)
Sfruttando la (3.36)), se po = p1 soddisfa nel suo supporto

—V(F'(po(z))) = Ve(z)  ossia V(F'(po(x)) + c(x)) = 0,
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allora vale 'uguaglianza in (3.33)) e di conseguenza in ([3.34). Abbiamo in
questa maniera stabilito la seguente relazione di dualita

sup{—H, (p1) : p1 € P(R")} = inf{J(po) : po € P(R")} (3.37)
dove il funzionale su cui facciamo 'estremo inferiore &
T(po) = —H""% (po) + [ po(a)e* (=9 (F (po())))dz

e la funzione ottimale py = p; := poo che risolve (3.37) ¢ una soluzione della
seguente equazione

V(F (poe () + () = 0. (3.38)
Dalla formulazione di dualita (3.37)) e da (3.38]), appare chiaro che per ot-

tenere la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg dalla teoria del trasporto
ottimo, ¢ sufficiente scegliere appropriatamente

e la funzione di Young c;
e la funzione densita di energia F’;

e un cambio di variabile ¢ con py = ¥(u), per cui J(py) = J((u)) sia
uguale, a meno di costanti, a un funzionale del tipo E(u) in (3.4]).

Nel caso ¢ = 1 + & in (3.9) le scelte giuste sono c(x) = %, F(x) = VRS

e il cambio di variabile ¢(u) = u?. Come conseguenza di cio, una funzione

ottimale u, per la corrispondente disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg puo

essere calcolata esplicitamente usando ((3.38))
V(F'(uf(z)) +c(x)) =0, uf, € P(R"),

ela fornisce una dualita tra il funzionale associato alla disuguaglianza
E(u) = J(u?), e il funzionale entropia —H " (p;) per la seguente equazione
alle derivate parziali

dp

ot
Lo stesso approccio puo essere seguito per il caso ¢ = 2(p — 1) in (3.5).
Negli altri casi la difficolta sta nel fatto che le classiche funzioni convesse
per spostamenti F'(z) = zlogx e F(x) = nf: conl #m > 1-— %, non
sono appropriate per i nostri scopi. Punto di partenza della nostra analisi
¢ 'equazione che ci da le funzioni ottimali per la disuguaglianza di

ApP+2 + div(zp).

Gagliardo-Nirenberg. Osserviamo che se py = 1(u) e ¢(z) = l2l® | otteniamo
V(P () = ~Ve(a) =~z = F(p(u)) =~ 5
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per una certa v € R, il che implica che la funzione ottimale in (3.5) e (3.37)
e di tipo radiale, cioe per una certa funzione H vale

2
7~ P () = Au)) (3.39)
Definiamo H(w) = H (w%) Appare chiaro che per determinare le funzioni
ottimali per tutte le disuguaglianze di Gagliardo-Nirenberg (al variare di p
e q), e per fare la scelta giusta delle funzioni F' e v necessarie per 1'utilizzo
della teoria del trasporto ottimo, abbiamo bisogno di trovare esplicitamente
V'espressione della funzione H in e quindi di H.

3.3 Un’equazione differenziale ordinaria per
la minimizzazione

Dobbiamo quindi determinare la funzione H di cui abbiamo parlato prima.
In questa sezione mostreremo che la funzione H’ soddisfa un’equazione diffe-
renziale ordinaria non lineare, che puo essere risolta esplicitamente per ogni
valore di p e ¢ quando siamo in dimensione 1, dal momento che I’equazione
diventa lineare. Come conseguenza di cio, in tali casi, otterremo esplicita-
mente la funzione ottimale di (3.5)) e usando potremo determinare, in
alcuni casi, la giusta funzione F' necessaria per derivare la nostra disugua-
glianza dalla teoria del trasporto ottimo. Assumiamo quindi 1 < ¢ < p < 2*
e consideriamo il seguente problema variazionale

. 1 1
inf {E(u) =5 /Rn (Vu(z)|*dz + q/Rn lu(z)|%dx : ||lul|Le@ny = 1} :
(3.40)

Questo problema ammette un elemento minimizzante u, il quale risolve in
modo unico 'equazione di Eulero-Lagrange associata al problema ((3.40)), cioe

—Au + [u|72u — MulP~?u = 0,

dove X > 0 e il moltiplicatore di Lagrange associato al vincolo. Senza perdere
di generalita, possiamo assumere che u sia non negativa, quindi risolve

—Autu?t — P =0, (3.41)
e ponendo 9(zx) = /\ﬁu()@&fq)x) e svolgendo i conti ricaviamo
— A+ 977 — 5P = 0. (3.42)
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Il teorema |6.0.32[ di P.Pucci e J.Serrin ci assicura che 1’equazione (3.42))
possiede un unico ground state radiale, ossia una soluzione v distribuzio-
nale C! non banale dell’equazione (3.42)), non negativa, radiale e infinite-
sima all’infinito. Dal momento che la soluzione e di tipo radiale, posto
0(x) = v(|z]) = v(r), dall’equazione (3.42) ricaviamo la seguente equazione
differenziale ordinaria
v (r
V" (r) + (n — 1)L — 01 () + 0P (r) = 0, (3.43)
r
che in dimensione 1 diventa

V' (r) = v (r) — P (). (3.44)

conv(r) =v(|z]) =v (g (@)) dove g(t) = v/2t. Questo mostra che u & non
negativa e decrescente. Inoltre, u tende a 0 per |z| che tende a co. Ponendo
H = (vog)™:(0,v(0)) = R otteniamo che

H(v(r)) = —. (3.45)

Grazie alle considerazioni fatte, mostreremo che la nostra funzione H soddisfa
la seguente equazione differenziale ordinaria non lineare

¢ tr [/l q—1 _ 4p—1\ 1/ —9n — r! tizn
2(q— p) () + (t7 — YA () — 2(n— V) H (t)/o ey~ (340

le cui soluzioni danno un elemento minimizzante esplicito di grazie
a , , e inoltre determina la costante e le funzioni ottimali nel-
la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg. A causa del termine non lineare
2(n — 1)1fl "(t) 3 ﬁ?‘(ss) nell’equazione ([3.46[), non siamo in grado di risolverla
esplicitamente per ogni valore di p e ¢ quando n > 2. Supponiamo pero che

valga H"(t) f! ﬁc}fs) = k; allora (3.46|) prende la forma
1 PN\ -
) < _ ) (8) + (1971 — =Y (t) = n+ 2(n — ), (3.47)
q p

che invece puo essere risolta esplicitamente per ogni valore di p e q. Mostre-
remo che quando n > 2 e ¢ =1+ % oppure ¢ = 2(p — 1) allora saremo nei

casi in cui vale (3.47)).

3.3.1 Dimensione 1: il caso lineare

Analizziamo ora la situazione monodimensionale, determinando qual e l'e-
quazione differenziale ordinaria lineare che soddisfa H. Enunciamo e dimo-
striamo il seguente teorema, che ne fornisce anche una soluzione esplicita:
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Teorema 3.3.1. Siano p,q € R per cui 1 < q < p e sia H : 0,00) = R
e 2

una funzione in C?(0,00) che soddisfa H(v(r)) = %, con v € C*(R) non

negativa, radiale e soluzione di —v" +v?t —ovP~t = 0. Allora H ¢ soluzione

della sequente equazione differenziale ordinaria

¢! P " qg—1 _ 4p—1 ! _
) (q _ p) H(8) + (t — ) H (1) = 1. (3.48)

Inoltre la derivata H' di H ¢ esplicitamente espressa da

~ dt
H — p

q (3.49)
22 ‘g - tp—fI’ t2 sign (% - tp_q) ‘g - tp_q‘

Dimostrazione. Derivando per due volte rispetto ad r 1'uguaglianza (3.45),
otteniamo
' (rYH (v(r)) + (V' (r)2H" (v(r)) = 1. (3.50)

1

Dal momento che E(v) = 3[[v/[[72m) + ¢l[v][7a@) < 00, allora sia v che ||

2
sono infinitesime all’infinito. Moltiplicando la (3.44]) per v’ e integrando su

(r, 00) ricaviamo
(o)) =2 (”q - ”p) | (3.51)

Ora, inseriamo in (3.50) le informazioni ottenute da (3.51)), ottenendo

) PO o) 5 H o)) — o 1) =
2(q p)H((»+H<ux (r) — 7)) = 1.

Ponendo in questa ultima uguaglianza t = v otteniamo la (3.48). Per di-
mostrare la (3.49)), € conveniente riscrivere 1’equazione differenziale ordinaria
(3.48]) nella forma compatta

H"(t)+ A(t)H'(t) = B(t), (3.52)
dove i coefficienti dell’equazione valgono

it — ! 1
q P\’ B(t) = q P\’
2(5-%) 2(5-%)

La soluzione di un’equazione ordinaria del tipo (3.52) e data dalla seguente
formula

A(t) =

(1) = o A / [B(t)el A0 ar, (3.53)
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quindi, calcoliamo gli integrali presenti nella (3.53). Per il primo integrale
basta notare che il numeratore e la derivata del denominatore e quindi

e P

qg P

9

/ A(t)dt = log

1
o J A _ ‘tq L S v/ (3.54)
¢ p 13 ‘B - tp—q‘
q
Notando che 2 — =7 = sign (3 — tp_q) ‘B — tp_q‘, abbiamo
q q q
B wo_w
B(t efA(t)dt _ q Pl _ q P _
() 2 (8- 2) 2 () [|e
a@ P a p a P
1 1
= - (3.55)
i e _ 4 _ P 12 P _ 4p— D _ 4p—
281gn(q p) q p 2\/1751gn(q t q) ‘q t q‘
Combinando insieme la (3.53)), (3.54)) e la (3.55]) otteniamo la relazione (3.49))
e concludiamo il teorema. [

3.3.2 Funzioni ottimali in dimensione 1

In questa sottosezione, useremo il teorema per trovare una funzione
ottimale che risolve il problema (3.5) implicando la validita della disugua-
glianza di Gagliardo-Nirenberg in dimensione 1 per ogni valore di p e ¢ per
cui 1 < ¢ < p. Per semplicita ci focalizzeremo su quattro esempi guida, il
resto dei casi puo essere affrontato utilizzando lo stesso metodo.

Corollario 3.3.2 (Caso 1 < ¢=1+5% <p). Siaq=1+1%5 <p, allora la
sequente funzione risolve l’equazione differenziale ordinaria (3.48|)
i 2p+2) 42

H(t) = oot e (3.56)

Inoltre, una funzione ottimale del problema di minimizzazione (3.40) in que-
sto caso é

_[@=2P7F e, o [o2P)FE (o 2p+2P\TE
ule) = L(wzﬂ (Jaf" +5)""% = {4<p+2>} (' 2 )(357)

dove f = =2 0 A & univocamente determinato da ||ul|Lrw) = 1.
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Dimostrazione. Se ¢ = 14 % < p, allora la soluzione ({3.49) dell’equazione
differenziale ordinaria ([3.48|) prende la forma

() = P dt
py1 2 p_ py1 . 2 p_ 2 p_
2|t — #8717 ¢ sign (G — #871) [ 0 — 8|
(3.58)
Notando che vale a meno di costanti
d — 2(]2”_2)75%—5 ’2]92 Y
p,1 . b__ b__ —
t4+281gn(1%—t2 1) ‘%_tz 1‘ p(2—p) p+
(3.59)
otteniamo, dopo aver usato (3.59)) e (3.58)), che
ﬁ/(t) _ p . 2(p+2)t%—% 2p _tg—l _ p+2tig
9th+3 ’Lp_t%fl‘ p(2-p) p+2 2—p
p+2
(3.60)

Integrando la (3.60|) otteniamo la relazione (3.56). Combinando la relazione
(3.45)) e la (3.56) otteniamo

1

(p— 2)1 é 2 4
u(r) = |——=% r|"+p) 2 3.61
@ = | g | (a4 0) (3.61)
dove 8 = —2a > 0 se si sceglie a < 0. Sostituiamo la (3.61)) nell’equazione di
Eulero-Lagrange ([3.41]) del problema di minimizzazione (3.40|) e otteniamo

dopo alcuni calcoli

~ 2X(p+ 2)?
f= plp—2)*"

Combiniamo le relazioni (3.61) e (3.62) per ottenere (3.57). La costante
f o Ain (3.57) ¢ univocamente determinata dal vincolo ||ul/zr@)y = 1 di

minimizzazione del problema ({3.40]). O

Corollario 3.3.3 (Caso 1 <g=2(p—1) <p). Siaq=2(p—1) < p, allora
la seguente funzione risolve l’equazione differenziale ordinaria (|3.48))

(3.62)

A(t) = o — 2)2152*17 +a. (3.63)

Inoltre, una funzione ottimale del problema di minimizzazione (3.40) in que-
sto caso ¢

ule) = {W} " (V(p - f)2(2 —-p)? W)jp (3.64)

dove A é univocamente determinato da ||ul|Lrm) = 1.
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Dimostrazione. Se ¢ = 2(p — 1) < p, allora la soluzione (3.49) dell’equazione
differenziale ordinaria (3.48) prende la forma

~ P dt

H'(f) = / .
otp—1 p — §2-p 71 gion p — -1 P — $2-p
‘2@—1) ‘ 518 <2<p—1) ) V \2@_1) ‘

(3.65)

Notando che vale a meno di costanti

Y

dt 2 \/' P .
= —{2-p
tP—1 sign ( - t2fp) ’ P _ t2fp‘ p—2\[2(p—1)

2(p—1) 2(p—1)
(3.66)
otteniamo dopo aver usato (3.66|) e (3.65) che
i p 2 p _ P -
(t) = . ‘ — 2P| = ——t7P. (3.67)
9p—1 /’2@111) | P2V ]2(p—1) p—2

Integrando la (3.67]) otteniamo la relazione (3.63)). Combinando la relazione
(3.45) e (3.63]) otteniamo

u(z) = (]9_2)} o (ﬁ — |:17|2)§ , (3.68)

D

dove 8 = 2a e scegliamo a > 0. Sostituiamo la (3.68]) nell’equazione di
Eulero-Lagrange (3.41) del problema di minimizzazione (3.40)) e otteniamo
dopo alcuni calcoli

p2

g = :
N(p—1)(p—2)?
Combiniamo le relazioni (3.68)) e (3.69) per ottenere (3.64). La costante

f o Ain (3.64) ¢ univocamente determinata dal vincolo ||u||rm) = 1 di
minimizzazione del problema (3.40)). O

Corollario 3.3.4 (Caso ¢ = 2 < p). Sia ¢ = 2 < p. Allora, definito
Q={t:tr?> £}, la segquente funzione risolve I'equazione differenziale

ordinaria (3.48)):

(3.69)

2

f{ " -2 tp—2 — 121 ; 2 L % —tp—2 2 .
(t) = o2 arctan 5 xa(t) + 22 arctan 7 xae (t).
(3.70)
Inoltre, una funzione ottimale del problema di minimizzazione (3.40) in que-

sto caso € ,
1 — =
p\r—z p—2 p=2

u(z) = <ﬁ> {cosh (2|x|>} : (3.71)
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Capitolo 3 3.3.2. Funzioni ottimali in dimensione 1

dove X & univocamente determinato da ||u|r@m) = 1.

Dimostrazione. Se ¢ = 2 < p, allora la soluzione (3.49) dell’equazione diffe-
renziale ordinaria (3.48) prende la forma

. (3.72)
20/ [5 — 2| 7 tsign (2 — 0=2) f|E — 2

Ora calcoleremo la primitiva richiesta a seconda dei casi,
dt
dt _ft tp—2_P" teq
/ ok S A IV Y &
tsign (& — tr-2) ’g—ti’—2’ ft\/mv SRLE

p

Sia t € (Q, allora effettuando il cambio di variabile z = /tP=2 — & ossia
dt =2(p—2)"1z (z + )” 2 dz, a meno di costante otteniamo
+2) =
dt g2 2 1
—/ = / 2 dz = — / dz =
t tP—Q—g p-2 +2) p—2J 22475
2
2 2 2 2 2 tr—2 — L
= ———— /= arctan [\/72] = ———— /= arctan [ ——=2. (3.74)
p—2\p p p—2\p N5

Sia t € Q°, allora effettuando il cambio di variabile z = (/& — =2, ossia

3-p
dt = -2(p—2)7'z (g — 22) »=2 dz, a meno di costante otteniamo

/ dt / B 2/ 1
E—t 2 p-2 ,_22 p—2) 2=

2 2 2 2 2 B ¢p—2
= ———/—arctanh l\/>z] = ———/-arctanh |, [2———1. (3.75)
p=2\p p p=2\p 2

Mettendo insieme (3.72)), (3.73)), (3.74) e (3.75]) otteniamo

—2_Pp P__4p-—2
) —p 2 arctan{ i - 2} arctanh {m
() = & - + -

/( ) a (p - 2)t ‘g _ tp—Q’ xe ‘g tp—?‘ X

(3.76)
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3.3.2. Funzioni ottimali in dimensione 1
Integriamo ora la Per il primo addendo effettuiamo il cambio di
—2_P
variabile /22 = z, ossia dt = (’;)” 2 22 (22 4+ 1)1’ 2dz, e otteniamo
2
tp—2_P
/ arctan {\/TQ}
2

+1)rt

dz =
ZQ+1 =

arctan z (g)
t\/tP—2 -2 di = / P. (P
2 V52 (5)7
2 /arctanz
-2

22 +1 N

P

ALY

arctan? z.
—2
E_tr—2 _
p

(3.77)
Effettuiamo lo stesso calcolo con il secondo addendo con il cambio di variabile
= z, ossia dt =
2

(2)72 C2)(22 4 1)52dz, e otteniamo
2 p—2 ’

arctanh z (
N dr = /

Vi (

51— )t

>p2 _2)17712 dz =

NS (NS
~—

i
| |=

V)

I~

arctanh %4 —\/%
1—22

arctanh?
p—2

z. (3.78)
Grazie alle relazioni (3.76)), (3.77) e (3.78) otteniamo la relazione (3.70)
H(t) = m [— (arctan

5 > xa(t) + (arctanh 2 _ptp 2) xae( )-I
2

D tJ +a.
Combiniamo ora la relazione (3.45]) e la

2
(3.79)
(3.56)) distinguendo i due casi possi-
bili. Supponiamo per assurdo che l’insiengr cuP3(x) > L } sia non vuoto
Allora su questo insieme la relazione diventa

Hu(w) = = > va=L

_2[/

ur=%(x) — &
m <arctan [ _ =

quindi ricaviamo che vale

(NS

p—2

arctan [ Up_z(x) — gJ = 5

N3

7
20 — |22 < =
dove l'ultima disuguaglianza deriva dalla definizione della funzione arcotan-
gente. Di conseguenza otteniamo

L

)p_ {1+tan (TW)

X{\x|2>2a (

)}
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Capitolo 3 3.3.2. Funzioni ottimali in dimensione 1

1 =2
_ Q) r2 P=2 p—m\|"
= (2 {COS ( 5 2c0 |$| )} X{\x|2>2a7(ﬁ)2}' (380)
Ora determiniamo il valore di « nella (3.80]). Dal momento che u & soluzione
del problema di minimizzazione ([3.40)), allora u risolve 1’equazione di Eulero-

Lagrange (3.41)) e anche 'equazione (3.51). Quindi, sostituendo la (3.80))
nella (3.51)), otteniamo dopo alcuni calcoli che o« = 0, che & assurdo dato

che y/2a — |z|? perderebbe di significato. Allora deve contemporaneamente
essere {z:uP 3 (z) > 2} = 0 e {z:u~2(z) <L} = R. Ora, risolviamo di
nuovo la (3.45)) usando il secondo termine di H(u(x)). Abbiamo

[

H(u(x)) = (17_22)2 <arctanh [ —

2
() |22
|) o=t
quindi ricaviamo

arctanh { 2= uz—Q(x)J =L ; 2\/‘1”2 — 2a.

N3
]S %

2

Di conseguenza, otteniamo

1

u(r) = (1;’)‘;2 {1 — tanh? (T\/m”m _

_ (12’)12 {cosh <p;2\/|m|27—2a>}2 (3.81)

Come prima sostituiamo ([3.81)) nell’equazione ((3.51)) e troveremo dopo alcuni
calcoli che @ = 0. Finalmente, inserendo o = 0 nella (3.79)) e nella (3.81)
troviamo la relazione (3.70)) e (3.71]). Questo completa la prova. ]

Corollario 3.3.5 (Caso 1 < ¢ < p = 2). Siap =2 > q. Allora, definito
Q={t:t*1 > %}, la sequente funzione risolve l’equazione differenziale

ordinaria (3.48))

2 2
. ) t2—a — 2 9 2 _ 42
H(t) = W arcsinh 3 4 xa(t) + m arcsin 4 [ 2 3 Xae(t).
q q

(3.82)
Inoltre, una funzione ottimale del problema di minimizzazione (3.40) in que-
sto caso ¢

= (2 e (2500)

dove X € univocamente determinato da ||u| 2@y = 1.

2
2—q
i 3.83
X{lx‘gﬂﬂz)ﬁ ( )
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Capitolo 3 3.3.2. Funzioni ottimali in dimensione 1

Dimostrazione. Se p = 2 > ¢, allora la soluzione (3.49) dell’equazione diffe-
renziale ordinaria (3.48) prende la forma

() 1 dt _ (3.84)
t3\/[2 = 29| 7 tisign (2 —270) /|2 — 2q)

q

Ora calcoleremo la primitiva richiesta a seconda dei casi,

[ dt
i 3 T—Lg te
dt t c QC '

PP N parr| [

Sia t € €, allora effettuando il cambio di variabile z = /#2779 — %, ossia

dt

(3.85)

g—1
dt =22(2—¢q)! (z2 + %) *" dz, a meno di costante otteniamo

_/ dt _ 92 /2(224-2) e 9 / 1 .
t%\/ﬁ*qi—%_ 2—q 2(224—%)% Z = 2 ¢ mz_

(3.86)

2 . h{ q } 2 ) h{
= — arcsin —Z| = — arcsin
2 ¢ V2 S {

Sia t € Q°, allora effettuando il cambio di variabile z = ,/% — t2~1, ossia

q—1
dt = -2(2-¢)'2 (% — z2> *7" dz, a meno di costante otteniamo
o1
-
/ dt 2 /2@—22) qd 2 / L
4 3 .. o _ —q 4z = o z=
t2,/2 — 2 2—q z@-¢ﬂ“ﬂ> 2—q/) 222

(3.87)

2 . { q } 2 . [
= — arcsin —Z| = — arcsin
2 ¢ V2 S [

Mettendo insieme ([3.84)), (3.85), (3.86) e (3.87) otteniamo

g_t27q
arcsin{ — }
e

t27q _2
arcsinh 7

ﬁ/(t)_ (2—q)t% m X0
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3.3.2. Funzioni ottimali in dimensione 1
Ora integriamo la (3.88)).

L 212
variabile

Per il primo addendo effettuiamo il cambio di
e

=z, ossia dt = (2)*7 2

: (3)

q ﬂ(?‘Q

1
+1)%4dz, e otteniamo

. t27q _2
arcsinh 7
q

} 4 — / arcsinh z (5)
t3,/t2—1 — 2

1

T2 (] 4 22) 5
. 24 - dz =
a Vi () e
arcsinh 4 \/g 9
arcsinh” z. 3.89
2—q \/1+22 T 2-¢ (3.89)
Effettuiamo lo stesso calcolo con il secondo addendo con il cambio di variabile
2_42—q . 2\ 77 (—22) 9 .
e 7 = 2, ossia dt = (5) "= (1= 2%)*dz, e otteniamo
—t2 q 1
aresin { 2

} arcsin z (2

- dt = / k
{2, /3 — t2—‘1 2
q

—2\/7 / arcsmz

2 g 2"

arcsm Z.
T2 q

(3.90)
Grazie alle relazioni (3.88)), (3.89) e (3.90)), otteniamo la relazione

2

[ A 2 g\ |
(t) = ﬁ {— (arcsinh ! 3_ q) xa(t) + (arcsin 4 _5 > XQe (t)J +a.

(3.91)
Combiniamo ora la relazione (3.45)) e la (3.56|) distinguendo i due casi possi-
bili. Supponiamo per assurdo che l'insieme <z : u?>79(x) > } sia non vuoto

Allora su questo insieme la relazione diventa

H(u(z)) = (2:2(1)2 arcsinh {

_ =P

2 )
quindi ricaviamo che vale

arcsinh {
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Capitolo 3 3.3.3. Dimensione maggiore di 1

Di conseguenza otteniamo

2\ 73 92— e
u(z) = (q) {1 + sinh? (2 4 /20 — |x|2>} =

- (2)i {cosh (TW)F (3.92)

Ora, determiniamo il valore di «v nella (3.92)). Dal momento che u & soluzione
del problema di minimizzazione (|3.40)), allora u risolve ’equazione di Fulero-

Lagrange (3.41) e anche 'equazione (3.51)). Quindi, sostituendo la (3.92)
nella (3.51]), otteniamo dopo alcuni calcoli che o« = 0, che & assurdo dato

che \/2a — |z|? perderebbe di significato. Allora deve contemporaneamente
essere {z:uP"(z) > L} = (e {w:uw~2(z) <2} = R. Ora, risolviamo di
nuovo la (3.45) usando il secondo termine di H(u(x)). Abbiamo

quindi ricaviamo

arcsin {

dove I'ultima disuguaglianza discende dalla definizione della funzione arcose-
no. Di conseguenza otteniamo

o) = (2)7 [1- s (252 —20)

= (2) oo (B E)| g 699

q —(2-9)?
Come prima sostituiamo (3.93|) nell’equazione ([3.51f) e troveremo dopo alcuni
calcoli che @ = 0. Finalmente, inserendo o = 0 nella (3.91)) e nella (3.93)
troviamo la relazione (3.82)) e (3.83)). Questo completa la prova. ]

1
2—q

X o0}

(2

3.3.3 Dimensione maggiore di 1

Come descritto in precedenza, nel caso multidimensionale considereremo i
valori ¢ = 14+-% 0 ¢ = 2(p—1). Descriviamo quindi cosa accade in dimensione
maggiore di 1.
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Capitolo 3 3.3.3. Dimensione maggiore di 1

Teorema 3.3.6. Sian > 2 el < q < p < 2. Allora il problema varia-
zionale ha un elemento minimizzante us,, che € non negativo, radia-
le, decrescente e infinitesimo all’infinito. Inoltre, us € l'unico ground state
radiale che corrisponde all’equazione alle derivate parziali (3.41). Percio,
lunica soluzione di (3.41) (per ogni scelta di \ per cui valga la condizione
di normalizzazione |u||Lo@ny=1) € un elemento minimizzante del problema
(13.40)).

Dimostrazione. Denotiamo con E,, il minimo valore del problema (3.40))
ossla

1 1
B = inf {E(u) = [ IVu()de + q/w @) e [l ogen = 1}

(3.94)
Dal momento che {u € D"(R™) :  |jul|L»n) = 1} € non vuoto e E(u) > 0,
allora F, ¢ finito. Ora, consideriamo una successione minimizzante {uy }ren
per il problema , ossia, uy € DM(R™), ||ugllremny = 1, e tale che
E(ux) — E« per k — oo. Dato che E, ¢ finito, allora la successione
{E(uk)}ren ¢ limitata in R, e dalle disuguaglianze |lug||7.gny < ¢B(ux) €
[Vug]|Z2@ny < 2E(ug) abbiamo che {uy, }ren € limitata in LY(R") e {Vuy, pren
¢ limitata in L?(R"). Percid, esiste una sottosuccessione di {uy}ren che
converge debolmente a u., in LIY(R™), e {Vug}reny converge debolmente a
Vs in L2(R™). Dalla debole semicontinuitd inferiore della norma p e del
funzionale u — E(u) su DY(R") deduciamo che

[ 0o [ 2o gy < i inf {Ju | 2o n) (3.95)

E(us) < li]gn inf F(ug) = Fw. (3.96)
—00

Rimane da mostrare che |[too||zp(rn) = 1 per dedurre che u,, € un elemento
minimizzante per . Per dimostrare cio, possiamo ripercorrere le stesse
tecniche utilizzate da Del Pino [12], ma per 1 < ¢ < 2 daremo una dimo-
strazione alternativa. Infatti, se n > 2 e ¢ < 2* abbiamo ¢ < 2 < 2%, e
quindi, dato che {Vuy}ren € limitata in L*(R"), il teorema di Sobolev
ci dice che {ug}ren ¢ limitata in L2 (R"). Usando il fatto che ¢ < 2 < 2%,
e che {ug}ren © limitata in L2 (R™) e LI(R"), per interpolazione ottenia-
mo che {uyren ¢ limitata in L?(R™). Segue quindi che {uy}rey ¢ limitata
in WH2(R"), percid converge debolmente, a meno di sottosuccessioni, a s
in W12(R"™). Possiamo usare il teorema di Rellich per ottenere che la
successione converge fortemente a uy, in LP(R™) perché p < 2*. Concludiamo
che

ot oy = Jim. flunlzoeny = 1
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Capitolo 3 3.3.3. Dimensione maggiore di 1

che mostra che u,, ¢ un elemento minimizzante per il problema (3.40). A
meno di rimpiazzare u nel problema di minimizzazione (3.40) con il suo
riordinamento decrescente definito nel capitolo

u*(z) :/O X{u(z)>t)+ (2)dt (definizione [5.1.2)

possiamo assumere, senza perdita di generalita, che I’elemento minimizzante
U sia non negativo, radiale e decrescente. Inoltre, dato che ||t/ Lrrn) = 1,
allora u., tende a 0 per || — co. Questo prova che I'elemento minimizzante
U PUO essere scelto non negativo, radiale, decrescente e infinitesimo all’infi-
nito. Ora, consideriamo I’equazione di Eulero-Lagrange del problema ,
ossia

—Au+ult = P =0 (3.97)
dove A > 0 ¢ il moltiplicatore di Lagrange associato al vincolo ||u||rgn) = 1.
Allora, 1., ¢ una soluzione distribuzionale C* di (3.97)). Definendo

—2
a(z) = Arau(\Tr o ) (3.98)
otteniamo che u risolve la seguente equazione alle derivate parziali

—Au+utt -t =0, (3.99)

e c’e, tramite ([3.98]), una corrispondenza biunivoca tra le soluzione delle due

equazioni (3.97)) e “3.99). Applicando il teorema [6.0.32| (per m =2, P = g—1
e @ = p— 1) possiamo ricavare che l'equazione (3.99) ha al pit una ground

state radiale ,. Percio, I'equazione ([3.97)) ha al pitt un ground state radiale
—2

u(zx) = )\ﬁﬂoo()@(qp—q)x) che ¢ nient’altro che ’elemento minimizzante ., di

(3.40)). Questo completa la dimostrazione del teorema. ]

Il prossimo teorema estende il teorema al caso multidimensionale, quan-
dog=1+%0qg=2(p—1).

Teorema 3.3.7. Sian > 2 el < q < p < 2* (per n = 2 assumiamo

~ ~ 2

1 <q<p) Sia H una funzione C*(0,v(0)) che soddisfa H(v(r)) = % dove
v & una soluzione non negativa, decrescente, non identicamente nulla e C?
dell’equazione

v'(r)

,

tale che siano essa stessa e la sua derivata infinitesime all’infinito. Allora

H soddisfa Uequazione differenziale ordinaria non lineare
) (tq - tp) A (#) 4+ (15 =) H (£) = 2(n—1) B (£) /t s 30
qg D o H'(s)

"(r) 4+ (n—1) — 0?7 () + 0P (r) = 0, (3.100)

per ogni t € (0,0(0)), e limy_,o+ H(t) = 0o e limy_,o+ H'(t) = —o0.
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Dimostrazione. Come prima cosa, notiamo che v(0) # 0: se cosi non fosse, la
funzione v(r) sarebbe identicamente nulla in quanto decrescente e infinitesima
all’infinito e quindi avrebbe norma p—esima nulla contro le nostre ipotesi.
Percid (0,v(0)) & non vuoto. Dalle relazioni H (v(r)) = g e lim, o v(r) =0
otteniamo lim,_,+ H(t) = co. Differenziando la relazione rispetto ad
r otteniamo H'(v(r))v'(r) = r ossia

/
1
i) _ . (3.102)
r H'(v(r))
Allora H'(t) < 0 per ogni t € (0, v(0)) dato che v(r) ¢ decrescente su (0, 00)
e lim, o v(r) = 0. Inoltre, lim, o+ H'(t) = —oo perché lim, ,,, v'(r) =0 e
v'(r) < 0. Inseriamo la relazione (3.102)) all'interno di (3.100]) per ottenere
n—1
—"(r) = = — v (r) P H(r). 3.103
= oy~ U0+ 3.10%
Moltiplicando ([3.103) per ¢'(r) e integrando entrambi i membri su (r,00),
ricordando che v(r) ¢ infinitesima all’infinito e che lim, . (v'(r))? = 0,
otteniamo

V) L ) o)

2 :("_”/T '(v(r)) q p

Utilizziamo la sostituzione s = v(r) nell’integrale e ricaviamo

(W ()2 =2 <vq(r) B vp(?")) Com—1) /OU(T) ds (3.104)

q p H'(s)
Differenziando ora la (3.45) due volte rispetto ad r abbiamo che
V' (r)H'(v(r)) + (' (r))?H" (v(r)) = 1. (3.105)

Inserendo allora la (3.103)) e la (3.104)) nella (3.105)) otteniamo che

vq(r)_vp(r) o — v ds }—n
q D ) 2n=1) o H'(s)|

Questo prova (3.101]) e completa la dimostrazione del teorema. n

(09 () =P~ () H' (0(r)) + H" (v(r)) {2 (

3.3.4 Alcune funzioni ottimali in dimensione maggiore
dil

A questo punto, useremo il teorema per trovare una funzione ottimale

che risolve il problema (3.5) dando validita alla disuguaglianza di Gagliardo-

Nirenberg in dimensione maggiore di 1, ovviamente per i casi particolari di
cui prima abbiamo parlato.
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Capitolo 3 3.3.4. Alcune funzioni ottimali in dimensione maggiore di 1

Corollario 3.3.8. Sotto le ipotesi del teorema |3.3.7, assumiamo che valga
~ k
H'(t) = £(Ct)*1 con C,k > 0. Allora essa soddisfa la sequente relazione

~ t ds
i (t)/ &5y (3.106)
o H'(s)
Inoltre, H risolve Uequazione differenziale ordinaria (3.101) se e soltanto se
q=1+%0q=2(p—1). Nello specifico,
1. seq=1+"% conp>2, allora

H(t) = 2<2"(;f(;>2_ Dyt 4o yeR (3.107)

e la disuguaglianza ottimale di Gagliardo-Nirenberg é

[l o ny < Kan [Vl 2anllul ;fmn) Yu € DY(R"™) (3.108)

con costante ottima esplicitamente data da (3.7)), e le funzioni ottimals
Usz(2) = Cuss(o(x — T)) sono tali che

1 1
— 2)2 -7 20(2n — —2))2\1-%
uoo(a:): (p ) }1 2 (’l"Q—i- ( n p(n2 )) >1 2
4(2n — p(n —2)) p(p—2)

(3.109)
dove N > 0 ¢ univocamente determinato dalla condizione di norma-
lizzazione |[uos|/Lr@ny = 1, mentre C > 0, 0 # 0 e T € R™ sono
arbitrari.

2. seq=2(p—1) con 1 <p<2, allora
A=) —pn—2)

H(t) = — 2P 4, veR (3.110)
(p—2)?
e la disuguaglianza ottimale di Gagliardo-Nirenberg e
lullo@ny < KonlIVullzo@elullz26-1 @ Vo€ DM(R) (3.111)

con costante ottima esplicitamente data da (3.7)), e le funzioni ottimali
Upz(2) = Cuss(o(x — T)) sono tali che

Ap — 2)° = (p-D+n2—p)? |\
uOO(x) = — — — 2 — — 2 - ‘$|
2@(n—1) — p(n - 2)) X(p—1)(p—2) N
(3.112)
dove N > 0 ¢ univocamente determinato dalla condizione di morma-
lizzazione ||uso|/Le@ny = 1, mentre C° > 0, 0 # 0 e T € R" sono
arbitrari.
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Dimostrazione. Poniamo G(t) = [; H(}E"S). Abbiamo che G(0) = 0 e anche

G'(t) = f{,l(t). Quindi la relazione (3.106|) diventa
G'(t) _ _,G'1)
Gt G)
da cui ricaviamo dopo un’ integrazione

G'(t)(G()" = A, (3.113)

per una certa costante A. Osserviamo che k # —1, altrimenti avremmo
G(t) = G(0)e’=0 dato che G(0) = 0. Ora, integriamo la ([3.113)) e usiamo il
fatto che G(0) = 0, per ottenere G(t) = (A(k + 1)26)/9%1. Allora

H'(t) = —Btw, (3.114)

dove B = — % [A(k+ 1)]#, perché H'(t) < 0 per t > 0. Inseriamo la relazione
(3.114) nella (3.101)) per ottenere che

2k 1 2k 1 n+2(n— 1)k
L A —(1++1>tp = S M
(Q(k?+1) ) p(k+1) B
(3.115)
per ogni t € (0,v(0)). Dato che p # ¢, allora (3.115)) & valida per ogni t, se e
solo se . oL
— =0, 1+ —— =0, 3.116
LR p(k+1) ( )
? 2k 1
14 —==0 i 3.117
LT R o gy (8:117)

E di verifica immediata che (3-116)) ci fornisce ¢ = 1 + £, mentre (3.117) da
p=1+1%, ossia, ¢ = 2(p —1). Ora assumiamo che ¢ = 1 + £. Dalle relazioni
(3.115) e (3.116) abbiamo che

n+2n—1)k 2n—p(n—2)

2k -

B=-

Y

e allora la (3.114) combinata con la (3.116)) ci fornisce
_2n—p(n—2)
p—2

Integriamo la relazione ([3.118)) per ottenere la (3.107)). Per provare la (3.109)),
usiamo la (3.45)) e la (3.107) per ottenere

H'(t) = 5. (3.118)

(p—2)° =3 ﬁ
gy TOTE (3.119)

o) = |5
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dove 6 = —27v e scegliamo v < 0. Inserendo la (3.119) in (3.100)), abbiamo,
dopo alcuni calcoli

2(2n — p(n — 2))?
p(p —2)?

—2
Ora, possiamo dedurre dalla relazione v(r) = )\ﬁuoo()\ﬂqp—@x) che vale

5= (3.120)

Uso(T) = /\_Tijv()\_ﬂ%—zfﬂx) = )\_ﬁﬁoo(/\_?évi—zq)x), allora combiniamo la re-
lazione o () = v(r) con la (3.119) e (3.120) per concludere la (3.109). La
costante A ¢ univocamente determinata dal vincolo ||t zrmn) = 1.

Se g = 2(p — 1), procediamo in modo simile. Usiamo la (3.115]) e (3.117)) per

ottenere
B n+2n—-1k 2n—1)—pn—2)
- 2%k = g
L+ S 2—p
e la (3.114)) ci fornisce

ﬁ/(t) _ _2(71 — 1; :g(n _ Q)tl—p'

Allora, integriamo l'ultima espressione trovata per ottenere (3.110). Per
provare ([3.112)), prima usiamo ([3.45]) e (3.110]) per ottenere
1
2 —p)? 2-p
o(r) = { 2-p) }
2(2(n — 1) = p(n — 2))

dove & = 2v e scegliamo v < 0. Dato che 1 < p < 2, allora v(r) ha supporto
compatto. Percio

1

(3 - 1)

1

(2—}?)2 zr —7’2 2-p
)J (5 —r2)7. (3.121)

(2(n—1)—p(n—2

o) =
Inserendo la relazione (3.121)) in (3.100]), otteniamo dopo alcuni calcoli che

2(p -1 +n2-p)*

0= 3.122

b D2 P 3122

Infine, combiniamo la relazione v(r) = Aﬁum(/\zgp_—zq)x) con (3.121)) e ((3.122
per concludere ((3.112]). Questo conclude la prova. ]

3.4 La disuguaglianza di GN e la teoria del
trasporto ottimo

In questa sezione, discuteremo il legame tra la disuguaglianza di Gagliardo-
Nirenberg e la teoria del trasporto ottimo. Dimostreremo che alcune delle
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disuguaglianze di Gagliardo-Nirenberg possono essere ottenute dal principio
di dualita derivato dalla teoria del trasporto ottimo. Gli ingredienti
necessari per utilizzare la teoria del trasporto ottimo sono la scelta adeguata
dell’energia interna H' in (3.37)), e un cambiamento di variabile pg w).
Utilizzando le espressioni della funzione H, ottenuta nei corollarlte&
(che sono i casi in cui le funzioni ottimali per (3.40) hanno la stessa forma in
qualsiasi dimensione n > 1), deriveremo le funzioni 1 e F necessarie al fine
di ottenere la corrispondente disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg ottimale
dal principio di dualita (3.37)). Per comodita, ridefiniremo la dualita

in una forma diversa.

Teorema 3.4.1. Sian > 1 e sia F : [0,00) — R wuna funzione tale che
F € C[0,00) N C?(0,00), F(0) =0 e la funzione x — x"F(x™") sia convessa
e non crescente su (0,00). Denotiamo con Pp(x) = xF'(x)—F(z) la funzione
della pressione associata. Sia c : R™ — R una funzione strettamente convessa
per cui ¢(0) = 0 e limg|o0 % = 0. Allora per ogni coppia di densita di
probabilita py e p1 suR™ per cui py € C(R™), abbiamo

— HE (pr) < —H™" (o) + [ pofa)e’ (=Y (F(po(@)))de. (3.123)

Inoltre, se ¢ : R — [0,00) & una funzione differenziabile e c(x) = %5-, allora
vale il sequente principio di dualita

sup{—HLz (o) : or € PR} = it (J((w) s [0l =1}, (3124)

TWw) = ~H P () + 3 [ o o ¥)(u(@))fdw,  (3.125)

e le funzioni ottimali p = ¥(u) in entrambi i problemi, soddisfano nel loro
supporto

v ((F’ o ) (u) + '“?2) 0. (3.126)

Dimostrazione. Abbiamo gia mostrato questo teorema nella sezione prece-
dente con le varie casistiche. O

Utilizzeremo il teorema neicasig=1+%5<peq= 2(p—1) < p per
trovare le appropriate funzioni F e 1) necessarie per derivare la corrispondente
disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg dalle dualita (3.124) e (3.126)). Per
utilizzare i risultati delle sezioni precedenti ci restringeremo al caso n = 1,
sebbene sia generalizzabile in dimensione piu alta.
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Corollario 3.4.2. Sen=1c¢1<q=1+% <p, allora, scelte

W(z) = 2, Fla) = (p__4]2’)2xi+% (3.127)

la dualita (3.124) assume questo aspetto
Sup{—H\ij(Pl) ;€ PR)} =
2

. +2
—int { (1) - 5 (222) [ uas sl = 1}

(3.128)
con funzione ottimale py = uP data da
2
(p—2)%]%7 2
u(z) = {4@ =] e 107 (3.129)

dove K é univocamente determinata dal vincolo ||ul|rr(w)

Dimostrazione. Per il corollario B.3.2] vale la relazione

20p+2) - _ =l
(p_2)2u ta=—-,

e dalla (3.126)), abbiamo che F'(¢(u)) = v — @, con v costante. Allora da
cio otteniamo

[SI4S)

HwP) = H(u) =

Fl(u)) = 7 — Hu?) = f;p *2? 5 (y—a). (3.130)

Sostituendo (|3.130]) all’interno di (3.125)), e ricordando che n = 1 otteniamo
1 2\’
— / () F' (b(w))dz + = (g*z) / Dl Pdz. (3.131)
R — R

2

Poniamo ¢ (u)u™ = 1, cioe 9 (u) = uP. 1l vincolo [|¢|| 1 = 1 della relazione
(3.124) diviene |lu||Lr@®) = 1, e la relazione ([3.130))

2(p+2) 1.1
F'(v) = — vr 2+ (v — ), v=uP.
(p—2)?
Allora dopo aver integrato, otteniamo
4
F(v) =— i v%+%+(7—a)v—|—5, v=uP,

(p—2)?
dove v e una costante arbitraria. Scegliamo v = a e 0 = 0. Questo pro-

va (3.127) e (3.128). La relazione (3.129) e una diretta conseguenza delle
relazioni (3.126) e (3.127)). O
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Corollario 3.4.3. Sen=1e¢l<q=2(p—1) <p, allora
20—1) »
() = fal", Fr)= 221t

Ap—27"
e la dualita (3.124) assume questo aspetto
sup{—H,p (p1) : p1 € P(R)} =
2

(3.132)

2
. —p 1 P 2
= inf Juqzif updsz—( )/u” dx : ||u =1
{ (| ‘) )\(p—2)2 ]R| | 2 )\(z_p) ]R| | || ||L4(R)
(3.133)
con funzione ottimale p1 = u? data da

mm::A@Qf)rpur—um{p (3.134)

dove K ¢ univocamente determinata (come funzione di \) da ||ul|pem) = 1.

Dimostrazione. La dimostrazione e simile al precedente corollario. Infatti

dal corollario e da (3.126]) abbiamo

F(w) =7 = H@) = 55t + (= a) (3.135)

Sostituendo (3.135)) nella (3.125)) otteniamo

— / 1 p ? 2(1=p) |, "2
1) = = [ o P @+ 5 (555) [ et P,
(3.136)
Poniamo ¢ (u)u?17?) = 1, cioe ¢ (u) = u?®~1 = u9. 1l vincolo ||¢||; = 1
diventa |lu||Lam) = 1, e la (3.135]) ci fornisce

P 2

Fllo)= —L2 % 4 (y—
e integrando
2p—1) »
F = — V49 — 5
() = vt + (1= a)o+
Come prima, scegliamo v = « e § = 0 per ottenere (3.132) e (3.133)). La
relazione ((3.134)) segue direttamente da (3.126)) e (3.132)). O

Osservazione 3.4.4. In dimensione maggiore, possiamo fare le stesse scel-
te delle funzioni v e F' (o multipli scalari positivi di queste funzioni). Di
conseguenza, per n > 2, possiamo derivare dalle dualita (3.126)) e (3.124)) la
disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg ottimale

_ p
[ull Loery < KanlIVullfo@ollulliafny, — ¢=14+ 5 04= 2(p—1).
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Capitolo 4

Equazioni r-Laplaciane e
costante ottima

In questo capitolo estenderemo, seppur brevemente, cio che abbiamo fatto nel
capitolo precedente. Ottimizzeremo la nostra disuguaglianza nel caso della
norma del gradiente in L" con 'indice r che rispetta le ormai note condizioni
di Gagliardo-Nirenberg. Considerando nella disuguaglianza di Gagliardo-
Nirenberg , e nell’associata uguaglianza , i parametri j =0em =1
otteniamo

lullLeey < KanlIVullZr@mllullany, Yo €[0,1], VYue€ D™(R"),

o nr(]?_Q) r,q N — fu q ny . U r n
= T D™(R") = {u € LYR") : Vu € L"(R")}. (4.2)

Dalla relazione (4.2) possiamo ricavare le relazioni tra p e q. E quindi
otteniamo
nr

n>1, 1<r<n, 1SQ<p<T*:n—r;

n =1, r>1, 1<g<r<oo.
Come abbiamo visto nel capitolo precedente, una maniera di ottenere la

costante migliore ¢ quella di trovare esplicitamente un elemento minimizzante
Uy del problema variazionale

E:D"R") R  M,={ue D"R"): |jultr@) =1},

inf {E(u) = i/Rn |Vu(z)|"dz + ; /Rn lu(z)|9dx : wu € Mp} : (4.3)
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Analogamente al caso r = 2, il problema precedente si riconduce alla solu-
zione dell’equazione di Eulero-Lagrange associata al problema (4.3]), che in
tal caso e una equazione r-Laplaciana

— div(|Vu|""2Vu) + [u]??u = NulP~?u, (4.4)

dove A ¢ il solito moltiplicatore di Lagrange associato al vincolo M,. Alla
stessa maniera del precedente capitolo, possiamo supporre che u,, sia non
negativa, radiale, non crescente e infinitesima all’infinito. Grazie al teorema
6.0.32, possiamo asserire che u,, € 'unica con le proprieta precedenti che
risolve (4.4). Allora, esiste una funzione non crescente v : [0,00) — [0, 00)
infinitesima all’infinito, per cui

Uso () = v(d), d=|z|. (4.5)
A meno di riscalare u., in questa maniera
lioo (7) = AP U (AT 3), (4.6)
possiamo assumere che u., risolva ’equazione r-Laplaciana
—div(|Vu|"?Vu) + u? ' = w7

Cio implica che vale

= H(v(d)) = H(ux(2)), (4.7)

| &

dove H = (vog)™, g(t) = (Ft)7 e r e 7 coniugati. Un altro argomento,
che giustifica I'introduzione della funzione H, & il rapporto che intercorre tra
la teoria del trasporto ottimo e la nostra disuguaglianza, infatti possiamo
scrivere la seguente dualita

sup {~HLs (01) - p1 € P(RM | = inf{Jr(po) : po € PR}, (48)
dove il funzionale su cui facciamo 'estremo inferiore ¢
o F+nPp 1 /
Jr(po) = —H (po) + - [, IV (po(x)))|d,

e le funzioni ottimali in entrambi i problemi sono raggiunte da py = p1 = pso
soluzione di

v (F/(poo(x)) + ‘ﬂ) 0. (4.9)

In questo contesto assumeremo le seguenti condizioni
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F :]0,00) — R soddisfa F'(0) = 0 e la funzione z — z"F(z™") ¢
convessa e non crescente;

la funzione pressione ¢ definita come Pp(x) = 2 F'(x) — F(x);

o Hi(p) = Hr(p) + Hyupr (p) = fou Fp(2))dz + fyn 5 p(a)da;

i3

P(R™) rappresenta lo spazio delle densita di probabilita su R" dotate
di momento 7-esimo finito.

Quindi, come nel precedente capitolo, e sufficiente scegliere appropriatamen-
te il cambio di variabile py = ¥ (u), e la funzione F' di modo che il funzionale
Jr(po) = Jr(¢(u)) sia del tipo E(u) in ([4.3). Una volta fatto cio, la soluzione
Pso dell’equazione alle derivate parziali determinera la soluzione dell’e-
quazione tramite la trasformazione us = 1" (ps). In altre parole, uq,
¢ soluzione di

() + 0=, (4.10)
o equivalentemente
d’ r ~
T bl Pl = ) (4.11)

dove v € una costante. Appare chiaro che per ottenere un elemento minimiz-
zante per il funzionale Jp(po) = Jr(¢(u)) = E(u) abbiamo bisogno della fun-
zione H che soddisfa e . Notiamo anche che dopo aver trovato H,
possiamo usare di nuovo per trovare le appropriate funzioni ¢) e F' per
collegare la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg con la teoria del trasporto
ottimo tramite la dualita . Possiamo, come per il capitolo precedente,
trovare I'equazione che H deve soddisfare. Posto G'(t) = %, allora
esso soddisfa la seguente equazione differenziale ordinaria non lineare

t _ ﬁ " _ q—1 _ 4p—1\, v _ r(n — 1) " bodr

(E-2) e+ - e e e - "o | o

(4.12)
la cui soluzione G’ determina esplicitamente un elemento minimizzante
per il problema . Anche in questo contesto si nota che per n = 1
I’equazione diviene lineare e quindi possiamo ottenere esplicitamente
le funzioni ottimali per ogni scelta di p,q e r. Enunciamo quindi il seguente
teoremas

:n,
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Teorema 4.0.5. Siano n,r,q tali che

. nr
l<r<n, 1<g<p<r®=

: sen > 1, (4.13)
n—r

r>1, 1<qg<r< oo, sen =1. (4.14)

Assumiamo che il problema variazionale (4.3]) abbia elemento minimizzante
Uso; allora la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg (4.1) ammette costante
ottima esplicitamente espressa da

Kex = {K("PW‘)} Sty
N = | Bl |
dove
v+9
K(n.p.gr)=—""7, y=nm—ph-r), o=nlp-q)
(qy) 7+ (rd)~+s

Inoltre, uqp(x) = Cus(a(x — b)) sono funzioni ottimali per la nostra disu-
guaglianza, per C' #0, a # 0 e b € R™.

4.1 Risultati in dimensione maggiore di 1

Estendiamo in questa sezione, senza dimostrare nulla, cio che abbiamo fatto
nella sezione del precedente capitolo.

Teorema 4.1.1. Supponiamo che n,p,q e r soddisfino 1) Sia H una
funzione C? su (0,v(0)) che soddisfa H(v(d)) =% conr e coniugati, dove

v ¢ una funzione C? non negativa, non crescente, soluzione di

n—1

(r = D)2 (d) + ™

[0/ (d)|""*v'(d) —v""H(d) + 0" (d) = 0

con v(d) e v'(d) infinitesime all’infinito. Allora H(t) soddisfa la sequente
equazione differenziale ordinaria non lineare

AE @2 (5 - D)o roe -

r(n— 1)‘]:],(25)|T_2ﬁ/'(t) /Ot ’f{,(T)EZ-Qﬁ/(T) =n,

(4.15)
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per ogni t € (0,v(0)). Percio, se G ¢ una funzione C* su (0,v(0)) per cui
_ | @) H (1)

G'(t) — , (4.16)
allora G’ risolve 'equazione differenziale ordinaria non lineare
o _ _ r(n—1) t dr
—— — ) G"(t — D = HGE () - ———2G"(t =
(E-2) 60+ - 1) 60 = Hen [ s =
(4.17)

Corollario 4.1.2. Sotto le ipotesi del teorema assumiamo che valga
k
G'(t) = £(Ct)™71 con C)k > 0. Allora G risolve l'equazione differenziale
ordinaria ({4.17) se e solo se ¢ = 14 2 oppure ¢ = 7(p — 1). Percio
1. seq=1+2L, allora

11
() = r (m“ p(n 7“)) P
p—r p—r

¢ soluzione di (4.15)) per una certa costante y. Allora la disuguaglianza
ottimale di Gagliardo-Nirenberg vale

|l Lr@ny < KGN”VUH?;T(RH)||u||;fg(Rn) Vu € D™(R")

con § = —re=a) 7, la costante ottima esplicitamente data da{4.0.5| e

plnr—gq(n—r
le funzioni ottimali della forma u,p(x) = Cus(a(z — b)) dove

1
) el

con C>0,a#0 ebeR" arbitrari.

2. se q=7(p—1), allora

1

~ -1 —1)(r— -1\ =
r—p r—p

e soluzione di (4.15)) per una certa costante . Allora la disuguaglianza

ottimale di Gagliardo-Nirenberg vale

¢ lulllt gy Vu € DU(RY)

ul|zr@ny < Kan||Vu

con O = %, la costante ottima esplicitamente data da4.0.5|, e
le funzioni ottimali della forma u,p(x) = Cus(a(z — b)) dove
1
Uso(T) = =
(1+ |z|7)s

con C'>0,a+#0ebeR" arbitrari.
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4.2 Risultati in dimensione 1

Estendiamo anche in questa sezione, cio che abbiamo fatto nella sezione|[3.3.1
del precedente capitolo.

Teorema 4.2.1. Supponiamo che n,p,q e r soddisfino (4.14)); allora

(1) 1 %/ dt

ta tp . ta tp
sign (£~ )
g q p

¢ una soluzione dell’equazione differenziale ordinaria (4.17)). Percio, [’ele-
mento minimizzante us, del problema (4.3)) puo essere calcolato esplicita-

mente grazie a (4.5)), (4.7), (4.6) e (4.16)), e il teorema ci da la costante

ottima Kgn e le funzioni ottime u,p(z) = Cus(a(z —b)).

1
t‘l_tpr

q p

q p

Corollario 4.2.2. Sian=1,q=1ep=r =2, allora

21\ 2—t\"
H(t)=2 (arcsin 2) X2 (t) — 2 (arcsinh \/T) Xe>2)(t)

¢ soluzione dell’equazione differenziale ordinaria (4.15). Allora la disugua-
glianza ottimale di Nash

(/R |U(x)‘2dx>3 < (KGN)G/R v (z)|*dx (/R |u(m)|dx>4

e valida, con costante ottima Kgn calcolabile grazie al teorema |4.0.9) e le
funzioni ottimali sono date da ugp(x) = Cus(a(x — b)) dove

Uoo () = (1 4 o8 |2]) Xja|< (¥),

eC#0,a#0ebeR.
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Capitolo 5

Applicazioni alle PDE

In questo ultimo capitolo, utilizzeremo la disuguaglianza di Gagliardo-Niren-
berg, dimostrata nel capitolo [I, per affrontare lo studio di un’equazione
alle derivate parziali parabolica non lineare, nello specifico I'equazione di
Schrédinger non lineare (NLS). Il nostro approccio sara quello di passare dalla
(NLS) a un’equazione alle derivate parziali ellittica, nella quale impiegheremo

il nostro teorema [1.0.4]

5.1 Strumenti preliminari

Avremo bisogno, come negli altri capitoli, di sviluppare degli strumenti pre-
liminari, che serviranno nel corso della risoluzione della nostra (NLS).

5.1.1 Disuguaglianza di Pdlya-Szego

Il primo strumento di cui abbiamo bisogno ¢ la disuguaglianza di Podlya-
Szegd. Essa esprime il rapporto tra la norma p-esima del gradiente di una
funzione e la stessa norma del gradiente del riordinamento decrescente della
funzione stessa. Iniziamo quindi con la seguente definizione:

Definizione 5.1.1. Sia u : R®™ — R misurabile. Diremo che & nulla all’infi-
nito se vale la seguente condizione

p{z e R" :u(z) > t}) < oo, vt > 0.

Definizione 5.1.2. Sia A C R", definiamo il suo riordinamento simmetrico
il seguente insieme

A* = {z e R" : w,lz|" < u(A)},
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dove w,, rappresenta la misura (n — 1)-dimensionale della sfera in R" e y mi-
sura di Lebesgue. Sia u : R™ — R non negativa nulla all’infinito. Definiamo
poi u* il riordinamento simmetrico decrescente di w:

U*(ZE) = /0 X{u(x)>t}* (C(])dt

Osservazione 5.1.3. Il riordinamento simmetrico decrescente u* € semicon-
tinuo inferiormente, ed ¢ univocamente determinato dalla funzione di distri-
buzione m(t,u) = p({x € R™ : u(x) > t}). Inoltre u e u* sono equimisurabili
nel senso che vale m(t,u) = m(t, u*) per ogni ¢t > 0.

Dopo aver definito i riordinamenti decrescenti, definiremo ora il riordina-
mento polare di una funzione, che chiameremo semplicemente polarizzata,
ne esamineremo il rapporto col primo ordinamento definito, e dimostrere-
mo una sorta di disuguaglianza di Polya-Szeg6 sulle polarizzate, dalla quale
ricaveremo la nostra versione.

Definizione 5.1.4. Siano v : R® — R misurabile e Xy C R"™ un iperpiano
affine non contenente l'origine. Posti rispettivamente X, il semispazio con-
tenente l'origine individuato da Xy, X_ quello rimanente, e o la riflessione
che permuta i due semispazi, definiamo u?, e la chiameremo polarizzazione
della funzione u, la seguente funzione

max{u(z),u(ocr)} x€ X,
u(r) = ¢min{u(z),u(cr)} xe€ X_, (5.1)
u(x) z € Xp.

Lemma 5.1.5. Sia v : R — R una funzione uniformemente continua.
Allora, per ogni riflessione o, la polarizzazione u® € uniformemente continua
con lo stesso modulo di continuita.

Dimostrazione. Per ipotesi sappiamo che per ogni € > 0 esiste § > 0 per cui
per ogni z,y € R™ vale

[z —y| <6 = |u(z) —u(y)| <e
Vogliamo dimostrare che vale
lz —y| <d = |u’(x) —u’(y)| <e.

Sia allora € > 0 e consideriamo due punti x,y € R" per cui |x — y| < 4. Se
x,y € X4, allora

|u?(x) = u”(y)] = [max{u(z), u(or)} — max{u(y), u(oy)}| <
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< max{|u(z) — u(y)], [u(ox) — uloy)[} <€

perché o preserva le distanze e quindi |ox — oy| = |x — y| < §. Se invece
x,y € X_ possiamo rimpiazzare il massimo con il minimo nel ragionamento
precedente ed ottenere lo stesso risultato. Se i due punti, infine, stanno
da parti opposte, allora |ox — y| < |x — y|, |z — oy| < |z — y|, mentre
lox — oy| = |x — y|; dunque se |z — y| < § abbiamo

u? () — u? (y)| < max{lu(z) —u(y)], [u(oz) — uy)l, [u(z) - uloy)], |u(or) —u(oy)[} <e
[

Proposizione 5.1.6. Siano u,v : R™ — R non negative misurabili; allora

/n w(z)v(z)de < | uw(x)v?(z)dx (5.2)

R"
e l'uguaglianza vale se e solo se (u(x) —u(ox))(v(z) —v(oz)) >0 g.0. in R™.

Dimostrazione. Dimostriamo la per le funzioni caratteristiche; poi la
tesi si estende per linearita alle funzioni caratteristiche e infine con il teo-
rema di Beppo Levi otteniamo il caso generale. Nella dimostrazione,
percorreremo i seguenti step:

o (xa)” = xar,ove A7 = [(AUc(A))NXLJUJAN X JU[(ANo(A))NX_];
o (AN B%) > u((AN B)?) per tutti gli insiemi misurabili A, B C R";
e (A7) = pu(A) per ogni insieme misurabile A C R™;

e (AN B%) > u(AN B) per tutti gli insiemi misurabili A, B C R".

Mostriamo, come prima cosa, che vale (x4)?(z) = xa-(z). Sia A C R”
misurabile; allora per definizione abbiamo

max{xa(x),xalozr)} xe€ X,
(xa)7(z) = S min{xa(z), xa(oz)} =€ X,
xa(x) r € X

quindi (x4)’(z) =1lez e (ANX;)U(CANX,)U(ANX))U(ANcANX_).
Quindi effettuando le operazioni di unione otteniamo che 1’asserzione prece-
dente ¢ valida se e solo se z € [(AUcA)NX, JU[ANXo|U[(ANcA)NX_]| = A°.
Passiamo al secondo step della nostra dimostrazione. Questo step mostra la
tesi per le funzioni caratteristiche, infatti

p(A7 0 B) = [ Naerse (e = [ xaexwe(@)de = [ () (xn)"(@)de
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pANB) = [ xa(@xs@)de = [ Xanp(a)de
Siano A, B C R™ misurabili. Notiamo che valgono le seguenti relazioni

(ANB)NXy =[(AnB)U(cANoB)|NX, =
=[(ANB)UcAIN[(ANB)UoB]N X, =
=(AUcA)N(BUcA)N(AUcB)N(BUeB)N X, =
=ANX)NB'NX)N(BUcA)N(AUoB) =
=(A'NB)NX,  N[(BUcA)N(AUcB)], (5.3)

(ANB)’NX_. =(AnB)N(cANnocB)NX_ =

(
=(AncA)N(BNoB)NX_ =
=(ANX_)N(B°NX_)=A"NB°NX_. (54)
Mettendo insieme ({5.3)) e (5.4)) ricaviamo pu(A°NB°NX,) > u((ANB)’NX,)
e n(A°NBNX_) = pu((ANB)°NX_), quindi, dato che u(Xy) = 0, otteniamo

wW(A°NB%) = w(ANB°NX, ) +pu(A°NB°NX_) >
> p((ANB)” N X,) + p((ANB)” N X_) = u((AN B)°)

e questo conclude il secondo step. Sia ora A C R™ misurabile, e dimostriamo
(A7) = p(A). Notiamo che valgono le seguenti uguaglianze:

p(ANX,) =pu(cAnX_) (5.5)
wANcANX,y) =u(ANncANX_), (5.6)

dove la prima e valida per costruzione e la seconda perché ANo A & un insieme
simmetrico rispetto a Xy; quindi abbiamo

p(A7) = p(A7NXy) +u(A7NX) =

=p((AUcA)N Xy )+ pu(ANcANX_) =
=pu((ANXHU(@ANXL)+u(AnNcANX_) =
=u(ANX)+pucANX) —p(ANcAN X, )+ u(ANcANX )=
= p(ANXy) +p(ANX_) = p(A),

dove nella penultima uguaglianza abbiamo utilizzato e . L’ultimo
passo € una conseguenza dei due passi precedenti. Questo completa la prima
parte della tesi.

Mostriamo ora la seconda parte. Supponiamo valga

[ (u()o(a) — (@) (@))dz = 0
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Allora

/ (u(z)v(r) — min{u(z),u(cz)} min{v(x),v(or)})dx =

= (max{u(z),u(ox)} max{v(z),v(ox)} — u(x)v(z))de.

X4
(5.7)
Supponiamo per assurdo che U = {z : (u(z) — u(ox))(v(z) — v(ox)) < 0}
abbia misura positiva: si noti che U = o(U). Nel caso u(xz) > u(oz) e

v(x) < v(oz) dalla avremmo
/X  ((@)e(@) = u(ow)o(z)dr = /X L (ul@(on) —u(z)o(e))dr,
da cui ricaveremmo
/XJFQU(U(O'JZ)U(O'ZL‘) —u(z)v(ox))dr = /Xﬂw(u(x)v(am) —u(z)v(zx))de,
che equivale a
/XmU(U(ax)[u(ax) —u(z)] + u(z)v(z) —v(ox)])dz = 0.

Per le supposizioni fatte I'integrando € una funzione non positiva, che per-
tanto deve essere nulla quasi ovunque; quindi se z € U N X,

0 < v(oz) _ v(ox) — v(z) <0,

w(z)  ulox) —u(x)

che & assurdo. 1l caso u(x
Cio prova che [u(x) — u(
valga (u(z) —u(ox))(v(z) —

v(x) < v(or) otteniamo

) < u(oz) e v(x) > v(o) si fa alla stessa maniera.
ox)|[v(z) — v(ox)] > 0. Viceversa, supponiamo
v(ox)) > 0 q.o., allora nel caso u(z) < u(ox) e

/n u’(x)? (x)de = /X+ u’ (x)v? (z)dr + u’ (x)v? (z)de =

X_

— /X u(oz)v(ox)de + u(z)v(zr)dr <

+ X N

< /X+ u(ox)v(ox)de + . u(ox)v(ox)de =

= /]R" u(ox)v(ox)de = /n u(z)v(x)de.
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Nel caso u(z) > u(ox) e v(x) > v(ox) invece ricaviamo

L@ = [ @@ [ =

]

Lemma 5.1.7. Sia u : R" — R misurabile che si annulla all’infinito. Allora
u=u" <= u=u’ Vo
u=u*oT per qualche traslazione T <= u=u’ ou=u’ oo Vo.

Dimostrazione. In entrambi i casi, le implicazioni = sono semplici. Per
dimostrare I'implicazione inversa nel primo caso, supponiamo per assurdo che
u non sia radialmente decrescente e fissiamo due punti x, 25 con |z;| < |z4]
ma |u(zy)| < |u(zq)|. Sia o lariflessione che mappa z; su x9, e lascia invariato
liperpiano X. Allora z; € X, che contiene l'origine e x5 € X_. Dalla
definizione segue che u?(z1) = u(z3) e u’(z3) = u(x1), mostrando che u? # wu,
ma questo e assurdo. Per il secondo caso, assumiamo che u sia limitata e
integrabile (grazie all’approssimazione con fat layer f. = min{e !, [f — €], }).
Dopo un’opportuna traslazione, il suo centro di massa stara nell’origine. Dato
che il centro di massa di u? sta in X, , concludiamo che u” = u per ogni o.
Utilizziamo ora la prima parte della tesi per ottenere la seconda. O

Lemma 5.1.8. Supponiamo che u : R" — R sia non negativa, continua e
nulla all’infinito, e sia

Pol, = {u?% : k > 0, 0; riflessioni}

ossia linsieme di tutte le funzioni ottenibili con una successione finita di
polarizzazioni di w. Allora esiste una successione {uy} C Pol, per cui

up 222 u* uniformemente. (5.8)

Dimostrazione. Sia H una funzione strettamente decrescente e limitata su
R, con H(t) — 0 quando ¢t — oo; definiamo il funzionale ausiliario

I(v) = /nv(a:)H(\dex, v € Pol,.
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Grazie al lemma [5.1.5] e al teorema di Ascoli-Arzela, Pol, ¢ relativamente
compatto nello spazio delle funzioni continue che si annullano all’infinito,
quindi 7 assume il suo massimo in una certa funzione g € Pol,,. Mostreremo
che g = u*. Sia {ux} C Pol, una successione che converge uniformemente a
g. Anche ogni polarizzata ¢° sta nella chiusura di Pol, perché uf converge
uniformemente a ¢, e quindi /(g) > I(g?) per la massimalita di g. D’altro

canto, per la proposizione vale I(g) < I(g?), e quindi I(g) = I(g”). La
proposizione inoltre implica che (g(z) — g(oz))(H(|z|) — H(|ox|)) > 0,
che vuol dire g(z) = g°. Dato che = e o erano arbitrari, possiamo usare il
lemma [5.1.7] per vedere che g e radiale decrescente. Dato che g ¢ equimisu-
rabile a u (essendo limite uniforme di tali funzioni), concludiamo che g = u*,
dimostrando il lemma. ]

Lemma 5.1.9. Siano p € [1,00] e siau € W'P(R™). Detta o una riflessione
di polarizzazione, allora |Vu®| e |Vu| sono equimisurabili. In particolare,

g
IVul[o@ny = VU7 || Lo @)
Dimostrazione. Dal momento che il massimo o il minimo di funzioni in
WhP(R") & ancora in W'P(R"), la polarizzata u’ sta in W'?(R"). Gra-
zie a un classico argomento di densita, ¢ sufficiente calcolare il gradiente per

funzioni lineari a tratti lontano dalle singolarita. Se x € X, otteniamo per
u(z) > u(ox)

Vol (z) = Vu(z),  Vu(oz) = Vu(oz),
e per u(z) < u(ox)
Vu(z) = oVu(oz),  Vu(oz) = oVu(z).
Se z € X_, otteniamo per u(x) > u(ox)
Vu(z) = oVu(oz),  Vu(oz) = oVu(z),
¢ per u(z) < u(ox)
Vuo(z) = Vu(z),  Vu(oz) = Vu(oz).

Quindi, posto Uy = {z : u(z) > u(ox)}, U~ = {z : u(r) < ulox)} e
X =X NU, ricaviamo

IV4 ey = [ IV @)z = [ [V @)Pde+ [ [Vuo(@)Pde =
R™ X4 X_
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-/ V(e /. V(o) [ 1Vulon)Pde+ [ Vu(@)rde =
= Jo Vut@lrde+ [ 1Vu@Pys [Vl + [ VP =

= [ 1Vu@de = [Vulle.
O

Per concludere la sezione, visti i risultati ottenuti fino ad ora, enunciamo e
dimostriamo la disuguaglianza di Pdlya-Szego.

Teorema 5.1.10 (Disuguaglianza di Pélya-Szegd). Sia p € [1,00] e sia u €
Whe(R™). Allora u* € WHP(R™) e

[Vu*]|o@ny < [Vl pogn).-

Dimostrazione. Per p = oo, u € lipschitziana, e || Vu/|| g (rny € la sua costante
di Lipschitz. Dal momento che la polarizzazione per il lemma preserva
i moduli di continuita, u* € ancora lipschitziana con la stessa costante, e in
questo caso il teorema ¢ provato. Sia ora p € [1,00). Allora per il lemma
esiste {uy }reny C Pol, tale che

up — v* uniformemente,  [Jug|/zrgn) = ||u*||p@r)y VE €N

Sia B = B(0,7) la palla di centro 0 e raggio r; allora esiste una sottosucces-
sione {uy, } C {u} per cui

ur, — u* in LP(B), Vuy, — v in LP(B),

e dunque per unicita del limite v = Vu* in B q.o.. Per la semicontinuita
inferiore della norma otteniamo

||Vu*||Lp(B) S lllgglol.}f ||Vuk||Lp(B) == ||Vu||Lp(B).

Mandando r — oo otteniamo la tesi. O

5.1.2 Compattezza e disuguaglianza di Strauss

In questa sottosezione mostreremo, grazie al lemma di Strauss, un’interessan-
te proprieta delle funzioni in H}, ,(R™), ossia le funzioni radiali in H*(R"),
e grazie a un lemma di compattezza determineremo quando tale spazio si

immerge con compattezza in LP(R™) per qualche p (teorema di Lions).
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Lemma 5.1.11 (Lemma di Strauss). Sian > 2 e u € H}

raa(R™). Allora
esiste una funzione U(x) continua fuori dall’origine tale che

o U(x) =u(x) per quasi ogni x € R™;

e csiste o, > 0 per cui per ogni |z| > oy, valga

1-n
U()] < Culz| ™= [|ull 1 @n)-

Dimostrazione. Sia u € C§°(R™) e sia m = 51, Consideriamo n > 3, allora
d 2m, 2 _ _9,m m—1 m@ _ _9,m i m
—%(r u?(r)) = =2r"u(r)[mr™ u(r) + r = (r)) =—2r u(r)dr(r u(r)) <
< [Lmutrn] + 0ty =
< | g rulr ru(r))” =
— (du( )>2+ 2() 2m_'_ 2m—1 () M_{_Qdﬁ( )}_
= {5 u“(r)|r mr u(r) |m— )| =
2
= {(f;:(r)) + uz(r)} 2™ ™ () {(Qm — 1)@ + 22—1:(7“) —(m — I)UTT)} .
Notando che
(2m — 1) 22 (r) + 202" u(r) = jr(rm_lﬁ(r)),

otteniamo

2
<%(7‘)> n ’U,Q(T):| r2m +m%(72m_1u2(7)) — m(m — 1)7‘2m_2u2(r) <

< chl:f(r)>2 + u%)] r?m 4 mjr(rgm_luz(r))

Integrando i membri piu estremi di questa catena di disuguaglianze su [r, oo]
otteniamo

o 2
e < 7| (0) )] e - e,
T P
da cui portando il secondo addendo di destra nel membro sinistro
n—1,20 .\ < (1 m) n1,20 o [ du 2, n-14, <
() < (14 ) “(T)—/T %(p) +u(p)| p"dp <
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< | (du 2 .
< [7(G0) + 0| a0 < Colulige

Pertanto
U ()| = |u(lz))] < Culz| =" [Jull ).
Trattiamo ora il caso n = 2. Ripetendo lo stesso conto fatto all’inizio
otteniamo
d d
— (it (r) = = (ru(r)*) = =2ru(r) o (r2u(n) <
d 1 1 uz(r)

: + (rzu(r))® =r [(jﬁ(?‘))z + uQ(T)] + ;;T(uz(r)) T

da cui, integrando i membri piu estremi di questa catena di disuguaglianze
su [r, o0], otteniamo

00 2 1 00 9,2
nit(r) < | [(f;;w) +u2<p>] o=yt + [y
Grazie all’'ultima disuguaglianza possiamo ricavare

ru?(r) < (T + ;) u*(r) < /TOO (du(p)>2 + uz(p)] pdp + /TOO ui(;)

dp
Consideriamo r > 1 (ossia p > r > 1); allora

ru(r) < /TOO l(;lz(p)f + UQ(P)] pdp + /Too ul(;)dp <

< Z/Too ng(@)2 +u2(p)1 pdp < Z/OOO KZZ(M)Q +u2(p)] pdp =

5 0o du 2 ) 5
= — _ d _ - 2
8 /E)B(o,l)/g de (p)) +u (p)] pap 87T||u||H1(]R2)a

da cui si ottiene la tesi

dp.

L1./3 1(R2
V@) = Ju(la])] < 2l

Vil

109



Capitolo 5 5.1.2. Compattezza e disuguaglianza di Strauss

Proposizione 5.1.12 (Teorema di compattezza di Strauss). Consideriamo
due funzioni continue P,Q : R — R che soddisfano

- P(s)
lim
|s| =00 Q(S)
Sia {ug}reny una successione di funzioni misurabili definite su R™ a valori
reali per cui valgano

= 0. (5.9)

sup/ z))|dr < oo,

P(ug(z)) 2225 v(z) g.o. in R™

Allora per ogni insieme misurabile limitato B si ha
[ 1Pn(@)) = v(a)lde £ 0,

Se assumiamo le sequenti ipotesi aggiuntive

1. lim, 0 53 =0,

2. im0 ur(x) = 0 uniformemente rispetto ad k,
allora { P(uy)}ren converge a v in L*(R™) per k — oo.

Dimostrazione. Sia M = supyey Jgn |Q(ug(x))|dz. Poiché lim, % =0,
per ogni € > 0 esiste H. > 0 tale che

[P(s)] < €elQ(s)]  Vls| = He.
Quindi

Pus(2)] < {er@<uk<x>>| se Ju(2)
: |

> H,
supp <, [P(W)| = cc  se [ug(2)] < H

Dunque, poiché P(ug(z)) — v(x) q.o. dal lemma di Fatou|6.0.20| segue
/ lo(2)|de < liminf/ |P(ug(2))|dz < cou(B) + M
B k—oco JB

per ogni B C R" limitato e misurabile. In particolare, { P(uy)}ren C L'(B)
e v € L'(B). Proviamo che P(uy) — v in misura su L'(B).

Per il teorema di Egorov [6.0.37, per ogni 0 > 0 esiste 5 C B, misurabile,
tale che

u(Es) < o, P(uy) — v uniformemente in B\ Ej.
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Allora, fissato 1 > 0, e detto Py(x) = |P(uy(x)) — v(z)|, scriviamo
p({z € B: Pi(x) > n}) = u({z € Es : Pi(x) > n}) + u({z € B\ Es : By(x) > n});
il secondo insieme pero e definitivamente vuoto: infatti, scelto e < n, abbiamo
|P(ug(z)) —v(x)| <€ Vk > k.s, Vre B\ Ej,
dunque se k > k.5 in B\ Es non abbiamo mai Pk(x) > 1. Ne segue
p({z € B: Pu(x) > n}) = p({x € Es : Pi(x) > n}) <6

per ogni k > k. 5. Cioe, per ogni 6 > 0 abbiamo ottenuto che vale definitiva-
mente p({z € B : Py(x) > n}) < 6, ossia P(ug) — v in misura.

Proviamo ora che {P(uz)} ¢ uniformemente integrabile in L'(B). Per ogni
7 € N, poniamo

©(j) = inf {R >0: sup |P(y)] >j}.

lyI<R

Osserviamo che ¢(j) ¢ monotona crescente; proviamo che ¢(j) — oo per
j — 00. Se fosse p(j) < N per ogni j € N, per ogni € €]0,1] troveremmo
Rej € [p(j),¢(j) + €] tale che sup,<p . |P(y)] > j. Ma allora, essendo
R.; < N + 1 per ogni j, avremmo

sup |P(y)| > sup |P(y)|>j VjeN,
ly|[<N+1 ly|<Re ;

ossia sup,<yy1 [P(y)| = oo, il che ¢ assurdo perché P & continua su R".
Dunque ¢(j) — oo per j — oo. Dato che

By =:{z € B:|[P(w())| > j} S {z € B: lw(z)| < ¢(j)} =: B,
abbiamo

/ |P( |dx</ |dx<e/|Q (up(x))|dz < eM.

Sia adesso, o > 0 e scegliamo § > 0 (vedremo quanto piccolo). Prendiamo
€ > 0, tale che eM < §, fissiamo j. € N tale che ¢(j.) > H., e consideriamo
E C B, misurabile, con u(F) < §. Posto E. = {x € E : |P(ug(z))| > je},
otteniamo

[ 1Pl = [ |Plu()lde+ [ PG ()|dr <
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< |P(u(2))|dz + jeu(E) < €M + jeo.
(e Bilun (@) |2 0(G0)}

Dunque se 6 < 5. abbiamo per u(E) <6

/E |P(ug())|dz < eM + job < g + % 0,  VkeN.
Cio prova 'uniforme integrabilita.
Si conclude che esiste w € L*(B) tale che P(u;) — w in L'(B). Ma allora
per una sottosuccessione abbiamo P(ug, (x)) — w(x) q.o., da cui (essendo
P(u(z)) = v(x) q.0.) w=v q.0. in B, e pertanto P(ux) — v in L*(B).
Aggiungiamo le ipotesi

im P(s)
£—>0 (3)

=0, wug(x)— 0 per |z| — oo uniformemente in k.

Dunque, dato € > 0, abbiamo

< Q)] Vls| > H. e V|s| <,
< 4. Vk €N, V|z|> H..

Allora, posto B, = {z € R" : || < H.}, e fissato o > 0,

L 1)o@z = [P —v@@)drs [ Pua) o)
Il primo termine e minore di o per k > k,, per la prima parte gia dimostrata.
Per il secondo termine abbiamo, scelto € tale che eM < Z,

/ |v(x)|dz < liminf | P(ug(z))|dz <
R\ B,

k—o0 R™\ Be

< elim sup |Q(ug(x))|de < eM < g,

k—oo JR™\Be 2
e dunque [gu g |P(ur(z)) — v(z)|de < 2§ = o per ogni k > k,. Percio
P(uy) — v in LY(R"). O

Teorema 5.1.13. Sia n > 2; allora l'iniezione H} ,(R™) — LP(R") ¢

rad
compatta per ogni 2 < p < 2*.

Dimostrazione. L’inclusione H'(R™) < LP(R") quando 2 < p < 2* & una
conseguenza del teorema di Sobolev [6.0.23] Sia allora {uy}reny C H},y(R™)
una successione di funzioni radiali per cui ||ug|| g1 (rny € limitata. Dal lemma

di Strauss |5.1.11] possiamo dedurre che {uy}ren € una successione costituita
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da funzioni infinitesime all’infinito. Possiamo estrarre una sottosuccessione
{ug, }rhen che converge a una funzione radiale v q.o. in R™ e debolmente
in H! ,(R"). Applicando la proposizione [5.1.12] con la scelta P(s) = |s|P e

Q(s) = s? + |s|*, che & lecito applicare perché % — 0 quando [s] = 0

0 |s| = o0, e sup( 2 (&ny) < 00, otteniamo la convergenza

llug|lLrrny — [|ullr@ny. Da questa ultima relazione e dalla convergenza
up — u q.0. ricaviamo che {ug fren converge fortemente a u in LP(R™). [

5.1.3 Identita di Pohozaev

Analizziamo ora un importante risultato, che va sotto il nome di identita di
Pohozaev. Essa esprime il rapporto tra le soluzioni di un’equazione ellittica
non lineare e un’identita di tipo integrale che dovranno soddisfare i termini
della nostra equazione. Ne formuleremo prima una versione per gli insiemi
) C R” limitati, dalla quale ricaveremo quella in R™.

Teorema 5.1.14 (Identita di Pohozaev). Sia @ C R™ un aperto limitato
regolare con normale uscente v. Sia uw € H*(Q) N HY(Q) la soluzione di

—Au = g(u)
ujpn = 0;
e poniamo G(s) = [; g(t)dt. Allora

/ G(u(z))dz — n-2 /Qu(x)g(u(:c))dx = ;

n

ou
5(1’)

2
(x,v)do

o0

Dimostrazione. Vale la seguente serie di uguaglianze

div({z, Vu)Vu) = Aufz, V) +Zaxk ooy (zn; >

w, Vi) +;T252ka kZa*Zl axkax,

1 k=1 {

= Au(z, Vu) + |Vul* + sz |Vu|2

Integriamo su 2 entrambi i membri pit estremi e applichiamo il teorema
della divergenza [6.0.26}

1 ° 0
Aux,Vudx—{—/ Vu2d:n+f/ T
| Aufe, vz + [ [vu s X

—/div(<x,Vu>Vu)dx:
Q
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oul?

= | (x,Vu)(Vu,v)do :/ Ou )\ Ou vydo = /asz Y

80 6Q<x v ><8y {z,v)do,

(5.10)

dove abbiamo usato il fatto che, essendo u € H} (), la componente tangen-

ziale di Vu su 99 ¢ nulla (visto come elemento di H~2(92)). Notiamo ora
che vale la seguente identita

1 n
div (g\VUF) f\V 2 Zﬂ:z+2;xi68%|Vu|2 |V \2+ sz |Vu\2

integriamo su (2 e usiamo nuovamente il teorema della divergenza [6.0.26

ottenendo
29, _ o (F 2 _
dx—/ﬂdw(QWu] )d:v—

n 2 1”/ 9
2/9\Vu| dx+2; Q$Z8xi

L wtnar =1 [ 124 (5.11)
=5 | Vullz,v)do =35 | |- {z,v)do. :
Sottraendo (5.11)) a ((5.10]) otteniamo
2
n o, 1 ou
/QAu<x,Vu>dx—|— (1—2)/Q|Vu| dz = 3 Jolan (z,v)do.  (5.12)

Sfruttando ora le ipotesi e, grazie a [6.0.27] integrando per parti ricaviamo,
osservando che G(u) = 0 su 052

/Aua:Vu :—Z/ axz )z dx =

— _g um G(u)zv;do — /Q G(u)dx} = n/QG(u)dx (5.13)

mentre per l'altro termine vale

21 _ B _ _
/Q|Vu| dx—/mu(Vu, v)ydo /ﬂAu udzx /Qg(u)udx. (5.14)

Sostituendo la (5.13)) e (5.14) in (5.12)) otteniamo la tesi. O

Teorema 5.1.15 (Identita di Pohozaev in R"). Sia u € H*(R") N HZ (R")
che risolve —Au = g(u) suR™. Allora posto G(s) = [; g(t)dt abbiamo

n—2

n/n G(u(z))dr = 5 u(z)g(u(x))de.

]Rn
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Dimostrazione. Poniamo €2 = B(0,r) con r > 0 e utilizziamo l'identita di
Pohozaev [5.1.14] su 2

n/ﬂG(u(m))dx — !

~ 2 oo

n—2

/Q u(@)g(u(z))dz Vu(z)| (x, v)do.

n

Vogliamo mostrare la seguente asserzione che implichera la tesi

lim \Vu(z)]? (z,v)do = 0.
Ge)

r—00

Notiamo

lim \Vu(z)|” (z,v)do = 0 < liminf | 7|Vu(z)*do = a,
o0 o0

7—00 r—00

ed inoltre
V|72 gn :/Oornfl/ Vu(z)|*d dr:/mr"’2 {r/ Vul|*d }dfr.
IVulaen = [ [ V() Pdodr = [ [ (Vupdo
Se fosse per assurdo o > 0, esisterebbe un ry > 0 per cui
2 (){
7"/ |Vu(z)|*do > — Yr > rg
a0 2

allora per ogni n > 2

rn—l

00 > || Vullz2@ny = J5°r" " foq [Vu(z)|*dodr > [ r"—22dr = |

n—1

che ¢ assurdo. O

5.1.4 Operatore di Nemytskii

Proseguiamo i nostri risultati, con una sottosezione dedicata all’operatore di
Nemytskii. Daremo la definizione di funzione di Carathéodory, con la quale
definiremo un operatore non lineare, appunto quello di Nemytskii, che gode di
interessanti proprieta di continuita e differenziabilita negli spazi di Lebesgue.

Definizione 5.1.16. Sia (X, || - ||) uno spazio di Banach e sia U C X aperto.
Dato I : U — R continuo, diremo che [ e differenziabile secondo Fréchét in
ug € U se esiste A € X' per cui valga

I(ug +v) — I(ug) — A(v)

im = 0.
lvf—0 vl

A e detto differenziale di Fréchét di I nel punto uy e lo indicheremo con il
simbolo I (ug).
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Definizione 5.1.17. Sia (H, (-,-)) spazio di Hilbert e I : H — R Fréchét
differenziabile. Definiamo gradiente di [ in u € H (e lo indicheremo con
ViyI(u)), I'elemento di H che verifica

(Vi I(u),v)g = I'(u)[v].
Definizione 5.1.18. Data F': 2 x R — R con 2 C R" aperto, diremo che
F ¢ una funzione di Carathéodory se valgono le seguenti condizioni:
1. s — F(x,s) ¢ continua per quasi ogni = € €,
2. x — F(z,s) ¢ misurabile per ogni s € R.

Proposizione 5.1.19. Siano 2 C R™ aperto limitato e F': Q) X R — R una
funzione di Carathéodory per cui esistano a,b > 0 e p,q > 1 tali che

|F(z,5)| < a+bls|":
allora Uoperatore di Nemytskii np : LP(Q)) — LI(Q2) definito dalla relazione
ne(u) = F(x,u(x)) e ben definito e continuo.
Dimostrazione. Mostriamo che ¢ ben definito:

1 u(@)lde < a?u() + bllullyy g < oo

Mostriamo ora la continuita. Vogliamo far vedere che se prendiamo una suc-
cessione {uy ey C LP(Q2) per cui uy — w in LP(Q), allora F (-, ux) — F(-,u)
in L(Q2). Prendiamo una tal successione, e fissiamo un’arbitraria sottosuc-
cessione {ukj}jeN C {ux}ren. Allora esiste un’ulteriore sottosuccessione
{ukjh then per cui uy;, — w d.0. in modo dominato: cio¢ esiste v € LP(Q2)
tale che

|ug,, (2)| < v(2) g.o. in ,Vh € N.
Quindi per le proprieta di F'

F(x,up, (v)) = F(z,u(z)) VYreq,

e inoltre
| F (2, uky, (2))] < a+blug,, (2)| < a+b(z).
Ne segue, per convergenza dominata [6.0.21
L(Q
Fx,uy, (z)) 2 F(z,u(x)).

. . . , .
Dunque, ogni sottosuccessione {uy; }jen di {ux}ren ha un’ulteriore sottosuc-
cessione {u’%} nen tale che

Fup, ) 2 P ). (5.15)
Ne segue che per l'intera successione {uy }ren vale (5.15)). O
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Proposizione 5.1.20. Sia 2 C R"™ un aperto e sia f : @ Xx R — R una
funzione di Carathéodory per cui esistano a,b >0 e p > 1 tali che

|f(z,s)| <a+blsP! Vz € Q,Vs € R.

Definita F': QQ x R — R in questa maniera
Fo,s) = [ fa,t)at,
0

loperatore di Nemytskii nr = LP(Q2) — LY(Q) ¢ ben definito, continuo e
differenziabile secondo Fréchét con differenziale dnp(u)v] = f(z,u(z))v(x).

Dimostrazione. Dimostriamo che ng € ben definito e continuo. Notiamo che
P = | [ s < [ 170k s [ o) < alsl + s < ao + ol
0 0 0

1
dove ag = aM e by = 2b, con M > (%)‘H. Utilizzando la proposizione

con ¢ = 1 otteniamo che il nostro operatore ¢ continuo da LP()) in
L' (Q). Grazie alla stessa proposizione possiamo mostrare che, scelto ¢ = p/,
I'operatore di Nemytskii 777 & continuo da LP(2) in L” (Q). Mostriamo ora la
differenziabilita secondo Fréchét. Dobbiamo mostrare la validita di

IECutv) = F(u) = fullie = of[vllew)-
Per il teorema di Lagrange per ogni x € Q esiste 0 < §(z) < 1 tale che
|F (2, u(z) +o(2) = F(z, u(z) = f(z, u(z)) ()] < [f(z, u(@)+0(x)o(z) - f (2, u(@))|v()].
Integrando su €2 e utilizzando la disuguaglianza di Holder, otteniamo
IPCut ) = Fw) = FCwollo < 150w+ 00) = )l ool
Vorremmo che || f(-,u + 0v) — f(-,u)|| @) — 0 per [|[v]|zr) — 0, ma cid &

vero perché se |[v|| ) — 0 allora [|6v]|1r) — 0 e otteniamo la tesi grazie
alla continuita di n; da LP(Q) a L7 (Q). O

5.1.5 Principio Variazionale di Ekeland

Ora e la volta del famoso principio variazionale di Ekeland, importante risul-
tato che analizza, in un certo senso, l'esistenza di successioni minimizzanti
per funzionali semicontinui inferiormente su spazi metrici completi.
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Teorema 5.1.21 (Principio variazionale di Ekeland). Sia (M,d) uno spazio
metrico completo e sia ¢ : M —] — 0o, +00] una funzione semicontinua infe-
riormente, limitata inferiormente e non identicamente uguale a +oo. Siano

e>0eue M per cui
o(u) < ij‘n4f¢—|—e.

Allora per ogni A > 0 esiste uy € M per cui
QS(U)\) < ¢(U),
d(u, uy) < A,

d(w) > d(uy) — ;d(u,\,w), Vw € M.

Dimostrazione. La relazione
€
r <y <= ¢(z) < dy) — Xd(x, )
definisce un ordine su M:

e r<yey<zr=—x=1

€

() < oy) — Xd(ﬂs, Y),

0(y) < olx) = 1d(y. ).

sommiamo le due relazioni e otteniamo

A

o r <yey<z=—ux<2z

2
—jd(w,y) <O0=d(z,y) <0=z=y

(5.16)

(5.17)
(5.18)
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Introduciamo ricorsivamente una successione {uy }rey € M e una successione
{Sk}ken di sottoinsiemi di M ponendo:

U = U, Slz{QUGMIwSul},

Up+1 € S tale che ¢(ugyq) < mfgb + Spr1={weM:w < upy}

€
2k:+1’
Chiaramente Siy 1 C Sk per ogni k € N per la transitivita dell’ordinamento:
sia w € Sk41, allora

Bw) + {d(w,ug) < o(w) + 3 d(w, wi) + 1Ak, ug) <

€
< (upgr) + Xd(uk—i-la uy) < ¢(uy).
Gli insiemi Sy, sono chiusi: in effetti dato w € M l'insieme {w’ € M : v’ < w}
e chiuso poiché ¢ ¢ semicontinua inferiormente. Mostriamo che vale per ogni

ke N

sup{d(w,ug) : w € Si} < ;; (5.19)
Sia infatti w € Sj: allora w < uy, ossia
Sd(w,w) < ¢luw) - d(w); (5.20)
d’altra parte w € Si_1, e dalla definizione di u; otteniamo
o) < inf 6+ o7 Qk < o(w) + 2: (5.21)

Mettendo insieme la ((5.20)) e la (5.21)) otteniamo la (5.19). Dalla relazione
(5.19) e dalla decrescenza degli Sy segue che la successione {ug}reny € di
Cauchy in M: infatti se £ > h > v otteniamo

k-1

d(ug, up) < Zd(ui+17ui) S
i=h

| /\

LA
<21 = v L

||M|

Dunque per la completezza di M deve esistere uy := limy_, ux. Dato che gli
Sk sono chiusi deve valere uy € NgenSg. Di conseguenza uy € S, e dunque
uy < ug per ogni k € N e in particolare uy < u; = u, ossia

Oun) < 6(u) — 1d(u,up) < (u), (5.22)
che ¢ la relazione . Dalla possiamo anche ricavare
d(uy, u) < :(qb(u) o(uy)) < <1nf¢ te—info) =\ (5.23)
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che implica (5.17). Notiamo che, inoltre, se w < uy allora w < uy per ogni
k € N e dalla (5.19) segue w = uy. Infine, sia w € M \ {u,}; allora non puo
essere w < uy (altrimenti w = u,) e quindi

O(w) > olur) — Td(w,uy).

che e la (5.18]). O

Proposizione 5.1.22. Siano X wuno spazio di Banach e ¢ : X — R un
funzionale limitato inferiormente e differenziabile secondo Fréchét. Allora
per ogni € >0 e u € X per cui

o(u) < i§f v +e, (5.24)
esiste v € X per cui
p(v) < p(u), (5.25)
lu —vllx < Ve, (5.26)
¢ ()]lx < Ve. (5.27)

Dimostrazione. Applicando il principio di Ekeland [5.1.21| con A = /e, che
si puo applicare grazie alla validita di ([5.24]), esiste v € X per cui valgono

(5.25) e (5.26]). Inoltre per ogni w # v vale
p(w) > (v) = Vellv — w|lx. (5.28)
Siaw=v+thcont>0ehec X con |h|x =1; da (5.28) ricaviamo

o= o) o

Di conseguenza, essendo ¢ differenziabile, facendo tendere ¢ a 0, otteniamo

Aol =i AW 5

t—0

che implica la tesi. O

Lemma 5.1.23. Sia X uno spazio di Banach e ¢ : X — R un funzionale
inferiormente limitato e differenziabile su X. Allora per ogni successione
minimizzante {uy}ren di @ esiste una successione minimizzante {vg tren di
@ tale che

o(vr) < plug), (5.29)
lux — vellx === 0, (5.30)
I (i) [l === 0. (5.31)
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Dimostrazione. Se {uy}ren € una successione minimizzante per ¢, prendiamo

1

o o(ug) —infx ¢ (ug) —inf, ¢ > 0,
k= :
5 o(ug) — inf, @ = 0.

Prendiamo {vy }ren associata a {uy}ren € € nella proposizione [5.1.22] O

5.2 Introduzione al problema

Tenuto conto dei risultati provati nelle precedenti sezioni, possiamo passare a
descrivere il nostro problema. Consideriamo 1’equazione di Schrodinger non
lineare per n > 3

P Ap P ()L dove iR XRoC (5.32)

ot Y]

con le seguenti imposizioni:

5.33
5.34

F € C*(R) pari e F(0) = F'(0) = F"(0) = 0;
|F'(s)| < Cyls|7t + Cyls[P™, Vs €R, con2<q<p<2%

5.36

(5.33)
(5.34)

4
F(s) > —C15* — Cyls |aperogn1s€Rcon2<a<2+—; (5.35)
esiste s9 € R per cui F(sg) < 0; (5.36)
(5.37)

esiste  >0: F(s) < -5, 0<s<§, conee} {537

Fissato w > 0 cerchiamo soluzioni del tipo ¥(z,t) = u(x)e™“*; sostituendo
nell’equazione (|5.32)) otteniamo
: : —iwt —iwt / u (ZL’) —iwt
i(—iw)e ¥ u(r) = —e " “Au(x) + | F (\u(x)|)| @] e (5.38)
u(z

Sfruttando la condizione (5.33|) otteniamo che F’ ¢ dispari, quindi possiamo
affermare

u(z) F'(u(x)) -1 u(z) >0
F'(Ju(z)]) =4 o
u(@)] | F'(—u() - (1) = F'(u(z)) w(z) <0
da cui, dividendo entrambi i membri di (5.38]) per e, ricaviamo la seguente
equazione
— Au+ F'(u) = wu. (5.39)
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Questa e I'equazione che studieremo. Affinché la scrittura classica abbia un
senso allora u € C?(R") oppure u € H?(R"). Noi in realta ne studieremo una
formulazione debole. Sia ¢ € C§°(R"), allora moltiplicando per ¢ entrambi
i membri della precedente equazione e integrando, otteniamo

— | Au(z)p(z)de + | F'(u(z))e(x)de =w | u(z)p(x)de.
R® Rr i
Utilizzando la formula di integrazione per parti [6.0.27] ricaviamo
F'(u(x))e(x)dr = w/ u(z)p(x)dz.  (5.40)

n

/n<Vu(I), V(z))dr +

Diremo allora che v € H'(R") ¢ soluzione del problema ([5.39) se risolve
rispettivamente (5.40) per ogni ¢ € C§°(R"). Definiamo il funzionale non
lineare J : H'(R") — R in questa maniera

R

B ||VU||%2(R7L)

sy = [ <;|Vu(1:)|2 + F(u(az))) Qe = PE ()

il suo differenziale J'(ug) : H'(R") — H'(R™) nel punto uy € H*(R™) & dato
da
J' (o) [v] = /Rn ((Vuo(z), Vu(z)) + F' (uo(x))v(z)) dz.

In virtu delle ultime posizioni fatte, possiamo notare che, definita la va-
rietdh M, = {u € H'(R") : ||ul/,2@n) = p}, se estremo inferiore vincolato
inf{J(u) : w € M,} fosse un minimo, allora il punto di minimo sarebbe una
soluzione di . Il nostro obiettivo sara dimostrare che tale funzionale
ammette un punto di minimo.

5.3 Soluzioni di Ground State per ’equazio-
ne di Schrodinger

Avendo precisato nella sezione in che senso vogliamo risolvere I’equazione
, ci proponiamo, in questa ultima sezione, di determinare soluzioni di
tipo radiale e non negativo, che chiameremo soluzioni di ground state del-
I’equazione. Mostreremo, grazie alla disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg,
che il nostro funzionale e limitato inferiormente. Iniziamo con il seguente
lemma:

Lemma 5.3.1. Se F soddisfa (5.36]) e (5.37) allora per ogni p > 0 vale
inf J(u) < 0;

ueM,
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Dimostrazione. Costruiamo una successione di funzioni radiali in H'(R")
costanti sulla palla in questa maniera

Sk r < Ry
ug(r) =< s, — ;—Z(r — Ry) Ri <r<2Ry
0 r> 2R,

dove {si}ren € { Ry }ren sono due successioni in R, con Ry — oo per k — oc.
Determineremo le proprieta delle due successioni affinché u, € M, per ogni
k € N. Calcoliamo la norma in L?(R") della nostra successione

g7 / VRR irmld 2Rk( kr—R ))2 'd } o
U n)y = S rn_ r + Sk — T — 7,.7’1— T =
FIL2(R) 8B(0,1) |Jo F Ry, F Ry, k

2
s
= LR+ Ot Ry = O}
quindi s{ R} = £ per ogni k € N, ossia

D
CRp

S = e R — oco.

Scegliamo Ry, sufficientemente grande affinché |s;| < d. Posto 2 = 0B(0,1)
abbiamo

J (ug,) :;/ |Vug(x 2d$+/R F(ug(z))de =

_/ /iRk(zRZ + F(ug(r) ) " ld“r/ P 1dr} a0 <

2R 32 v 1 R n—1
§C’0/R 2R2 dr—i—C’o/ F(ug(r)r" = dr <
k
_ k R” Ry,
<CosiRy 2 + CU/O F(sp)r" tdr < Tk 2 Co/o sternldr =
k
Vel SQRTL € = P e
:CO I‘cR% COSkRkSk = OOCR2 - Ooask ==

a g _Pr (P)LKI_Kz
CR "cpi\C/ R RE

Dal momento che ¢ < %, allora esiste ky € N per cui per ogni k > kg vale

ne

K\R;? — K)R, * e in particolare quindi J(uy) < 0. O

Proposizione 5.3.2. Supponiamo valga la condizione (5.35)); allora valgono
le sequenti asserzioni
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1. inf{J(u) :u € M,} > —o0;
2. ogni successione minimizzante uy ¢ limitata in H'(R™).

Dimostrazione. Utilizzando la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg, con i
parametri j =0, m=1er = q = 2, si ricava
< CIVulis i
[ull Loy < ClIVUll fogny ] L2 ny
per ogni valore 2 < p < 2*. Da quest’ultima stima ricordando che I’estremo
inferiore ¢ fatto su M, otteniamo

lullzr@ry < C, HVUHLQ(R" (5.41)

Quindi utilizzando (5.35) per ogni u € M, otteniamo

T(u) > /ncvﬂfwﬂ—au@f—mgm@wﬁdxz

||VU||%2 R” o

= 52 = Cillulifaen — Collulfoen =
|Vullfaqe -

= = % —Cip? - C2OpHVUHL22(Rn)

IVl Z2
> 0 (IVulfaen)

v

dove l'ultima disuguaglianza segue dal fatto che a < 2 + %. L’ultima stima
implica la tesi. [

Lemma 5.3.3. Supponiamo valga (5.34) e sia u € H'Y(R") soluzione di
(5.39) per un certo w € R. Allora u € H2 (R™).

loc

Dimostrazione. Applichiamo un processo di bootstrap. Sia n = 2. Allora
per il teorema di immersione di Sobolev @ € LP(R™) per ogni p < co. Grazie
alla condizione otteniamo che F'(u) € LP(R™) per ogni p < oo da
cui Au € LP(R") per ogni p < oo. Da cio u € W?P(R") per ogni p < oo
che da la tesi. Sia ora n > 2. Per il teorema di immersione d1 Sobolev
u € L? (R") qu1nd1 per lo stesso ragionamento di prima Au € Lat (R™) e

quindi u € Wi (R™). Vorremo qz— > 2 cosi da ottenere la teSI Questa

=2 < 2% ossia 2 < ¢ < 22=2; quindi in

<q <27 qumdltl——<2<n

condizione e verificata se e solo se ¢ <

questo caso @ € W22 (R™). Sia allora 2” 2

Per il teorema di immersione di Sobolev abbiamo u € VV,OC (R™). Se vale
t} = 2 > nossia t; > 2, quindi @ € L5, (R") da cui Au € LS (R") che

n—ty
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implica u € I/Vl JP(R™) per ogni p < oo. Supponiamo allora 2” 2 <g<2e

1 <t <2A%. Da cio otteniamo ¢] < n e per il teorema d1 1mmer51one di
t**
Sobolev @ € L} C(R”) da cui ripetendo i soliti ragionamenti @ € W71 (R"™).

e 12 n-=2t nty
Sia ty = g poiché - e T si ha ty = CETRITEE Notiamo che

ty > t1, infatti

nt, >t = 1< —" - :
1 q— = in - 4
(n—2t)(¢g—1) n — 2t N = m=2)(q=1) -~ (n=2)(¢—-1)

4 4 4
G-l ———— | <ls=qg-1-——<1<=q< 2+ —— =2%
(n—=2)(¢—1) n—2 n—2

Se ty > 2 abbiamo finito. Controlliamo

2n?
nty (n—2)(g—1) n 4n
ty = = D S0 >a1-
(n—2t1)(¢g—1) n_(n_g)% (n—2)(¢g—1) n—2
4n 4dn n
= > (g—1)? 1 —1)%— —1)— <0
52l - a-1) = (¢ 1) a1 - <
2n—\/4n2+n( )< 1<2+\/4n2+n(n—2)
n—2 - - n—2 '
Dato che 1 < ¢ — 1 < "5 la relazione ¢ rispettata in quanto
2n — /4n? + -2 2n + /4n? -2
" \/n n(n )<Oeanche n \/n—i—n(n )> n
n—2 n—2 n—2
Questo conclude la dimostrazione. O

Lemma 5.3.4. Supponiamo valga (5.34) e sia u € H'(R") soluzione di
(5.39) per un certo w € R. Se J(u) < 0 allora @ < 0.

Dimostrazione. Grazie al fatto che u € H'(R") risolve (5.39)), per il lemma
5.3.3|ricaviamo che @ € H_(R"). Dal momento che F(u) € L'(R") possiamo

loc
applicare 'identita di Pohozaev [5.1.15| ricavando

/Rn Va(z)[2de = 2n i (@7122(1:) _ F(u(x))) e (5.42)

Ricordiamo che u soddisfa ((5.39)) vuol dire che @ verifica ((5.40|) per ¢ = @

: / 2)[2dz = ; [ (@) — F'(a(e))a(z)) do (5.43)
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sottraendo ora (5.43) a ((5.42)) otteniamo

0> [ |Va@ldr= [ FE@U®) _ pae)de. (5.44)

n Jr 2

Ancora grazie a (5.42)) e ([5.43]) possiamo scrivere

200 (@) + [ F'la(z))alz) — 2F(a(z))dz = & / @ (2)de

Rn n

da cul ricaviamo la tesi. O]

Osservazione 5.3.5. Riscriviamo la condizione ([5.42) derivata dall’identita
di Pohozaev [5.1.15|in questa maniera

2n

n—2

n

/Rn Va(z)Pdz = 5 /n wi? (z)dx — /n F(a(z))dz.

n —

Sottraendo (5.43) a quest’ultima, otteniamo, senza avere informazioni sul
segno di J(u)

2 _
w
n—2 Jre

@ (x)dz = / (2" F(a(z)) — F'(a(x))a(z))dz (5.45)

n

Osservazione 5.3.6. Sia C, = inf{J(u) : v € H} ,(R™)} allora vale anche
che C, = C = inf{J(u) : v € H'(R™)}. Infatti, chiaramente C' < C,; ma
scelta {uy }ren, con ug > 0, una successione minimizzante tendente a C, det-

to u} il riordinamento simmetrico decrescente di ug, si ha u} € H}! ,(R"),

|uillL2ny = p e, grazie alla disuguaglianza di Pélya-Szegé [5.1.10, vale
J(uf) < J(ug). Quindi {uf }ren € minimizzante, da cui C, < C.

Definizione 5.3.7. Sia H uno spazio di Hilbert e sia J € H'. Diremo che
una successione {uy} C H ¢ una successione di Palais-Smale a livello ¢ € R
se vale

L. J(ug) — ¢
2. J'(ug) — 0in H'.

Definizione 5.3.8. Sia H uno spazio di Hilbert e sia J € C'(H). Diremo
che J soddisfa la condizione di Palais-Smale a livello ¢ € R (e scriveremo
(PS).) se le successioni di Palais-Smale a livello ¢ convergono in H (a meno
di sottosuccessioni). Diremo invece che soddisfa la condizione di Palais-Smale
su [a,b] C R (e scriveremo (PS)4) se vale (PS). per ogni ¢ € [a,b].
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Proposizione 5.3.9. Supponiamo valgano (5.34) e (5.35), e sia {uy }ren una
successione minimizzante di Palais-Smale per cui valga la sequente condizio-

ne: J(u,) = ¢ =1inf{J(u) : w € M,}. Allora esiste una successione {wy }ren
limitata in R di moltiplicatori di Lagrange tali che

— Auk + F’(uk) — wrup = o, — 0. (546)

Dimostrazione. Dato che {u}ren € una successione minimizzante di Palais-
Smale, abbiamo che

VJ(ug) VG (ug) + % o, —0 = VJ(u)=wpVG(ug) + %,
quindi per ogni v € H*(R") vale
(VJ(ur), v) miwny = We{VG(ur), v) gr1gny + (k, V) 11 wn)
da cui per definizione di gradiente
J'(w)[v] — wiG'(ug) [v] = ox(v),

dove G rappresenta il nostro vincolo. Per definizione di differenziale del
funzionale in questione otteniamo

/n((Vuk(:c),Vv(x»Rn + F' (ug(2))v(x) — wpug(z)v(z))da :/ or(z)v(x)de

n

e integrando per parti, otteniamo

/R (D) + F(ug(2)) — wyu(a))o(a)de = / Gr()o(z)dz.  (5.47)

n

Inoltre per definizione di oy, otteniamo che
||0kHH*1(R”) = sup{|(6k,v)| : H/U”HI(RTL) = 1} S ||5'k||H1(Rn) — 0. (548)

Dalle relazioni ((5.47)) e ((5.48)) segue la (5.46)). Dalla (5.46]) e dalla proposizione
[£.3.2] abbiamo

/Rn(IVUk(w)P + F' (up(x) Jur(z) — wpui(@))dz| < [loe]l m-1n el o gy — 0.

Risulta quindi

/RnOVUk(iU)P + F/(uk(x))uk(x) — wkui(x))dx _
= [ (V@) + 2F (@) = 2F (un(a)) + F'(un(2)ue () = (o)) =
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= 2J(up) — wip? —|—/R (F'(ug(2))ug(x) — 2F (ug(z)))dx — 0.
Dal momento che J(uy) ¢ limitato e dato che grazie a ([5.34) otteniamo

[ (o) — 2 (o )da] < Ol gy + el ) < o0,
(5.49)
si deduce che {wy }ren € limitata e il teorema ¢ provato. O

Terminiamo i nostri risultati col teorema conclusivo che dimostra 1’esistenza
di un minimo per il nostro funzionale, e quindi che la nostra successione
minimizzante era in realta convergente.

Teorema 5.3.10. Supponiamo siano valide (5.34), (5.35) e (5.36). Allora
esiste p > 0 per cui per ogni p > p vi ¢ u € H'(R™) che soddisfa

J(u) = inf J(v).

veEM),

Di consequenza esiste w < 0 e u positiva radiale e simmetrica che risolvono

il problema ({5.39)).

Dimostrazione. Grazie all’osservazione [5.3.6 studieremo equivalentemente il
problema cercando minimi in H} ,(R"). Sia quindi {u }ren una successione
minimizzante per cui ||ug| 2y = p; dal momento che F' ¢ pari possiamo
supporre ug, > 0 senza perdere di generalita. Utilizzando il lemma [5.3.1}
possiamo prendere p sufficientemente grande per cui J(uy) — ¢ < 0.

Grazie al lemma possiamo assumere che la nostra successione sia una
successione di Palais-Smale per il funzionale J ristretto alla varieta M,. In
virtu delle proposizioni e otteniamo che {uy}reny € limitata in

H! ,(R") e {wy ren limitata in R. Da tutto cio ricaviamo

W — W

Up —u debolmente in H} ,(R™) (5.50)
Up —> U fortemente in LP(R"), con 2 < p < 2* (5.51)
U = U fortemente in L] (R™), con 2 < p < 2 (5.52)

con (5.50), (5.51) e (5.52)) conseguenze dei teoremi [6.0.24] |5.1.13| e infine
6.0.25] Grazie al lemma di Strauss [5.1.11] esiste [ tale che per ogni |z| > S

si ha

||Un||H1(R")

jun(z)] < @ (5.53)

n—1
]2

Vogliamo provare che vale

Au+ F'(u) = wu. (5.54)
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Sia ¢ € C§°(R™) simmetrica radiale: allora abbiamo

/Rn<Vuk.(a:), V(z))dx — /Rn F'(ug(x))p(z)de — wk/ ug(x)p(x)de — 0,

n

(5.55)
utilizzando quindi la condizione ([5.34)) ricaviamo
/ F'(ug(2))p(z)de — | F'(u(x))p(x)dz. (5.56)
n RTL

Allora mettendo insieme e otteniamo
/Rn<Vuk(x), Vo(z))dr — /Rn F'(ug(2))p(x)dr — wy, /n ug(x)p(z)de — 0
|
| (Vu@), Ve@)de— [ Flu@)e()de —w [ u@)p()ds

da cui ricaviamo la validita di ((5.40)) e quindi quella di ((5.54). Mostriamo ora
che u # 0. Grazie alla condizione ([5.34)) e alla proposizione|5.1.20}, 'operatore

di Nemytskii e continuo
F:LYR") — L'(R"), 2<t<?2%,

e ur, — u in L*(R™) per 2 < t < 2*; quindi

1/ |Vu(z)|*dr —l—/ F(u(z))dr < lim J(ug) =¢ <0
2 Jrn R” n—00

il che prova che u # 0. A questo punto, u # 0 € una soluzione debole di
(5.54) e J(u) < 0. Questo soddisfa le ipotesi del lemma e percio w < 0.

Consideriamo ora due elementi della successione minimizzante di Palais-
Smale u; e up: per la proposizione [5.3.9)

—Au]' —+ F,(Uj) — WjU; = 0; —0
—Auh + F’(uh) — wpup = o — 0.
Sottraendo le due identita troviamo
—A(uj —up) + F'(uj) — F'(up) — 0j(uj — up) — 0;

integrando entrambi i membri e utilizzando la formula di integrazione per
parti [6.0.27] otteniamo

/R IV () Pt /]R ()~ F ()~ up ) — /R 0y —w)de — 0.
(5.57)
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Su ogni compatto B allora abbiamo

/B(F'(uj(m)) — F'(un())) (v (x) — un(z))dz — 0,

/B 3 (uy () — up(2))2dz — 0,
da cui ricaviamo
/R IV (g ) P+ /B (P ()= F () (ot~ )dar— /B @y (u—up)’d = 0.
Grazie al lemma abbiamo w < 0 e

/C(F/(Uj) — F'(up))(u; — up)de — / wi(u; — up)?dr =

- /B (F"(0u; + (1 — O)up) — @) (1 — up)?de.
Ora, ricordando che F”(0) = 0, grazie a ((5.53)) otteniamo
F'"(Ou; + (1 = 0)up) << 1= F"(Ou; + (1 — Q)up) —w >0

per B sufficientemente grande. Utilizzando (5.57)) otteniamo

/ IV (uj — up)|*dx — 0, / luj — up?dz — 0.
Dunque la successione {ug}reny ¢ di Cauchy in H! ,(R"), quindi up — u
fortemente in H'(R") e ||ul|z2rn) = p. O
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Appendice

Elencheremo in questo capitolo, senza dimostrazione, tutti quei risultati clas-
sici di cui abbiamo pensato fosse superflua la dimostrazione, in quanto vista
e rivista in diversi corsi.

Definizione 6.0.11. Sia .S C R", m € N. Definiamo

E™P(S) = {u eC™(S): > / |0%u(x)|Pde < oo}

|| <m

Diremo che u € LP(S) ha derivata forte fino all’ordine m nello spazio L?(S5)
se esiste una successione {uy}reny C E™P per cui

LP(S)
o U — U;

e {0%u}ren ¢ una successione di Cauchy in LP(S) per ogni |a| < m.

Diremo invece che u ha derivata debole fino all’ordine m se per ogni |a| < m
esiste u® € LP(S) per cui

/go z)der = —1)“'/38“90(:5)u(:1:)dx Vo € C5°(9).

Definizione 6.0.12. Sia p > 1 e sia m > 1 un intero. Definiamo lo spazio
di Sobolev W™P(S) = {f : S — R misurabili : ||f|wmnrs) < oo} dove la
norma e

[ fllwmos) = D 1D fllres)

laj<m

o equivalentemente

=

| fllwmr(sy = < > IDYfIlL, >

|a|<m
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con a = (o, ...,a,) €EN"e

OBl
8:6’?1 ..0xh"

1
p p
LP(S)> '

Proposizione 6.0.13. Sia p € [1,00[. Allora lo spazio C§°(S) fatto dal-
le funzioni f : S — R deriwabili con continuita infinite volte a supporto
compatto é denso in LP(S).

D%l o (s) = ( >

18I1<]e|

Corollario 6.0.14. Lo spazio di Schwartz delle funzioni a decrescenza rapida
allinfinito

S(R") = {f € C®(R") : sup |2°D°f(z)| < 0o, Va,p € N"}

zeR™
¢ denso in LP(R™) per ogni p > 1.

Teorema 6.0.15 (Formula di Inversione). La trasformata di Fourier ristretta
allo spazio di Schwartz S(R™)

_n

FHE=@mn)7% | fla)ede
]Rn
¢ un isomorfismo lineare ed in particolare, se f € S(R™), allora

flx) = (2m) 2 F(F(f) () (6.1)

Teorema 6.0.16. La trasformata di Fourier si estende in modo unico ad un
isomorfismo lineare di L*(R") in sé, che denotiamo con lo stesso simbolismo.
In particolare si ha

(f,9) 2@y = 1) (f, ) 2@y Vf,g € L*(R")
flz) = @) 2 F(F(z))(—z)  VfeL*R")

inoltre, posto per R > 0 e per ogni f € L*(R"™)

vr(&) = (27r)_% / gp(x)e_i<"”’5>dx, r e R"
{lz|<R}

_n

vra) = (m)F [ D@0, geR

risulta

}%i_fgo ler — fllL2@ny =0 }%glgo YR — fllL2@ny = 0.
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Proposizione 6.0.17 (Disuguaglianza di Young). Siano a,b € R e p,q > 1;
allora p -
<l B
p q P 4q

Luguaglianza vale solo se |a|P = |b|9.
Proposizione 6.0.18 (Disuguaglianza di Holder). Sia Q uno spazio mi-

surato con misura i e sia p > 1. Sia p’ > 1 l’esponente coniugato di p,
OVVETO

1 1
p p
Si definisce inoltre p' = oo se p = 1. Allora date due funzioni misurabili

feLP(Q) ege LY (Q), si ha fg € LY(Q) e inoltre

1fallei@) < ([ fllee@ 9]l e o)-

Proposizione 6.0.19 (Disuguaglianza di Holder generalizzata). Conside-
riamo p;,r > 1,1 =1,...,n, tali che

L | 1
o=l

i—1 Pi r

Allora, se fi € L, (2) per ogni i, si ha [T}, fi € L"(Q) e vale

11/
=1

< 11 Ifill i -
. l;[1 )

Lemma 6.0.20 (Lemma di Fatou). Se { fx}ren € una successione di funzioni
misurabili non negative definite su uno spazio misurato (S, %, 1), allora

/lim inf fr dpu < lim inf/ frdp.
S k—oo k—oo Jg

Teorema 6.0.21 (Teorema di Lebesgue). Sia Q@ C R™ un sottoinsieme mi-
surabile, e sia {fx}ren una successione di funzioni misurabili definite su €,
taly che:

o fr(x) = f(x) qo. inQ;
o |fr(x)| < g(x) qo. inQ, per ogni k € N,

ove g ¢ una fissata funzione sommabile e non negativa su €. Allora

lim/ﬂfk(:c)d:c:/ﬂf(x)dx.

k—o0
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Teorema 6.0.22 (Teorema di Beppo Levi). Sia (X, 3, 1) uno spazio di mi-
sura e {fx}ren una successione di funzioni misurabili su ¥ tali che valga
0 < fx < fry1 q.o. Allora il limite puntuale f(x) = limy_, fx(z) esiste g.o.

e st ha
lim / Fody = / fdp.
k—oo Jx X

Teorema 6.0.23 (Teorema di immersione di Sobolev). Sia S un sottoinsieme
limitato e aperto di R™, dotato di frontiera di classe C'. Sia u € W™P(U).

. Si ha tnoltre la stima:

1. Sem < 2 allora u € L(S), dove é =

1_m
P n

lullzags) < Cllullwmss)
dove la costante C' dipende solo da k,p,n e S.

2. Se m > n/p allora u appartiene allo spazio di Holder C™~M/PI=17(S),

dove
n n
y= o +1-2
p p
sen/p non é un intero, oppure y € un qualsiasi numero positivo minore

di 1, se n/p & un intero. Si ha inoltre la stima
[u]:?—[n/P]—l S C“U”WWP(S)
dove la costante C' dipende solo da k,p,n,v e S.

Teorema 6.0.24. Sia X uno spazio di Banach riflessivo. Sia {uy}ren una
successione limitata in X ; allora {ug }ren ha una sottosuccessione debolmente
convergente.

Teorema 6.0.25 (Rellich-Kondrakov). Sia 2 C R"™ un dominio lipschitziano
aperto e limitato, e sia 1 < p <n. Definendo
* np

p = )
n—p

lo spazio di Sobolev WYP(Q) ¢ immerso con continuita nello spazio LP" (),
ed & immerso con compattezza nello spazio L1(QY), per ogni 1 < q < p*:

WhP(Q) — LF'(Q),  W'Y(Q)cc LYQ), 1<q<p.

Teorema 6.0.26 (Teorema della divergenza). Sia @ C R™ un aperto limitato
con frontiera C' e sia F € C*(A,R") un campo vettoriale. Allora

/Qdidea: = /m<F, vydo(x),

dove v ¢ il versore normale a 0S), diretto verso l’esterno di §2.
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Proposizione 6.0.27. Sia 2 C R" un sottoinsieme aperto limitato con fron-

tiera 0S2. Sewu e v sono due funzioni differenziabili con continuita su €2, allora
vale la formula di integrazione per parti

ou

Q Ox;

" ov
Q Ox;

Teorema 6.0.28 (Teorema di Fubini). Siano (X, §,pn) e (Y, B, ) due spazi
misurati. Ad ogni funzione f(x,y) che sia & x F-misurabile su X XY e ad
ogni x € X st puo associare la funzione f, definita in Y nel sequente modo

fo(y) = f(z,y).

Analogamente si definisce per ogni y € Y la funzione f, tale che

fy(x) = f(z,y).

Tali funzioni sono rispettivamente §-misurabile e &-misurabile.

dx.

vdx:/ wv; do —
o0

e Se la funzione f é positiva e se

M@ZLMM ¢@=A@w

allora ¢ e §-misurabile e v e &-misurabile, inoltre

Joodu= [ fduen = [ var

dove @ X\ e la misura prodotto delle due misure p e \;

e se la funzione f e complessa e se
¢*(x) :/ | fo|dA / ¢ dp < oo
Y X

allora f € L'(u® \);

o se f € LY(u®N) allora f, € L*(\) per quasi tutti glix € X e f, € L' ()
per quasi tutti gli y € Y. Inoltre, per le funzioni definite in precedenza
quasi ovunque si ha ¢(x) € L'(u) e ¥(y) € L'(N).

Proposizione 6.0.29. Siano a; € R e \; € (0,1) per ogni i = 1,....,n, in
modo che valga Y7 N\; = 1. Allora vale la sequente disuguaglianza

n n
i=1 =1
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Teorema 6.0.30 (Teorema dei Residui). Sia 2 un insieme aperto del piano
complesso C. Siano zq,...,z, punti di ). Sia inoltre v una curva semplice
chiusa in Q\{z1,...,z,} tale che {z1,. .., z,} sia contenuto nel sottoinsieme
limitato di C delimitato da . Se f(z) é una funzione olomorfa sul dominio
Q\{z1,..., 2}, allora Uintegrale di linea della funzione su vy é dato da

fi F(2)dz = 2m§j L. (7) Res., (f), (6.2)

dove Res,, (f) denota il residuo di f in zy, e I, () € Uindice di avvolgimento
della curva v attorno a zy.

Teorema 6.0.31. Siano p,v € P(R") con pu nulla sui sottoinsiemi di R™
di dimensione di Hausdorff n — 1. Allora esiste 1 convessa su R"™ il cui
gradiente Vi e una mappa di push-forward tra p e v. Sebbene ¥ non sia
unica, la mappa Vb € univocamente determinata pi-q.o.

Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema esula dagli scopi della
nostra tesi. Per una dimostrazione fare riferimento a McCann [§]. O

Proposizione 6.0.32. Siano m € N conm > 2, en € N e definiamo o in
questa maniera:

n—m

(m—1)n+m m < n,
g =
00 m > n.

Considerata l’equazione alle derivate parziali
div(|Vu|™2Vu) + f(u) =0

allora se f(t) = —tF+t9 esiste al pit un ground state radiale con le condizioni
0<P<o—-1leP<Q<o.

Dimostrazione. La dimostrazione di questo teorema esula dagli scopi della
nostra tesi. Per una dimostrazione fare riferimento a Pucci-Serrin [10]. [

Teorema 6.0.33 (Prima forma geometrica di Hahn-Banach). Sia X wuno
spazio vettoriale topologico, e siano K, H sottoinsiemi non vuoti, convessi e
disgiunti di X, con K aperto. Allora esiste un funzionale lineare F': X — C,
continuo e non nullo, tale che

sup R(F) < inf R(F).
K H
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Teorema 6.0.34 (Seconda forma geometrica di Hahn-Banach). Sia X wuno
spazio vettoriale topologico localmente convesso di Hausdorff, e siano K, H
convessi non vuoti e disgiunti di X, con K chiuso e H compatto. Allora
esiste un funzionale F': X — C lineare, continuo e non nullo tale che

sup R(F) < inf R(F).
K H

Definizione 6.0.35. Sia {f;}ren € L' (X, i) Diremo che { fj }ren & unifor-
memente integrabile se per ogni € > 0 3§ > 0 tale che per ogni E misurabile
con u(E) < § vale [ |fe|du < € per ogni k € N.

Definizione 6.0.36. Sia {fi}ren € L'(X, ). Diremo che {f}ren € fon-
damentale in misura se per ogni n > 0, Ve > 0 dv € N tale che per ogni
h,7>v

p{z € X o [fu(x) = f3(z)] > 0}) <e

Teorema 6.0.37 (Teorema di Egorov). Sia {fi}ren C L'(X, 1) uniforme-
mente integrabile e fondamentale in misura. Allora esiste f € L'(X, ) tale
che fr — f in LY (X, ).
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