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Introduzione

Nei primi anni del diciannovesimo secolo, il matematico francese Evariste Galois (1811-
1832) mise in luce alcune relazioni tra le radici di un polinomio p(z) € Q[z] irriducibile, il
suo campo di spezzamento e il gruppo degli automorfismi di quest’ultimo che lasciano fissi gli
elementi di Q (noto oggi come gruppo di Galois dell’estensione), enunciando e dimostrando il
teorema di corrispondenza di Galois e gettando cosi le basi della sua teoria. La teoria di Galois
produsse conseguenze importanti, come la non esistenza di una formula generale per il calcolo
delle radici di un polinomio p(x) € Q[z] di grado superiore al quarto, in cui compaiano solo le
operazioni elementari e 1’estrazione di radice; lo stesso Galois provo che I’esistenza di una tale
formula per un dato polinomio ¢ vincolata alla risolubilita del corrispondente gruppo di Galois,
ovvero all’esistenza di una serie normale abeliana per tale gruppo.

Qualche decennio piu avanti, il matematico norvegese Sophus Lie (1842-1899) tento di svi-
luppare una teoria analoga a quella di Galois, ma avente come oggetto le equazioni differen-
ziali. I matematici francesi Emile Picard (1856-1941) ed Ernest Vessiot (1865-1952) raccolsero
I’eredita di Galois e Lie e svilupparono una teoria avente molte similitudini con la teoria di Ga-
lois classica. Anche le conseguenze furono simili: i due, dopo aver introdotto il gruppo di Galois
differenziale associato a un’equazione differenziale ordinaria lineare omogenea, dimostrarono
che quest’ultima ¢ risolubile per quadrature se e solo se il suo gruppo di Galois differenziale ¢
risolubile.

La teoria di Picard e Vessiot fu infine rivisitata dal matematico americano Ellis Kolchin (1916-
1991), che mediante la sua teoria sui gruppi algebrici la formalizzo e la estese, dimostrando
I’analogo del teorema di corrispondenza di Galois e che il gruppo di Galois differenziale ¢ un
gruppo algebrico lineare.

Teoria di Galois classica Teoria di Picard-Vessiot
Polinomio Operatori differenziali lineari
Radici di un polinomio Soluzioni di un equazione differenziale
Campo di spezzamento Estensione di Picard-Vessiot
Gruppo di Galois Gruppo di Galois differenziale
Gruppo di Galois risolubile Gruppo di Galois risolubile

Figura 1: Similitudini tra la teoria di Galois classica e la teoria di Picard-Vessiot



Introduzione

Come forse si puo intuire da questa breve introduzione storica, la teoria di Picard-Vessiot
abbraccia molti settori della matematica, come 1’algebra, 1’analisi e anche la geometria algebrica:
¢ pertanto molto difficile riuscire ad avere una sua visione esaustiva senza scavare a fondo in
ognuno di questi settori. Lo scopo di questa tesi ¢ presentare la teoria, dimostrando alcuni fra i
suoi principali risultati e vedendo una sua applicazione alle equazioni differenziali Fuchsiane.

Nel capitolo 1 richiameremo alcuni strumenti ed alcune nozioni che ci saranno utili nel se-
guito: introdurremo le strutture algebriche di prodotto tensoriale e di localizzazione con le loro
principali proprieta, e le nozioni di base dell’algebra differenziale.

Nel capitolo 2 definiremo le estensioni di Picard-Vessiot, e mediante alcuni strumenti, co-
me il Wronskiano, analizzeremo le proprieta richieste nella definizione. Infine, affronteremo
il problema dell’esistenza e dell’unicita di tali estensioni: dimostreremo che le estensioni di
Picard-Vessiot esistono, ¢ sono uniche a meno di isomorfismo.

Nel capitolo 3 richiameremo i principali risultati della teoria di Galois classica e vedremo
piu da vicino il suo legame con la teoria di Picard-Vessiot. In particolare, dopo aver studiato
diversi esempi e introdotto i gruppi algebrici, enunceremo i teoremi di Kolchin: il primo di
questi teoremi caratterizza 1 gruppi di Galois differenziali, mentre il secondo ¢ 1’analogo del
teorema fondamentale della teoria di Galois classica. Di quest’ultimo teorema dimostreremo
la corrispondenza di Galois fra i sottocampi di un’estensione di Picard-Vessiot e i sottogruppi
chiusi (rispetto a una topologia opportuna) del gruppo di Galois differenziale corrispondente.

Nel capitolo 4 vedremo un’applicazione della teoria di Picard-Vessiot alle equazioni diffe-
renziali Fuchsiane. Vedremo il problema dell’esistenza locale di soluzioni e vedremo come le
soluzioni si raccordano, introducendo il gruppo di monodromia. Infine, dopo un primo studio
dell’equazione ipergeometrica di Gauss, a cui sono riconducibili diverse equazioni aventi una
discreta importanza, come I’equazione di Schrodinger e 1’equazione di Bessel, presenteremo al-
cuni risultati che caratterizzano un certo tipo di soluzioni di un’equazione Fuchsiana in termini
del suo gruppo di Galois differenziale.
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CAPITOLO 1

Nozioni preliminari

Introduzione

Richiamiamo alcuni degli strumenti necessari per poter sviluppare la teoria di
Picard-Vessiot. Dopo aver introdotto le strutture algebriche di prodotto tensoria-
le e di localizzazione, che ci serviranno per provare ’esistenza e I’unicita delle
estensioni di Picard-Vessiot nel secondo capitolo, descriviamo i principali oggetti
dell’algebra differenziale: in particolare, presentiamo il concetto di derivazione, di
campo differenziale e di operatore differenziale.

1.1. Prodotto tensoriale

1.1.1. Prodotto tensoriale di moduli

Sia R un anello commutativo con unita, e siano M, N due R—moduli.

Teorema 1.1. (Esistenza e unicita del prodotto tensoriale) Esistono un R—modulo 7 e una
mappa R—bilineare ¢ : M x N' — T che verificano la seguente proprieta:

- Per ogni R—modulo P e per ogni mappa R—bilineare 1) : M x N — P esiste un 'unica
mappa V' : T — P tale che il diagramma seguente é commutativo:

MxN Lo p
¢l%
T

Figura 1.1:
Costruzione del prodotto tensoriale

Inoltre, 7 e ¢ sono univocamente determinati a meno di isomorfismo.

Dimostrazione

Dividiamo la dimostrazione in due parti:



1. Nozioni preliminari Prodotto tensoriale

Unicita

Esistenza

Supponiamo che sia 7y e ¢ : M x N — J,sia Fp e ¢y : M x N — ., verifichino
la proprieta. Allora esistono e sono uniche due mappe ¢ : % — 7, ¢, : T — F tali
che 1 seguenti diagrammi sono commutativi:

A4x/V—fi>93 ,Ntfo—@+;%
ol O nl O
T 2

P2 = ¢y 0 1 ¢1 = ¢ 0 ¢2
Dunque
$2 = ¢h0¢) 0 ¢y = ¢ho¢ =Idg,
e allo stesso tempo
$1= ¢y ody0dr = ¢ o, =1dg.
Pertanto, le mappe ¢, e ¢} sono una I’inversa dell’altra, cio¢ ¢ ¢ un isomorfismo.

Sia &7 I"R—modulo libero generato da M x N !, esiav: M x N/ — &/ 'immersione
naturale di M x A in &7 : nel seguito, denoteremo con m © n I’elemento «(m, n) per
ognim € M, n € N. Sia poi B il sottomodulo di .7 generato, al variare di « € R e di
xz,7' € M,y,y € N, dagli elementi della forma

(z+2)Ooy—rz0y—2 0y,
rOy+y)—roy—20y
(ax) Oy —a(z ©y),
z® (ay) —a(z © y).

Consideriamo il quoziente .7 = o/ /B, e la mappa ¢ = 7 o i, dove abbiamo denotato con
7w @/ — 7 lamappa di proiezione al quoziente: nel seguito, denoteremo con m ® n
I’elemento ¢(m,n) per ogni m € M, n € N. Osserviamo che ¢ ¢ R—bilineare e che
dMxN)={m®n:me M,ne N} genera 7.
Proviamo che .7 e ¢ verificano la proprieta richiesta: se ¢ : M x N — P & una map-
pa R—bilineare, osserviamo che puo essere estesa, per linearita, a un omomorfismo di
R—moduli ¢' : & — P, che si annulla sull’insieme di generatori di B con cui ¢ stato
definito, e quindi su tutto B. Per il primo teorema di omomorfismo ¢ ben definita una
mappa ¢ : .7 — P tale che (z ® y) = ¥(x,y). Infine, osserviamo che tale mappa &
univocamente determinata da questa condizione.

O

Chiameremo 7 il prodotto tensoriale di M e N, e lo denoteremo con M ®r N, o piu
semplicemente con M ® N/, se non ¢’é ambiguitd. La proprieta nell’enunciato del teorema
precedente € nota come la proprieta universale del prodotto tensoriale .

o7 = RMXN)_Gli elementi di 7 sono, al variare di oy, ..., ay € Re (m1,n1),...,(my,ny) € M XN,

dati da

N
Z ak(mk7 nk)
k=1




1. Nozioni preliminari Prodotto tensoriale

I tensori sono gli elementi del prodotto tensoriale: quelli non nulli della forma z ®y si diranno
tensori di rango 1. Per questi ultimi abbiamo delle semplici regole di calcolo: per ogni a € R,
m,m' € Men,n' e N,

0n=m®0=0®0,
(m+m)@n=men+m n,
men+n)=men+men,
(am)@n =m® (an) = a(m @ n).

Non ¢ detto che tutti i tensori siano di rango 1, ma ogni tensore si puo scrivere come combi-
nazione lineare di questi ultimi: per il principio di induzione, per ogni tensore non nullo esiste
il piu piccolo intero positivo » € N tale che quest’ultimo si possa scrivere come somma di r
tensori di rango 1 : diremo che r ¢ il rango di tale tensore.

Esempio 1.1. 1/ prodotto tensoriale 7.)mZ ®y Z/nZ é nullo se m,n sono coprimi: infatti, in
tal caso, esistono a,b € 7 tali che am + bn = 1. Preso un generico tensore di rango 1, si ha

r@y=(am+bm)zrRy=amz)@y+br® (ny) =a0®y+br®0=0.

Piu in generale, si dimostra allo stesso modo I’esistenza del prodotto tensoriale di un numero
qualsiasi (ma finito) di R—moduli. Si puo inoltre dimostrare che, ad esempio nel caso di tre
R—moduli My, My, Ms, il prodotto tensoriale ¢ associativo, nel senso che esiste un isomor-
fismo ¢ : (M; ® Ms) ® M3z — M; ® (My ® Msj) (a tal proposito, si veda ad esempio
[AMG69]).

1.1.2. Prodotto tensoriale di algebre

Siano R, S due anelli commutativi con unita, e sia ¢ : R — S un omomorfismo: possiamo
dotare S della struttura di R—modulo con il prodotto
RxS — S
(,y) — o(@)y.

In questo modo, S possiede allo stesso tempo la struttura di anello e di R —modulo. Quan-
do tali strutture sono compatibili, diremo che & ¢ una R—algebra commutativa. Date due
R —algebre M e N, diremo che f : M — N & un omomorfismo di R—algebre se ¢ sia un
omomorfismo di anelli, sia un omomorfismo di R —moduli.

Esempio 1.2. Ogni anello commutativo con unita R e una Z—algebra, con [’'omomorfismo

o: Z — R
n — nlg.

Siano M, N due R—algebre, con gli omomorfismi ¢ : R — M, ¢n : R — N. Poiché
M e N sono R—moduli, & possibile definire il prodotto tensoriale M ® N : vogliamo dotare
quest’ultimo anche della struttura di anello commutativo. Osserviamo che ci basta definire il
prodotto sui tensori di rango 1, e quindi estendere per linearita. Consideriamo la mappa

P: MXNXMxN — MeN

(m,n,m',n’) = (mm') ® (nn).




1. Nozioni preliminari Localizzazione

Dato che P ¢ R—multilineare, sfruttando 1’associativita del prodotto tensoriale ¢ allora ben
definito il seguente prodotto:

I T X T - 7
Ny N2 / / Ny N2 / /
(e @n, SR @ny) o S0 Y mam) @ nan,
Semplici verifiche mostrano che con questa operazione .7 € un anello commutativo con unita,

I’elemento 1 ® 1, e quindi una R—algebra, con ’omomorfismo

o: R — T
T = dm(T) @ dn().

1.2. Localizzazione

Sia R un anello commutativo con unita, e sia S un suo qualsiasi sottoinsieme.

Teorema 1.2. (Esistenza e unicita della localizzazione) Esistono una R—algebra L e un
omomorfismo di R—algebre h : R — L, che verificano le seguenti proprieta:

- Perogni s € S, h(s) é invertibile in L;

- Per ogni R—algebra </ e per ogni omomorfismo di R—algebre ¢ : R — <f tale che,
per ogni s € S, ¢(s) e invertibile in <7 | esiste un unico omomorfismo di R—algebre
¢ L — o tale che il diagramma seguente é commutativo:

R -2 of
%%

Figura 1.2:
Localizzazione di un anello

Inoltre, L e h sono univocamente determinati a meno di isomorfismo.
Dimostrazione

Proveremo soltanto 1’esistenza: 1’unicita a meno di isomorfismo si dimostra esattamente come
nel Teorema 1.1.

Consideriamo un insieme di variabili X = {x, : s € S}, ognuna delle quali in corrispondenza
con un elemento di S, e sia R[X| I’anello di polinomi nelle variabili X. Sia poi Z I’ideale di
R[X] generato, al variare di s € S, dagli elementi della forma sz — 1.

Consideriamo il quoziente £ = R[X|/Z, e lamappa h = mo1, dover : R — R[X] ¢ la naturale
mappa di inclusione e 7 : R[X] — L ¢ la mappa di proiezione al quoziente. £ ¢ chiaramente

4



1. Nozioni preliminari Localizzazione

una R—algebra e i ¢ un omomorfismo di R—algebre.
Proviamo che £ e h soddisfano le proprieta richieste:

- Perognis € Ssiha(s+Z)(zs+Z) =1+1.
In altre parole, h(s) = mou(s) & invertibile in £;

R ‘ > RIX]
h .
\ / - Sia o/ una R—algebra, e sia ¢ : R — </ un
8 L omomorfismo di R —algebre tale che ¢(s) ¢ in-
, " o :
Ly vertibile in o/ per ogni s € S.
¥ Studiamo il diagramma a sinistra, dove i ¢
=4 I’omomorfismo di R—algebre
Figura 1.3: v RIX] —» o
Esistenza della localizzazione s ¢(S)_1

Il triangolo superiore ¢ chiaramente commutativo. Inoltre Z C Ker(v)), dato che, per ogni
seS,
Y(szs = 1) = ¢(s)y(xs) — (1) = d(s)p(s) ' —1=1-1=0.
Allora, per il primo teorema di omomorfismo, ¢ ben definito un omomorfismo di R —algebre
0 : L — o/ che fa commutare il triangolo a destra, e conseguentemente

foh=0omoi=1oi=¢.

Infine, osserviamo che 6 ¢ univocamente determinato, in quanto Im(h) U {h(s)™! : s € S}
genera £ come R—algebra.
0

Chiameremo £ la localizzazione di R in S, e la denoteremo con S~'R, e chiameremo A :
R — SR la mappa di localizzazione. La seconda proprieta richiesta nel teorema precedente
¢ nota come la proprieta universale della localizzazione.

Esempio 1.3. Nel caso in cui S sia un sottoinsieme di R moltiplicativamente chiuso, un modo
alternativo di costruire SR é di definirlo come l’insieme quoziente della seguente relazione
di equivalenza su R x §

(x,51) ~ (y,82) < Esistew € S tale che u(xsy — ysy) =0,

e poi dotarlo della struttura di R—algebra: in tal caso, S™'R é detto anello delle frazioni di R
rispetto a S. La mappa di localizzazione e data da

h: R — SR
r = [(z,1)].

Nell’esempio precedente, se S non ¢ moltiplicativamente chiuso, si pudé comunque prendere
il piu piccolo sottoinsieme di R con questa proprieta e contenente S, che denotiamo con S. In
tal caso si pud dimostrare che S™'R e S~''R sono isomorfi (si veda ad esempio [Rot03]).

Esempio 1.4. Se R é un dominio di integrita, l'insieme S = R — {0} é moltiplicativamente
chiuso, e S™'R é un campo, detto campo delle frazioni di R. Ad esempio, (Z — {0}) "' Z = Q.

5



1. Nozioni preliminari Algebra differenziale

Concludiamo questa sezione con la seguente proprieta, che ci permette di visualizzare gli
elementi di S™'R come frazioni:

Proposizione 1.1. Sia R un anello commutativo, e sia S un suo sottoinsieme. Denotiamo, al
solito, con h : R — S 'R la mappa di localizzazione. Comunque si prenda = € S™'R,
esistono a € R eb € S tali che z = h(a)h(b)~t.

Dimostrazione

Per il Teorema 1.2, mantenendo le stesse notazioni, z ¢ della forma z = f(xq,...,2,) +Z, con
xr € X perognik=1,... n

Procediamo per induzione su n = 0,1,... Il passo base (n = 0) ¢ immediato: in tal caso
f & costantemente uguale a un elemento ¢ € R, e z = h(a). Proviamo il passo induttivo:
supponiamo che la proposizione sia verificata per n — 1; poniamo J = (x1, ..., z,_1). Possiamo
vedere f(x1,...,z,) come polinomio in x,,, ovvero

flzy, ..o xn) = ¢o(J) + o1 ( )z + -+ - + O (J)2),

con ¢y(J) € R[J] perognik = 1,...,m. Main S~'R si ha x,, = h(s)™!, per qualche s € S,
e per ipotesi induttiva possiamo scrivere ¢y (J) = h(ax)h(by) ™!, cona, € R e by € S per ogni
k =0,..., m. Pertanto,

h(a)h(be) " h(s)™F = h(s)™™ Y hlar)h(bi) " h(s)™ " = h(a)h(b) ",

m m
ya—
k=

cona € R*eb=1by...b,s".

1.3. Algebra differenziale

1.3.1. Derivazioni

Sia R un anello. Diremo che un’applicazione D : R — R € una derivazione di R se verifica
le seguenti proprieta: per ogni x,y € R,

Dr(x +y) = Dr(x) + Dr(y); (1.1)
Dr(zy) = 2Dr(y) + Dr(x)y. (1.2)

Nel caso in cui non ci siano ambiguita, scriveremo D al posto di Dz, denoteremo con z’ la
derivazione di z € R, e con z”, ...,z le sue derivazioni successive.

Esempio 1.5. La derivata usuale é una derivazione dell anello € (R).

2Si ha
m
a = E aksm*k H b
k=0 0<j<m
J#k




1. Nozioni preliminari Algebra differenziale

Esempio 1.6. La mappa
Drriv: R — R
z — 0

e una derivazione di qualsiasi anello R : la chiameremo derivazione banale.

Esempio 1.7. Sia </ I’anello delle funzioni aritmetiche *. La mappa

D: o — o D{f}: N —» C
fo= D{f}, n = log(n)f(n).

e una derivazione di </ : infatti, la proprieta (1.1) nella definizione e banalmente verificata,
e inoltre

D{f xg}(n) =log(n) Y _ f(d) ()
i

=S toe (@ (@g (5) + X s@oe (5)o (5)

deN deN
dln din

=D{f}*g(n) + f *D{g}(n)

(e in realta si ha lo stesso se al posto del logaritmo utilizziamo una qualsiasi altra funzione
completamente additiva).

Possiamo generalizzare una formula nota per il calcolo delle derivate successive al caso di
una generica derivazione.

Proposizione 1.2. (Leibniz, derivazioni successive) Per ogni x,y € R, n € N, vale la formula

- n
()™ =3 (k) 2Ry (6.

k=0

Dimostrazione

Procediamo per induzione su n : il passo base (n = 1) ¢ verificato per la definizione di
derivazione. Supponiamo che la formula sia verificata per n : allora

(:L‘y)(n-f—l) _ ((xy)("))’ _ (zn: (Z) x(n—k)y(k))

k=0

£ B (e

k=0

3Una funzione aritmetica & una qualsiasi applicazione f : N — C. Le operazioni in &/ sono 1’usuale somma
tra funzioni e la convoluzione moltiplicativa:

x: A xd = A frxg: N = C
(f.9) = fxg nom 3 fdg(3)-
d|n
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S |l

Per la proposizione precedente, se x € R e la sua derivazione commutano, allora

(a:Q)/ = 2xx’ = 22z,

In generale, pero, questo ¢ falso.

Esempio 1.8. Sia R[] I’anello dei polinomi a coefficienti reali. Una derivazione di tale anel-
lo é la derivata usuale. Definiamo sull’anello R = M(2,R|z]) delle matrici di ordine 2 a
coefficienti in R|x] la seguente applicazione:

D: R — R
0 i) [ ol

Le verifiche che D sia effettivamente una derivazione di R sono immediate. Tuttavia, si ha
([0 0]\ _[o o

1 |1 2z

0 0 0 0 0 0
()l
0 0 0 0 0 0
Lo (0 ) -2l
Nel seguito, supporremo che R sia un anello commutativo con unita a caratteristica 0. Deno-

teremo con 1 I’elemento neutro del prodotto e con 0 I’elemento neutro della somma. Osserviamo
subito che la derivazione di 1 ¢ 0 : infatti

'=(1-1=1-"+1-1=2-1"

Similmente, si verifica che anche 0’ = 0. Inoltre, se x € un elemento invertibile con inverso
_ . “n _ .. _ _ / . .
z~!, dall’identita zz~! = 1 siricava 2’z + z (z71)" = 0, e quindi

(mfl), = o'z % (1.3)
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Piu in generale:

Proposizione 1.3. Se R e un dominio di integrita, una derivazione D di R si estende univoca-
mente al campo delle frazioni di R, F (R).

Dimostrazione

Estendiamo la derivazione D nel modo seguente:

- Z(R)
B =
)

D: F(R)
v

Osserviamo che, se z € R — {0},

Y

zz\’ _(@2)yz —az(yz) | 2y ayzd —ay'2? —wyzd 2y —ay
Yz - Y222 - Y222 - Y2

quindi la mappa ¢ ben definita, in quanto non dipende dalla scelta del rappresentante. Inoltre,

(f N ;)’ _ (xt—ir yz)' _ (wt +y2)'yt — (at +y2)(yt)

y yt y*?
Yyt Pt —ay't? — Pty -y At—at! [z ' 2\’
N Y22 N y? + 2 <§) + (;) ’
rz\’ x2\ (w2)yt —xz(yt)  2'yst + xyt — ay' st — ayat’
() - () - -

dy—xy 2z xZt— 2t z\' z oz /z\
Y t oy y) t oy \t
Che tale estensione sia univocamente determinata ¢ una immediata conseguenza dell’identita

(1.3).
O

1.3.2. Anelli e campi differenziali

Un anello differenziale ¢ un anello commutativo con unita dotato di una derivazione, men-
tre un campo differenziale ¢ un anello differenziale che ¢ anche un campo. Dati due cam-
pi differenziali L, K con K C L, diremo che quest’ultima ¢ un’estensione differenziale se
DMK = DK

Esempio 1.9. Per [’Esempio 1.6, ogni anello commutativo con unita puo essere visto come
anello differenziale: basta dotarlo della sua derivazione banale.

Esempio 1.10. Per la Proposizione 1.3, il campo delle frazioni di un anello differenziale che é
anche un dominio di integrita e un campo differenziale.

Esempio 1.11. L’anello delle funzioni analitiche in una variabile nel piano complesso, dotato
della derivata usuale, é un anello differenziale. Essendo quest’ultimo anche un dominio di
integrita, per la Proposizione 1.3 é possibile estendere univocamente tale derivazione al suo
campo delle frazioni, ovvero al campo delle funzioni meromorfe in una variabile.
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Dato un anello differenziale R, diremo che un suo elemento x € una costante se ' = 0.
Denoteremo con Cx I’insieme delle costanti in R. Abbiamo gia visto che 0 e 1 sono costanti, e
in generale non saranno gli unici elementi dell’anello ad esserlo:

Proposizione 1.4. Cy; é un sottoanello di R. Se R e anche un campo, Cr, é un suo sottocampo.
Dimostrazione

Abbiamo gia dimostrato che 0, 1 € C (quindi in particolare Cxr # (). Inoltre, dalla definizione
diderivazione, ¢ immediato osservare che se x ¢ costante allora lo ¢ anche —x, e che lasommaceil
prodotto di due costanti sono ancora delle costanti. Infine, se R € un campo, come conseguenza

dell’equazione (1.3) si ha che Cx € un suo sottocampo.
O

Tra 1 sottogruppi additivi di un anello, hanno particolare rilevanza gli ideali: dato un anello
differenziale R, diremo che Z C ‘R ¢ un ideale differenziale se ¢ un ideale di R e gode della
seguente proprieta:

rel=1 eI,

ovvero se D(Z) C Z. Osserviamo che grazie a quest’ultima proprieta ¢ possibile definire una
derivazione dell’anello quoziente R /Z :

D: R/T — R/I
T — D(z).

Infatti se * = 7, allora x — y € Z, e dunque

D(z) — D(7) = D(x) — D(y) = D(x) — D(y) = Dix — y) = 0.

Concludiamo questa sezione introducendo gli omomorfismi differenziali: se R e S sono due
anelli differenziali, diremo che un’applicazione f : R — S € un omomorfismo differenziale se
¢ un omomorfismo di anelli e, per ogni = € R, verifica la seguente proprieta:

f(@) = f). (1.4)

Un omomorfismo differenziale che ¢ anche un isomorfismo si dira isomorfismo differenziale.
Un isomorfismo differenziale da un anello in se stesso si dira automorfismo differenziale.

Esempio 1.12. Se Z ¢ un ideale differenziale, la mappa di proiezione al quoziente m : R —
R/I é un omomorfismo differenziale: infatti sappiamo per la teoria degli anelli che é un
omomorfismo, e la proprieta (1.4) e verificata per la definizione di derivazione sull’anello
quoziente.

Il primo teorema di omomorfismo si adatta bene agli anelli differenziali.

Teorema 1.3. (Primo teorema di omomorfismo per anelli differenziali) Siano R e¢ S due
anelli differenziali, e sia f : R — S un omomorfismo differenziale. Allora Ker(f) é un ideale
differenziale di R, e
f: R/Ker(f) — Im(f)
T — f(x).

10
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e un isomorfismo differenziale.
Dimostrazione

Per la teoria degli anelli, Ker(f) ¢ un ideale di R. Se = € Ker(f), f(z') = f(z) = 0, cioe
z' € Ker(f).

Concludiamo che Ker(f) ¢ un ideale differen-
R—1 o7 m(f)C S ziale. Inoltre, per il primo teorema di omomorfi-

l (D/ smo, sappiamo che f ¢ un isomorfismo: infine,

poiché per ogni x € R
R /Ker(f)

@) = f(2) = f(a') = fa') = F(@),
Figura 1.4:

11 primo teorema di omomorfismo la mappa f ¢ un isomorfismo differenziale.
O

1.3.3. Operatori differenziali

Sia K un campo differenziale con derivazione D non banale: chiameremo operatore differen-
ziale lineare omogeneo a coefficienti in K una qualsiasi espressione della forma

—+00
k=0

con a;, € K perogni k € NU {0} e a; # 0 solo per un numero finito di indici. Chiameremo
grado dell’operatore differenziale il numero deg.# = max{k € NU {0} : a; # 0}. Il termine
ayD®) = qyld si dira termine noto dell’operatore differenziale: converremo di scrivere pit
semplicemente ag per indicare il termine noto. Diremo infine che un operatore differenziale
lineare di grado n € monico se a,, = 1.

L’insieme K[D] degli operatori differenziali lineari omogenei a coefficienti in K gode di una
naturale struttura di anello, che ¢ perd non commutativo: il prodotto di due operatori si svolge
tenendo conto della distributivita rispetto alla somma e della seguente relazione, che segue dalla
Proposizione 1.2:

[0}

D oaD® =" (Z‘) DB (z)Dla—k+H), (1.5)

k=0
Esempio 1.13. Consideriamo il campo delle funzioni razionali C(z) : due operatori differenziali
lineari a coefficienti in C(z) sono, ad esempio,

d d d d d? d d d? d
Lroy=z—o0|—+2]| =21 +2-—5 +2—(2) +2°— =2 + 2°— + 2,
dz dz z z

mentre

d i d d ,d d, .d & ,d & ., .d
— < R T L I D
22041 (d +Z> R Et R T RYn it T it

Osserviamo che, in particolare, £ o £ + 25 0 4.

11






CAPITOLO 2

Estensioni di Picard-Vessiot

Introduzione

Definiamo le estensioni di Picard-Vessiot, e analizziamo le proprieta richieste nella
definizione. A tal fine, introduciamo il Wronskiano, che ci permette di avere una
condizione necessaria e sufficiente per la dipendenza lineare di alcuni elementi su un
campo. In seguito, affrontiamo il problema dell’esistenza e unicita delle estensioni
di Picard-Vessiot.

Dove non ¢ altrimenti specificato, supponiamo che K sia un campo differenziale
con derivazione D non banale e a caratteristica 0, che il suo campo delle costanti sia
algebricamente chiuso, e che gli operatori differenziali siano lineari e omogenei, a
coefficienti in K.

2.1. Definizioni

Dato un operatore differenziale di grado n,

L= D", (2.1)
k=0

possiamo associargli I’equazione differenziale

n

ZL(x) = Z apz® = 0. (2.2)

k=0

Denoteremo con ¥ I’insieme delle soluzioni dell’equazione (2.2): si verifica immediata-
mente che ¥ ¢ un Cx—spazio vettoriale.

Vogliamo definire un qualcosa di analogo al campo di spezzamento di un polinomio nella teo-
ria di Galois classica per gli operatori differenziali lineari omogenei. Diremo che un’estensione
di campi differenziali L. O K & un’estensione di Picard-Vessiot per £ se valgono le seguenti
condizioni:

o esistono n soluzioni Cx —linearmente indipendenti per ’equazione (2.2), x4, ...,x, € L
taliche L = K (z1,...,2,);

O C]L :CK.



2. Estensioni di Picard-Vessiot 11 Wronskiano

Analizziamo le proprieta nella definizione: se la seconda proprieta ¢ soddisfatta, parleremo
di estensioni senza costanti. La richiesta che un’estensione di Picard-Vessiot sia senza costanti
¢ resa chiara dall’esempio seguente.

Esempio 2.1. Consideriamo il campo differenziale K = C(e?), dotato della derivazione usuale,
e sia u una variabile formale, tale che u' = u. Poniamo . = K (u) . Chiaramente, u € una nuova
soluzione dell’equazione differenziale v’ — x = 0, indipendente da e*. L’elemento % e pero una
nuova costante in L :

Dall’esempio precedente, deduciamo quindi che la seconda proprieta € necessaria al fine di
garantire la minimalita dell’estensione. Pertanto, ¢ utile avere qualche criterio per stabilire se
un’estensione sia senza costanti: uno di questi, ad esempio, ¢ il seguente.

Proposizione 2.1. Sia K C R un’estensione di anelli differenziali, tale che R sia un dominio
di integrita, finitamente generato come K—algebra. Sia L il campo delle frazioni di R : se R
non ha ideali differenziali propri non banali, allora l’estensione I. O K e senza costanti.
Dimostrazione

Siveda [CHI11].

2.2. Il Wronskiano

Introduciamo adesso un nuovo strumento, che ci consentira di stabilire se la prima proprie-
ta nella definizione di estensione di Picard-Vessiot ¢ soddisfatta o meno. Data una m—upla

(x1,...,2,) di elementi di un anello differenziale R, definiamo il loro Wronskiano come
T1 ) . Tm
X X x!
_ _ () _ 1 2 o m
W =W(z1,...,x,)=det (mz >1§i§m = det
0=<m 1 1 . 1
A (L N A

Lamatrice che definisce il Wronskiano sara detta la matrice Wronskiana associata allam—upla

(1, .oy Tn)-

14



2. Estensioni di Picard-Vessiot 11 Wronskiano

Esempio 2.2. Supponiamo che xy, ..., x,, siano tali che x; = a;jx; per ogni j = 1,...,m,
dove ay,...,a,, sono costanti. Allora
T T Tm

W(xq, ..., 2y,) = det

al" Ty ay xg a™tx,,
1 1 1
ay as . Am
=x,...xpdet | . ) _ ) =T... Ty || (a; — aj),
: : : : 1<i<j<m
-1 —1 m—1 - -
aq ) 2

dove abbiamo usato la formula per il calcolo del determinante di una matrice di Vandermonde.

Essendo VW combinazione lineare finita di prodotti di elementi di R, anche W ¢ un elemen-
to di 'R : pertanto, possiamo calcolare la sua derivazione. A questo scopo, introduciamo una
notazione piu comoda: dato che il Wronskiano ¢ a tutti gli effetti un determinante, possiamo
vederlo come applicazione sulle righe della matrice denoteremo con x = (xy,...,T,,) un ge-
nerico vettore riga di m elementi di R, e con 27 il vettore delle j—esime denvazwm dei suoi
elementi.

Scriviamo W mediante la formula di Leibniz:

W(x1, ..., zm) = W(z) = det(z, .. =Y sign(o H ()

O’GSm -

dove &, ¢ il gruppo simmetrico con m elementi. Sfruttando le proprieta (1.1) e (1.2) delle
derivazioni, si ottiene

Zs1gn Z (e(®)+1) H ac ZZSlgn (e(D)+1) H x ()

o€5m 1<j<m i=1 0€Sm 1<5<m
i J#i
= det(z™, 2V, g(m ) + det(z, 2@, 2@, .. 2Dy 44
+ det(z"! (m=1) 2m=1) 4 det(zD), ..., zm=2 zm)
= det(z, 2z, ... (m D M),

dove i primi m — 1 termini nella somma sono nulli, in quanto ci sono righe uguali nella matrice
Wronskiana corrispondente. Quindi, in pratica, per calcolare la derivazione del Wronskiano
di una m—upla basta sostituire all’ultima riga della matrice Wronskiana il vettore riga delle
derivazioni dei suoi elementi, e calcolare il determinante di questa nuova matrice.

I1 Wronskiano ¢ uno strumento utilissimo per stabilire se degli elementi di un campo diffe-
renziale sono linearmente dipendenti sul campo delle costanti.

15
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Teorema 2.1. (Indipendenza degli elementi di un campo differenziale) =4, ..., z,, € Ksono
Cx—linearmente dipendenti se e solo se W(x1, ..., x,) = 0.
Dimostrazione
= Supponiamo che 1, ...z, siano Cx—linearmente dipendenti, e siano c¢y,...,c, € Ck
non tutti nulli tali che )" | ¢;z; = 0. Se deriviamo quest’ultima identita per n — 1 volte,
otteniamo che, perogni j = 0,...,n — 1,
n .
> e =0. (2.3)

=1

Osserviamo che queste relazioni esprimono una relazione di dipendenza lineare tra le
colonne della matrice Wronskiana associata a x1, . .., , : pertanto, W(xy,...,z,) = 0.

< Procediamo per induzione su n : il passo base (n = 1) ¢ immediato; supponiamo che la
proposizione sia verificata per n — 1, e che W(xy, ..., z,) = 0; di conseguenza, avremo
una relazione di dipendenza lineare fra le colonne della matrice Wronskiana associata a
Z1,...,Tn, espressa dalle condizioni (2.3), ma stavolta sappiamo a priori soltanto che
c1,...,¢, € K, e che tali elementi non sono tutti nulli. Possiamo assumere, a meno di
riordinare e di moltiplicare per inversi, che ¢; = 1. Fissiamo allora 0 < j < n — 2, e
deriviamo la corrispondente relazione tra le condizioni (2.3): otteniamo

n

Z et 4 i dat? = 0.
i=2

i=1
Osserviamo che la prima somma ¢ uguale a 0 : otteniamo quindi

n

Z dzt) = 0.

1=2

Al variare di j = 0,...,n — 2, queste ultime identita ci dicono che ¢, ..., ¢, sono
soluzioni del sistema di equazioni differenziali lineari

X9 T3 ... In 0/2
1 1 1
xé ) xé oo 2P c
= 0.
n n n /
xé ) :(::(3 b xﬁl ) Cn
Il determinante della matrice che definisce il sistema ¢ uguale a W(xs, ..., x,) : se que-
st’ultimo ¢ uguale a 0, concludiamo per ipotesi induttiva; se invece ¢ diverso da 0, si ha
ched, =---=¢, =0, ovvero cs,. .., c, sono costanti. In ogni caso, si ha la tesi.

]

Consideriamo adesso un operatore differenziale .Z di grado n, come nell’equazione (2.1). Nel
caso, molto frequente, che .Z sia monico, il seguente risultato ha delle conseguenze importanti
sullo spazio delle soluzioni dell’equazione associata.

16



2. Estensioni di Picard-Vessiot 11 Wronskiano

Teorema 2.2. Supponiamo che, in una qualche estensione differenziale K di K, esistano degli
elementi x1,...,x,+1 € K soluzioni dell’equazione differenziale £ (x) = 0. Allora il Wron-
skiano W(x1, ..., x,11) € nullo, ovvero tali soluzioni sono Cx —linearmente dipendenti. In par-
ticolare, se £ e un operatore differenziale monico di grado n, il Cx —spazio vettoriale Vy di
soluzioni dell’equazione differenziale associata ha dimensione finita su Cx, di dimensione mi-
nore o uguale a n su Cg.

Dimostrazione

Poiché W(z1, ..., Tny41) = det(z, 20, ... 2(™) e per ipotesi I’ultima riga ¢ combinazione li-
neare delle precedenti, tale determinante ¢ uguale a 0. Tutto il resto ¢ immediata conseguenza
del teorema precedente.

O
Nel seguito, supporremo che dimg, #» = n, ovvero che esistano n elementiz,,...,z, € Yy
tali che W(z1,...,x,) # 0 : in tal caso, diremo che {z1,...,x,} ¢ un insieme massimale di

soluzioni. Avere a disposizione un insieme massimale di soluzioni ¢ molto utile, in quanto
quest’ultimo determina univocamente 1’equazione differenziale:

Corollario 2.1. Dati z1, . ..,z, € K che siano Cx—linearmente indipendenti, esiste un unico
operatore differenziale £, monico e di grado n, tale che £ (x;) = 0 perognij =1,...,n.

Dimostrazione

Unicita Supponiamo che
& =DM £ 3 a DO, Fy =D £ 3 6D,

siano due operatori differenziali come nelle ipotesi, tali che % (z;) = Z(x;) = 0 per
ogni j = 1,...,n, e supponiamo che esista 0 < j < n — 1 tale che a; # b; : prendiamo
il massimo j che verifica questa proprieta.

Consideriamo I’operatore differenziale £ = (b; — a;) "' (£ — %) : quest’ultimo € un
operatore differenziale lineare monico omogeneo, di grado m < n : per il Teorema 2.2,

dimcK 4//2) <m<n.

Osserviamo che .Z(x;) = 0 per ogni k& = 1,...,n : per non contraddire il teorema
precedente, dato che tali elementi sono linearmente indipendenti sul campo delle costanti,
si ha necessariamente . = 0, cio¢ . = %.

Esistenza L’operatore differenziale

d = ... =z,

W(d, 1, . . ., , —1)" D ay ... o,

L =(-1)" (1d, z, Zn) = (=1 det | . .1 ) .

W(xq,...,2) W(xq,...,2,) : : o
DM x@ xf(ln)

¢ lineare monico omogeneo di grado n, e inoltre, perogni j = 1,...,n, si ha
Pl = Jo ) ) —0.
(x]) W(xl,...,xn)




2. Estensioni di Picard-Vessiot Esistenza di un’estensione di Picard-Vessiot

2.3. Esistenza di un’estensione di Picard-Vessiot

Supponiamo che .Z sia un operatore differenziale come in (2.1): consideriamo il seguente
anello dei polinomi in n? indeterminate

P=Klz;;:0<i<n—-1,1<j<n].

Possiamo estendere la derivazione di K a una derivazione di P ponendo

Ti ;= Tyl 0<i<n-—-2, 1<j<n,

n—1
Ty 1= — Z ATk ; 1<j<n.
k=0
Questa costruzione non ¢ banale: identificando z 1, ...,z con delle soluzioni yi, ..., ¥y,
dell’equazione differenziale (2.2), e scrivendo le variabili in una matrice, otteniamo proprio la
matrice Wronskiana associata allan—upla (y1, . . ., y,,) (I'indice 7 indica I’ordine di derivazione):
Y1 Y2 s Yn Zo,1 Zo,2 c. Zon
(1) (1) (1)
Yq Yo Ce Yn _ T1,1 Z1,2 Ce T1n
yin_l) yén_l) o y,(ln_l) Tn-11 Tp-12 --- Tn-1n
Denotiamo con S I’insieme delle potenze del Wronskiano W = W(yq, . .., y,). Osserviamo

che questo insieme ¢ moltiplicativamente chiuso. Localizziamo P rispetto a questo sottoinsie-
me:
YV =S'"P=PW ! =K[z;; : 0<i<n—1,1<n] W7

Esattamente come nella Proposizione 1.3, la derivazione di P si estende in modo unico a una
derivazione di #'. Diremo che ¥ € un’algebra di soluzioni universale massimale per £ .

Vogliamo dimostrare che ¢ possibile costruire, a partire da #’, un’estensione di K di Picard-
Vessiot per .Z. Premettiamo un lemma:

Lemma 2.1. Sia R D K un’estensione di anelli differenziali. Esiste un ideale differenziale
proprio di ‘R che é anche primo.

Dimostrazione

Supponiamo inizialmente che R non abbia ideali propri non banali, e proviamo che in tal caso R
¢ un dominio di integrita (cosi, il lemma ¢ provato con I’ideale nullo). Supponiamo per assurdo
che esistano due elementi non nulli z, y € R tali che zy = 0. Osserviamo che, per ogni k € N,
si ha z(®)y*+1 = 0 : infatti, derivando la relazione precedente si ottiene

a'y +ay =0,

e moltiplicando per y quest’ultima, si ottiene z'y?> = 0. Procedendo induttivamente, ¢ imme-
diato provare quanto affermato sopra. Sia J I’ideale differenziale generato da z : per I’ipotesi
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aggiuntiva su R, si ha 7 = R. Ma allora esiste necessariamente k& € N tale che y/* = 0 : infatti,
per quanto appena provato, se cosi non fosse, tutti gli elementi di [ sarebbero divisori di 0, e
quindi J sarebbe un ideale proprio non banale di R; poiché y ¢ generico, abbiamo provato che
ogni divisore di 0 € nilpotente.

Sia m il piu piccolo intero positivo tale che ™ = 0. Ma allora ()" = ma™ 2’ = 0, e poiché
ma™ 1 # 0, si ha che 2’ ¢ un divisore di 0. Induttivamente, concludiamo che z, e tutte le sue
derivazioni, sono divisori di 0, e quindi nilpotenti: di conseguenza si avrebbe che 7 ¢ un ideale
proprio non banale di R, assurdo. Quindi R ¢ un dominio di integrita.

Nel caso generale, possiamo ricondurci al precedente: sia F la famiglia di tutti gli ideali propri
di ‘R : osserviamo che questa famiglia ¢ non vuota (in quanto contiene I’ideale nullo) e che pos-
siamo dotarla di un ordinamento parziale con la relazione di contenimento, rispetto alla quale
ogni catena possiede un maggiorante (dato dall’unione degli elementi della catena): per il lem-
ma di Zorn, esiste almeno un elemento massimale (rispetto al contenimento) in F, sia esso Z.
Per costruzione, R /Z non possiede ideali propri non banali: dunque, per quanto provato prece-
dentemente, R /Z ¢ un dominio di integrita, ovvero Z ¢ un ideale primo.

1

]

Teorema 2.3. (Esistenza di un’estensione di Picard-Vessiot) Sia £ un operatore differenziale
di grado n, e siano V" un’algebra di soluzioni universale massimale per £, P un ideale proprio
di V', massimale rispetto al contenimento. Allora P é primo, e il campo delle frazioni L di V' /P
¢ un’estensione di K di Picard-Vessiot per £ .

Dimostrazione

Osserviamo che, per costruzione, ¥* ¢ generata su K dalle soluzioni dell’equazione (2.2) e
dall’inverso del Wronskiano di un insieme massimale di soluzioni, quindi a maggior ragione
lo ¢ anche #'/P. Inoltre, per il Lemma 2.1, P ¢ un ideale primo, e quindi #/P ¢ un dominio di
integrita.
Poiché P ¢ anche massimale rispetto al contenimento, ' /P non ha ideali differenziali propri
non banali e quindi, per la Proposizione 2.1, C;, = Ck. Infine, il Wronskiano ¢ invertibile in L,
e quindi ¢ in particolare non nullo. Grazie al Teorema 2.1, possiamo concludere che L ha tutte
le proprieta nella definizione di estensione di Picard-Vessiot, e si ha quindi la tesi.

O

2.4. Unicita di un’estensione di Picard-Vessiot

Iniziamo con un lemma:

Lemma 2.2. (Normalita delle estensioni di Picard-Vessiot) Sia .Z un operatore differenziale
come in (2.1), e siano 1Ly, Ly due estensioni di K di Picard-Vessiot per £ . Supponiamo di avere
unulteriore estensione differenziale IL. O K senza costanti. Se o1 : Ly — L, 09 : Ly — L sono
due K—morfismi differenziali, allora o1(ILy) = 03(LLy).

Dimostrazione

Poniamo
VY ={xel,: ZL(x) =0}, Vo ={x €ly: ZL(z) =0},

VYV ={xel:Z(x)=0}

19



2. Estensioni di Picard-Vessiot Unicita di un’estensione di Picard-Vessiot

Sappiamo che 7] e #; sono Cx—spazi vettoriali di dimensione n, mentre ¥* ¢ anch’esso un
Ck—spazio vettoriale, ma possiamo solo concludere, per il Teorema 2.2 che la sua dimensio-
ne ¢ al pit n. Essendo o1, 0o K—morfismi differenziali, osserviamo che o1(%), o2(%#2) sono
contenuti in #". Ma allora, ad esempio per la formula di Grassmann, osserviamo che 1’unica
possibilita ¢ dime, 01(71) = dime, 02(7#2) = n, e quindi

0'1(/7/1) = 0'2(7/2) = /7/
Quindi, usando le proprieta nella definizione di estensione di Picard-Vessiot, otteniamo che
o1(IL1) = 01 (K (%)) = 02 (K (2)) = 02(La).
O

Teorema 2.4. (Unicita delle estensioni di Picard-Vessiot) Sia . un operatore differenziale
come in (2.1), e siano 1L1,1Ly due estensioni di K di Picard-Vessiot per £ . Allora esiste un

K—isomorfismo differenziale 1) : 1Ly — L.
Dimostrazione

L’idea che useremo per dimostrare questo risultato ¢ di costruire un’estensione differenziale
senza costanti E O K, ¢ due immersioni differenziali da I.; e L, in [E : una volta fatto cio, si
avra immediatamente la tesi per il lemma precedente.

Possiamo assumere che IL; sia I’estensione di K di Picard-Vessiot per .Z costruita nel Teorema
2.3: mantenendo le stesse notazioni, consideriamo I’anello o7 = ¥ /P ®k L, e dotiamolo della
struttura di anello differenziale (finitamente generato come L, —algebra) mediante la seguente
applicazione, che si verifica subito essere una derivazione, e che definiamo sui tensori di rango
1 ed estendiamo per linearita:

D: o — A
t®y — Dymp(r)@y+1r®DL,(y).

Le verifiche che D sia effettivamente una derivazione sono immediate, per via delle regole di
calcolo sui tensori di rango 1. Consideriamo I’omomorfismo di immersione

v VP — o
r = x®1,

e sia Q un ideale proprio di .2/, massimale rispetto al contenimento. Per il Lemma 2.1, Q ¢
un ideale primo, e inoltre la sua controimmagine in #" /P tramite 2 ¢ I’ideale nullo: infatti que-
st’ultimo non possiede ideali propri non banali, € se fosse :=1(Q) = ¥ /P, si avrebbe anche
Q=4 .E quindi ben definita I’immersione

T = T®I1,

Sia E il campo delle frazioni di «//Q VP s o /Q

per le proprieta universale della localizzazio- (3\1

ne, la mappa 7; si estende in modo univoco a j j
un’immersione ¢; : L; — [E, come mostrato nel L E
1 S ’

diagramma a lato. In modo simile si costruisce 1
I’immersione
Figura 2.1:
: Ly — &/Q Unicita dell’estensione di Picard-Vessiot

r — 1®uz,
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e la si estende a un’immersione ¢, : Ly, — . Ma per la Proposizione 2.1 si ha Cg = Cy,, = Ck,

quindi possiamo concludere applicando il Lemma 2.2.
O

Anche solo da queste prime proprieta, le estensioni di Picard-Vessiot appaiono come I’analogo
dei campi di spezzamento per i polinomi in Q[x]. Il Lemma 2.2 ¢ I’analogo del seguente risultato
della teoria di Galois classica:

Lemma 2.3. Siano K un campo, p(z) € K[z] un polinomio monico di grado n. Conside-
riamo un campo di spezzamento L. O K di p(z), e sia K la chiusura algebrica di K. Se
01,09 : L. — K sono delle K—immersioni, allora o1(LL) = o2(LL).

11 teorema precedente ci garantisce che, dato un operatore differenziale ., ¢ univocamente
determinata a meno di isomorfismo 1’estensione di Picard-Vessiot ad esso associata: tuttavia,
nulla vieta che esistano due operatori differenziali a cui € associata la stessa estensione di Picard-
Vessiot. Nel prossimo capitolo, cercheremo di costruire un apparato teorico simile a quello della
teoria di Galois classica, per poter affrontare piu nel dettaglio questo e altri problemi.
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CAPITOLO 3

Il gruppo di Galois differenziale

Introduzione

Richiamiamo le principali nozioni della teoria di Galois classica, di cui cercheremo
di mettere in luce le principali analogie con la teoria di Picard-Vessiot. Dopo aver
introdotto il concetto di gruppo di Galois differenziale, vediamo degli esempi con-
creti e ne studiamo le principali proprieta, in particolare il fatto che puo essere visto
come gruppo algebrico. Forniamo inoltre una seconda caratterizzazione delle esten-
sioni di Picard-Vessiot, che ha il pregio di non riferirsi esplicitamente a un operatore
differenziale.

Dove non ¢ altrimenti specificato, e ad eccezione della prima sezione, supponia-
mo che K sia un campo differenziale con derivazione D non banale e a caratteristi-
ca 0, che il suo campo delle costanti sia algebricamente chiuso, e che gli operatori
differenziali siano lineari e omogenei, a coefficienti in K.

3.1. Richiami di teoria di Galois

Richiamiamo le definizioni e gli enunciati principali della teoria di Galois classica per le
estensioni algebriche. Per una trattazione piu completa si veda ad esempio [Gail7].

Data un’estensione di campi . D K| un elemento z € L si dice algebrico su K se esiste un
polinomio p(t) € K[t tale che p(z) = 0; in caso contrario, diremo che z € trascendente su K.
L’estensione si dice algebrica se ogni elemento di IL ¢ algebrico su K.

Diremo inoltre che un polinomio irriducibile p(t) € K]t] ¢ separabile se ha derivata non nulla:
se K ¢ a caratteristica 0, ci0 equivale a richiedere che non sia costante. Essendo p(t) irriducibile,
non ha radici multiple in un campo di spezzamento. Piu in generale, diremo che un polinomio
p(t) € K[t] & separabile se ¢ prodotto di polinomi irriducibili separabili.

Denoteremo con Aut(LL) il gruppo' degli automorfismi di IL, e con Aut(L/K), Fix(L/K),
rispettivamente, gli insiemi

Aut(L/K) = {0 € Aut(L) : 0, = ldg}, 3.1)
Fix(L/K) ={z € L: o(x) =z, Yo € Aut(L/K)}. (3.2)

Con la composizione di applicazioni
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E immediato verificare che (3.1) & un sottogruppo di Aut(L), e che (3.2) ¢ un sottocampo di L,
contenente K. Piu in generale, dato un qualsiasi sottogruppo H di Aut(IL/K), denoteremo con
Fix(H) I'insieme

Fix(H)={x €L :o(x) =2z, Vo € H}.

Anche in questo caso, si verifica facilmente che Fix(#) ¢ un sottocampo di L, contenente K.
Questi oggetti sono legati dai prossimi risultati.

Proposizione 3.1. Sia L il campo di spezzamento su K di un polinomio separabile p(t) a
coefficienti in K. Comunque si prenda v € L—K esiste o € Fix(IL/K) tale che o(z) # .

Proposizione 3.2. Sia L D K un’estensione finita® di campi. Allora |Aut(L/K)| < +oo.

Diremo che L. D K ¢ un’estensione di Galois se ¢ finita e Fix(L/K) = K. In tal caso,
chiameremo Aut(IL/K) il gruppo di Galois dell’estensione, e lo denoteremo con Gal(IL/K). Per
la Proposizione 3.2, tale gruppo ¢ finito, e i suoi elementi sono completamente determinati da
come agiscono su dei generatori dell’estensione. I seguenti teoremi forniscono, rispettivamente,
una condizione necessaria affinché un’estensione sia di Galois, e una caratterizzazione di queste
ultime.

Teorema 3.1. Se L D K é un’estensione di Galois, allora ogni elemento x € L é radi-
ce di un polinomio irriducibile separabile p(t) € Klt|. Inoltre, I contiene un campo di
spezzamento di p(t).

Teorema 3.2. Sia L D K un’estensione di campi. L’estensione e di Galois se e solo se L
é il campo di spezzamento su K di un polinomio p(t) € K[t] separabile.

Osserviamo che, in particolare, se . D F D K sono delle estensioni di campi, tali che
L O K ¢ di Galois, allora anche I. D [F ¢ di Galois: infatti, per il Teorema 3.2, IL. ¢ il campo
di spezzamento di un polinomio p(t) € K[t] separabile, e tale polinomio puo essere visto anche
come polinomio a coefficienti in [F[t], dove rimane separabile.

L’idea attorno alla quale ruota la teoria di Galois ¢ quella di far corrispondere ai sottocampi
di un’estensione di Galois 1 sottogruppi del gruppo di Galois corrispondente. A questo scopo,
consideriamo un’estensione di Galois I. O K, denotiamo con ¢7,/x la famiglia dei sottocampi
dell’estensione, ovvero dei campi I tali che . O F D K, con ¢ /k la famiglia dei sottogruppi
di Gal(LL/K), e definiamo le seguenti mappe:

a: brx — Gk B: %k — CLx

F — Gal(L/F), H — Fix(H). (3.3)

2Qvvero, L ¢ un K—spazio vettoriale di dimensione finita. In genere, in questo contesto, si denota dimgk L. con
[L:K].
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Teorema 3.3. Sia L D K un’estensione di Galois. Allora:

¢ (Corrispondenza di Galois, versione classica) Le mappe definite in (3.3) sono una
l’inversa dell altra.

o PresoF € 6k, 'estensione F O K é di Galois se e solo se o(F) e un sottogruppo
normale del gruppo di Galois dell’estensione, e in tal caso

Gal(F/K) = Gal(L/K) /o).

¢ PresoF € 61k, si ha
|Gal(LL/F)| = [L : F].

Nel seguito del capitolo, cercheremo di studiare quali analogie e le differenze ci sono fra la
teoria di Galois classica e la teoria di Picard-Vessiot.

3.2. Il gruppo di Galois differenziale

Data un’estensione . O K di campi differenziali, denoteremo con Aut’™(IL) il gruppo® degli
automorfismi differenziali di IL, e con Aut®™(IL/K), Fix"'"(IL/K), rispettivamente, gli insiemi

Aut®™(L/K) = {0 € Aut®™(L) : 0}, = Idx} (3.4)
Fix?™(L/K) = {z € L : o(2) = x, Vo € Aut®T(L/K)}. (3.5)

Come in precedenza, ¢ immediato verificare che (3.4) & un sottogruppo di Aut®"(IL), e che (3.5)
¢ un sottocampo differenziale di L., contenente K. I gruppi (3.4) e (3.5) sono il corrispondente
dei gruppi (3.1) e (3.2). Per continuare con I’analogia, ¢ necessario che FiXDiff(JL /K)=K:in
effetti, le estensioni di Picard-Vessiot verificano questa proprieta, e cio ¢ conseguenza immediata
del prossimo risultato, che ¢ I’analogo della Proposizione 3.1.

Proposizione 3.3. Sia . O K un’estensione di Picard-Vessiot per un operatore differenziale
lineare £, di grado n. Comunque si prenda v € I — K, esiste 0 € Aut®™(LL/K) tale che

o(x) # x.
Dimostrazione
Siveda [CHI11].

]

Corollario 3.1. Sia L O K un estensione di Picard-Vessiot per & . Allora Fix""(L/K) = K.

Dimostrazione

L’inclusione K C Fix”™(IL/K) segue subito dalla definizione. L’altra inclusione & immediata

conseguenza della proposizione precedente.
O

3Con la composizione di applicazioni
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Dunque, le estensioni di Picard-Vessiot possiedono proprieta analoghe alle estensioni di Ga-
lois classiche, e pertanto le chiameremo anche estensioni di Galois differenziali. Coerente-
mente, chiameremo Aut®™(IL/K) il gruppo di Galois differenziale associato all’estensione, e lo
denoteremo con Gal®(IL/K).

Lemma 3.1. Se 0 € Gal®™(IL/K) ey é una soluzione dell’equazione differenziale associata ad
Z, ovwero £ (y) = 0, allora si ha anche £ (o(y)) = 0.

Dimostrazione
Poniamo .Z = >_;_ a;; D). Partendo dall’identita

k=0

ed applicando ¢ ad entrambi membri otteniamo

0=0(0)=0 (Z Clky(k)) = ZU (aky(k)) = ZU(%)U (y(k)) = Zakg(y)(k),
k=0 k=0 k=0 k=0
ovvero Z(o(y)) = 0.
O
In particolare, se {y1, . .., ¥, } € un insieme massimale di soluzioni, ogni elemento del gruppo
di Galois differenziale manda, al variare di j = 1,...,n ognuno degli y; in una loro combina-

zione lineare (a coefficienti in K). Questo fatto puo essere espresso in notazione matriciale nel
modo seguente:

Y1 a1 ... Q1p n
ol:|= (ai,j)lgi,jgn € M(n,K).

Yn ap1 --- Qpn Yn

Chiameremo quest’ultima matrice la matrice associata a o rispetto all’insieme massimale
di soluzioni {yi, ..., y,}. Gli elementi del gruppo di Galois differenziale sono di conseguenza
completamente determinati da come agiscono su un insieme massimale di soluzioni per .Z,
ovvero su un insieme di generatori dell’estensione di Picard-Vessiot associata. Ci chiediamo
adesso come sono legate le matrici associate a due insiemi massimali di soluzioni diversi.

Proposizione 3.4. Siano {y1,...,yn} e {z1,..., 2.} due insiemi massimali di soluzioni. Le
matrici associate a o rispetto ad essi sono simili.

Dimostrazione

Chiamiamo Y, Z € M(n,K) rispettivamente le matrici associate a o rispetto ai due insiemi
massimali di soluzioni. Osserviamo che deve esistere una terza matrice C € M(n, K) tale che
2f = CQT. Dato che deve sussistere una relazione analoga quando scambiamo 2 e y, la matrice
C deve essere invertibile. Ma allora
21 Y1 Y1 Y1 21
oli|=cl|C|:|]|=Co|:|=CY|:|=CcyC!
Zn Yn Yn Yn Zn

Quindi, Z = CYC!, ciog la tesi.

26



3. 11 gruppo di Galois differenziale Il gruppo di Galois differenziale

Viceversa, fissato 1’insieme massimale di soluzioni, ¢ evidente che ogni elemento del gruppo
di Galois differenziale ¢ in corrispondenza biunivoca con la matrice associata.

3.2.1. Un’ulteriore caratterizzazione delle estensioni di Picard-Vessiot

Abbiamo provato, grazie ai teoremi di esistenza 2.3 e unicita 2.4 delle estensioni di Picard-
Vessiot, che esiste ed ¢ unica a meno di isomorfismo I’estensione . O K di Picard-Vessiot per
un operatore differenziale .Z. Tuttavia, ¢ possibile che una stessa estensione di campi L O K
sia di Picard-Vessiot per due operatori differenziali distinti.

Esempio 3.1. 7 campi differenziali K = C(x) e L = C(xz, €”) (con la derivazione usuale) sono
tali che l’estensione I O K e senza costanti. Inoltre gli operatori
d > z+1d
Y 7 da? r dr
sono distinti, e le equazioni differenziali associate ammettono come insiemi massimali di so-
luzioni, rispettivamente, {e*} e {1,(x — 1)e”}. Di conseguenza, l’estensione . O K é di
Picard-Vessiot sia per £ sia per %,.

Il prossimo risultato caratterizza le estensioni di Picard-Vessiot senza riferirle a un operatore
differenziale:

Teorema 3.4. Un’estensione . O K di campi differenziali é di Picard-Vessiot per un qualche
operatore differenziale £ se e solo se valgono le seguenti condizioni

o L=K(V),doveV C L éun Cx—spazio vettoriale di dimensione finita.

o Esiste un sottogruppo G di AutP (L) tale che Fix"™(G) = K e, per ogni ¢ € G,V é
¢—invariante.

o L’estensione e senza costanti.

In particolare, se tali condizioni sono soddisfatte, e se {yi, ..., y,} é una Cx—base di V, allora
L D K é un’estensione di Picard-Vessiot per [’operatore differenziale monico

W(Id7 Yiy .- 7yn)
W(ylv s 7yn)

&L = (~1)"

e inoltre £ (x) = 0 se e solosex € V.
Dimostrazione

= Supponiamo che L. D K sia un’estensione di Picard-Vessiot per .Z. Per definizione, tale
estensione ¢ senza costanti. Consideriamo il Cx —spazio vettoriale

Ve ={xel: Z%(x)=0}

Per il Teorema 2.2, ¥, ha dimensione finita, e per definizione di estensione di Picard-
Vessiot genera L su K. Inoltre, osserviamo che per il Lemma 3.1 ¥ € ¢—invariante per
ogni ¢ € Gal®™(IL/K). Infine, per il Corollario 3.1, Fix""(Gal®™(L/K)) = K.
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< Poniamo n = dim¢, V, e sia {z1,...,x,} una base di V come Cx—spazio vettoriale.
Per il Teorema 2.1, il Wronskiano W(z, ..., x,) € non nullo. Consideriamo il seguente
operatore differenziale, gia visto nel Corollario 2.1:

Id z ... =z,
W, 1, ..., x,) (—1)™ D x ...
Z=(-1)" = det
(=1) W(xq,...,2) W(x1, ..., x,) © : e
DM xﬁ”) - xq(f)

-Z ¢ un operatore differenziale lineare monico omogeneo di grado n, ¢ inoltre £ (y;) = 0
perogni j = 1,...,n.Per concludere, basta provare che . ¢ a coefficienti in K. Poniamo
L =DM + q, ;DY 4 ... 4 a;D + ay : un calcolo diretto mostra che

a; = -y W(z, ..., z)),
W(z1,...,xp,)
e piu in generale, perogni j = 2,...,n — 1,
(_1)n+j (-1 .
a; = det(...,zU=Y g0+ ).
YWy, 1) (2 - )
Prendiamo o € G, e poniamo, per ogni j = 1,...,n, y; = o(x;). Dato che, per ipotesi

o(V) =V, ognuno degli y; si puo scrivere come combinazione lineare (a coefficienti in
Ck) degli z;; in altri termini, esiste una matrice M/ € GL(n,Ck) tale che

A questo punto, essendo tale matrice a coefficienti costanti, ¢ facile vedere, ad esempio
nel caso di aq, che

(-1

= dtM' ! ! - .
o(a) det M - W(xy,...,x,) © W, 2p) =

r'n

Per gli altri coefficienti il procedimento ¢ lo stesso.

3.2.2. Esempi

Vediamo adesso qualche esempio concreto: questo ci permettera di osservare piu da vicino le
somiglianze, ma anche qualche differenza, con la teoria di Galois classica. Fino alla fine di que-
sta sezione, dove non ¢ altrimenti specificato, prenderemo K = C(x) come campo differenziale,
dotato della derivazione usuale.
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Esempio 3.2. Consideriamo [’equazione differenziale
1

y// + _y/ — 0’
x

corrispondente all ’operatore differenziale £ = j—; + %i. E facile verificare che {logx,1} é

dx
un insieme massimale di soluzioni. L estensione
K(logz) =LDOK

e dunque di Picard-Vessiot per £ .
Fissiamo o € Gal®™(IL/K) : poiché o deve mandare soluzioni in altre soluzioni, devono esistere

a, B € C tali che
o(logx) = flogzr + «
o(l) = 1,

Inoltre, dato che o é un automorfismo differenziale che lascia fissati gli elementi in K = C(x),

i seguenti elementi
d 1 1
o (%(logl’)> =0 (E) = E’
d 1

d
%(a(logx)) = %(ﬁlogx+04) = ﬁxv

devono essere uguali, pertanto = 1. Non ci sono invece restrizioni su «. A questo punto si
verifica agevolmente che Gal®™ (L /K) é costituito, al variare di oo € C, da tutte le mappe o tali
che
o(logz) = logz+ a,
o(l) = 1

Esiste un isomorfismo naturale fra Gal® iff(IL, /K) e C (visto come gruppo additivo). Passando
alle matrici associate, a un tale o corrisponde la matrice

b )

Le matrici aventi questa forma formano un sottogruppo, U(2, C) di GL(2, C) : infatti, per ogni

a, b e€C,
I of|l B |1 a+p
0 1{|0 1| |0 1 '

Dungque abbiamo che Gal®™(IL/K) = U(2,C) = C.
In generale, dato un campo K, denoteremo con
T(n,K) = {(a@j)lg’jgn € GL(n,K) : a;;, =0,i > j} :
U(?’L,K) = {(ai,j)lgmgn € GL(TL,K) D = 1,am =0,7> j} s

rispettivamente, il gruppo delle matrici triangolari superiori e il gruppo delle matrici triangolari
superiori unipotenti, detti anche gruppo triangolare superiore € gruppo triangolare superiore
unipotente (a coefficienti in K).
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L’esempio precedente ci permette di trovare una differenza con la teoria classica (si veda la
Proposizione 3.2):

Proposizione 3.5. 1] gruppo di Galois differenziale non e in generale un gruppo finito.

Esempio 3.3. Consideriamo [’equazione differenziale

y' +y=0,
corrispondente all operatore differenziale £ = % + 1. Anche in questo caso, si verifica

immediatamente che {sinx, cosx} é un insieme massimale di soluzioni, e che I’estensione
K (sinz,cosz) =L DK

e di Picard-Vessiot per £ .
Come nell’esempio precedente, dato o € GalDiff(IL/K) devono esistere ay 1, @12, Az 1, a2 € C
tali che

o(sinx) = aj;sinz+ajscosz,

o(cosz) = agysinz+ asscosz,

Analogamente a prima, imponiamo inoltre che o e la derivazione commutino:

_ d ;
. o(cosz) = o(sinz), .
Q218INT + A22COST = @1,COST — ay12SINT,
da cui si deve avere, data l'indipendenza lineare delle soluzioni, a, ;1 = a2, e az; = —aj 2.

Imponendo che o(— sinz) = Lo (cos z), si trovano le stesse condizioni. A questo punto, facili
verifiche mostrano che Gal®" (1L /K) é costituito, al variare di o, 3 € C (non entrambi nulli) da
mappe o tali che

o(sinz) = asinz— fcosz,

o(cosx) = psinz+ acosz.

E nuovamente comodo passare in notazione matriciale: a una tale o corrisponde la matrice

a —p|

foa]’
osserviamo che le matrici aventi questa forma formano un sottogruppo di GL(2, C) : infatti, per
Ogniaaﬁa’Ya(S € (C7

rx —ﬁ]{v —6}::[a7-—55 —%a54—ﬁvq
B alld v ad+ By ay—p60 |

Infine, dato che
1 =0(1) = o(cos* z + sin’ 1) = o(cos )* + o(sinz)? = o* + (7,
si ricava che

Gﬁmmmgg{ﬁ ZﬁeGMZQ:M+B%:*.
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Esempio 3.4. Dato a € R — {0}, consideriamo [’equazione differenziale

corrispondente all operatore differenziale £ = % — 2. Un insieme massimale di soluzioni e
dato da {x"}, e ’estensione
K(z*)=L>oK

¢ di Picard-Vessiot per . Come in precedenza, se o € Gal®™(IL/K), deve esistere a € C tale
che o(z*) = ax®. Ci sono due possibilita:

a € Q In tal caso, possiamo scrivere a = -, conn € N, m € Z — {0}. Osserviamo che x° é
algebrico su K = C(x), con polinomio minimo p(t) = t™ —a™. Sey(x) = az® é un’altra
soluzione deve valere p(y) = 0, da cui & = 1. Abbiamo dunque trovato un vincolo su
« : deve essere una radice m—esima dell 'unita, ovvero

2kmi

ae{e m :k‘:O,...,m—l}.

Osserviamo che quest ultimo é un sottogruppo di GL(1, C), isomorfo a Z/mz e al gruppo
di Galois differenziale.

a ¢ Q In tal caso, osserviamo che x° é trascendente su K, e Gal®(IL/K) ¢ costituito, al variare
di o« € C — {0} = C* da tutte le mappe o tali che o(z*) = ax®; dunque

Gal®™(LL/K) = C* = GL(1,C).

Esempio 3.5. Consideriamo [’equazione differenziale
y® —y =0,

. B . . 3 . \ . .
corrispondente all ‘operatore differenziale £ = % —1. Anche in questo caso, é facile verificare

che un insieme massimale di soluzioni é dato da {e®, e%*, eC??x}, dove (3 = % + Z\/Tg' Dunque,
[’estensione
: 2
K (ex, ew,e%”) =LOK

e di Picard-Vessiot per £ . Procedendo al solito modo, si ottiene che il gruppo di Galois diffe-
renziale corrispondente puo essere visto come un sottogruppo di

[ eae}
o O

0

0 :a,ﬁ,fyGC—{O}

~

Infine, imponendo che 1 = a(exechecg‘”) = afyetesst et = o, si ricava

Gal”™(L/K) =

o O Q

0 0
B 0] eGL3,C):a,5eC—{0}
0 L

ap
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3. 11 gruppo di Galois differenziale Estensioni particolari

In generale, dato un campo K, denoteremo con

D(n,K) = {(ai,j)lgi,jgn € GL(n,K) : a;; = 0,i # j}
il gruppo delle matrici diagonali, o gruppo diagonale (a coefficienti in K).

Esempio 3.6. Consideriamo [’equazione differenziale
y// + 2'1_?// — 0’

corrispondente all operatore differenziale &£ = % + 2%%. Un insieme massimale di soluzioni
é dato da {1, N (x)}, dove
N: R —- R
z o~ [ et

2

dt,

e quindi l’estensione
KWN(z))=L>K

e di Picard-Vessiot per £ . Si verifica facilmente che

GalP(L/K) = {[é Z,‘] € GL(2,C)}.

Osserviamo che, a differenza di tutti gli esempi precedenti, questa volta il gruppo di Galois
differenziale non e abeliano. In effetti si puo verificare che GallefOL /K) é il prodotto semidiretto
secondo il coniugio di

M = { [(1) (ﬂ e GL(Q,C)} 1 Gal® (L /K)

H, = {Ll) g} € GL(2,C)} < Gal”(L/K);

in altre parole, dato che H, = C e Hy = C*, e Hy N Ho = {1d},

Gal”™(IL/K) = C x C*.

In tutti gli esempi precedenti, abbiamo visto il gruppo di Galois differenziale come un sotto-
gruppo di GL(n, C), con n il grado dell’operatore differenziale associato all’equazione differen-
ziale e C = Ck, caratterizzato da relazioni di tipo polinomiale tra le componenti della matrice.
Torneremo in seguito su questo fatto.

3.3. Estensioni particolari

Studiamo adesso alcune tipologie di estensioni di Picard-Vessiot da un punto di vista piu
generale, quelle ottenute con 1’aggiunta di un solo elemento.
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3. 11 gruppo di Galois differenziale Estensioni particolari

Estensioni Diremo che K (o) D K ¢ un’estensione con aggiunta di un integrale se o/ € K—{0}

con e non esiste un elemento in K la cui derivazione sia o’. L’estensione nell’esempio
aggiunta di 3.2 ¢ di questo tipo: infatti,

un 1

integrale D(logx) = ~€ K.

Proposizione 3.6. Se K (o) D K ¢é un’estensione con aggiunta di un integrale, allora o é
trascendente su KK, [’estensione é di Picard-Vessiot e il gruppo di Galois differenziale é isomorfo
a C (visto come gruppo additivo).

Dimostrazione

Iniziamo con il provare che « ¢ trascendente su K. Se « fosse algebrico su K, esisterebbe il suo
polinomio minimo

p(z) =z" + Z bpr"F € K[z].
k=1

Partendo dalla relazione p(«) = 0 e derivando, si ottiene

n n—1
0 =na'a™ ! + Z b.a"F 4 Z (n — k)bpa’a" 17",
k=1 k=1

Osserviamo che, dato che o’ € K per ipotesi, il polinomio

n n—1
q(z) = na/z" ' + Z b 4 Z (n — k)bpa/ " 17*
k=1 k=1

¢ a coefficienti in K, di grado minore di n, e si annulla in . Per non avere subito un assurdo,
annulliamo il coefficiente del termine di grado piu alto: na’ + 0 = 0. Poiché la precedente
relazione implica ’esistenza di un elemento in K la cui derivazione & o/, otteniamo anche in
questo caso un assurdo; quindi a non puo essere algebrico su K.

Proviamo adesso che I’estensione ¢ senza costanti. Come prima, se Y ,._, bxa* € K («) fosse
costante, derivando si otterrebbe una relazione di dipendenza fra le potenza di . Per quanto
appena provato, dobbiamo imporre che tutti i coefficienti siano nulli, e in particolare

b, = nb,o +b,_; =0.

Dunque si avrebbe una contraddizione, dato che questo implica
b, boo1 )’
! n—1 n—1
= — = — e K.
“ nby, ( nby, )
f(e)

Similmente, si dimostra che nemmeno un generico elemento di K («/) della forma o) puo essere

costante. Per concludere, basta osservare che 1 e a sono soluzioni dell’equazione differenziale

Procedendo esattamente come nell’Esempio 3.2, si prova che il gruppo di Galois differenziale
associato ¢ isomorfo a C (visto come gruppo additivo). [

33



3. 11 gruppo di Galois differenziale Gruppi algebrici

Estensioni Diremo che K («) D K ¢ un’estensione con aggiunta dell’esponenziale di un inte-

con grale se a # 0, e inoltre %l € K — {0}. Un tale « verifica I’equazione differenziale
aggiunta ./ _ %’y = (. Le estensioni negli Esempi 3.4 e 3.5 sono di questo tipo: ad esempio,
dell’ nel primo caso si ha
esponenziale ar®!  a
di = - c kK.

z® T

un integrale

Nel caso dell’Esempio 3.5, abbiamo una catena di tre estensioni con aggiunta dell’esponenziale
di un integrale.

Per quest’ultimo tipo di estensioni, vale il seguente risultato, la cui dimostrazione ripercorre
esattamente quanto fatto nell’Esempio 3.4:

Proposizione 3.7. Sia K (o) D Kunestensione con aggiunta dell esponenziale di un integrale.
Supponiamo che [’estensione sia senza costanti. Allora [’estensione e di Picard-Vessiot, e il
gruppo di Galois differenziale é isomorfo a un sottogruppo del gruppo moltiplicativo Cx — {0}.

3.4. Gruppi algebrici

Vogliamo caratterizzare maggiormente i gruppi di Galois differenziale. Per fare questo, ri-
chiamiamo alcune nozioni sui gruppi algebrici. Dato un campo K, e fissato n € N, chiameremo
K™ spazio affine di dimensione n. Vogliamo definire una topologia su K" : diremo che un sot-
toinsieme di K" ¢ chiuso se ¢ ’insieme degli zeri di una famiglia di polinomi {p;(z)}ez in
K[z1,...,x,]. Osserviamo che la famiglia Z di tali insiemi di zeri ¢ la famiglia dei chiusi di una
topologia su K" :

)K" € Z Basta prendere come famiglie rispettivamente K[z1, . .., z,] e quella costituita dal
solo polinomio nullo;

Z e stabile SeC, e C, sono rispettivamente gli insiemi di zeri delle famiglie di polinomi {p; () }icz
per unione ¢ {¢;(x)};cs, alloraC; UC, ¢ I'insieme di zeri della famiglia {p;q;(x)} i j)ezxs;
finita

Z éstabile Sia {C, };c7 una famiglia arbitraria di chiusi: per ognii € Z, sia 2, la famiglia di cui
per interse- C; ¢ I’insieme degli zeri. Allora

zione ﬂ ¢

qualsiasi i€l

¢ I’insieme degli zeri di | J, . €.

Chiamiamo questa topologia la topologia di Zariski su K". In questa topologia, si puo di-
mostrare (si veda ad esempio [Wat79]) che una base per gli aperti ¢ data dagli insiemi della
forma

A, ={z € K" :p(z) #0},
detti aperti principali, al variare di p(z) € K[zy, ..., x,].
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3. 11 gruppo di Galois differenziale Gruppi algebrici

Dati due chiusi S, T, diremo che

o: S = T
S1 G1(81, -+, 8n)
= :
Sn Gn(S1, -5 8n)
¢ una mappa polinomiale se, perognij = 1,...,n, ¢;(s) ¢ un polinomio. Le mappe polinomiali

godono di buone proprieta, come vedremo nel prossimo risultato.

Proposizione 3.8. Se poniamo su K" e K™ (m,n € N) la topologia di Zariski, ogni mappa
polinomiale ¢ : K" — K™ e continua.

Dimostrazione

Basta provare che la controimmagine di un aperto principale in K™ ¢ un aperto in K”. Se p(s)
¢ un polinomio in K[z, ..., z,,], si ha

67HA) = {2 €K™ 6(a) € Ay} = {w € K" : po 6(a) £ 0} = Apus.
O

Chiameremo gruppo algebrico lineare in K™ un qualsiasi sottoinsieme chiuso S € K" (ri-
spetto alla topologia di Zariski) dotato di una struttura di gruppo e tale che le due mappe di
composizione ¢ di inversione

*x: Sx8§ = S 1: S
(x,y) — xzxy x

- S
— !

sono polinomiali.

Esempio 3.7. Possiamo dotare K3 della struttura di gruppo algebrico lineare ad esempio con
["usuale somma di vettori, ma anche con le seguenti mappe:

* K3 x K3 — K3 1 K2 — K3
1 Y1 1+ Y1 1 —x1
T2l |Y2 — T2 + Y2 To| —X3
T3 Y3 T3+ Ys + 1Yo T3 T1Tg — T3

Come era lecito aspettarsi, la struttura di gruppo algebrico lineare dipende dalla legge di
composizione.

Il motivo per cui abbiamo introdotto questi nuovi oggetti ¢ che possiamo identificare M (n, K)
con K™, e dotarlo della topologia di Zariski. In questo senso, possiamo affermare che il deter-
minante det : M(n, K) — K ¢ una mappa polinomiale, e

GL(n,K) = {4 € M(n,K) : det(A) # 0},

SL(n,K) = {A € M(n,K) : det(A) = 1}.
sono rispettivamente un aperto principale e un chiuso in M(n, K). In particolare, SL(n,K) e i
suoi sottogruppi sono tutti gruppi algebrici lineari in M (n, K).

Esempio 3.8. I/ gruppo triangolare superiore unipotente ¢ un gruppo algebrico lineare in

M(n,K).
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3. Il gruppo di Galois differenziale Gruppi algebrici

Concludiamo questa presentazione dei gruppi algebrici lineari mostrando che anche GL(n, K)
puo essere visto come tale, a patto di aumentare la dimensione dello spazio affine.

Teorema 3.5. GL(n, K) é isomorfo (come gruppo) e omeomorfo a un chiuso di SL(n + 1, K).
Dimostrazione

La mappa
Y : GL(n,K) — SL(n+1,K)

Al 0
A ~ |: 0 1/detA :|
¢ un omomorfismo di gruppi, in quanto, per ogni A, B € GL(n, K)

8B = | ] [0 ) = [0 Taa | = 4B

Inoltre, 1) ¢ chiaramente iniettiva. Per il primo teorema di omomorfismo, GL(n, K) ¢ isomorfo
alla sua immagine Z in SL(n + 1, K) mediante la mappa

v: GL(n,K) — T
A = P(A).

Osserviamo che 7 ¢ chiuso, in quanto ¢ descritto dalle equazioni polinomiali

Tnt11 =" = Tpy1n =0

Tin+l = = Tpn+l = 0

det (xivj>1§i,j§n — Tp+intl = 0.
Pillin generale, I’'immagine di ogni sottoinsieme S C GL(n, K) relativamente chiuso in GL(n, K)*
¢ relativamente chiusa in Z. Similmente, se C € un chiuso in SL(n + 1,K) allora )" (C N Z) ¢
ancora un chiuso. Quindi, la mappa @Z ¢ anche un omeomorfismo. ]

Possiamo caratterizzare 1 gruppi di Galois differenziali mediante i gruppi algebrici lineari,
come mostra il prossimo risultato.

Teorema 3.6. (Kolchin) Sia L. = K (y1,...,y,) D K un’estensione di Picard-Vessiot (per il
Teorema 3.4, non é necessario specificare per quale operatore differenziale). Allora esiste una
famiglia di polinomi

S C Ck [(wig)<ij<al

tale che
o Seo € Gal®™(L/K) e

cl:|=0C]: C = (cijh<ij<n € GL(n,Cx),

allora F(C) = 0 per ogni F € S.

*Ovvero, esiste un chiuso C in M(n, K) tale che C N GL(n,K) = S.
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3. 11 gruppo di Galois differenziale La corrispondenza di Galois

o Se C € GL(n,Cx) é tale che F(C) = 0 per ogni F € S, allora esiste 0 € Gal®™(LL/K)
tale che
hn Y1

In particolare, Gal®™(IL/K) é sottogruppo chiuso di GL(n, Cx), e quindi un gruppo algebrico
lineare.

Dimostrazione
Siveda [CHI11].

3.5. La corrispondenza di Galois

Concludiamo questo capitolo con il teorema fondamentale della teoria di Galois differenziale,

che vedremo essere completamente analogo a quello della teoria di Galois classica. SialL D K

un’estensione di Picard-Vessiot: denotiamo con %H%fg la famiglia dei sottocampi differenziali

dell’estensione, con 4, sk la famiglia dei sottogruppi chiusi di Gal®™(LL/K).

Osserviamo che se ' € ¢y, allora anche . O T & un’estensione di Picard-Vessiot (¢ suf-
ficiente considerare lo stesso operatore differenziale dell’estensione . O K, e considerarlo a
coefficienti in [F), con gruppo di Galois differenziale

Gal®™(L/F) = {0 € Gal”™(L/K) : 0, = Idy}.
Definiamo le seguenti mappe:

o Cg]]?/lg — g}L/K /8/2 g]L/K — C(oﬂﬂ?/lg

F — Gal®™(L/F) H — FixP(H) (3-6)

Teorema 3.7. (Kolchin) Sia I. O K un’estensione di Picard-Vessiot, con gruppo di Galois
differenziale Gal®" (IL/K). Allora:

¢ (Corrispondenza di Galois, versione differenziale) Le mappe definite in (3.6) sono una
l’inversa dell altra.

o Preso F € ‘Kfif;é, Uestensione F O K é di Galois se e solo se o/ (IF) é un sottogruppo
normale del gruppo di Galois dell estensione, e in tal caso

Gal(F/K) 22 Gal(L/K) /o(p).

Dimostrazione

Dimostreremo solo la corrispondenza di Galois. Peruna dimostrazione completa si veda [CH11].
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3. 11 gruppo di Galois differenziale La corrispondenza di Galois

Dalle definizioni, si vede che per ogni F;,[Fy € Cff/iﬂfé e Hi,Hs € ?E%& tali che H1 C Hao,
F; C Fo, siha
Oé/(:[F1> D) O/(]F2)7 5%7‘[1) D) 6,(7'[2)

Inoltre, ¢ facile vedere che per ogni F € "% si ha
Fix"™(Gal® (L /F)) = T,

cio¢ che ' o o' ¢ I'identita su 4§ : infatti abbiamo gia osservato che I’estensione L O IF ¢ di
Picard-Vessiot, e dunque concludiamo per il Corollario 3.1.

Resta da provare che, per ogni sottogruppo chiuso H di GalDiff(]L /K), si ha I'uguaglianza
Gal®™(IL/Fix"™(H)) = H.

Dalle definizioni & chiaro che vale I’inclusione Gal®™(IL/Fix"T(#)) > H. Per provare anche
I’uguaglianza, dimostreremo che, preso un sottogruppo qualsiasi .7 di Gal®™(IL/K), allora

A = Gal®™ (L /Fix"" (7))
¢ la sua chiusura. Osserviamo che, per quanto appena provato,
FiXDiff(%/) _ FiXDiff(GalDiff(L/FiXDiff(%))) — FlXlef(%)

Nel seguito, supporremo che L. = K (yy,...y,) D K sia di Picard-Vessiot per un operatore
differenziale di grado n, e considereremo Gal®"(IL/K) come un gruppo algebrico lineare: in
particolare, vedremo i suoi elementi come matrici, le cui componenti sono legate da relazioni di
tipo polinomiale; per ogni o € Gal”™(IL/K), denotiamo con M, la matrice tale che

Supponiamo per assurdo che 7 # " : allora, esiste f : GL(n, Cx) — L tale che fiw = 0ma

flr # 0. Denotiamo con uy, . . ., u, delle indeterminate differenziali, e sia U la matrice Wron-
skiana associata ad esse. Sia poi A la matrice Wronskiana associata alla n—upla (y1,...,y,) :
per il Teorema 2.1, tale matrice ¢ invertibile. Poniamo F'(uy,...,u,) = f(UA™') : per le
ipotesi su f, si ha
Y1
Flo|:||=fWMAA™) =f(M,)=0
Yn

per ogni o € 7, ma non per tutti i o € . Senza perdere in generalita, possiamo scegliere
F tra tutti 1 polinomi con le precedenti proprieta in modo tale che abbia il numero minimo di
monomi non nulli. Possiamo anche assumere che almeno un monomio di F' abbia coefficiente
uguale a 1.
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3. 11 gruppo di Galois differenziale La corrispondenza di Galois

Preso 7 € ¢, denotiamo con 7F' il polinomio ottenuto a partire da F' applicando 7 a tutti i
suoi coefficienti. In particolare, si ha

N h
(TF)|o|: =7|F|7

Yn Un

Ma allora F' — 7F' ¢ un polinomio costituito da un numero inferiore di monomi rispetto a £, e
si annulla su (o(y1,...,yn))" perogni o € . Per le ipotesi di minimalita su F, F — 7F deve
annullarsi anche su (o (yy, . . . ,yn))T per ogni 0 € J' : osserviamo che F' — 7F deve essere
identicamente nullo, dato che altrimenti potremmo trovare un x € L tale che F' — x(F — 7F)
sia costituito da un numero inferiore di monomi rispetto a /' e possieda le stesse proprieta di
quest’ultimo.

Di conseguenza, F' — 7F' ¢ il polinomio nullo per ogni 7 € J#, e questo implica che i coeffi-
cienti di F' non vengono modificati dall’azione di .7, cio¢ sono in Fix"'"(#) = Fix""(.#").
Ma allora, preso un qualsiasi o € 7", si ha

F (o). o)) = @F) (@), o)) = 0 (Fl, . oym)) =0,

e questo ¢ assurdo, per le ipotesi su F'.
O

Esempio 3.9. Prendiamo K = C(x), dotato della derivazione usuale, e consideriamo l'equazione

differenziale

y' —y=0,
corrispondente all ’operatore differenziale & = % —1. L’estensione di Picard-Vessiot associata
e L = K(e"). Osserviamo che quest ultima é un’estensione con aggiunta dell esponenziale di
un integrale: per la Proposizione 3.7, il suo gruppo di Galois differenziale ¢ isomorfo a un
sottogruppo del gruppo moltiplicativo C* : in realta, procedendo allo stesso modo degli esempi
precedenti, si verifica che il gruppo di Galois differenziale e proprio isomorfo a C*.

Operatore Estensione di Gruppo di Galois
differenziale Picard-Vessiot differenziale
associato E>K Gal”™(E/K)
41 K (&%) {1}
U N
4 _m K (e™) Uy,
U N
4 _n K (e™) U,
U N
K C*

Figura 3.1: Un esempio di corrispondenza di Galois
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3. 11 gruppo di Galois differenziale La corrispondenza di Galois

Grazie al teorema fondamentale dell’algebra, si vede che tutti i sottogruppi chiusi di C* sono
1 gruppi, al variare din € N,

Un:{e%:ﬁ :k:(),...,n—l}.

Essendo C* abeliano, questi sottogruppi sono tutti normali, e quindi sono delle estensioni di C(x)
di Picard-Vessiot per qualche operatore. Nella figura ¢ descritta la corrispondenza di Galois per
la catena di estensioni K C K (") C K (¢"*) C L (con m divisore di n).
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CAPITOLO 4

Equazioni differenziali Fuchsiane

Introduzione

Dopo aver introdotto le equazioni differenziali Fuchsiane, una sottoclasse delle
equazioni differenziali a coefficienti in C(z) con alcune ipotesi di regolarita sui coeffi-
cienti, dimostriamo che, per queste ultime, in un intorno di ciascun punto P € P'(C)
esiste almeno una soluzione esprimibile nella forma di una serie di potenze. In seguito
vediamo come tali soluzioni si raccordano: introduciamo il gruppo di monodromia
e dimostriamo il teorema di Schlesinger, che mette in relazione quest’ultimo con il
gruppo di Galois differenziale associato all’estensione di Picard-Vessiot corrispon-
dente all’equazione differenziale Fuchsiana. Dopo un primo studio dell’equazione
ipergeometrica di Gauss, equazione che ha una discreta importanza in quanto tut-
ta una classe di equazioni Fuchsiane si puo ricondurre a quest’ultima, concludiamo
il capitolo vedendo come, mediante alcune proprieta legate al gruppo di Galois dif-
ferenziale, la teoria di Picard-Vessiot sia in grado di dare delle risposte sul tipo di
soluzioni dell’equazione Fuchsiana.

Dove non ¢ altrimenti specificato, consideriamo il campo C(z) come campo dif-
ferenziale munito della derivazione usuale, e denotiamo con co € P!(C) il punto
all’infinito.

4.1. Definizioni e prime proprieta

Consideriamo un operatore differenziale lineare monico omogeneo a coefficienti in C(z),

dar dvt d
9 = % + al(z)m + -+ CLn_l(Z)E + an(z),
e consideriamo ’equazione differenziale lineare associata
2(Y)=0. 4.1)

Diremo che P € C ¢ un punto regolare per I’equazione differenziale (4.1) se tutti i coeffi-
cienti sono funzioni analitiche in P, mentre diremo che ¢ un punto singolare se non ¢ regolare.
Similmente, diremo che oo ¢ un punto regolare, o singolare, per 1’equazione (4.1) se zp = 0 lo
¢ per I’equazione differenziale ottenuta mediante la sostituzione z %

Esempio 4.1. Consideriamo un’equazione differenziale di ordine 2 -

Y” + ap (Z)Y/ -+ CLQ(Z)Y =0. (42)



4. Equazioni differenziali Fuchsiane Definizioni e prime proprieta

Mediante il cambio di variabili z = %, otteniamo [’equazione differenziale’

1 1
Y + (2:63 —a (—> 372) Y' 4+ ay (—) Y =0,
T x

Y+ (—21: — (%)> v 2Ly g

2 xd

Y// + bl(I)Y/ + bg(x)Y = 0.

Nel caso in cui P € C sia un punto singolare per (4.1), diremo che P ¢ un punto singolare
regolare se, per ogni k = 1, ..., n, esistono e sono finiti i limiti

lim (z — P)*ax(2).
z—P

Analogamente a prima, diremo che oo ¢ singolare regolare se 2o = 0 lo & per ’equazione
differenziale ottenuta mediante la sostituzione z — %

Un’equazione differenziale della forma (4.1) & Fuchsiana se ogni punto P € P*(C) & regolare
oppure singolare regolare.

Esempio 4.2. Consideriamo [’equazione differenziale

1
Y'—-Y =0.
z

Mediante il cambio di variabili z = %, otteniamo l’equazione differenziale
—2?Y' —2Y =0,
1
Y'+-Y =0
x

I punti 0,00 sono singolari regolari per [’equazione di partenza. Tutti gli altri punti sono
regolari.

La seguente proposizione caratterizza i coefficienti di un’equazione differenziale Fuchsiana
con un numero finito di punti singolari regolari in C :

Proposizione 4.1. Se [’equazione (4.1) e Fuchsiana, con un numero finito di punti singolari
regolari Py, ..., P, € C, allora, per ogni k = 1,... n, esiste un polinomio Ay(z) € Clz], di
grado minore o uguale a k(m — 1) tale che
A
Hs:l (Z - PS)

! Applichiamo la regola della derivazione a catena:
@Y _dVde __ ,dY
dz  drd: " dx’

BPY d (dYdz\ @Y (de\® dY &Pz A%V ,dY
— = =)= =] = =2t 22—
dz? dz \ dz dz dz? \ dz dx dz? dxz? dx
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In particolare, esistono delle costanti Ay 1, ..., Ay, € C tali che
m
Al s
ai(z) = —
2P
Dimostrazione
Fissiamo k € {1,...,n}. Per definizione di punto singolare regolare, e dato che per ipotesi non

ci sono altri punti singolari, esiste una funzione intera A : C — C tale che

ar(z) = A(2) [[ (= = P~

s=1
Inoltre, sempre per ipotesi, il punto all’infinito ¢ al pit un polo per ax(z) : pertanto, Ax(z) € un

polinomio, di grado minore o uguale a k(m — 1), dovendo essere finito il limite

ok
Zlggo 2"ag(z).

Nel caso k£ = 1, Ay ¢ un polinomio di grado m — 1, quindi ¢ completamente determinato dal
valore che esso assume sugli m punti singolari regolari: dato che a;(2) e

i Ay (P,) 1
— [li<pzm (Ps — P) 2 — P
5= p#s

assumono lo stesso valore su tali punti, essi devono necessariamente coincidere. Quindi, pren-
dendo

Ay (FPy)
Al s —
" Thepsm (P — B)
pFs
perognis = 1,...,m, si hala tesi.

4.2. Soluzioni formali ed equazione indiciale

Vogliamo studiare il problema dell’esistenza locale di soluzioni di un’equazione differenziale
Fuchsiana nell’intorno di un punto, sia esso regolare o singolare regolare. Questo richiede un
lavoro preliminare.

Consideriamo 1’operatore differenziale . = zd% : vogliamo scrivere I’equazione (4.1) in

termini di quest’ultimo operatore.

Lemma 4.1. Per ognir € N, valgono le uguaglianze

dr dr—l d’r
= —_— 4.
dzr O ° T Taert + ‘7 (4.3)
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szZr:$o($—1)o-~-o($—r+1). (4.4)

Dimostrazione

Iniziamo con (4.3) e procediamo per induzione su r : il passo base (r = 1) segue immediata-

mente:

L. d()+ 4 _14.d
dz Z_dz Zdz Zdz

Supponiamo che (4.3) sia verificata per r, allora

dr—i—l d dr d dr—l d"
P (w ) S (d +d—)
dr d dr dr—H dr d?"-i—l
~ar T £<2)dz7" T T (r+ 1)dz’" T
Per il principio di induzione, (4.3) ¢ dimostrata per ogni r € N.
Proviamo allo stesso modo la seconda identita: il passo base (r = 1) ¢ verificato per definizione
di .Z. Supponiamo che la (4.4) sia verificata per r : allora, tenendo conto dell’identita (1.5),

Lo(¥ —1)o-0o(L—r+1)o(ZL —7)

d" ,d d d"
— o(¥ — £
< dz" o r)= dz”” °Cdz & dzr "
r dr h+1 dr
hZ( )dzh dzr—h+1 —re dz"
dr+1 , dr . errl
( a ) T T der
O
Ripartiamo dall’equazione differenziale (4.1), e moltiplichiamola per z"
LAY Aty ay
2" T + za1(2)2" ! = +- 4 z"’lan,l(z)za +a,(2)Y =0.
Usando I’identita (4.4), ¢ possibile riscrivere quest’ultima equazione nella forma
L) 4 b1(2)LEDY) + e bpya (2)LY) + ba(2)Y =0, (4.5)
dove
n(n —1
bl( —za1 ;Tl—zal ( 9 )7
bu(z) = 2"a,(2)
e,perognij =2, ....n—1,
bi(2) = 2a;(2) + Z LTt
1<r < <rj<n—1
j—1 (4.6)
+ (=1 *2ka,(2) Z (S T o
k=1 1<ri<--<r; _p<n—k—1
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Proposizione 4.2. Le seguenti due affermazioni sono equivalenti:
o Perognij =1,...,n, esistono, e sono finiti, i limiti lim,_,o 27 a;(2);

o Per ogni j = 1,...,n, la funzione b;(z) é olomorfa in un intorno di zy = 0, oppure é
prolungabile analiticamente a una funzione olomorfa in un intorno di zy = 0.

Dimostrazione

= Per ipotesi, b;(z) ¢ somma finita di funzioni olomorfe o prolungabili analiticamente a
funzioni olomorfe in un intorno di zy = 0, e quindi € una funzione olomorfa o prolungabile
analiticamente a una funzione olomorfa in un intorno di tale punto.

< Dall’equazione (4.6), ricaviamo

zai(z) = by(2) + w,

ed essendo b (z) olomorfa in un intorno di zo = 0, o prolungabile analiticamente a una
funzione olomorfa in un intorno di tale punto, si vede subito che esiste, finito, il limite
lim, o za;(2). Osserviamo che, sempre per (4.6), ba(z) ¢ combinazione lineare (a coef-
ficienti a interi) di za;(2) e 2%a»(z), quindi, per quanto appena provato e poiché anche
ba(z) ¢ olomorfa in un intorno di zo = 0, o prolungabile analiticamente a una funzione
olomorfa in un intorno di tale punto, anche il limite lim,_,( 2%a5(2) esiste, finito. Iterando

il ragionamento, si arriva alla tesi.

O

4.2.1. Soluzioni nell’intorno di un punto regolare

Il seguente teorema ci permette di vedere che possiamo ottenere delle soluzioni formali per
I’equazione differenziale (4.1) in un intorno di un punto regolare. A meno di un cambio di
variabili, possiamo supporre che tale punto sia zo = 0, in modo da poter usare quanto fatto
finora.

Teorema 4.1. (Cauchy) Sia 2y = 0 un punto regolare per [’equazione differenziale (4.1). Allora
esistono n serie di potenze con raggio di convergenza strettamente positivo Fy(z), . .., F,_1(2),
che sono soluzioni di tale equazione e sono linearmente indipendenti su C. Inoltre, ogni serie di
potenze che é soluzione dell’equazione differenziale (4.1) e combinazione lineare (a coefficienti
inC)di Fy, ..., F, 1.

Dimostrazione

Come in precedenza, moltiplichiamo (4.1) per 2" e usiamo I’identita (4.4):

Lo(¥ —1)o-0 (L —n+1)(Y)+

+ szak(z)f o(Z—-1o-0o(ZL—(n—k)+1)(Y)=0. 7
k=1
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Perogni k =1,...,n,eperognij € N, usando la Proposizione 4.2 poniamo

oo
Fag(z) = Z ar 2,
=k

Qi(X) =) an;X(X =1)...(X = (n—m) + 1),

e cerchiamo soluzioni in forma di serie di potenze Y = ;7 | ¢x2*. Sostituendo nell’equazione
(4.7) e andando a vedere i coefficienti si ottengono, al variare di £ = 0,1, ..., delle relazioni
per ricorrenza:

k
k(k—1)...(k—n+1c,+ Y Qi(k)cs; =0. (4.8)
j=1

Osserviamo che,se 1 < j < k <n —1,alloraQ;(k —j) =0 :dunqueperk =0,...,n —1
la corrispondente equazione per ricorrenza ¢ banale. Pertanto, possiamo scegliere i coeffi-
cienti cg,...,c,_1 iIn modo arbitrario: una volta fatta questa scelta, le relazioni (4.8) deter-
minano univocamente i restanti coefficienti. In questo modo, si ottengono n soluzioni formali
dell’equazione (4.7), linearmente indipendenti su C : una possibile scelta potrebbe essere quella
di prendere, al variare di j = 0,...,n — 1, la soluzione F} ottenuta scegliendo ¢, = d;y, al
variaredi k = 0,...,n — 1.

Proviamo adesso che le serie di potenze che abbiamo visto essere soluzioni formali dell’equazione
differenziale hanno raggio di convergenza strettamente positivo; per farlo, ¢ sufficiente vedere
che 1 rispettivi coefficienti sono esponenzialmente limitati. Sia C' un numero reale maggiore di
1 tale che siano soddisfatte le seguenti condizioni:

¢ perogni j, k € N,
|Q;(k)] < CTR",

o perognik=0,1,...,n—1,

|Ck’ < CZkJrl;

o perogni k > n,
1 <£
k(k—1)...(k—n+1) k*

Proviamo per induzione su k che per ogni £ € N vale la seguente disuguaglianza, che implica
immediatamente la tesi:

|Ck| < O%—H.

Il passo base (k = 1) ¢ immediato, dato che per & < n la precedente disuguaglianza ¢ verificata
per ipotesi.
Supponiamo adesso che quest’ultima sia verificata per j = 1,...,k — 1, con k& > n : dalla
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relazione (4.8) ricaviamo allora

ol = T F)er—;
C k
k—z Hckj|<—ZC']k:” Lo+
j=1 j=1
_ C n—1,2k+1 —J C n—1 2k+1k _ (12k+1
= ke ZG < kIO S = OB

4.2.2. Soluzioni nell’intorno di un punto singolare regolare

Supponiamo adesso che zy = 0 sia un punto singolare regolare per I’equazione differenziale
(4.1). Anche in questo caso, cerchiamo delle soluzioni in forma di serie di potenze, ma con un
fattore correttivo davanti:

o0

_ k

Y =2° E 2,
k=0

dove supponiamo ¢y # 0.

Per la Proposizione 4.2, ¢ possibile sviluppare i coefficienti dell’equazione (4.5) in serie di
Taylor:
z) = Z by ;2.
§=0

Definiamo, inoltre, i polinomi

n

—k

x)=z"+ E b jx" ",
k=1

n
n—k
) =) by
k=1

al variare di j € N; denotiamo infine con P;(.Z’) i corrispondenti operatori differenziali lineari
in C(z)[.Z]. Allora

S D) LIEIERE 3P Sr AR IR
k=0 j=0 k=0 7=0
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da cui, riordinando, si ricava

Z [Z m—i(p+3)| 2" =0.
=0
Dunque, per ogni m = 0, 1,..., devono essere soddisfatte le relazioni seguenti:
> & Pus(p+7) =0. (4.9)
=0

Dato che ¢j ¢ non nullo, € necessario che p sia una soluzione dell’equazione polinomiale
Py(z) = 2" + by (0) + 2" + - +1,(0) =0, (4.10)

che chiameremo equazione indiciale nel punto z; = 0. Chiameremo le sue soluzioni espo-
nenti locali nel punto zy = 0. Se supponiamo che le radici di Py(x) siano tutte semplici, le
soluzioni corrispondenti ai vari esponenti locali hanno tutte raggio di convergenza strettamente
positivo, e formano una base di un C—spazio vettoriale n—dimensionale di soluzioni: per una
dimostrazione di questo fatto, si veda [Poo60].

Se invece due esponenti locali differiscono per un numero intero, oppure almeno uno di essi
ha molteplicita strettamente maggiore di 1, ci possono essere delle complicazioni: ad esempio,
puo capitare che non si ottengano n soluzioni indipendenti, o che alcune delle condizioni (4.9)
siano incompatibili: in tal caso si cercano soluzioni della forma

Y =2 Z Ly (log 2)2*
k=0

dove, per ogni k = 0,1,..., L;(z) € un polinomio di grado strettamente minore di n. Per i
nostri scopi non ci servira approfondire ulteriormente questa eventualitd, ma una trattazione piu
dettagliata si trova, ad esempio, in [Poo60] e [CH11].

E interessante riscrivere 1’equazione indiciale anche in termini dei coefficienti dell’equazione
differenziale di partenza (4.1): per I’identita (4.4), un calcolo diretto mostra che, dato un punto
P € C singolare regolare, I’equazione indiciale in tale punto ¢

1:[ (x —j) + lim {( — P)'a,(2) +i(z — P)ray(2) ﬁ (x —m)} =0. (411

z—P
7=0 k=1 m=0

Similmente, se co ¢ un punto singolare regolare, I’equazione indiciale corrispondente ¢

— n—1 n—1—k
UO x+7) +le>r£10{(—1 2"an(z +; FRa(2) 1__[0 (:c—l—m)} = 0. (4.12)
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Se ripetiamo il ragionamento precedente per un punto regolare, si ottiene sempre la stessa
equazione indiciale e gli stessi esponenti locali: 1, ..., n—1. Esiste una relazione molto semplice
fra gli esponenti locali, nota come relazione di Fuchs.

Proposizione 4.3. (Fuchs) Sia S la famiglia dei punti singolari regolari dell equazione diffe-
renziale (4.1). Denotiamo, per ogni punto P € S, con p1(P), ..., p.(P) gli esponenti locali

nel punto P. Allora )
> | S (3)] =),

Ricordiamo che, se p(z) ¢ un polinomio monico di grado n, allora il coefficiente del termine di
grado n — 1 ¢ ’opposto della somma delle sue radici. Se P € C N S, dall’equazione indiciale
(4.11) segue che

Dimostrazione

;pk(P) - (Z’) = — lim (= — P)a(2).

Similmente, se P = oo, dall’equazione indiciale (4.12) si ricava

Zpk(oo) - (Z) = —2(2) + Zlgrolo zay(z).
k=1
Per un noto risultato di analisi complessa’, si deve avere che

Z Zh_r;]la (z— Plai(z) = Zlggo zay(z).
PeS—{oc}

Sommando al variare di P € S, si trova la relazione cercata.

]
Esempio 4.3. Consideriamo |’equazione differenziale
1 1
y' 2Py ly =,
z z
e studiamone le soluzioni in un intorno di zo = 0. Osserviamo che tale punto é singolare
regolare, dato che
1 1
lim — 220 = 1, lim 22— = 0.
z—0 z z—0 z

Per (4.11), I’equazione indiciale in tale punto e
z(r—1)—z =0,

e gli esponenti locali sono p; = 0, py = 2.

2Se una funzione ¢ meromorfa in P!(C), la somma di tutti i suoi residui nei punti singolari (incluso,
eventualmente, il punto all’infinito) ¢ uguale a 0.
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p1 = 0 Cerchiamo soluzioni della forma:

o
Y = E ez
k=0

Calcolando le derivate

Y = Z kepzb—1 = Z kepzk Z (k+ 1Dcpyr 2"

= k(k A+ Derpa 2™ =D (k+ 1) (k + 2)cpgaz”,
k=0 k=0

e sostituendo nell’equazione di partenza otteniamo

D {lk+ Dewgr + ] 25 + [(k+ 1)(k + 2)cern — (k + Degga] 2571} = 0.
k=0
Imponendo, al variare di k = 0,1..., che il coefficiente di z* sia nullo, otteniamo la

seguente successione per ricorrenza:

1
E+1

Ck+1 = Ck,

dove ¢y # 0 e arbitrario. Prendendo cq = 1, si ricava, per ogni k € N, ¢;, = % e si

ottiene la soluzione
© L
Z z
= — =€
Z k!
k=0

p2 = 2 Cerchiamo soluzioni della forma:

(e 9]

Yy =22 E cp2”.
k=0
Analogamente al caso precedente, si ricava, al variare di k = 0,1,..., la seguente
successione per ricorrenza:
1
Ci+1 = Ck
kE+3
dove cy # 0 e arbitrario. Prendendo cy = 1, si ricava, per ogni k € N, ¢, = (=) +2), e si

ottiene la soluzione

=2 —1-
§ Y = 2(¢” z).

Osserviamo che, entrambe le soluzioni trovate sono olomorfe in 2, : in generale, un punto
singolare dove accade questo fenomeno ¢ detto punto singolare apparente.
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4.3. Monodromia

Consideriamo nuovamente 1’equazione differenziale Fuchsiana (4.1). Abbiamo visto che, co-
munque si prenda 2z, € P*(C) esistono, almeno localmente, delle soluzioni: ci chiediamo quale
sia il legame fra queste soluzioni a carattere locale. Per semplificare la trattazione, restringia-
moci a un aperto connesso U in P*(C) e supponiamo che ogni punto di U sia regolare per tale
equazione. Fissiamo un punto 2z, € U, e grazie al teorema di Cauchy 4.1 consideriamo le so-
luzioni F(2),..., F,(z) espresse in forma di serie di potenze che, al variaredik = 1,...,ne
j =0,...,n— 1 corrispondono alle condizioni iniziali’* F ,Ej )(zg) = dj4+1,%- Denotiamo con 7,
il C—spazio vettoriale di soluzioni generato da queste ultime.

Nel seguito, sara conveniente trasformare I’equazione (4.1) in un sistema di equazioni dif-
ferenziali di ordine 1 equivalente: nello specifico, introduciamo per £ = 1,...n le variabili
Y, = Y1 ¢ la trasformiamo nel sistema

0 1 0 ... 07
Y N ke
vy : . cote Y,
o I o0 :
y! 0 ... .0 1|y
| —an —Qp—1 ... ... —Q1]
Usando questa notazione, le soluzioni F (z2), . .., F,(z) sono rappresentate da vettori n—dimensionali:

denotiamo con F, la matrice la cui k—esima colonna ¢ il vettore corrispondente alla soluzione
Fi(z), ovvero

ﬁ}l )(z) ﬁ}l)(z) . pz,b(z)
7. = Flz(z) FQ:(z) Fn:(z)
F'" ) P90 0 FY(2)

Chiamiamo F, matrice fondamentale di soluzioni in 2.

Vediamo come questi spazi di soluzioni sono in relazione. Sia z; € U un secondo punto:
dato che U ¢ aperto e connesso, ¢ anche connesso per archi, quindi esiste un arco continuo
A :[0,1] — U che li congiunge: per ognit € [0, 1] esiste un intorno aperto Oy di A(t) tale che

gli elementi della matrice F)(;) sono serie convergenti in Oy ;). Osserviamo che {(’) () } re(0.1] ¢

un ricoprimento aperto di A([0, 1]), quindi, essendo [0, 1] compatto e A continua, anche A([0, 1])
¢ compatto, € possiamo trovare un ricoprimento aperto fatto da aperti di questa forma:

{Oz\(to)>o>\(t1)a .. ->O>\(tm) to=0<ti < - <ty = 1} .

Osserviamo che, per ogni j = 0, ..., m — 1, far corrispondere alle colonne della matrice Fy ),

nell’ordine, le colonne della matrice F,, ), induce un isomorfismo ©; : ”1/,\(tj) — ”1/,\(tj L) St

30sserviamo che, nelle notazioni usate nel Teorema 4.1, tali soluzioni si ottengono fissando i coefficienti
co, ..., Cn_1 come nella dimostrazione del teorema.
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puo verificare che I’isomorfismo risultante dalla composizione,
M A - 7/20 — "//Zl,

dipende soltanto dalla classe di omotopia di A : chiameremo tale isomorfismo prolungamento
analitico lungo \.

Nel caso particolare in cui 2, = z;, si hanno conseguenze interessanti: infatti, in tal caso,
come noto, I’insieme delle classi di omotopia degli archi in U formano un gruppo, il gruppo
fondamentale 71 (U, zy), e la mappa ., & un automorfismo, che pud essere descritto mediante
una matrice in GL(n, C), dato che le nuove soluzioni appartengono a 7., che ¢ generato da
Fi(z),..., F,(z), e quindi sono una loro combinazione lineare a coefficienti in C. La mappa

A m(U) — GL(n,C)
[)\} —> ,//,\,

che chiameremo anche mappa di monodromia ¢ un omomorfismo di gruppi, e la sua immagine
¢ detta gruppo di monodromia. Tale gruppo € univocamente determinato a meno di coniugio, a
seconda del punto base scelto.

Osserviamo che ’estensione C(z) (F},...,F,) D C(z) ¢ un estensione di Picard-Vessiot,
e dato che un elemento del corrispondente gruppo di Galois differenziale ¢ determinato dalle
immagini di un insieme massimale di soluzioni, possiamo vedere il gruppo di monodromia come
un sottogruppo di quest’ultimo.

Data un’equazione differenziale Fuchsiana, il gruppo di monodromia e il gruppo di Galois
differenziale associato sono strettamente.

Teorema 4.2. (Schlesinger) Supponiamo che [’equazione differenziale (4.1) sia Fuchsiana. De-
notiamo con G il gruppo di Galois differenziale corrispondente all estensione di Picard-Vessiot
L O C(z) associata, e con M il gruppo di monodromia: allora G é la chiusura di M rispetto
alla topologia di Zariski.

Dimostrazione

Sia I il sottocampo di L fissato dal gruppo di monodromia. Per la corrispondenza di Galois 3.7,
si ha Gal®™(IL/F) = M. Per concludere, per il Teorema 3.7 basta provare che F = C(z). A
questo scopo, sia ' un elemento in IL. che rimane fissato sotto I’azione di M : allora F' € una fun-
zione monodroma e analitica in P! (C— &), dove S & I’insieme dei punti singolari dell’equazione
differenziale. Per ipotesi, ogni elemento di S € un punto singolare regolare, non ci sono singo-
larita essenziali, quindi F' ¢ meromorfa su P*(C), e cioé una funzione razionale.

O

Non approfondiremo oltre questo tema: una trattazione piu dettagliata si trova, ad esem-
pio, in [vdPS97] e [Hil76]. Tuttavia, mostriamo con un esempio che I’ipotesi che 1’equazione
differenziale sia Fuchsiana ¢ necessaria.

Esempio 4.4. Consideriamo l’equazione differenziale

Y —-Y =0.
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Osserviamo che questa equazione non e Fuchsiana: mediante il cambio di variabili z = %,

otteniamo [’equazione differenziale
—2?Y' —Y =0,
1
Y+ =Y =0,
x

e da quest ultima deduciamo che oo non é né regolare né singolare regolare. L’estensione di
Picard-Vessiot associata ¢ C(z) (e*) D C(z) : osserviamo che quest ‘ultima é una estensione con
aggiunta dell ’esponenziale di un integrale, dato che il rapporto fra la derivata dell ’esponenziale
complesso e [’esponenziale complesso stesso e uguale a 1, che é una costante. Pertanto, per la
Proposizione 3.7, il gruppo di Galois differenziale associato e isomorfo al gruppo moltiplicativo
C*. D’altra parte, poiché [’esponenziale complesso é una funzione monodroma, il gruppo di
monodromia e il gruppo banale, e coincide con la sua chiusura.

4.4. L’equazione ipergeometrica di Gauss

In questa sezione vediamo un esempio piu dettagliato, che ha anche importanti applicazioni:
I’equazione ipergeometrica di Gauss.

Siano a,b,c € R tre parametri, con ¢ # Z — N. Chiamiamo equazione ipergeometrica di
Gauss (di parametri a, b, c) la seguente equazione differenziale:

b+ 1)z — b
yrylafbtz=cy, ab (4.13)
2(z—1) 2(z—1)
Come abbiamo visto nell’esempio 4.1, mediante il cambio di variabili z = i otteniamo
I’equazione differenziale
9, _ (a+b+1)%fc
1(1-1) ab
Yl/ z(z Y/ —Y — 0
B
Y,,+(c—2)z—a—b—|—1y,+ ab Y =0,
z2(1—2z) 22(1—z)

Dunque, ¢ immediato osservare che i punti 2; = 0, 25 = 1, 23 = 00, sono tutti e soli i
punti singolari per (4.13), e che sono singolari regolari. Quindi I’equazione differenziale (4.13)
¢ Fuchsiana.

Mediante le equazioni (4.11), (4.12) viste nel capitolo precedente, possiamo ricavare gli
esponenti locali:

z1 = 0 L’equazione indiciale ¢
b _
2 @ +Z(a+b+1)z c
z(z—1) z(z—1)

e gli esponenti locali sono p; =0, ps =1 —c.

z(r — 1)+ lim

z2—0

x}:x(x—1)+cx:0,
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4. Equazioni differenziali Fuchsiane L’equazione ipergeometrica di Gauss

29 = 1 L’equazione indiciale ¢

2(x — 1)+ lim {(z - 1)2Z(Za—fl> NN ti’;_”; - Cx}

z—1

=z(zr—1)+(a+b+1—-c)z =0,
e gli esponenti locali sono p; =0, po =c—a —b.

z3 = oo L’equazione indiciale ¢

z(zx+ 1)+ lim

Z—00

5 ab (a+b+1)z—c 9
{z 1) z o) x z*—(a+b)x+ab=0,

e gli esponenti locali sono p; = a, ps = 0.

Cerchiamo adesso delle soluzioni per I’equazione ipergeometrica. A tale scopo, dato x € R,
introduciamo il suo simbolo di Pochhammer (x),, al variare din = 0, 1, . .., definito ricorsiva-
mente come segue:

()o = 1,

(@) = [0 (@+k) = (z+n—1)(x)u1, (4.14)

e consideriamo la serie di potenze formale

Sx)=>" —(C(LZ;:Z)‘” X",

n=0

Lemma 4.2. Se a,b non sono interi negativi, S(X ) ha raggio di convergenza uguale a 1.

Dimostrazione

Se a, b sono interi negativi, (a),, e (b), sono definitivamente nulli, e in tal caso S(X) ¢ un
polinomio. Se invece a, b non sono interi negativi, applicando il criterio del rapporto otteniamo

@ Bt (@t )b+
w550 (@) 0 (B)n (@i (n+ 1) nvoe (e 4 m)(n + 1)

Di conseguenza, il raggio di convergenza della serie S(X) ¢ uguale a 1.
]

Per il lemma precedente, sono ben definite, al variare di a, b, ¢, le seguenti funzioni, note come
funzioni ipergeometriche di Gauss:

F(a,b,¢;-): #(0,1) — C 4.15
¢ Y @ (4.15)

n=0"(c)nn!

dove abbiamo denotato con #(0, 1) la palla aperta di centro I’origine e raggio unitario.
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4. Equazioni differenziali Fuchsiane L’equazione ipergeometrica di Gauss

Il nome che abbiamo date alle funzioni (4.15) non ¢ casuale:

Teorema 4.3. La funzione ipergeometrica F(a, b, c;-) é una soluzione dell’equazione ipergeo-
metrica (4.13) in un intorno dell origine.

Dimostrazione

Nel disco di convergenza, abbiamo

Ly i (D11 PR (U FESTOYEREY

E( (¢)ps1n!

Di conseguenza, posto

b = = b
Y= —a—F(a,b, c;z) = abZz”_l Z (@)nl )”z”,

2(z—1) — — (¢)an!
(a+b+1)z —cdF
Yo = — ~ (a.b.c
2 2(z—1) dz (a,b,;2)
o - n G n—1 . (a')n-i—l(b)n—H n
n=0 n=0 n=0
ci basta dimostrare che »
Y43, = e —(a,b,¢; 2).

Per fare ci0, verifichiamo che le due serie di potenze abbiano gli stessi coefficienti. Riscriviamo
Y11 € X9 In serie di potenze:

a)n(O)n , > N a)n(b)p a)n(b)n 4
21—ab<22 + >Z((i):n)' z :abz<z(<i)( )z + bz &nn!

e similmente

0o N 0o
ab Jht1 (D) nta (@)N+2(b)Nt2 N
Yo=—+(a+b—c+1) —c 2.
2 e ( Z(Z > Z CN+2N+1)

h!
N=0 \h=0 )t

Sommando, si ricava X1 + Xy = Y n_, anz’, dove, perogni N = 0,1, ...,

N+1 CL) N

b)N 2
— b b_ Ja1(0)npr (@) n42(b) v+ ‘
aw=ab) SO erb ot Z (©nih! Qwsa(NV + 1)
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4. Equazioni differenziali Fuchsiane L’equazione ipergeometrica di Gauss

Per concludere, proviamo per induzione su N che, perogni N = 0,1, ...

?

(@)n+2(D)n+2
(¢)np2N!

Un semplice conto mostra che il passo base (N = 0) ¢ verificato. Supponendo che I’identita
precedente sia verificata per N — 1, allora,

—a = (@)n(0)n (@) vt1(D) N1
(W_Z«Z;() EMMN+M)+

anN =

)
= (@ns1O)ns1 (@) nia
+(a+b—c+1) (h:(] ( zcthl - ( ch+£)?\” ) -
(a)v41(D) N1 +C(Q)N+1( )N+1
(eng1)N! (en41)N!
_ (@) N1 (D) N1 . (@) n41(b) N1
Tt ab(CN+1)(N + 1)! - (a o - 1) (CN-H)N! -
(a)nt2(b) N2 (a)n41(D) N4

(v ) VDT (enp) N
(SJ)VTEJ(\?)fll) (N+a+b+1)(N+1)+ab— (at Ncilj)\gble 1
(@)ni1(b)vi1 (N+D(a+ N+DO+N+1)  (a)vr2(b)n2

(©)n+1(N +1)! (c+N+1) (g

_ 4

]

Dalla dimostrazione del teorema precedente, ¢ evidente che provare che le funzioni iper-
geometriche siano soluzioni dell’equazione differenziale (4.13) ¢ molto laborioso, ma ha con-
seguenze importanti: in effetti, si pud dimostrare che le altre soluzioni dell’equazione in un
intorno dei punti singolari regolari si esprimono in termini delle funzioni ipergeometriche: la
soluzione relativa al punto z; = 0 con esponente locale 1 — c ¢

AFla—c+1,b—c+1,2—c;2),
mentre le soluzioni relative al punto zo = 1 sono
F(a,b,a+b—c;1—2z),

(1—2)"""Flc—a,c—bc—a—b+1;1—2),

entrambe con dominio di convergenza {z € C : 0 < |z| < 2}. Infine, le soluzioni relative al
punto z3 = o0 SOno

1
7 F (a,a—c+1,a—b+1;—>,
z

1
Z°F <b,b—c~|—1,b—a+1;—),
z

4Per semplicita, non riportiamo i facili passaggi intermedi.

56
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con dominio di convergenza {z € C : |z| > 1}. Concludiamo osservando che, essendo
I’equazione di ordine 2, non ci possono essere piu di due soluzioni linearmente indipendenti.
In effetti, vale ad esempio la seguente identita, dovuta a Klein:

I'(e)l'(c—a—Db)

I'(c—a)l'(c—1b)

F'(e)'(a+b—c)
I'(a)T'(b)

dove I' & la funzione di Eulero.

F(a,b,c;2) = F(a,b,a+b—c+1;1—2)+

(1—2)"""Flc—a,c—bc—a—b+1;1—2),

Lo studio dell’equazione ipergeometrica di Gauss ¢ molto importante: infatti, tutte le equa-
zioni Fuchsiane di ordine 2 con tre punti singolari possono essere trasformate in un’equazione
ipergeometrica mediante alcune trasformazioni, le trasformazioni di Mébius

p: PYC) — PYC)

+b d
= osec#FOez# -9

_ _d — —
z = qoo sec#F0ez=—%, oppurec=0¢€z = o0,

a —
. sec#£0ez=o00

dove ad — bc # 0. Mediante una trasformazione di Mdbius, si portano i loro punti singolari nei
tre punti z; = 1,20 = 2, 23 = oo (in effetti, basta imporre questa condizione in quanto, come
noto, basta fissare I’immagine di questi tre punti in P*(C) per determinare univocamente una
trasformazione di Mobius), e moltiplicando le soluzioni per un fattore della forma z=*(1—2) %,
dove a, 5 € C sono coefficienti opportuni.

La generalizzazione delle equazioni ipergeometriche, ¢ uno dei problemi di cui si occupa la
moderna teoria analitica delle equazioni differenziali.

4.5. Alcuni risultati sul gruppo di Galois differenziale

Proposizione 4.4. Data un’equazione differenziale a coefficienti in C(z),
Y™ a1 ()Y Y 4o ai(2)Y + ag(2)Y =0,

esiste un cambio di variabili che trasforma quest 'ultima equazione in un’equazione differenziale
della forma
Z0 4 b, o (2)Y " o+ 01(2) 2+ bo(2)Z = 0.

Dimostrazione
Sia V una soluzione dell’equazione differenziale nV’ +a,,_1(z) = 0. Se poniamo Y = V Z, per
ogni k =1,2,... la proposizione 1.2 implica che
Lk
y k) — v (m) 7(k—m)
> ()
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4. Equazioni differenziali Fuchsiane Alcuni risultati sul gruppo di Galois differenziale

Se sostituiamo nell’equazione data, riordinando si ottiene che il coefficiente di Z "1 ¢

blz( " )V’—i—anl:nV’—i—anl:O.

n—1
O
Proposizione 4.5. Dato un operatore differenziale lineare monico a coefficienti in C(z),
2= e b+ a()
=— 4+ a0, 1(2)——+ -+ a1(z)— + ag(2),
dzn N g1 "z 0

supponiamo che esista un insieme massimale di soluzioni dell’equazione differenziale associata,
e sia W il Wronskiano di questa n—upla. Se a,_1(z) é identicamente nulla, allora VWV é una
costante, e il gruppo di Galois differenziale dell estensione di Picard-Vessiot corrispondente e
isomorfo a un sottogruppo di SL(n, C).

Dimostrazione
Sia {Y1,...,Y,} un insieme massimale di soluzioni. Per quanto visto nel secondo capitolo, la
derivazione del Wronskiano V di questa n—upla ¢

BR% Y, oo YT

Y'l(l) }/'2(1) o Yn(l)
W' = det : : :
le(n—Q) Y—Z(n—Z) o Yn(n—Q)
| Y'l(”) Y'Q(") o Yn(") ]

L’ipotesi a,,_1 (2) identicamente nulla implica immediatamente che I’ultima riga ¢ combinazione
lineare delle precedenti. Pertanto, W = 0, e WV ¢ una costante.

Sia ora ¢ un elemento del gruppo di Galois differenziale associato: se denotiamo con A, la
matrice corrispondente a quest’ultimo elemento, dato che VV ¢ costante si vede che

W = (W) =det A, - W,

e dato che W # 0, essendo il Wronskiano associato a un insieme massimale di soluzioni, si
ricava det A, = 1 : dunque Gal®(_.#) & un sottogruppo di SL(n, C).
O

Esempio 4.5. Quest ultima proposizione trova conferma negli esempi 3.3, 3.5.

Questo risultato non puo essere migliorato, ovvero esistono operatori differenziali lineari che
verificano le ipotesi della proposizione precedente, con gruppo di Galois differenziale associato
isomorfo al gruppo lineare speciale.

Esempio 4.6. L’equazione di Airy
Y"—2Y =0,

un’equazione che ha applicazioni nella meccanica quantistica, é un’equazione Fuchsiana: due
sue soluzioni linearmente indipendenti su C sono le seguenti, dette funzioni di Airy:

4i: C —» C
z ﬁano <nf >3? s1n(2( ;1) >z",
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Bi: C —» C
(ot 1
1 1| . (2mn+1
z = EZZO:O (n? a3 Sm(%)‘zn'

Il gruppo di Galois differenziale associato all’equazione di Airy ¢ SL(2, C) (si veda [Mag97]).

4.6. Estensioni di Liouville

Sia . D K I’estensione di Picard-Vessiot corrispondente a un’equazione differenziale li-
neare a coefficienti in K. Diremo che 1’estensione . O K € un’estensione di Liouville, e che
I’equazione ¢ risolubile per quadrature se esiste una catena di sottocampi differenziali,

K=F C---CF,=L, (4.16)

tale che ciascuna delle estensioni intermedie ¢ un’estensione con aggiunta di un integrale, op-
pure un’estensione con aggiunta dell’esponenziale di un integrale. Similmente, diremo che
I’estensione . O K ¢ un’estensione di Liouville generalizzata, e che I’equazione ¢ Liouvilliana,
se esiste una catena di sottocampi differenziali come in (4.16) tale che ciascuna delle estensio-
ni intermedie ¢ un’estensione con aggiunta di un integrale, oppure un’estensione con aggiunta
dell’esponenziale di un integrale, oppure un’estensione algebrica. In altri termini, un’estensione
di Picard-Vessiot ¢ di Liouville generalizzata se, per ogni j = 2, ..., m, esiste x; € F; tale che
F; = F;_1(x;) e vale una delle seguenti:

(a) 2’ € Fj_, (ovvero I’estensione ¢ un estensione con aggiunta di un integrale);

(b) =j/z; € F;_1 (ovvero I’estensione ¢ un’estensione con aggiunta dell’esponenziale di un
integrale);

(¢) x; ¢ algebrico sulF;_; (ovvero I’estensione ¢ algebrica).

Infine, se la catena ¢ ottenuta solo mediante estensioni con aggiunta di un integrale, diremo che
I’equazione € risolubile per integrali mentre se € ottenuta solo mediante estensioni con aggiunta
dell’esponenziale di un integrale, diremo che 1’equazione ¢ risolubile per esponencziali. 1 legami
fra 1 vari tipi di estensioni sono evidenti.

Esempio 4.7. L’equazione nell’esempio 3.5 e risolubile per integrali, in quanto [’estensione di
Picard-Vessiot corrispondente e ottenibile mediante tre estensioni con aggiunta dell 'esponenziale
di un integrale.

Una peculiarita della teoria di Picard-Vessiot ¢ che permette di ottenere informazioni sulle
soluzioni di un’equazione differenziale andando a vedere se il gruppo di Galois differenziale ad
essa associato gode o meno di alcune proprieta.

Diremo che un gruppo ¢ ¢
- risolubile se esiste una catena di sottogruppi normali,
{ldy} =<9, =9, 4.17)

tale che, per ogni j = 2,...,m, il quoziente %/ _, ¢ abeliano;
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4. Equazioni differenziali Fuchsiane Estensioni di Liouville

- diagonalizzabile se esiste n € N tale che ¢ ¢ isomorfo al gruppo di matrici diagonali
D(n, K).

Per non complicare eccessivamente la trattazione, ci limiteremo a enunciare soltanto i seguenti
risultati, dimostrati in [CH11] e [Kam]:

Teorema 4.4. Sia L. D K un’estensione di Liouville di campi differenziali. Supponiamo che il
campo delle costanti di L coincida con il campo delle costanti di K. Allora il gruppo di Galois
differenziale associato all estensione, Gal®™(IL/K), é risolubile.

Corollario 4.1. Sia data un’equazione differenziale lineare a coefficienti in C(z). Se il gruppo
di Galois corrispondente non é risolubile, allora [’equazione non e risolubile per quadrature.

Teorema 4.5. Sia data un’equazione differenziale su un campo differenziale K, il cui cam-
po delle costanti e algebricamente chiuso. Sia 9 il gruppo di Galois differenziale associato
all’equazione. Allora:

- l’equazione é risolubile per quadrature se e solo se G é risolubile;
- [’equazione é risolubile per esponenziali se e solo se 9 é diagonalizzabile;

Concludiamo questa sezione, e questo lavoro, osservando che questi risultati sono I’analogo
di quelli della teoria di Galois classica sulla risolubilita per radicali di un’equazione polinomiale:
ricordiamo che, detto K un campo a caratteristica 0, un polinomio p(z) € K[z] si dice risolubile
per radicali se, detto IL il suo campo di spezzamento su K, esiste una catena di estensioni di
campi,
K=F, CF, =Fy(ay) C---CF,=F, 1(a,) =L,

tale che L C I’ ed esistano dei numeri naturali my, . .., m,, tali che, perogni j = 1,...,n,

mj
Oéj € Fj—l-

Teorema 4.6. Se p(z) € Klz| é un polinomio risolubile per radicali, allora il gruppo di
Galois Gal(L/K) é risolubile.
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