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Introduzione

La teoria dei giochi fornisce modelli matematici di situazioni in cui diversi
soggetti interagiscono fra loro cercando di trarre il massimo vantaggio per sé:
lo scopo primario ¢ quello di selezionare la strategia ottimale, allorché costi
e benefici di ciascuna opzione, o strategia, dipendono da scelte individuali.
Se tale opzione ottimale esiste, essa sara la “soluzione” del gioco.

Questa teoria € nata nel 1944 con 'opera “Theory of Games and Eco-
nomic Behavior” di John Von Neumann e Oskar Morgenstern e nei decenni
successivi € stata usata trasversalmente nell’economia, nelle scienze sociali,
nelle scienze politiche, in psicologia, in sociologia; a partire dagli anni ’70 ha
avuto importanti applicazioni allo studio del comportamento animale e della
selezione naturale, nonché nel campo dell’intelligenza artificiale.

Vi sono vari tipi di giochi e vari tipi di soluzioni.

Lo scopo di questa tesi € la descrizione di diversi concetti di soluzione
per alcuni tipi di giochi cooperativi generalizzati con pagamenti laterali, con
I’intento di confrontarli tra loro; in particolare ci siamo occupati dei concetti
di soluzione per i giochi localmente lipschitziani e i giochi quasidifferenziabili.

Vediamo in dettaglio i contenuti della tesi. Nel primo capitolo, di carattere
introduttivo, diamo la definizione di gioco a n giocatori descritto in forma
strategica e le prime nozioni di soluzioni: gli equilibri di Nash e i minimi di
Pareto. Gli equilibri di Nash sono multistrategie dei giocatori scelgono in un
gioco di tipo non cooperativo, cioé quando non collaborano tra loro, mentre
i minimi di Pareto sono le multistrategie che i giocatori scelgono in un caso
particolare di cooperazione: quello in cui tutti i giocatori collaborano. Un
esempio semplice ma significativo che mostra i differenti risultati che danno
questi due concetti di soluzione ¢é il dilemma dei prigionieri (Tucker, 1950).
Successivamente illustriamo i giochi cooperativi con pagamenti laterali,
ossia i giochi cooperativi in cui sono ammessi trasferimenti di utilita tra i gio-
catori. Per questo tipo di giochi usiamo la descrizione in forma caratteristica,
molto piit semplice di quella in forma strategica. Nella forma caratteristica
il gioco é rappresentato da una funzione a valori reali, detta funzione ca-
ratteristica, definita su tutte le coalizioni (cioé tutti i possibili sottoinsiemi



dell’insieme dei giocatori). Quindi a ogni coalizione corrisponde un numero
che rappresenta 1'utilita che la coalizione puo ottenere agendo da sola.
Il problema in questo tipo di gioco é come dividere I'utilita di una coalizione
tra i giocatori che formano la coalizione, cioé la scelta di un’allocazione. Un
concetto di soluzione molto intuitivo ¢ quello fornito dal nucleo del gioco,
introdotto da Gillies nel 1953. Il nucleo € 'insieme delle allocazioni che nes-
suna coalizione puo “rifiutare”, cioé quelle che forniscono un’utilita superiore
a qualunque altra ottenibile da una coalizione che agisce da sola. Il problema
che sorge nel considerare il nucleo come soluzione é che esso puo essere vuoto.
Una nozione alternativa di soluzione é data dal valore di Shapley, in-
trodotto da Shapley nel 1953. Questo tipo di soluzione si definisce per via
assiomatica e si dimostra che esiste sempre ed ¢ unico.

Un’estensione naturale dei giochi cooperativi, nei quali ciascun giocatore
puo partecipare o no ad una certa coalizione, ¢ quella dei giochi nei quali i
giocatori possono decidere di collaborare con gli altri giocatori di una data
coalizione con un certo tasso di partecipazione compreso fra 0 e 1.

Questo tipo di gioco prende il nome di gioco generalizzato ed é stato
introdotto da Aubin (1974, 1981).

Il vantaggio di considerare giochi generalizzati al posto di quelli usuali
consiste nel fatto che la funzione caratteristica del gioco € definita su un
prodotto di intervalli ([0,1]" se n ¢ il numero dei giocatori) invece che su
un insieme discreto e quindi é possibile classificare i giochi sulla base della
regolarita della loro funzione caratteristica.

La nozione di nucleo del gioco si estende in modo naturale dai giochi
usuali ai giochi generalizzati che hanno funzione caratteristica concava e si
osserva che il nucleo del gioco é dato dal superdifferenziale della funzione
caratteristica nel punto (1,1,...,1) € [0,1]", ossia sulla coalizione intera.

Viene definito anche un valore di Shapley generalizzato, con assiomi si-
mili a quelli che definiscono il valore di Shapley usuale. Osserviamo che
se la funzione caratteristica é differenziabile con continuitd e positivamente
omogenea, allora il valore di Shapley coincide con il gradiente della funzione
caratteristica nel punto (1,1,...,1).

In particolare il valore di Shapley e il nucleo del gioco coincidono se la
funzione caratteristica ¢ sia concava sia di classe C*.

Questi due tipi di soluzione hanno in comune importanti proprieta come
Iottimalita di Pareto, la simmetria e la proprieta del giocatore inattivo. Si
tratta di proprieta piuttosto naturali da richiedere alle soluzioni del gioco.

Abbiamo allora definito “insieme di soluzioni” di un gioco cooperativo
generalizzato un insieme che verifica tali proprieta e che coincide con il nu-



cleo del gioco quando la funzione caratteristica ¢ concava, e con il valore di
Shapley generalizzato se la funzione ¢ di classe C*.

Questa definizione permette di ricercare insiemi di soluzioni per classi piu
ampie di funzioni caratteristiche. Il nostro insieme di soluzioni é chiaramen-
te una particolare nozione di soluzione: non é detto che non ci siano altre
possibili definizioni di soluzione. Il motivo per cui prendiamo in considera-
zione questo tipo di soluzione é che unifica i concetti di nucleo e di valore di
Shapley.

Il secondo capitolo é dedicato ai giochi cooperativi generalizzati che han-
no funzione caratteristica localmente lipschitziana, detti brevemente giochi
localmente lipschitziani, studiati da Aubin in [2].

Data una funzione localmente lipschitziana f : 2 C R* — R definita su
un aperto, ad ogni punto xy € €2 si pud far corrispondere un insieme non
vuoto convesso e compatto Oc; f (o) detto il sottodifferenziale di Clarke di f
in xg.

Il sottodifferenziale di Clarke ha la proprieta di coincidere con il super-
differenziale se la funzione é concava e con il differenziale se la funzione ¢
di classe C*. Dopo aver introdotto la nozione di sottodifferenziale di Clarke
di una funzione e aver visto le principali proprieta di questo insieme, abbia-
mo osservato che il sottodifferenziale di Clarke di una funzione localmente
lipschitziana € un insieme di soluzioni per un gioco localmente lipschitziano.

Nel terzo capitolo studiamo le funzioni quasidifferenziabili e la loro appli-
cazione alla teoria dei giochi.

Le funzioni quasidifferenziabili in un punto x sono le funzioni direzional-
mente derivabili la cui derivata direzionale in x &€ somma di una funzione
sublineare e di una funzione superlineare rispetto alla direzione.

Ad una funzione f quasidifferenziabile in un punto x é associata una cop-
pia di insiemi non vuoti convessi e compatti, unici a meno di una relazione
di equivalenza, detto il quasidifferenziale di f in z. La nozione di quasidiffe-
renziale é stata introdotta da Demyanov e Rubinov (1980) ed é un concetto
molto usato nell’ottimizzazione non lineare.

Per quanto riguarda i giochi con funzione caratteristica quasidifferenziabi-
le, detti brevemente giochi quasidifferenziabili, non siamo in grado di definire
un insieme di soluzioni con il quasidifferenziale della funzione, possiamo solo
definire insiemi di quasisoluzioni. Questi insiemi dipendono dal rappresen-
tante del quasidifferenziale scelto e in generale sono diversi tra loro; alcuni
saranno insiemi di soluzioni altri no: tutti gli insiemi di quasisoluzioni ve-
rificano le proprieta richieste per un insieme di soluzioni tranne quelle di
coincidere con il nucleo o con il valore di Shapley.



Introduciamo quindi un altro tipo di soluzione usando il punto di Steiner
di un insieme convesso e compatto: la soluzione st.

La soluzione st di un gioco quasidifferenziabile verifica tutte le proprieta
richieste ad un insieme di soluzioni, tranne quella di coincidere con il nucleo
nel caso in cui la funzione caratteristica é concava; infatti se la funzione
caratteristica € concava la soluzione st coincide con un elemento del nucleo
del gioco. Si tratta quindi di una soluzione puntuale del gioco.

Infine analizziamo cosa succede se la funzione caratteristica del gioco é
sia quasidifferenziabile, sia localmente lipschitziana. In generale una funzione
sia localmente lipschitziana sia quasidifferenziabile avra un sottodifferenziale
di Clarke e un quasidifferenziale che non hanno niente in comune. Tuttavia,
assumendo qualche ipotesi di regolarita sulla funzione caratteristica, la solu-
zione st del gioco € un elemento del sottodifferenziale di Clarke della funzione,
cioé appartiene all’insieme di soluzioni del gioco localmente lipschitziano.

Vorrei ringraziare il professor Paolo Acquistapace per avermi seguito ed
avermi aiutato ogni volta che ne ho avuto bisogno.



Capitolo 1

I giochi cooperativi

1.1 T giochi con n giocatori: primi concetti di
soluzione

1.1.1 Descrizione del gioco

Un gioco con n giocatori viene descritto nel seguente modo: ad ogni giocatore
dell’insieme N = {1,...,n} associamo un insieme di strategie X’ (le possibili
mosse del giocatore).

Chiamiamo XV = X! x ... x X" l'insieme delle multistrategie. In generale
non é detto che siano possibili tutte le combinazioni. Specifichiamo quindi
un sottoinsieme X (N) € X% di multistrategie implementabili. Il compor-
tamento di ogni giocatore : € N sara descritto da una funzione di utilita
fi + X(N) — R che a una multistrategia + € X(N) associa l'utilita dell’
i-esimo giocatore. Il comportamento degli n giocatori sara quindi descritto
dalla funzione di multiutilita

F:X(N)—-R"
F(a:) = (f1(33); afn(x))

Definizione 1.1.1. Un gioco con n giocatori € descritto in forma strategica
da una coppia (X(N), F) dove X(N) C XV & un insieme di multistrategie
(tmplementabili) e F ¢ una funzione di multiutilita definita su X (V) a valori
in R™.

Supporremo che ogni giocatore sia razionale, ossia che voglia massimizzare
la sua funzione di utilitd e implementera strategie che gli danno la vincita
massima. Le strategie implementate dipenderanno dalle caratteristiche del
gioco, in particolare dalle informazioni che il giocatore ha sulle strategie degli
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CAPITOLO 1. I GIOCHI COOPERATIVI 6

altri giocatori e dalla possibilita di formare coalizion:.

Una situazione molto particolare é quella in cui esiste una multistrategia
che raggiunge il cosiddetto massimo virtuale: il massimo virtuale del gioco
¢ il vettore a = (@, ..., ) dove o; = sup,ex(ny fi(r) (evidentemente non
sempre esiste: ha senso solo se tutti gli estremi superiori sono finiti, cioé se
il gioco & superiormente limitato).

Se esiste T € X(N) tale che F(Z) = « chiaramente la multistrategia T
é quella ottimale per tutti i giocatori: tutte le funzioni di utilita vengono
massimizzate contemporaneamente.

Un tale Z € X (V) ¢ detta soluzione naturale del gioco.

Come suggerisce la terminologia, il massimo virtuale, anche quando esiste,
solitamente non appartiene all’immagine di F' e quindi dobbiamo cercare
altri concetti di soluzione, ossia multistrategie ritenute accettabili da tutti
i giocatori, nel senso che garantiscono ad ogni giocatore una vincita non
inferiore alla minima vincita che sono disposti ad accettare.

Due proprieta importanti nella ricerca di un concetto di soluzione sono quelle
di stabilita individuale e di stabilita collettiva. Una multistrategia z € X (N)
gode della proprieta di stabilita individuale se nessuno dei giocatori puo
ottenere una vincita maggiore cambiando strategia sotto 'ipotesi che gli altri
giocatori non cambino le loro strategie, cioé x € X(N) soddisfa per ogni
1eN

fi(l'l,...,.’l?i_l,l'i,xi+1,...,l’n) = max fi(xl,...,xi_l,yi,xiﬂ,...,xn)

yi €Tt X(N)

dove 7' X (N) ¢ la proiezione dell’insieme di multistrategie sulle strategie
dell’s-esimo giocatore.
Una multistrategia z € X(N) é collettivamente stabile se non esiste nes-
sun’altra multistrategia in X (N) che da ad ogni giocatore una vincita mag-
giore di quella data da x, cioé per ogni ' € X (N)\ {z} esiste i € N tale che
fi(z") < fi(z).
Queste due proprieta portano a due concetti di soluzione: gli equilibri di
Nash e le strategie di Pareto rispettivamente.

1.1.2 Gli equilibri di Nash

Per ogni giocatore i € N denotiamo con 7’ e 7’ le proiezioni di una multistra-
tegia sulla strategia dell’i-esimo giocatore e sulla multistrategia dell’insieme
dei giocatori 7 = N\ {7} rispettivamente: per ogni x € X (N) si ha 7*(z) = z;
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e m(x) = x5 = (T1y -+, Ti1, Tig1, -, Tn)-

Definizione 1.1.2. Una multistrategia z € X (N) é un equilibrio di Nash se
per ogni 7 € N si ha
fi(z) = max fi(y)

YEX(N), miy=x;

Un equilibrio di Nash ¢ quindi una multistrategia che massimizza la vincita
di ogni giocatore ¢+ € N supponendo che gli altri giocatori si attengano alla
loro strategia x;.

Esempio 1.1.3. (Il dilemma dei prigionieri) Prendiamo N = {1,2}, X' =
X? ={a,n} e la funzione di multiutilita data da

2\1| a n

(flaf?): a ('5"5) ('670)
n (0,-6) (-1,-1)

L’unico equilibrio di Nash ¢ la multistrategia (a,a). Infatti si verifica facil-
mente che essa verifica la definizione e le altre no. Osserviamo che questa
multistrategia non ¢ quella che da maggior vincita a entrambi i giocatori.
Interpretazione. Due criminali vengono arrestati per un crimine minore per
cui dovranno scontare un anno di prigione ciascuno. Sono pero sospettati di
essere complici in un crimine maggiore per cui sono previsti cinque anni di
pena. Non potendo provare che hanno commesso questo crimine, il commis-
sario si accorda con entrambi: se un malfattore accusera l’altro non dovra
scontare I’anno di prigione per il crimine minore e quindi se non viene accu-
sato potra uscire, mentre se viene accusato dovra scontare i cinque anni per
il crimine maggiore. Se i prigionieri non hanno modo di accordarsi, 1'unica
soluzione ¢ quella di accusarsi a vicenda per non rischiare di dover scontare
sei anni di prigione mentre I’altro viene rilasciato.

Teorema 1.1.4. Siano X', ..., X™ spazi di Banach e X(N) = X} x - x X¥
con X} C X non wvuoto, convesso e compatto per i = 1,..n. Se ogni
funzione di utilita f; : X(N) — R & continua e tale che x; — fi(x;, ;) é
concava per ogni z; € wX(N), allora esiste un equilibrio di Nash per la
funzione di multiutilita F = (f1, ..., fn)-

Dimostrazione. Sia ® : X(/N) x X(N) — R definita da

i=1
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® ¢ continua e concava in z per ogni y € X (N). Inoltre esiste yo € X(NV)
tale che

P =& . 1.1.1
max, (z, yo) (Y0, Yo) (1.1.1)

Infatti, supponiamo per assurdo che per ogni y € X(N) esista z € X(N)
tale che ®(z,y) > ®(y,y) e poniamo per ogni z € X (N)

Ay ={y € X(N)|®(z,y) > (y,9)}-

Chiaramente Uzc x(n)A, € un ricoprimento aperto di X (N), quindi per com-
pattezza esistono zi, ..., z,, € X(N) tali che

X(N)C A, U...UA,, .
Definiamo le funzioni

0i(y) = max{®(z;,y) — ®(y,y),0}, ye X(N) i=1,..,m.

Sono continue, non negative e per ogni y € X(N) esiste almeno un i per
cui ¢;(y) > 0 (in quanto necessariamente y sta in almeno uno degli A,,).
Poniamo

oy pily)
wz(y) - Z;n:1 (P](y)

P(y) = Z%(y)xi :

Chiaramente 9 ¢ continua, inoltre, essendo » i, 1;(y) = 1 per ogni

y € X(N), la funzione ¢ manda X () in se stesso. Poiché X (N) ¢ com-
patto, per il teorema di Tichonov, ¥ ha almeno un punto fisso yy € X (N).
Ricordando che ®(z,y) ¢ concava in z si ha

D(yo, yo) = @ (Z Vi(yo) s, yo) > Zwi(yﬂ)cb(xia Yo) -

Almeno uno dei 1;(yo) deve essere positivo, in quanto almeno uno dei ¢;(yo)
é positivo, ma se 1;(yo) > 0, allora ®(z;,v0) > P(yo, ¥o), quindi si ottiene

m

®(yo, yo) > Zd’z‘(yo)@(ﬂiz',yo) > Z¢i(yo)‘1’(y0,y0) = ®(yo, o)

=1
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che risulta assurdo. Quindi esiste yo € X (V) per cui vale (1.1.1).
Per un tale yq si ha

Zfi(l“i, (%0)i) < Zfi(l/o) Vz € X(N).

Scegliendo 27 = ((Y0)1, s (40)j—1, Tj, (Y0)j+15 --» (Yo)u) (x5 € Xg) per
j =1,...,n otteniamo

fj(mﬁ (yO)j) S f](yO) ) Vm] € Xg € per .7 = 17 -

e questo ci dice che g, € un equilibrio di Nash.

1.1.3 Le multistrategie di Pareto

In molti casi i giocatori possono trovare una multistrategia che garantisca
ad ogni giocatore una vincita maggiore di quella data da un equilibrio di
Nash (ad esempio, nel dilemma dei prigionieri, la multistrategia (n,n) causa
ad entrambi una pena minore della multistrategia di accusarsi a vicenda).
Chiaramente la scelta di una tale multistrategia richiede una collaborazione
fra i giocatori. Se i giocatori riescono ad accordarsi per collaborare sara
quindi naturale che escludano ogni multistrategia per cui ne esista un’altra
che da a tutti i giocatori una vincita maggiore. Le multistrategie che non
vengono escluse da questo criterio sono le multistrategie di Pareto.

Definizione 1.1.5. Dato un gioco (X (N), F'), una multistrategia x € X (N)
é una multistrategia di Pareto se per ogni multistrategia y € X (N) esiste
i € N tale che f;(y) < fi(z).

La multiutilitd ¢ = F'(x) che si ottiene adottando una multistrategia di Pareto
si dira una multiutilita Pareto-ottimale.

Esempio 1.1.6. Nel dilemma dei prigionieri (Esempio 1.1.3), si verifica
facilmente che 'unica multistrategia di Pareto & (n,n).
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1.2 Giochi cooperativi

Abbiamo visto due tipi di gioco: quello non cooperativo in cui non ¢’é alcuna
collaborazione tra i giocatori e quello in cui tutti i giocatori collaborano. Ve-
diamo ora un altro tipo di gioco: il gioco cooperativo con pagamenti laterali.
Nei giochi cooperativi non c¢’é alcuna limitazione alla collaborazione fra i gio-
catori, ogni giocatore puo scegliere se collaborare con altri giocatori e con
quali. T giochi cooperativi si suddividono in due tipi: i giochi con pagamenti
laterali, in cui sono ammessi trasferimenti di utilita fra i giocatori, e i giochi
in cui non sono permessi tali trasferimenti, cioé i giochi senza pagamenti la-
terali.
I giochi con pagamenti laterali sono piu facili da studiare rispetto ai giochi
senza pagamenti laterali. Nei giochi con pagamenti laterali possiamo con-
siderare 1'utilita di una coalizione come la somma delle utilita dei giocatori
che fanno parte della coalizione: infatti in questo caso il comportamento
razionale dei giocatori che formano una coalizione é quello di scegliere una
multistrategia che dia alla coalizione 1'utilita rappresentata dalla massima
delle somme delle utilita dei giocatori che formano la coalizione e poi deci-
dere come dividere questa utilita tra i giocatori.
Ad esempio se due giocatori hanno entrambi due strategie e le loro multiuti-
lita sono date da

2\1| I 11

I (5,3) (0,-4)

IT | (0,00 (3,6)

se agiscono come coalizione, la scelta razionale & la multistrategia (II,II),
perché da la somma massima. Naturalmente il giocatore 1 richiedera che il
giocatore 2 gli ceda parte della sua vincita in modo che la multistrategia con-
venga ad entrambi e minaccera di adottare la strategia I se 2 rifiuta di cedere
parte della sua vincita. Il giocatore 2, se razionale, accettera di cedere parte
della sua vincita purché la quantita che il giocatore 1 richiede sia minore di
3.
Nei giochi senza pagamenti laterali perde di significato la somma delle utilita
dei giocatori e siamo costretti a considerare le utilita dei giocatori della coali-
zione separatamente. Ad esempio nel gioco che abbiamo appena considerato
non possiamo piu fare lo stesso ragionamento fatto sopra. Evidentemente
le multistrategie (III) e (IL,I) non convengono a nessuno dei due giocatori,
quindi, se agiscono come coalizione, sceglieranno (L,I) o (IL,II), pero quale tra
le due?
Questo esempio serve solo ad illustrare la differenza tra i due tipi di gioco.
In questo elaborato analizzeremo soltanto i giochi cooperativi con pa-
gamenti laterali e 1i chiameremo semplicemente giochi cooperativi. Quindi
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d’ora in avanti quando parleremo di gioco cooperativo, esso andra sempre
inteso come gioco cooperativo con pagamenti laterali.

1.2.1 Coalizioni usuali

Introduciamo le coalizioni di giocatori e definiamo il gioco cooperativo.

Definizione 1.2.1. Una coalizione di giocatori ¢ un sottoinsieme S C N.
L’insieme S = N — S si dira coalizione avversa di S.

L’insieme vuoto é anche esso, per convenzione, una coalizione che verra chia-
mata la coalizione vuota.

Indichiamo l’insieme di tutte le coalizioni con 2%.

Definizione 1.2.2. Un gioco cooperativo é descritto in forma caratteristi-
ca da una coppia (N,v); dove N = {1,...,n} & l'insieme dei giocatori e
v : 2V — R & una funzione, detta funzione caratteristica, che ad ogni coali-
zione S C N associa I'utilita v(S) che la coalizione S puo ottenere agendo
da sola. Inoltre v soddisfa

(i) v(0) = 0;

(ii) v é superadditiva, cioé per ogni coppia di coalizioni disgiunte S e T si ha
v(SUT) >v(S) +v(T).

Osservazione 1.2.3. L’ipotesi di superadditivita della funzione caratteristi-
ca non € necessaria. In molti testi si distingue fra giochi che hanno questa
proprieta, detti giochi propri, e quelli che non ce I’hanno, detti giochi impro-
pri.

La differenza fondamentale tra i due tipi di giochi & che nei giochi propri
sono possibili tutte le coalizioni, infatti, per la superadditivita della funzione
caratteristica, i giocatori di ogni coalizione possono ottenere un’utilita mag-
giore di quella che possono ottenere agendo da soli e quindi per razionalita
tenderanno a formare coalizioni (in particolare tenderanno a formare la coa-
lizione intera).

Nei giochi impropri il criterio di razionalita ci dice che si formeranno solo
quelle coalizioni che permettono ai giocatori di ottenere un’utilita superiore
a quella che potrebbero ottenere agendo da soli.

Per il momento consideriamo solo giochi propri.

Esempio 1.2.4. (1 gioco dei pirati) Tre pirati vogliono raggiungere un tesoro
di valore z che sta dall’altra parte di un fiume di larghezza d. Ognuno di essi
possiede una pertica di lunghezza %d. Se chiamiamo N = {1, 2,3} I'insieme
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dei giocatori, la vincita di una coalizione S C N sara x se i giocatori di S
riescono a raggiungere il tesoro e sara 0 altrimenti:

v({i}) =0 Vie N
v({i,j}) =v(N) =z L,jEN, i#]

Esempio 1.2.5. (Il gioco della produzione) Tre produttori hanno ciascuno
una certa quantita di tre diverse materie prime. Per costruire un’unita del
prodotto finale, di valore x, é necessaria un’unitad di ognuna delle materie
prime.

Sia N = {I,11,111} l'insieme dei giocatori e siano a, b e ¢ le tre materie
prime. Supponiamo che i giocatori abbiano le seguenti quantita di materie
prime:

11| 111

W W DN~

WOl W

1
3
0

La funzione caratteristica sara data da

v({I}) =2z

({I1}) =v({I11}) =0
v({i,j}) =3z (i €N i#}j)
v(N) = 6z.

1

Osservazione 1.2.6. Rispetto alla descrizione in forma strategica che ab-
biamo usato nella sezione precedente, la descrizione in forma caratteristica
ci da meno informazioni sul gioco.

Ad esempio consideriamo un gioco in forma strategica (X (), F') con X (N) =
X§ x - x Xp, dove X} C X' ¢ un sottoinsieme finito delle strategie dell’s-
esimo giocatore. X (/V) é l'insieme delle multistrategie pure dei giocatori.
Ammettiamo anche le multistrategie miste: se il gioco viene ripetuto pil
volte, ogni giocatore scegliera una strategia x; € X{ con una certa frequenza
p; € [0, 1], dunque ogni volta che gioca scegliera tale strategia con probabilita
;-

Se X§ = {«1, ..., 2% }, le strategie miste dell’i-esimo giocatore sono i vettori
della forma p' = (pi, ..., pj,.) (dove n; = | X{|), con

n;
0<pi<l, j=Ll.,m e Y pj=1
j=1
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Una multistrategia mista (p',...,p") rappresenta una multistrategia in cui
I’i-esimo giocatore sceglie con probabilita pf la strategia pura .

Per trasformare il gioco in forma strategica (X (NV), F') in un gioco in forma
caratteristica dobbiamo associare ad ogni coalizione S C N un numero reale
v(S). C’¢ un modo canonico per fare questo.

Per ogni coalizione S C N definiamo v(S) come il valore del gioco con due
giocatori a somma zero che si ottiene quando consideriamo S come un unico
giocatore e la coalizione N \ S come il suo avversario.

Ricordiamo alcune nozioni dei giochi con due giocatori.

e Un gioco con due giocatori si dice a somma, zero se la funzione di utilita
del secondo giocatore é la opposta della funzione di utilita del primo
giocatore, ossia per ogni multistrategia z € X(N) = X} x X si ha
fo(z) = —fi(z). In altre parole la funzione di utilita f; rappresenta
simultaneamente la vincita del giocatore 1 e la perdita del giocatore 2.

e Si dice che i giocatori hanno una coppia strategica pura ottimale per f;
se la funzione di utilita f; ha un punto di sella, e in tal caso si definisce
il valore del gioco come il valore di f; nel punto di sella.

e Si dice che i giocatori hanno una coppia strategica mista ottimale per

f1 se la funzione L(p',p?) = Z(z%,w?)eX(N) fi(z}, 23)pip;, definita sul-

I'insieme delle multistrategie miste dei giocatori, ha un punto di sella.
Ogni gioco a somma zero con X () finito ammette una coppia strate-
gica ottimale.

e Si chiama valore del gioco il valore di f; nel punto di sella, nel caso in
cui f; abbia un punto di sella, o il valore di L(p', p?) nel punto di sella,
nel caso in cui f; non abbia un punto di sella.

Chiaramente, poiché esiste sempre una coppia strategica ottimale, il
valore del gioco ¢ sempre ben definito.
Indichiamo il valore del gioco con Valfi(z).

Dunque definiamo v(S) come il valore del gioco a somma zero tra un gioca-
tore, che chiamiamo S, con funzione di utilita fs(z) = >, 5 fi(x), e il suo
avversario, che chiamiamo N \ S, con funzione di utilita fa\s = —fs. Os-
serviamo che la funzione fy\s non ha niente a che vedere con le funzioni di
utilita dei giocatori che formano la coalizione N \ S: ¢ la funzione di utilita
di un giocatore fittizio che ha lo stesso insieme di multistrategie di N \ S ma
che perde quello che S vince. Poniamo percio

v(S) = Val (Z fi(a:)) VS C N, (1.2.1)

1€S
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La quantita v(S) & 'utilita che riceverebbe S se 1'unico scopo della coalizione
N\ S fosse quello di minimizzare 1'utilita di S: rappresenta dunque 'utilita
che la coalizione S puo ottenere agendo da sola, qualsiasi cosa faccia la coa-
lizione avversa.

Chiaramente la definizione di v(/N) va data a parte, in quanto non ha senso
il valore del gioco di N contro (). Osserviamo pero che la definizione data di
v(N) é coerente con l'interpretazione che abbiamo dato di v.

Infatti poiché “ avversario ” di N non ha alcuna strategia, non puo fare
niente per minimizzare I'utilita di NV e quindi la minima utilita che NV si puo
garantire ¢ anche la massima che puo ricevere, ossia maxgc x(n) Y _;en fi(®)-
Osserviamo che v ¢é effettivamente una funzione caratteristica. Chiaramente
la prima proprieta richiesta é verificata: la somma vuota ¢ nulla.

Per quanto riguarda la superadditivita se S e T sono coalizioni disgiunte e
S ha una multistrategia x5 € 75 (X (N)) che le garantisce 'utilita v(S) e T
ha una multistrategia zr € 77 (X (INV)) che le garantisce 1'utilita v(7T'), allo-
ra la multistrategia (s, z7) € 7T (X (N)) garantisce all’unione delle due
coalizioni S UT almeno v(S) + v(T). Inoltre & possibile che ci siano altre
multistrategie congiunte della coalizione S U T che le garantiscono un’utili-
ta maggiore, quindi v(S U T) > v(S) + v(T'). D’altra parte é evidente che
v(S) < v(N) per ogni coalizione S C N. Pertanto v é superadditiva.

Osservazione 1.2.7. Con la descrizione in forma caratteristica, una mul-
tiutilita Pareto-ottimale ¢ si traduce in una multiutilitd ¢ € R" che soddisfa
Y ien € = v(N). Infatti ¢ € F(X(NN)) non ¢ Pareto-ottimale se e solo se
esiste una multistrategia y € X () tale che f;(y) > ¢; per ogni i € N. Scelto
un tale y si ha quindi

TR SEES VRS it
TEX(N) % iEN iEN

Quindi se c € F(X(N)) é Pareto-ottimale allora ) ;.\ ¢; > v(N).
D’altra parte, per definizione di v(N), si ha

F(X(N)) C {c ER"[D < v(N)} .

Dunque se ¢ € F(X(V)) & Pareto-ottimale allora ) ..\ ¢; = v(N).
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1.2.2 Le imputazioni

Nei giochi cooperativi é nell’interesse di tutti i giocatori formare la coalizione
intera: infatti, per la superadditivita della funzione caratteristica, v(N) &
I’utilitd massima che possono ottenere. Il problema é come viene divisa
questa utilita tra i giocatori.

Definizione 1.2.8. Dato un gioco cooperativo (V, v), chiamiamo allocazione
un elemento ¢ € R” tale che Y  ¢; = v(N).

Chiaramente, affinché i giocatori possano mettersi d’accordo per una certa
allocazione, ognuno di essi richiedera che l'utilita che ottiene con la strategia
accordata non sia inferiore di quella che puo garantirsi agendo da solo.

Definizione 1.2.9. Un’allocazione (¢, ..,¢,) € detta una imputazione per
ogni i € N, soddisfa ¢; > v({i}).

L’insieme I delle imputazioni ¢ quindi dato da

I= {(cl, )| DY e =v(N), ¢ > v({i})} .

1EN

L’insieme delle imputazioni ¢ un primo concetto di soluzione per i giochi
cooperativi e ha il vantaggio di essere sempre non vuoto. Infatti per la su-
peradditivita di v si ha ), v({t}) < v(N). Inoltre ¢ molto facile calcolare
I'insieme delle imputazioni.

Proposizione 1.2.10. L’insieme delle imputazioni del gioco (N,v) é dato
dall’inviluppo convesso dell’insieme
jeN } .

Questo risultato ¢ immediato: 'insieme delle imputazioni é I'insiemi dei punti
¢ nell’iperpiano {c¢ € R"| "  ¢; = v(N)} che soddisfano le disequazioni
¢; > v({i}), ossia i punti ¢ che stanno nel politopo di vertici

{ W1} o5 =11, (V) = > o({i}) , o({j +11), - v({n}))

i#j

aj = (U({l}), ({7 =11, o(N) = Y w({i}),v({j +1}), --,v({n})> :

i#]
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Esempi 1.2.11. 1. L’insieme delle imputazioni nel gioco dei pirati (Esem-
pio 1.2.4) ¢é il triangolo di vertici

a =Tey; Gy ==Tey; a3 =2Te€3.
2. L’insieme delle imputazioni nel gioco della produzione (Esempio 1.2.5)
é il triangolo di vertici
a; = (62,0,0); ay = (22,42,0); a3 = (22,0,4z).
3. Sia N = {1, 2,3}. Consideriamo il gioco in cui ognuno dei tre giocatori

ha due possibili strategie pure, I e II, e i loro insiemi di strategie sono
le strategie miste

Xi={(p,1—p)|0<p <1} i=1,2,3.

Le multistrategie pure danno come multiutilita

se 1 sceglie I : se 1 sceglie II:
23] 1 I 2\3| 1 II
I [(031) (21,0 I [(1,0,00 (L,1,0)
| (4,2,3) (1,0,0) II |(0,0,1) (0,1,1)

Per trovare I'insieme delle imputazioni dobbiamo calcolare v({i}) per
i=1,2,3ev(N).

v(N) sara dato dalla somma degli elementi del vettore di multiutilita
che risulta massima, quindi v(N) =4+4+3+2=09.

Per trovare v({1}) calcoliamo la matrice delle utilita di 1

1\(2,3) | LI LII 11 ILI
I 0 2 4 1 (3)
11 1 1 0 0

Questa é la matrice di un gioco a due persone a somma zero tra il
giocatore 1 e il giocatore (2,3) con funzione di utilitd fo3 = —fi,
quindi v({1}) sara dato dal valore del gioco a somma zero che ha come
matrice (3) che é 1/2.

Per calcolare v({2}) e v{3} si procede in modo analogo e si otterra
v({2}) =0 e v({3}) = 3/4.

Quindi I’insieme delle imputazioni del gioco é il triangolo di vertici

a1 = (1/2,0,17/2); a» = (1/2,15/2,1); a3 = (8,0,1).



CAPITOLO 1. I GIOCHI COOPERATIVI 17

1.2.3 Il nucleo
Supponiamo ora che venga proposta una imputazione ¢ = (cy, ..., ¢;) come
suddivisione di v(N).
Se c’¢ un S C N tale che ), .o c; < v(S), ai giocatori ¢ € S non conviene ac-

cettare I'imputazione proposta, in quanto, formando la coalizione S, possono
ottenere un’utilitd maggiore o uguale a v(S).

Definizione 1.2.12. Diremo che una coalizione S C N rifiuta un’imputa-

zione c se

Z ¢ <v(S).

ies
L’insieme, C(N,v), delle imputazioni che non vengono rifiutate da alcuna
coalizione S C N ¢ detto il nucleo del gioco.

n
C(N,v)={ceR"| Zci = v(N), Zci >v(S), VS C N}
i=1 i€s
Il concetto di soluzione dato dal nucleo del gioco ha il vantaggio di essere pit
piccolo dell’insieme delle imputazioni (& un suo sottoinsieme). Lo svantaggio

di considerare il nucleo come concetto di soluzione ¢é che in alcuni casi esso é
vuoto.

Esempio 1.2.13. Un gioco cooperativo (/V,v) con le proprieta

(i) (gioco essenziale) ), v({i}) < v(N),
(i1) (gioco a somma costante) per ogni S C N si ha v(S)+v(N\S) = v(N),

ha nucleo vuoto.
Infatti, data una qualsiasi imputazione ¢ € I, per (i) esiste & € N tale che
¢t > v({k}), in quanto, se cosi non fosse, si avrebbe

v(N) = Zc < Zu({i}) < v(N)
che é assurdo.
Per (ii) abbiamo
v(N\{k}) =v(N) —v({k}) > o(N) —cr = ) ¢
ieN\{k}

cioé 'imputazione c viene rifiutata dalla coalizione N\ {k}. Per I'arbitrarieta
di ¢ € I il nucleo risulta vuoto.
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Esempi 1.2.14. 1. Il gioco dei pirati (Esempio 1.2.4) ha nucleo vuoto.
Infatti il gioco dei pirati é essenziale e a somma costante.

2. Il nucleo del gioco della produzione (Esempio 1.2.5) non é vuoto. Infatti
se scriviamo le condizioni di appartenenza al nucleo vediamo che, ad
esempio, ci stanno tuttii punti della forma (¢;, coz, c32) con2 < ¢; < 3
ecotc3=6—crecon0<c<3el<c <3

1.2.4 1l valore di Shapley

I1 fatto che il nucleo possa essere vuoto rende tale nozione inutilizzabile come
concetto di soluzione per alcuni giochi. Vediamo quindi un altro concetto
di soluzione: il valore di Shapley. L’idea é quella di associare ad ogni gioco
un’allocazione che tiene conto del ‘valore’ che i singoli giocatori hanno nel
gioco. Sara quindi un’allocazione che rispetta certi assiomi che ci dicono
quanto ‘valgono’ i giocatori.

Definizione 1.2.15. Il valore di Shapley, ¢, ¢ una funzione lineare che ad
ogni gioco (N, v) associa un vettore p(v) = (¢1(v), ..., on(v)) € R, dove
n = |N|. Inoltre ¢ soddisfa i seguenti assiomi:

1. Ottimalita di Pareto: Y,y ¢i(v) = v(N).

2. Simmetria: se  : N — N é una permutazione dei giocatori allora posto
0 xv(S)=uv(0(9)),
si ha (0 * v) = Op(v) .

3. Proprieta del giocatore inattivo: se il giocatore i soddisfa v(S U {i}) =
v(S) per ogni coalizione S non contenente %, allora ¢;(v) = 0.

Osserviamo che questi assiomi sono abbastanza intuitivi e sostanzialmente
sono regole che ci dicono che il valore dato ai giocatori deve essere equilibrato:

e la linearita ci dice che se vengono giocati contemporaneamente pil
giochi (distinti o piu partite dello stesso gioco), il valore dei giochi
insieme ¢ la somma del valore dei giochi giocati separatamente.
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e il primo assioma esprime la razionalita del gruppo: la somma dei valori
dei giocatori ¢ il valore della coalizione intera, che, come abbiamo visto,
é la vincita massima che si pud ottenere;

e il secondo assioma ci dice che il valore dei giocatori non dipende dal-
I’ordine in cui giocano;

e il terzo assioma ci dice che se un giocatore non apporta né toglie niente
a una coalizione quando si unisce ad essa, allora il suo valore ¢ nullo.

Teorema 1.2.16. FEsiste un unico valore di Shapley.

Dimostrazione. Fissato S C N non vuoto consideriamo la funzione carat-
teristica wg data da

1 seTCS
ws(T) = { 0 altrimenti

Supponiamo di avere un valore di Shapley ¢. Per il terzo assioma @;(wg) =0
se 1 ¢ S; il secondo assioma ci dice che se i e j sono entrambi in S allora
vi(wg) = ¢;(wg) (basta considerare qualsiasi permutazione 6 di N che manda
S in sé); infine, per 'assioma di ottimalita, ) ..y vi(ws) = ws(N) = 1.
Pertanto

(ws) = 1/1S| seie S
villWs) =1 o altrimenti

Per la linearita di ¢ abbiamo quindi chese v = ) ¢ -\ cs(v)ws, con cg(v) € R,
si ha

pv) = 3 es(v)p(ws) = ZCTéT)ZCTéT)ZC‘S—g‘)) . (12.2)

SCN SCN SCN SCN
1€S 2€S nes

D’altra parte ogni funzione caratteristica v : 2% — R puo essere scritta nella

forma v =4\ cs(v)ws.
Infatti, se definiamo per ricorsione

cg(v) =0
cr(v) =v(T) - ZSQT cs(v),

allora per ogni 7" C N si ha

Z cs(V)ws(T) = Z cs(v) = cer(v) + Z cs(v) =v(T).

ScN scr ST
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Quindi v = Y ¢y cs(v)ws.

Abbiamo quindi provato 'unicita del valore di Shapley: se esiste deve essere
dato dalla formula (1.2.2) per ogni funzione caratteristica v.

La dimostrazione dell’esistenza ¢ data dalla verifica che la formula (1.2.2)
¢ lineare e soddisfa gli assiomi. E una verifica piuttosto laboriosa, perd
vedremo nella prossima sezione che vi é un altro modo per scrivere il valore
di Shapley, che ci rendera pit immediate le verifiche. Rimandiamo quindi la
dimostrazione dell’esistenza alla prossima sezione.

O

Esempi 1.2.17. 1. Il valore di Shapley del gioco dei Pirati (Esempio
1.2.4) ¢ dato da (32, 3z, 52). Infatti
C{i}(v)zo Vie N
cijyv)=z L,jEN i#j
en(v) = —2x

Quindi la formula (1.2.2) ci da

r =2z 1
i — 2_ — =T, v y N .
(p)i =25+ —— =3z, Vi€
2. Tl valore di Shapley del gioco della Produzione (Esempio 1.2.5) & (3, 2z, 2z
Infatti
ey (v) =2z
cin(v) = ey (v) =0
C{1,11} (v) = C{I,HI}(’U) =z
C{H,IU}(U) =3z
en(v) = —x.
E quindi
z z 8
= 2r+4+2-—==—
(e(v): 2425 -3 =z
r 3x x B

(@) = o(N) = ()1 + (()11) = gfﬂ
Osservazione 1.2.18. Una soluzione come il valore di Shapley si dice una
soluzione puntuale, in contrapposizione con soluzioni insiemistiche come il
nucleo. Ci sono diverse soluzioni puntuali suggerite per i giochi cooperativi
(vedi ad esempio [9]), si pud provare che il valore di Shapley é I'unica im-
putazione che verifica I’additivita, la simmetria e la proprieta del giocatore
inattivo.

).
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1.3 Giochi cooperativi generalizzati

1.3.1 Coalizioni generalizzate

Molte caratteristiche dei giochi cooperativi si studiano nell’ambito dei giochi
cooperativi generalizzati.

Infatti nei giochi cooperativi generalizzati, al posto delle coalizioni usua-
li, in cui S C N (ossia, identificando la coalizione con la sua indicatri-
ce, 7° € {0,1}"), abbiamo le coalizioni generalizzate, che sono elementi
7 € [0,1]". 1l significato & abbastanza intuitivo: ogni giocatore pud par-
tecipare ad una coalizione con un certo tasso di partecipazione 7; € [0, 1].

In un gioco generalizzato quindi la funzione caratteristica sara definita su
[0,1]™ invece che su {0,1}" e questo ci permette di studiarne le proprieta di
regolarita. In particolare, una volta definiti i concetti di nucleo e valore per
un gioco generalizzato, vedremo che possiamo esprimere questi concetti di
soluzione in termini della regolarita della funzione caratteristica.

Definizione 1.3.1. Ogni 7 € [0,1]" si dice una coalizione generalizzata.

Le componenti 7; di una coalizione generalizzata rappresentano la partecipa-
zione dell’i-esimo giocatore alla coalizione.

Esempio 1.3.2. Chiaramente le coalizioni usuali S C N possono essere viste
come coalizioni generalizzate: basta identificare la coalizione S C N con la
sua indicatrice 75 € [0, 1]® di componenti

sy _J 1 sei€S
(T)'_{O sei ¢S

Estendiamo i concetti di gioco cooperativo, allocazione rifiutata e nucleo del
gioco alle coalizioni generalizzate. In un gioco generalizzato ¢ naturale che
I'utilita di una coalizione venga suddivisa tra i giocatori proporzionalmente
alla loro partecipazione alla coalizione. Si hanno quindi le seguenti definizioni:

Definizione 1.3.3. e Un gioco cooperativo generalizzato é descritto in
forma caratteristica da una coppia ([0, 1]*, v), dove n = |N| ¢ il numero
di giocatori, e v : [0,1]" — R ¢ una funzione, detta funzione carat-
teristica, che ad ogni coalizione 7 € [0, 1]" associa l'utilita v(7) della
coalizione generalizzata 7. Inoltre v soddisfa
(i) v(0) = 0;
(ii) v é positivamente omogenea, ossia v(A7) = Av(7) per ogni A > 0.
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e Una coalizione generalizzata 7 € [0, 1]” rifiuta un’allocazione c se

T-c<v(r).

e Il nucleo di un gioco cooperativo generalizzato ¢ I'insieme di allocazioni
c € R" tale che

Zci =v(™) e T-c>w(r) Vrelo,1],
i=1
e viene indicato con C([0,1]*,v) (o con C(v)).

Osserviamo che per i giochi generalizzati non richiediamo la superadditivita
della funzione caratteristica. Vedremo in seguito cosa succede quando é ve-
rificata questa proprieta.

1.3.2 1l nucleo del gioco generalizzato

Abbiamo visto che una coalizione usuale S C N ¢ anche una coalizione gene-
ralizzata (rappresentata dalla sua indicatrice 7%). Ne segue che il sistema che
descrive il nucleo di un gioco generalizzato contiene anche le equazioni che
determinano il nucleo del gioco usuale (N, v|,~ ). Pertanto il nucleo del gioco
generalizzato ([0, 1]",v) é contenuto nel nucleo della sua restrizione al gioco
usuale (IV,v|qnv). Quindi se il nucleo del gioco generalizzato é non vuoto lo é
anche il nucleo della sua restrizione a gioco usuale.

Come vedremo, il nucleo di un gioco generalizzato ¢ dato dal superdifferen-
ziale della funzione caratteristica sulla coalizione intera, quindi abbiamo una
condizione sufficiente affinché il nucleo non sia vuoto: se la funzione caratte-
ristica é superadditiva (e quindi concava) il nucleo del gioco sara non vuoto.
Ne segue che i giochi usuali che possono essere espressi come restrizione di
un gioco generalizzato con funzione caratteristica superadditiva hanno nu-
cleo non vuoto. Il problema ¢ quindi quello di capire quali sono questi giochi,
cioe di vedere come si possono estendere i giochi usuali a giochi generalizzati
e quali sono i giochi che estesi da {0,1}" a [0, 1]™ risultano superadditivi.
Vediamo anzitutto la caratterizzazione del nucleo dei giochi generalizzati.

Osservazione 1.3.4. La funzione caratteristica di un gioco generalizzato
([0,1]™,v) puo essere estesa a R . Infatti per 'omogeneita basta porre

i=1"1

v(r) = (én)v (#) per 7 # 0 (1.3.1)



CAPITOLO 1. I GIOCHI COOPERATIVI 23

(e per definizione v(0)=0).

Spesso ci servira che 7V sia nella parte interna dell’insieme dove é definito v,
pertanto, d’ora in poi, considereremo funzioni caratteristiche v positivamente
omogenee e definite su R} da (1.3.1).

Proposizione 1.3.5. Il nucleo di un gioco generalizzato ([0,1]",v) ¢ dato
dal superdifferenziale Ov(T") div in 7 = (1,...,1).

Dimostrazione. Ricordiamo che il superdifferenziale dv(7) di v in 7 € R*
é dato da

ov(r) ={c|v(o)—v(r)<o-c—T-c,Vo €RL}.

Se ¢ € C([0,1]",v), da

v(o)—0o-c<0 VoeR}
v(tN) =1V .c=0

si ha
v(io)—o-c<v(N)—7V-c, VoeR:

cioé ¢ € du(TV).
Viceversa se ¢ € Ov(T"), scegliendo 0 =0 e 0 = 27" si ha

quindi v(7Y) = 7V - ¢ e, sostituendo nella disequazione che definisce il
superdifferenziale, si ha v(7) < 7-c per ogni 7 € R}. Quindi ¢ € C([0, 1], v).

O

Corollario 1.3.6. Se la funzione caratteristica v : R} — R del gioco ge-
neralizzato ([0,1]",v) é superadditiva, allora il nucleo del gioco é non vuoto,
convesso e compatto.

Inoltre se v ¢ differenziabile in ™ allora il nucleo del gioco é costituito dalla
sola allocazione ¢ = Vu(tV).

Dimostrazione. Basta ricordare che una funzione concava a valori reali &
continua e superdifferenziabile in ogni punto della parte interna dell’insieme
dove ¢ definita e che il suo superdifferenziale in ogni punto é non vuoto,
convesso e compatto. Inoltre il superdifferenziale ov(7™) é un singoletto se
e solo se v ¢ differenziabile in 7V e in tal caso dv (") = {Vu(rM)}.

O
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Esempi 1.3.7. 1. Consideriamo un gioco con tre giocatori N = {1, 2, 3}
in cui i giocatori 1 e 2 hanno ciascuno un’unita di un certo prodotto A e
3 ha un’unita di un prodotto B. I prodotti A e B sono complementari,
cioé una frazione a di A piu una frazione v di B danno un prodotto di
valore f(a) dove f :[0,1] — R é una funzione crescente. Consideriamo
il caso f(a) = . La funzione caratteristica di questo gioco sara data
da

v(7) = min{n + 7, 73} .

Evidentemente v é superadditiva, dunque il nucleo € non vuoto. Inoltre
in un intorno di 7V si ha v(7) = 73, pertanto v ¢ differenziabile in 7V

e C([0,1]",v) = {Vv(r™)} = {(0,0,1)}.

2. Vediamo un gioco simile al precedente. Stavolta perdo abbiamo due
giocatori di cui uno ha un’unita di A e ’altro una di B, con A e B
come sopra. La funzione caratteristica é data da

v(7) = min{n, n}.
Si verifica facilmente che in questo caso il nucleo é
C(v)={ce€[0,1]* : ¢ + ¢, = 1}.
Per quanto abbiamo detto precedentemente vogliamo vedere quando possia-
mo estendere un gioco usuale ad un gioco generalizzato con funzione carat-

teristica positivamente omogenea e superadditiva. Introduciamo quindi il
concetto di gioco bilanciato.

Definizione 1.3.8. Sia 7 € [0, 1] una coalizione generalizzata. Definiamo

Z m(S9)T° = T}

SCN

N(T):{m:QN—HRjL

cioé 'insieme dei pesi non negativi m(S) tali che
=Y m(S).
SCN,S3i

L’insieme N (7) sara detto I'insieme dei bilanciatori.
Dato un gioco usuale (N,v), definiamo la copertura concava di v come la
funzione 7v : [0,1]" — R

mv(T) = sup Z m(S)v(S) .

meN (1) SCN
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Vediamo che, mediante la copertura concava, ogni gioco usuale puo essere
esteso a un gioco generalizzato con nucleo non vuoto.

Proposizione 1.3.9. Per ogni v la funzione mv é positivamente omogenea e
superadditiva su R . Inoltre soddisfa

mv(r%) > v(S), VSCN. (1.3.2)
Dimostrazione. Sia A > 0. Si ha N (A7) = AN(7). Infatti se m € N (A7),
per definizione
Z m(S)T% = A1,

SCN

Essendo A > 0 possiamo dividere e si ha
1
Z Xm(S)TS =T
ScN

Quindi +m € N(7), che equivale a dire i € AN (7).
Ne segue immediatamente la positiva omogeneita di 7v: infatti se A > 0

mv(AT) = sup Z m(S)v(S) =

meN (A1) SCN
m’=%
= sup Z m(S)v(S) L sup Z Am!(S)v(S) = Aro(T) .
meM(T) SCN m'eN(T) SCN

Per quanto riguarda la superadditivita, vediamo anzitutto che
N(T)+N(o) CN(r+0).

Infatti se m € N (1) e n € N (o) si ha

quindi

> (m(S)+n(S)r =7+0

SCN
cioé m +n € N (7 + o). Pertanto si ha

mv(T+0)= sup Z m(S)v(S) > sup Z m(S)v(S) =

meN (t+0) SCN meN (1)+N (o) SCN
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= sup  sup Z(ml + mg)(S)v(S) = mv(r) + mv(0o)
m1EN (1) ma2eN (o) SCN

Resta da verificare 'ultima proprieta dell’enunciato, cioé che per ogni S C N
si ha mo(75) > v(9).
Fissato S C N, consideriamo la funzione mg : 2% — R cosi definita

1l seT =S8

T|—>m5(T):{ 0 seT#S

Chiaramente mg € N (79), in quanto Y,y mg(T)r" = 7°.
Quindi
(%) > Z ms(T)v(T) = v(S).

TCN

0

Definizione 1.3.10. La funzione caratteristica v di un gioco usuale (N, v)
si dice bilanciata se
v(N) = mo(rY).

Teorema 1.3.11. (Shapley-Bondareva) Il nucleo di un gioco (N,v) é non
vuoto se e solo se v é bilanciata. In tal caso il nucleo di (N,v) coincide con
il nucleo di ([0,1]", mv).

Dimostrazione. Supponiamo che il nucleo di (N, v) non sia vuoto. Sia ¢
un elemento del nucleo e m € N (7). Si ha

o(N)=7".¢c= (Z m(S)TS) o= m(S)r¥-c> Y m(S)u(S)

SCN SCN SCN

quindi v(N) > mo(rV).

La diseguaglianza opposta segue dalla diseguaglianza (1.3.2). Quindi v &
bilanciata.

Viceversa, supponiamo che v sia bilanciata. Sia ¢ € C([0,1]", 7v), allora

™ . c=mv(t") = v(N)

essendo v bilanciata. Inoltre, per (1.3.2) e per la definizione di nucleo, per
S C N siha

™ ¢ > (%) > v(9)
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Quindi ¢ appartiene al nucleo di (V,v) e C([0, 1], 7v) C C(N,v). In partico-
lare questo ci dice che il nucleo di (/V,v) non é vuoto, in quanto non lo é il
nucleo del gioco ([0, 1]", 7v) (per il Corollario 1.3.6 e la Proposizione 1.3.9).
Vediamo che C(N,v) C C([0,1]",7v). Sia ¢ € C(N,v). Dal fatto che
79 ¢ > v(S) per ogni S C N, si ha che, per ogni 7 e per ogni m € N (1)

T-c= Z m(S)7% - ¢ > Z m(S)v(S)
SCN SCN
e quindi 7 - ¢ > 7wo(7).
L’altra condizione che definisce C([0, 1], 7v), cioé 7V - ¢ = wv(7), & imme-
diata per il fatto che v é bilanciata.

g

Osservazione 1.3.12. Questo teorema é particolarmente utile per dimo-
strare che un gioco usuale ha nucleo vuoto: infatti per provare che un gioco
(N,v) non ¢ bilanciato bastera trovare un “bilanciatore” m € N (V) tale che

D m(S)u(S) > v(N).

SCN

Consideriamo ad esempio il gioco dei pirati (Esempio 1.2.4). Cerchiamo
m € N (V) tale che

ZSCN m(S)TS =7V e

m({1,2}) + m({1,3}) + m({2,3}) + m(N) > 1

Si vede facilmente che basta scegliere

v 173 se|S|>1
m(S)_{O se |[S|=1

1.3.3 1l valore di Shapley generalizzato

Come abbiamo fatto per i giochi usuali, anche per i giochi generalizzati ve-
diamo un’altro concetto di soluzione del gioco definito a partire da assiomi
che determinano il valore dei giocatori. La soluzione che si ottiene con questi
assiomi sara detto il valore di Shapley generalizzato.

Vedremo che il valore di Shapley generalizzato coincide con il nucleo quando
sono entrambi definiti.

Indichiamo con V" I'insieme delle funzioni v : R} — R positivamente omo-
genee, nulle nell’origine e di classe C! sulla diagolanle {¢t7V|0 < ¢ < 1}.



CAPITOLO 1. I GIOCHI COOPERATIVI 28

Consideriamo i giochi generalizzati con funzioni caratteristiche v € V™.
Cerchiamo un operatore ¥ : V™® — R" lineare che ad ogni funzione caratte-
ristica v € V™ associa un’allocazione ¢(v) = (¢1(v),...,¢¥n(v)) € R* e che
soddisfa i seguenti assiomi.’

1. Ottimalita di Pareto:
D hi(v) = v(V).
i=1

2. Simmetria: Sia # : N — N una permutazione dei giocatori. Definia-
mo

(0% v) (1500 Tn) = V(T 1(1)5 -y 91 (), YU EV™ e

0(ci, ..., cn) = (Co1ys - Com)) s Ve = (c1,...,6n) ER”

Richiediamo che per ogni permutazione # e per ogni v € V" valga
$(0 xv) = 6(¥(v))

3. Atomicita: Dato un gioco ([0, 1]",v), sia P = {S, ..., Sy} una parti-
zione degli n giocatori in m tipi di giocatori.
Definiamo il gioco con m giocatori ([0, 1]™,P % v) con funzione carat-
teristica

(P *v)(o1,..c,0m) = 0(T1, ..., ), dover,=0;sei€S;.

In altre parole ([0,1]™,P x v) ¢ un gioco tra coalizioni di giocatori in
cui la partecipazione di ogni giocatore 7; € uguale alla partecipazione
o; del tipo di giocatori a cui appartiene nel gioco ([0, 1]™, P * v).
L’assioma di atomicita richiede che per ogni partizione P in m tipi di
giocatori e per ogni v € V" si abbia

TP *v) Zlﬁ j=1...m

1€S;

cioé che il valore di ogni tipo di giocatori sia la somma dei valori dei
giocatori che appartengono a tale tipo.

!Chiaramente I’operatore 1 dipende anche dal numero n di giocatori, quindi quando
sara necessario specificare il numero di giocatori indicheremo ’operatore con "
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Definizione 1.3.13. Data ¢ : V® — R" lineare e continua che soddisfa gli
assiomi di ottimalita di Pareto, di simmetria e di atomicita, diciamo che ) &
un valore di Shapley generalizzato.

Teorema 1.3.14. Esiste un unico valore di Shapley generalizzato
Y V™" - R" dato da
1
Y(v) = / Vu(trV)dt, VYveV" (1.3.3)
0
Inoltre per ogni operatore lineare A : R™ — R™ tale che AT =1V si ha
Y™ (vo A) = A" (v) (1.3.4)

Dimostrazione. La linearita di v é evidente per la linearita del differenziale
e dell’integrale. Proviamo che, per v € V", la funzione ¢ data dalla formula
(1.3.3) soddisfa gli assiomi.

L’ottimalita di Pareto segue immediatamente dalla continuita di Vv sulla
diagonale {t7" |0 < t < 1}, infatti

1_21%(1)) = 1_21/0 6—7_iv(t7-N)dt:/0 a“(tTN)dt:

=o(t") —v(0) = v(Y).

Le proprieta di simmetria e di atomicita seguono da (1.3.4):

e Simmetria: prendiamo m = n ed A la matrice della permutazione 6,
cioé la matrice Ay con elementi

ai; = (i), (1.3.5)
Per ¢ € R" si ha
Age = (Cg-1(1), -, Co-1(n)) = 0'c e Alc= (Co(1ys -1 Corny) = Oc
quindi
(vo Ag) (1, .oy Tn) = V(Ag(TL, oy Tn)) = V(Tg-1(1), ey To-1(m)) = (0 % v)(7)
Pertanto se vale (1.3.4) otteniamo

h(0 % v) = P(v o Ag) = Agtp(v) = 0(v).
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e Atomicita: consideriamo la partizione P = {Si,...,S,,} degli n gio-
catori in m tipi e associamo a P la matrice Ap € M x,(R) con
elementi

1 sei€S;
;5 = { 0 sei ¢ Sj (136)

Si vede facilmente che, se abbiamo o € R™ e ¢ € R”, si ha

APJ = (7—17 "'7Tn) con 7; = O'j se 1€ S] (137)

Aec=(di,...,dn) cond;= Zcz-

iESj

In particolare (1.3.7) mi dice che v o Ap = P % v. Pertanto se vale
(1.3.4) otteniamo per j = 1,...,m

VP (P xv) = (v o Ap) = (Ap(U"(0))), = D Wf(v).

1€S;

Ci basta quindi provare che vale la proprieta (1.3.4). Ricordiamo che, essendo
A R™ — R” lineare, il differenziale della funzione composta v o A in un
punto 7 & dato da V(v o A)(1) = A*'Vuv(A7). Quindi usando il fatto che

AT™™ = 7N i ha

1 1

W (o A) = / V(v o A)(trM)dt = / AV (V) dt = A (o)

0 0

Abbiamo quindi provato che % é un valore di Shapley generalizzato. Resta
da vedere l'unicita.
Per il teorema di Stone-Weierstrass, 'insieme R[7q, ..., 7,,] dei polinomi in n
variabili & denso in V™, quindi ci bastera provare che per v € R, ..., 7] il
valore di Shapley é unico.
Inoltre, affinché v sia un valore di Shapley generalizzato, per definizione 1)
deve essere lineare e continuo, quindi bastera provare il risultato per i mono-
mi in n variabili.
Sia vp(7) = 78 ...tk Poiché (1.3.3) definisce un valore di Shapley gene-
ralizzato, dobbiamo mostrare che per ogni ) lineare e continuo su V" tale
che v(vy) sia Pareto-ottimale, simmetrico e atomico, si ha ¥(v;) = 1 (vy).
Calcoliamo quindi ().

(o) = /0 (M)t =
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1

ky=1_k: k k1k21 k ki ks | _kn—1 -

/(k1 HI PR e Y E T e kT Ty T )|T:(t7-N)dt—
0

1
ki+ko+ ...+ kp

(k1 -y kn)

1
/t<3 VR (k) dt =
0

Ora sia ¥ un valore di Shapley generalizzato.
Osserviamo che P'assioma di Pareto-ottimalitd e 'assioma di simmetria ci
dicono che per ogni v € V" simmetrica si ha

Y(v) = T (1.3.8)

Infatti, se v & simmetrica, per ogni permutazione 6 dei giocatori si ha D(v) =
w(G*U) = 01)(v). Pertanto ¢)(v) dovra essere un vettore della forma (a, a, ..., a).
Inoltre lottimalita di Pareto implica na = v(7"), per cui si ha la formula
(1.3.8).

Possiamo considerare vy come il gioco P * v dove

- |k| :k1+k2+...+kn;

- V(015 ey Opg)) = 01+ - O

- P ¢ la partizione dei | k| giocatori in n tipi Ay, ..., A,, dove A; ha k; giocatori.
La funzione vy € simmetrica, quindi, se indichiamo con K l'insieme dei ||
giocatori, per (1.3.8), si ha

@k‘(vlk\) — WJ

Applichiamo I’assioma di atomicita. Si ha

(o) = PP rug) = Y 0 (o) % .
JEA;
Quindi ¥ (vg) = 1b(vy) e risulta provata l'unicita.
U
Osservazione 1.3.15. Ogni funzione v € V" verifica
Vo(trV) = Vou(r"Y)  per ognit >0 (1.3.9)

Infatti, grazie all’omogeneita positiva, per ogni 7 € R” si ha

N _
Vo(trV) - 7 = lim v(tt + at) — v(t7) _

a—0 6%
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N a _ N
zlirr(l)U(T +t;) olr )ZV’U(TN)-T

¢
Quindi, usando (1.3.9), si ha che per v € V™,

/Vv (tr™N)dt = /Vv )dt = V()

Corollario 1.3.16. Se v € V" ¢é superadditiva allora il valore di Shapley
generalizzato 1 (v) & l'unico elemento del nucleo del gioco C(v).

Dimostrazione. Chiaramente se v € V" (e quindi v & differenziabile in 77)
e v & superadditiva, il nucleo del gioco ([0, 1]",v) ¢ il singoletto

C(v) = {Vu(r™)}.
Dunque per I’Osservazione 1.3.15, C(v) = {1 (v)}.

0

Osservazione 1.3.17. Gli assiomi che definiscono il valore di Shapley ge-
neralizzato sono diversi da quelli che definiscono il valore di Shapley di un
gioco usuale. In particolare per il valore generalizzato non si richiede che un
giocatore inattivo abbia valore nullo. In realta questa proprieta ¢ conseguen-
za degli altri assiomi: infatti se il giocatore ¢ € inattivo, questo significa che
la funzione caratteristica non dipende da 7; € quindi

1/Ji(v):/0 ai (trM)dt = 0.

Adesso siamo in grado di dimostrare I'esistenza del valore di Shapley per i
giochi usuali. Ricordiamo che ogni funzione caratteristica v : 2V — R puo
essere espressa come v = » ¢ Cs(v)ws dove

[0 se S =10 T — 1 seSCT
cs(v) = U(S)—ZTQSCT(U) se S£Q ws(T) = 0 altrimenti

Corollario 1.3.18. L’unico valore di Shapley per i giochi usuali é dato da
o) =Y(wv), Yv:2¥ =R,

dove w : {v : 2Y — R} — V™ ¢& loperatore di estensione di Cornet, ed ¢é
definito da

/18|
wo(r) = Z cs(v) (H Ti> (1.3.10)

ScN i€S
e : V"™ — R" éil valore di Shapley generalizzato.
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Dimostrazione. Avevamo visto nel teorema 1.2.16 che il valore di Shapley
é unico ed é dato da

pi(v) = Z csév) j=1,..,n

= 5]
JES

quindi dobbiamo provare che 1 (wv) da lo stesso risultato. La verifica é una
conseguenza immediata delle definizioni di ¢ e w, infatti si ha

1
i(wr) = /0 %wv(h— )Vt —
J

/ > (H)/ M~ -

SCN i€S ieS\{j}

JES T=tTN
_ /205 A-ISI41S1-1 gy —
0 scn
jES
cs(v)
> = ¢;j(v)
— |5
jES

Vediamo quindi che ¢(v) verifica gli assiomi usando il fatto che 9 é un
valore di Shapley generalizzato e la definizione dei coefficienti cg

e Ottimalita di Pareto:

Z%’(U) = Zwi(wv) =wu(tN) = Z cs(v) = v(N).

1EN 1EN SCN

e Simmetria: data una permutazione # di N si ha

Op(v) = 0h(wv) = (0 * wo)

Quindi mi basta provare che € x wv = w(f *x v). Si ha
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1/|S|
0xwo(r) = ZCS(U) (HTG—l(i)> =

SCN i€S
/15|

- Yeaw| I o] 2

SCN jeo—1(S)

1/|T|
= > Cam(v)( ) =
6(T)CN jeT

-y o) -

9(T)CN jeT
1IT|
= ZCT (0 % v) (HT]> = w(f *v)(7)
TCN JeT

dove il passaggio dalla terza alla quarta riga é giustificato dal fatto
che cyry(v) = cr(f * v). Questa proprieta si dimostra facilmente per
induzione sulla cardinalita di 7 C N. Infatti per 7 = (0 é ovvio,
in quanto 7" = () se e solo se #(T) = (); supponiamo sia vero per
T|<k<nesiaSCN con|S|=k+1,siha

cs(@xv) =60xv(S)+ Z cr(8xv) =v(0(S)) + Z coery(v) =

TCS TCS

=v(0(S)+ > or(v) = cys)(v).

TCH(S)

e Assioma del giocatore inattivo: poiché ¢;(v) = 1;(wv) mi basta provare
che se 1 € N é inattivo per v allora lo ¢ anche per wv, cioé wv non
dipende da 7;. D’altra parte wv non dipende da 7; se cg(v) = 0 per
ogni coalizione S contenente i. Proviamo per induzione su |S| che se i
é un giocatore inattivo per v allora per ogni coalizione S tale che 7 € S
si ha ¢g(v) = 0.

Chiaramente cg; = v({i}) = v(0) = 0, essendo ¢ inattivo.
Supponiamo valga la tesi per |S| < k <mnesia S C N tale che |S| =k
ei ¢ S. Allora

csupy = v(SU{i}) — Z cr(v) =

TCSU{3}
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= U(S) — Z Cr — Cs — Z Cru{i} = — Z CTufs}

TCS TCS TCS

Ma per T' C S si ha |T'| < k —1 quindi ey = 0 per ipotesi induttiva
e quindi cgygy = 0.

O

Osservazione 1.3.19. L’operatore di estensione di Cornet, definito da (1.3.10),
ci da un modo per estendere un gioco usuale a un gioco generalizzato con
funzione caratteristica in V™.

Esempio 1.3.20. Applichiamo I'operatore di Cornet alla funzione caratte-
ristica del gioco dei Pirati (Esempio 1.2.4). Si ha

wo(T) = x(7172)1/2 + x(7173)1/2 + :c(7'272)1/2 — 2:13(7'1T27'3)1/3
Il valore di Shapley generalizzato di wv € dato da
P(wv) = V(wo) (") = (2/3,2/3,2/3)

e coincide, come é giusto che sia, con il valore di Shapley di v.

1.3.4 Soluzioni di un gioco generalizzato

Abbiamo visto due concetti di soluzione di un gioco generalizzato e chiara-
mente non é detto che non ce ne siano altri (infatti vedremo altri due concetti
di soluzione per particolari classi di funzioni caratteristiche). Per poter giusti-
ficare il fatto che chiamiamo soluzione una certa allocazione ¢ € R* dobbiamo
assicurarci che accontenti tutti i giocatori, cioé che nessun giocatore abbia
motivo di rifiutarla (come ad esempio, per il nucleo, abbiamo posto la con-
dizione ¢ - 7 > v(7) per ogni coalizione generalizzata 7).

Gli assiomi che definiscono il valore di Shapley generalizzato e la proprieta
del giocatore inattivo sono, come abbiamo gia detto, dei criteri che servono a
suddividere in modo equo la vincita tra i giocatori. Se ridefiniamo le proprie-
ta di ottimalita, simmetria e atomicita e quella del giocatore inattivo per un
insieme S C R", vediamo che anche il nucleo ha queste proprieta. Pertanto
é ragionevole richiedere che, affinché un insieme S(v) C R” sia un insieme di
soluzioni per il gioco ([0, 1]*,v), S(v) verifichi queste proprieta.

In realta richiederemo che I'insieme abbia solo le proprieta di ottimalita di
Pareto, simmetria e del giocatore inattivo percheé, come vedremo pilu avanti,
I’atomicita spesso richiede una certa regolarita della funzione caratteristica,
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mentre ci interessa trovare soluzioni per piu giochi possibile e le condizioni
di regolarita sono piuttosto restrittive.

Un’altra proprieta che ci sembra ragionevole richiedere, & che S(v) coincida
con il valore generalizzato di Shapley se v € V™ e che coincida con C(v) se v é
superadditiva. Diamo dunque la seguente definizione di insieme di soluzioni
per un gioco generalizzato ([0, 1], v).

Definizione 1.3.21. Sia ([0,1]",v) un gioco generalizzato e S(v) C R".
Diremo che

S(v) & Pareto-ottimale se per ogni ¢ € S(v) si ha

Zci = (™)

1EN

e S(v) é simmetrico se per ogni permutazione § : N — N degli n giocatori
si ha
S0 xv) =0S(v) ={bc|ce S(v)}

e S(v) é atomico se per ogni partizione P = {51, ..., S;, } degli n giocatori
in m tipi di giocatori si ha

SP+v)=P+S(V)={Pxclce S(v)}
dove con P * ¢ indichiamo A%Lc con A% la matrice definita da (1.3.6).

e S(v) hala proprieta del giocatore inattivo se v non dipende da 7; implica
¢; = 0 per ogni ¢ € S(v).

Un insieme S(v) C R™ non vuoto che sia Pareto-ottimale e simmetrico, abbia
la proprieta del giocatore inattivo, e tale che

- S(w) ={Vu(tV)} se v € V™,

- S(v) = C(v) se v é superadditiva,

si dird un insieme di soluzioni per ([0,1]",v). Se, inoltre, S(v) & atomico
diremo che é un insieme atomico di soluzioni.

Chiameremo invece una soluzione puntuale del gioco un qualsiasi elemento
di un insieme di soluzioni del gioco, cioé ogni ¢, € R" tale che l'insieme {c,}
sia Pareto-ottimale e simmetrico, abbia la proprieta del giocatore inattivo e
tale che

-¢, = V() sev e V7,

- ¢, € C(v) se v & superadditiva.
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Osservazione 1.3.22. Consideriamo la proiezione my\(; : R* — R*! de-
finita da 7z (i3 (7) = (71, -, Tic1, Tit1, -, Tn) . Se @ € inattivo per v, allora v
non dipende da 7;, quindi v o T\ ;3 ha senso e coincide con v. Poniamo

Ty *0(7) = (T (7)) (1.3.11)

ﬂ-N\{Z} *C= (01’ eey Ci—1, 0; Cit1y ey Cn) . (1312)

La proprieta del giocatore inattivo si pud quindi esprimere dicendo che

TN ¥V =0 =  S)=7mmp xS0). (1.3.13)

Useremo spesso questa caratterizzazione della proprieta del giocatore inatti-
vo.

Abbiamo gia visto che il nucleo di un gioco superadditivo é non vuoto e che
coincide con il valore di Shapley generalizzato se la funzione caratteristica é
un elemento di V™; quindi per vedere che questa definizione é coerente, dob-
biamo verificare che il nucleo di un gioco superadditivo é Pareto ottimale,
simmetrico, e ha la proprieta del giocatore inattivo.

Prima abbiamo bisogno di vedere qualche proprieta delle funzioni superad-
ditive e positivamente omogenee su R .

Definizione 1.3.23. Dato 2 C R" aperto e f : 2 — R, si dice che

(i) f & H-derivabile in un punto z € 2 se per ogni g € R" esiste finita la
quantita
) 1
fu(z,g)=lim —(f(z+ag) - f(2));
a—0t,9'—g O
(i) f é direzionalmente derivabile in un punto z € € se per ogni g € R"
esiste finita la quantita

F@ )= lim ~(f(z +ag) - f(@)).

a—0t ¢

Chiaramente se f & H-derivabile in un punto z € (2, allora & anche di-
rezionalmente derivabile in z e in tal caso fy(z,9) = f'(z,g) per ogni
g e R".

Osservazione 1.3.24. Se f : 2 — R ¢é una funzione concava e {2 é un
convesso con parte interna non vuota, allora f é H-derivabile in ogni punto
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dell’interno di €2. Infatti é ben noto che una funzione concava su un convesso
é localmente lipschitziana e che i suoi rapporti incrementali

Pral0) = ~(f(z +ag) - (2))

o]
sono funzioni decrescenti per ogni z €() e per ogni direzione g € R". Ne
o]

segue che per ogni x €(), f ¢ direzionalmente derivabile in x, infatti il limite
lim, 0+ ¢z () esiste per monotonia ed ¢é finito per la proprieta di lipschi-
tzianita locale: se L é la costante di Lipschitz di f in un intorno di z, per
« > 0 sufficientemente piccolo si ha

(e + ag) ~ f(2))| < ~ Llag| = L]g].

A sua volta la derivabilita direzionale insieme alla lipschitzianita locale impli-

cano la H-derivabilita sulla parte interna di €2. Infatti fissati z €Q) , g € R”,
per a > 0 sufficientemente piccolo

~(f(o+ag) - £() = ~(f(w +ag) = F@)| <
<~ |(f(o+ag) ~ fa+ag)| < Llg |

prendendo il limite per a — 0 si ha

Ll | < tim Uzt ad) = (@)

a—0t «

— f'(z,9) < Llg— 4|

A questo punto basta prendere il limite per ¢ — g e si ottiene che f ¢
H-derivabile in ogni = €().

Lemma 1.3.25. f: Q — R ¢ H-derwabile in © € () se e solo se

(i) f é uniformemente direzionalmente derivabile in y, cioé

lim L |f(z +v) — f(@) — f'(z,v)] = 0;

o] =0 |v]
(ii) g~ f'(y,9) & continua su R™.
Lemma 1.3.26. Sia A : R™ — R” lineare, x € R™ ey = Ax. Sia f definita

in un intorno di y e H-derivabile in y. Allora ¢ = f o A é direzionalmente
derivabile in x e ¢'(z,g") = f'(Azx, Ag') per ogni g’ € R™.
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Dimostrazione. Ricordiamo che, poiché A ¢ lineare, A é differenziabile e
A'(z,g") = Ag' per ogni ¢’ € R™.
Definiamo per u € R", con |u| sufficientemente piccolo

1
P(u) = m(f(Aac +u) — f(Az) — f'(Az,u)) .
Per il Lemma 1.3.25, si ha limy,_,q % (u) = 0.
Sia ¢ = f o A. Per ogni ¢ € R™ e a > 0 si ha

p(x+ag) —p(r) = f(Az +adg) — f(Az) = af'(Az, Ag') + ¢ (aAd)|aAd|
Dividendo per « e passando al limite si ottiene
¢'(z,9) = ['(Az, Ag) + |Ag]| lim P(aAg’) = f'(Az, Ag)
O

Richiamiamo uno strumento molto usato nell’analisi convessa: la dualita di
Minkowski.
Ad ogni K C R" convesso e compatto si pud associare la funzione

pr(z) =maxy-z, VreR".
yeK
La funzione pg € sublineare, cioé subadditiva e positivamente omogenea, e il
suo sottodifferenziale in 0, dpk, coincide con K.
Se chiamiamo P"™ l’insieme delle funzioni sublineari definite su R* e K"
I’insieme dei convessi e compatti contenuti in R™, si ha che ’applicazione

p: K" —P"
K = Pk

é biunivoca. L’applicazione ¢ prende il nome di dualita di Minkowski.
Osserviamo che allo stesso modo c¢’¢ una corrispondenza biunivoca tra gli
insiemi convessi e compatti in R” e le funzioni superlineari ¢ € Q" definite
su R*:
Y Kt — Q"
K — qx =mingeg(-) -y

e chiaramente K coincide con il superdifferenziale dqx di gk in 0.
A meno che non sia necessario specificare di quale delle due applicazioni
parliamo, chiameremo anche v dualita di Minkowski.
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Corollario 1.3.27. Se v : 2 — R ¢é concava e 2 C R® é convesso, allora

O(vo A)(x) = A'Ov(Ax) (1.3.14)
per ogni T € A‘l(Sol).
Dimostrazione. Se A : R" — R” lineare e x € R™ tale che y = Ax ESOZ .
v & definita su un intorno di y ed é concava su €2, per la dualita di Minkowski
si ha

v'(Az,u) = min [-u VYu€eR"
ledv(Ax)

In particolare quindi, per u = Ag/’,

v'(Ar,Ag’) = min [-Ag'= min Al-¢'= min ['-¢
ledv(Ax) ledv(Ax) '€ Atdu(Ax)

D’altra parte v & H-derivabile in y, dunque per il Lemma 1.3.26
v'(Az, Ag') = (vo A)'(z,¢')

e, poiché v o A é concava, in quanto composizione di una funzione concava
con una lineare, si ha

(voA)(z,g)= min [-¢
I'€d(voA)(x)

Usando nuovamente la dualita di Minkowski abbiamo quindi
0(vo A)(z) = A'Ov(Az) .
O

Proposizione 1.3.28. Sia ([0,1]",v) un gioco generalizzato con funzione
caratteristica superadditiva. Allora il nucleo del gioco C(v) é Pareto ottimale,
simmetrico, atomico e ha la proprieta del giocatore inattivo.

Dimostrazione. L’ottimalita di Pareto si ha per definizione. Le altre tre
proprieta si dimostrano tutte sfruttando il corollario precedente.

e Simmetria: Sia # una permutazione di N e Ay = (a;;) la matrice

definita da (1.3.5). Poiché v é superadditiva su R", intorno aperto di
™ = Ag(7V), per (1.3.14) si ha

C(0*xv)=C(voAg) = A;C(v) = 0C(v)
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e Atomicita: Sia P = {5, ..., S} una partizione degli n giocatori in m
tipi e sia Ap la matrice definita da (1.3.6). Nuovamente, per (1.3.14),
si ha

C(Pxv)=C(voAp)=A5C(v) =P *C(v)

e Proprieta del giocatore inattivo: Sia 7 € N un giocatore inattivo e sia

Ary iy la matrice (n — 1) X n definita da

. <k<i_
g = { %  perlsk<i-d (1.3.15)

Ok+1,; peri<k<n

Chiaramente Ty} * v = v 0 Ary, iy € Ty * ¢ = Al

g & Quindi se

i & inattivo per v, per (1.3.14), si ha

Clv)=C(vo AWN\{“) = Aer\mC(v) = 7n\fi} * C(v)



Capitolo 2

I giochi localmente lipschitziani

2.1 1l sottodifferenziale di Clarke

Le derivate di Clarke nascono come regolarizzazioni semicontinue delle deri-
vate (superiore e inferiore) del Dini. Richiamiamo le definizioni di derivata
del Dini e di regolarizzata semicontinua (inferiore o superiore) di una funzio-
ne.

Definizione 2.1.1. Sia {2 C R" un aperto e f : {2 - R. Le funzioni

[ OxR SR, fh(z,g) =limsup~(f(z + ag) — f(z))

a—0t &

fé QxR = R, fé(a:,g) = liminf —(f(z + ag) — f(x))

1

a—0t «
si chiamano rispettivamente la derivata superiore e la derivata inferiore del
Dini di f nella direzione g.
La quantita f'(z, g) = lima_,o+ = (f(z+ag) — f(x)) , quando esiste, si chiama
derivata direzionale (o del Dini) di f in z nella direzione g. Se in z € €
la derivata direzionale esiste ed é finita per ogni g € R" diciamo che f é
direzionalmente derivabile in x.

Esempio 2.1.2. La funzione f : R — R, f(z) = |z| é direzionalmente

derivabile in £ = 0. Infatti

1 1
1' — = 1 — = = !
im —(lag|) = lim —(alg|) =gl = f'(0,9)

a—0t

Definizione 2.1.3. Sia Q C R” un aperto, f : Q@ = Re z € Q. Le funzioni
f(z)=lim  sup  f(z)

0=0F greq, lz—a'|<d

42
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f(z) = lim inf f(z"

- §—0t 2'eQ, |z—a'|<d

si chiamano rispettivamente la regolarizzata semicontinua superiore e la re-
golarizzata semicontinua inferiore di f.

Ricordiamo che la regolarizzata semicontinua inferiore e quella superiore di
una funzione f sono rispettivamente il piil piccolo maggiorante semicontinuo
superiormente di f e il pitl grande minorante semicontinuo inferiormente di
f. In particolare

e se [ é semicontinua superiormente allora f = f;

e se [ é semicontinua inferiormente allora f = f;

e se f é continua allora f = f = f-

Osservazione 2.1.4. Il limite superiore e quello inferiore di una funzione
f:Q2 — Rin un punto z € €2 sono definiti come

limsup f(z') = lim sup f(z")
=z 0=0F preq, ata’, lz—z'|<d

liminf f(z') = lim inf (=)
o' =z 6—0t 2’ €Q z#a’ , |x—a'|<0

quindi possiamo esprimere le regolarizzate come

f(z) = max{f(z), limsup f(z')} e f(z)=min{f(z), liipjgff(x')}

' =T -

Consideriamo la regolarizzata semicontinua superiore della derivata superio-
re del Dini e la regolarizzata semicontinua inferiore della derivata inferiore

del Dini:
— .
Fo(@,9) = max{f}(z,g), limsup f},(z', 9)}
' —x

fo(@,9) = min{fp(z,9), liminf f(a", 9)}

Valgono le seguenti caratterizzazioni di TTD e ﬁ)
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Proposizione 2.1.5.

() To(e,0) = limsup L(f(' +ag) - f(2")

' =z, a0+ &

(i) £ (x.0) = Timinf —(f(z' +0g) — f()).

' =z, 0—0t

Definizione 2.1.6. Sia 2 C R* e sia f : 2 — R una funzione localmente
lipschitziana su 2.
Le quantita

fh(eg) = limsup (f(a' +ag) — F(")

' =z, a0t &

(e g)= liminf S(f(' + ag) — f(a")

'z, a—0t

si chiamano la derivata superiore e inferiore di Clarke di f.

Osservazione 2.1.7. Non é necessaria 'ipotesi che f sia localmente lipschi-
tziana per definire le derivate di Clarke di f (le regolarizzate semicontinue
si possono definire per una funzione qualsiasi), perd tale ipotesi ci permette
di definire le derivate di Clarke su tutto 2. Infatti se f é localmente lipschi-
tziana allora in un intorno di ogni x € €2 le derivate superiore e inferiore del
Dini flT) (x,9) e ﬁ) (x,g) sono limitate per ogni g € R" e quindi le quantita
7; (x,9) e fg(x,g) sono finite per ogni g € R".

La derivata superiore e la derivata inferiore di Clarke sono rispettivamente
la regolarizzata semicontinua superiore della derivata superiore del Dini e la
regolarizzata semicontinua inferiormente della derivata inferiore del Dini. In
particolare quindi z +— fgl (x,g) é semicontinua superiormente e

z — f&(x,g) é semicontinua inferiormente.

Vediamo ora una proprieta importante delle derivate di Clarke.

Ricordiamo che una funzione p : K — R definita su un cono K C R" si dice
sublineare se ¢ subadditiva e positivamente omogenea. Analogamente una
funzione ¢ : K — R definita su un cono K C R” si dice superlineare se é
superadditiva e positivamente omogenea.

Proposizione 2.1.8. Sia f : © — R localmente lipschitziana. Fissato
x € Q la funzione g fgl(x,g) ¢ sublineare e la funzione g +— fél(x,g)
& superlineare.
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Dimostrazione. Vediamo che g — fgl(x, g) ¢ sublineare. Per ogni A > 0 si
ha

fgl(x,/\g) = limsup l(f(a:' +adg) — f(2") =

z' >z, a0t &

=\ limsup %(f(x' +alg) — f(2) = /\f&(x,g)

' =z, a—0t

Pertanto g +— fél(aj, g) & positivamente omogenea. La subadditivita segue
immediatamente dalla subadditivita del limite superiore. Infatti

Fae. o+ ) = limsup (o' +agy +ags) ~ (&) <

2>z, a—0t &

< limsup l(f(fv'+ag1+ozgz)—f(fv'Jrozgl))Jr lim sup l(f(fv'+0zg1)—f(96'))=

' —z,a—0t & ' =z, a—0t &

= fgl(x’gl) + fgl(x’QQ)

La superlinearita di g — f%,(x, g) si dimostra in modo analogo (per ’omo-
geneita la dimostrazione € identica, mentre per la superadditivita si usa la
superadditivita del limite inferiore).

O

La sublinearita di g — fgl(m, g) ci permette di esprimere la derivata superiore
di Clarke nel punto x come

fgl(x,g) = max [-g, VgeR" (2.1.1)
1Y, (x)
dove dfJ,(z) ¢ il sottodifferenziale (non vuoto, convesso e compatto) della
funzione g — fgl (z,g) in 0.
Analogamente, per la superlinearita di g — f5,(z, g), si ha

fél(as,g) = min [-g, VgeR" (2.1.2)
1€dfs, (x)

dove df%,(x) ¢ il superdifferenziale (non vuoto, convesso e compatto) della
funzione g — fél (z,g)in 0.

Vediamo che, fissato z, i due insiemi 9}, (z) e df,(z) coincidono.
Ricordiamo che la funzione di supporto di un insieme convesso e compatto
K C R™ ¢ definita da px(r) = max,cx v - per ogni z € R” e determina
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univocamente I'insieme K. Quindi due insiemi convessi e compatti coincido-
no se e solo se hanno la stessa funzione di supporto. Useremo questo criterio
per dimostrare il seguente risultato.

Teorema 2.1.9. Per ogni x € Q si ha fL,(x) = 0f5(x).

x
Dimostrazione. Osserviamo che fél(x, g)=— fgl (xz,—g). Infatti

falr.g) = Timint ~(f(s' +ag) ~ (=)

~ limsup ()’ +ag) ~ (~/)() =
_ 1

z::v,+ag
= — limsup —(f(z) — f(2' + ag)) =
'z, a0t &

— limsup —(f(z — ag) — f(2))
' =, a—0t &

= _fg'l (./E, _g)
Ne segue quindi, usando le formule (2.1.1) e (2.1.2),
max g = fly(z,9) = —f&(z,~g)
ledfe ()

min [-(-g)= max [-g

1€dft, () 1€dft, ()
ossia le funzioni di supporto di 9 fgl(x) e 0 fél(x) coincidono e quindi coinci-
dono pure i due insiemi.

U
Definizione 2.1.10. Data f : Q — R, Pinsieme d¢; f () = 3f%,(x) si chiama
sottodifferenziale di Clarke di f in x.

Per il teorema precedente si ha quindi

fh(x,9)= max I-g

. e
le dci1 f(x)
1 .
r,g) = min [ ,
fCl( g) ledoi f(x) g

VgeR".
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Esempi 2.1.11. 1. E noto che ogni funzione convessa f : @ — R ¢ di-
rezionalmente derivabile e x — f’(z,g) & semicontinua superiormente
per ogni g. Quindi in questo caso f'(x,g) coincide con la sua rego-
larizzata semicontinua superiore, cioé fgl(:r, g); inoltre g — f'(x,g) e
g fgl(a:, g) sono rispettivamente la funzione di supporto del sottodif-
ferenziale di f e la funzione di supporto del sottodifferenziale di Clarke
di f, percio si ha 0f(z) = Ocif (x) per ogni x € Q.

2. Analogamente, la derivata direzionale di una funzione concava é semi-
continua inferiormente quindi f'(z,g) = fél(x, 9) e Ocif(x) coincide
con il superdifferenziale di f in z.

3. Se f: Q — R é localmente lipschitziana su €2 ed ¢ direzionalmente
derivabile in z € () e la sua derivata direzionale é continua in x allora
f & Gateaux differenziabile in z e quindi f'(x,g) = Vf(z') - g. Infatti
se f'(x,g) é continua in z allora

fé’l(xag) = f,(xag) = f/Cr’l('Tag) I

percio g — f'(z, g) é lineare, ossia f ¢ Gateaux differenziabile in z.

Vediamo alcune proprieta del sottodifferenziale di Clarke.

Proposizione 2.1.12. Sia f : 2 C R* — R localmente lipschitziana e sia
z € Q. Allora

(1) Oci(MNf)(x) = NOcif (x), per ogni A € R;
(ii) Ocu(fi + f2)(z) C dafi(z) + Ocufa ().
Dimostrazione.

(i) Se A =0 ¢ ovvio. Per A\ # 0 mi basta provare

foa(@,2\g) = (Af)iy(w,9) Vg € R (2.1.3)
Infatti se vale (2.1.3), si ha

M) (z,9) = max [-(\g)= max (M)-g= max [-
(f)Cl( g) l€dcif(z) (g) leaclf(w)( ) g leXdci f(x) g
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ossia 8Cl(/\f) (.T) = /\8le($)

Verifichiamo quindi che vale (2.1.3). Per definizione
) 1
oz, Ag) = limsup ~(f(a’ + adg) — f(a'))
o'z, a0+ O

Distinguiamo i due casi A > 0e A < 0.
Supponiamo dapprima A > 0. Poniamo S = Aa. Si ha

A
fli(@,A\g) = limsup G+ Bg) = fla') = Ay (@, g)

' =z, -0t

Se invece A < 0 poniamo 8= —daex' —Bg=z2 Daa—0"es -
siha 8 — 0" e z — z. Dunque

(e rg) = Tmsup () - fz+ o) =
= lmsup 5+ B) - £()) = M)a(e.0)

(ii) Per la subadditivita del limite superiore si ha

(fl + fZ)E’l(x’g) S (fl)TC’l(x’g) + (fQ)TC’l(x’g)

Dunque, usando la dualita di Minkowski, si ottiene
dai(fi + f2)(z) C Ocufi(x) + Ocufo(x)

O

Una funzione localmente lipschitziana é quasi ovunque differenziabile. Ve-
dremo che il sottodifferenziale di Clarke si puo esprimere in funzione del
gradiente della funzione (dove esiste).

Questo risultato ¢ molto utile per calcolare il sottodifferenziale di Clarke.
Osserviamo anzitutto che il sottodifferenziale di Clarke in un punto z di una
funzione strettamente differenziabile in x, cioé differenziabile in z e tale che

Vi)eg— lm L@ F00) = @)

' =z, a—0t «

Vg e R"

assume una forma particolarmente semplice.
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Proposizione 2.1.13. Se f é strettamente differenziabile in x allora

dcuf(x) ={Vf(z)}.

Dimostrazione. Se f é strettamente differenziabile in z allora per defini-
zione si ha

foulz,9) =Vf(z)-9 VgeR,
percio la funzione g — fgl(x, g) ¢ lineare e quindi il sottodifferenziale O¢, f ()

coincide con il differenziale di g — fgl(x, g), ossia V f(x).

O

Osservazione 2.1.14. Se f é solo differenziabile in x allora

Vf(z) € Ocif (), in quanto Vf(x)-g = f'(z,g) < fgl(:v, g), pero in generale
non vale I'uguaglianza (vedi esempio 2.1.18).

Teorema 2.1.15. Sia f : Q@ =+ R ex € Q. Se f e lipschitziana in un intorno
S dix e Q ¢ un sottoinsieme di S che soddisfa m(S \ Q) =0, allora

fh(x, g) = limsup fl(a',g) Vge€R

=z, ' €Q
Dimostrazione. Dalla definizione di fgl si ha per ogni g € R”

Foi(x, g) = max{f}(z, g), limsup f}(z', 9)} >

' —z

> limsup f}, (', g) > limsup f}(z',9).
T’ —x ' =z, €qQ
Supponiamo per assurdo che esista g € R™ \ {0} tale che
fo(x,9) > limsup fl(a',9).

r’'—r,r’'eq

Allora esistono é > 0 e a € R tali che

fgl(x,g) >a> f%(x',g) V' € B(z,0)NQ

Siay € B(z,0/2) e M, = B(z,0) N ({y + ag|a € R}). M, ¢é un intervallo
non vuoto e si vede facilmente che per quasi ogni y € B(z,d/2) l'insieme
Ay = M, N (B(z,6) \ Q) ha misura nulla.

Consideriamo hy, () = f(y + ag) al variare degli y € B(z,d/2) tali che A,
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ha misura nulla. Ogni A, é una funzione lipschitziana e quindi differenziabile
quasi ovunque. Se h, ¢ differenziabile in « si ha
hy(a + B) — hy(a)

B (o) = li =
(@)= Jim, 5

_ i JW g+ B9) — fly+ag)
B0+ B
Quindi per ’assoluta continuita di A si ha

= f'ly+ag,9).

f(y+ag) - f(y) = / . (8)dS = / Fly+ B9, 9)df <a-a.

per quasi ogni y € B(x,0/2) e quasi ogni « € (0,d/2|g]).
Ne segue, per la continuita di f, che

fly+ag)—fly) <a-a VyeB(z,§/2), Vaec(0,i/2]g])

e quindi otteniamo 1’assurdo

@) = limsup ~(f(y+ag) — f()) <a.

y—z,a—0t
O

Corollario 2.1.16. Sia f : Q@ = R ez € Q. Se f é lipschitziana in un
intorno S di x e Q ={x' € S: f ¢ differenziabile in '}, allora

(i) f&(x,9) = limsup Vf(z')-g VgeR".

' =z, €Q
(i1) Ocif(x) = co{l | Hz;} CQ: 2y — x, | = Zll>rcr>1O Vi(z)}

Dimostrazione. (i) Segue immediatamente dal Teorema 2.1.15 ricordando
che m(S\ Q) = 0 e che per z' € @ la derivata direzionale di f ¢ data da
f'(@',9) =V f(a')-g.
(i) Sia A = {l|3FH{x;} € Q : z — =z, 1 = limj_,x Vf(x;)}. Usando la
lipschitzianita di f si verifica facilmente che A é compatto.
Inoltre per L € Ae g € R” si ha

l-g=lim Vf(z;)-g.

1—00

Prendendo il massimo su A si ottiene

— 3 A
rgixl g= limsup Vf(z')-g

'z, r’'eqQ
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Dunque, per (i),
I?ngl g= fc’l(x g)-

D’altra parte abbiamo visto che fgl (z,9) = maxa,, f(z) - 9. Usando la dualita
di Minkowski, abbiamo pertanto 0¢; f(x) =coA.

O

Esempio 2.1.17. Consideriamo la funzione f : R? — R definita da

f(z,y) =z =yl

Chiaramente f ¢ strettamente differenziabile su Q = {(z,y) € R? |z #
y,z # —y} e m(R?\ Q) = 0. In ogni punto (z,y) € Q il sottodifferen-
ziale di Clarke di f é costituito dal solo gradiente di f nel punto. Calcoliamo

01 £(0,0).
Poiché nell’intersezione di ogni intorno dell’origine con () il gradiente di f é
dato da uno dei vettori

(1,1, @,-1), (1,-1), (-1,1)
si ha
0cuf(0,0) = co{(1,1), (1,-1), (1, 1), (-1, 1)} = {(z,y) e R* [ |2 <1, [y < 1}.
Esempio 2.1.18. Consideriamo la funzione f : R? — R definita da
f(z,y) = max{y — 2,0} + min{y + z*,0}

Chiaramente f ¢ di classe C' su Q = {(z,y) € R* |22 # y, —2®> # y} e
m(R*\ Q) = 0.

Calcoliamo 9¢; f (0, 0).

Per (z,y) € @ si ha

z, per y > x?
235 1 per y < —x2
altrimenti
Percio per (g, yx) — (0,0), con (zx,yx) € Q, la successione V f(xg, yx) ha
come punti limite (0,1) e (0,0).
Quindi

ale(Ov 0) = {O} X [07 1] .
Osserviamo che f ¢ differenziabile nell’origine e V f(0,0) = (0,1), perd non

é strettamente differenziabile, infatti d¢;f(0,0) contiene altri punti oltre a
(0,1).
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Vediamo ora una proprieta del sottodifferenziale di Clarke che ci servira nella
prossima sezione.

Proposizione 2.1.19. Sia A : R — R" lineare e f : Q@ C R* — R local-
mente lipschitziana su €.

1. Se A ¢ surgettiva, allora la funzione ¢ = foA é localmente lipschitziana

su AHQ) e

6C’l(f le] A) (.T) = Atale(Ax) Vz € A_I(Q) ;

2. se per un certo x € R™, f & direzionalmente derivabile in Az e la sua
derivata direzionale f'(Ax,g) & semicontinua superiormente per ogni
g € R*, allora
dc1(f o A)(z) = A'Ocr f (Ax)

Dimostrazione. 1. Chiaramente A € L(R™,R") ¢ lipschitziana, quindi per
composizione ¢ €& localmente lipschitziana.
Siano x € A7}(Q) e g € R™

b g) = limsup L(f(A@ +ag)) — f(4z')) =

z'—z, a0+t &

= limsup - (f(Ae + adg) — f(AT')) = f1,(Az, Ag)

z'—z,a—0+ &

Ci basta quindi provare che la funzione ¢(g) = p(Ag), dove p(v) = fgl(Ax, v)
(g € R™), & la funzione di supporto di A*d¢;f(Ax). Questo risultato & imme-
diato, infatti, ¢ & sublineare, in quanto p é sublineare e A é lineare e surget-
tiva; inoltre da dp = O0¢; f(Az), dove con Op indichiamo il sottodifferenziale
della funzione p in 0, si ha

— p(Ag) = maxl- Ag = max Al - g = l-g= b
a(9) = p(Ag) =maxi- Ag =max A'l-g= max [-g=  max 1-g

2. Se f'(Az, g) é semicontinua superiormente per ogni g, allora

f'(Az, g) = fo(Az, g). Inoltre se f é direzionalmente derivabile in Az e lo-
calmente lipschitziana allora ¢ H-derivabile in Az (vedi Osservazione 1.3.24).
Pertanto, per il Lemma 1.3.26, f o A & direzionalmente derivabile in z e
la sua derivata direzionale ¢ data da (f o A)'(z,¢") = f'(Ax, Ag’) per ogni
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g’ € R™. Inoltre anche (f o A)'(z,¢') é semicontinua superiormente in z per
ogni ¢ € R™ quindi

(foA)(z,9) = (fo ALy(z,4)
Dunque si ha

max ' ¢ =(foA)(x,¢)=f(Az, Ag') =
peomax, g (foA)(z,d)=Ff( g9)

= max [-A¢= max A'l.¢ = max I'-g
l€0cy f(Ax) l€0cy f(Ax) Ve AH(dc1 f(Ax))

cioé 8Cl(f o A) (a:) = At(ale(Al‘))

2.2 I giochi localmente lipschitziani

Abbiamo visto due diversi concetti di soluzione per i giochi generalizzati: il
nucleo e il valore di Shapley generalizzato; inoltre abbiamo visto che

e se la funzione caratteristica del gioco v : R? — R & superadditiva (e
quindi concava ricordando che consideriamo funzioni caratteristiche po-

sitivamente omogenee) allora il nucleo coincide con il superdifferenziale
ov(rt") di v in TV;

e se la funzione caratteristica é differenziabile il valore di Shapley gene-

ralizzato coincide con il gradiente Vo(7) di v in 7%,

D’altra parte in entrambi i casi la funzione caratteristica v é localmente lip-
schitziana e abbiamo appena visto che una funzione localmente lipschitziana
ha un sottodifferenziale di Clarke non vuoto dgv(7) (7 € [0, 1]") e tale che

e se v & concava, allora Oy (1) = Ov(T);

e se v ¢ differenziabile, allora dcyv(7) = {Vo(7)}.
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Jean-Pierre Aubin, in |2|, propone di considerare il sottodifferenziale di Clar-
ke dcyv(7Y) come insieme di soluzioni di un gioco localmente lipschitziano,
cioé con funzione caratteristica localmente lipschitziana.

Chiaramente, perché questo abbia senso, I'insieme dgv(7") deve soddisfare
le proprieta richieste per un insieme di soluzioni del gioco: 1'ottimalita di
Pareto, la simmetria e la proprieta del giocatore inattivo. Vedremo che il
sottodifferenziale di Clarke di una funzione localmente lipschitziana verifica
queste proprieta.

Lemma 2.2.1. Sia K C R® un cono aperto e sia v : K — R localmente
lipschitziana e positivamente omogenea su K. Allora

oo (T, 7)) =0(r) VreK e (2.2.1)
c-T=uv(r) VYe€& dgu(r). (2.2.2)

Dimostrazione. Sia 7 € K fissato. Poiché v é positivamente omogenea, si
ha che per ogni o > 0 vale

o(r) = v(T +ar) — (1) <
e
< limsup v(o + ar) —v(o) _
o—1,a—0% @

= Uz’l (r,7)
Sia L la costante di Lipschitz di v in 7. Si ha

v(o 4+ ar) —v(o)

<w(o)+ L|T — o (2.2.3)

infatti

v(o + ar) —v(o) v(o 4+ ar) —v(oc + ao)

> —v(o) = >
< LM = L|7’—0’|
(6]

Quindi prendendo il limite superiore per 0 — 7 e « — 07 in (2.2.3) si ha
ve(r,7) < w(7)

e risulta provata la (2.2.1).
Per quanto riguarda la (2.2.2), intanto per (2.2.1) si ha che ogni ¢ € 9¢v(7)
soddisfa

c-T <vly(r,7) =0(r).
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D’altra parte, usando la Proposizione 2.1.12(i), con A = —1 si ha
a()l(—’l)) (’7') = —80[1)(’7')

e quindi —c € J¢y(—v)(7). Ma anche —v é positivamente omogenea, pertanto,
usando nuovamente (2.2.1)

—c 7 < (=0)g(r,7) = —v(7)
Quindi ¢- 7 = v(7).
(]

Lemma 2.2.2. Sia v : R} — R positivamente omogenea e localmente lip-
schitziana e sia A : R™ — R" lineare e tale che AT™ =1V, Se A ¢ surgettiva
0 v ¢ direzionalmente derivabile in ™ e v'(V,g) = vl (TN, g) per ogni
g € R allora

Oor(v o A) (™) = A'deyv (™)
Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 2.1.19.

O

Teorema 2.2.3. Sia ([0,1]",v) un gioco cooperativo generalizzato con fun-
zione caratteristica v : Rt — R localmente lipschitziana. Allora 'insieme
S(v) = 0cv(t™) ¢ un insieme di soluzioni del gioco.

Inoltre se v ¢ direzionalmente derivabile in ™ e la sua derivata direzionale
soddisfa v'(TV, g) = v, (T, ) per ogni g € R* allora S(v) ¢ atomico.

Dimostrazione. Dobbiamo vedere che S(v) soddisfa tutte le condizioni del-
la Definizione 1.3.21.

Chiaramente S(v) & non vuoto, essendo v localmente lipschitziana.

Dalle osservazioni fatte all’inizio della sezione sappiamo gia che

- S(v) = C(v) se v & superadditiva,;

-Sw) ={Y(v)} se v e V™

Restano quindi da provare I'ottimalita di Pareto, la simmetria e la proprieta
del giocatore inattivo.

e S(v) é Pareto-ottimale. Infatti per il Lemma 2.2.1, per ogni
c € S(v) = dw(t™) si ha

Zci:C'TN:U(TN)

1EN
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e S(v) é simmetrico. Infatti, data una permutazione 6 degli n giocatori,
basta applicare il Lemma 2.2.2 all’applicazione lineare e surgettiva
Ay : R* — R" definita dalla matrice (1.3.5). Si ha Ay(t") = 7V e
vo A =60x%wv, pertanto

S0 *v) =S(vo Ag) = dci(vo Ag) () = ALdcv () = (S (v))

e S(v) ha la proprieta del giocatore inattivo. Come per la simmetria,
usiamo il lemma 2.2.2. Se 7 é un giocatore inattivo per v, allora I’appli-
cazione lineare e surgettiva A, ., : R* — R* ! definita dalla matrice
(1.3.15) soddisfa A(7V) = A(7"\}) evo A
pertanto

T\ - TN\{i} ¥V = U,

S(v) =S(wo Ary y) = Ocu(v o AWN\{i})(TN) = A;N\{i}aclv(TN) =

= 7TN\{,~} k (S(’U)) .

Per quanto riguarda I'atomicita vediamo che se v & direzionalmente deriva-
bile e la sua derivata direzionale coincide con la derivata superiore di Clarke,
allora possiamo applicare il Lemma 2.2.2 anche all’applicazione lineare

Ap : R™ — R™ definita dalla matrice (1.3.6), dove P & una qualsiasi parti-
zione degli n giocatori in m tipi. Poiché P*xv =vo Ap e P * c = AbLc per
ogni c € R" si ha

S(P xv) = dci(v o Ap)(T") = Apdcw(r™) =P (S(v)).
Ol

Esempio 2.2.4. Consideriamo un gioco con due giocatori che ha come
funzione caratteristica

1
v(1, 7o) = max{m, 7o} — §|7'1 — Ty|.

Non ¢ un gioco superadditivo (basta ad esempio vedere che

v(tV) < v(r™) + v(71%)) e non ¢ differenziabile sulla diagonale trV per
t € [0,1]. Ma la funzione caratteristica ¢ localmente lipschitziana, quindi
possiamo definire come insieme di soluzioni S(v) = dgv (™).

Per 7y # 7, la funzione caratteristica é data da

(2.2.4)

%7’1 + %’7’2 T1 > T2
v(r) =

%7'1 + %TQ 1< T2
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quindi per il corollario 2.1.16 si ha

S(v) = co{(2/3,1/3),(1/3,2/3)}.

Questo gioco puo rappresentare ad esempio una situazione in cui si hanno
due giocatori: il primo ha una frazione di unita di un prodotto A, il secondo
di un’unita di un prodotto B.

Una qualsiasi frazione o di A sommato a a di B da un prodotto composto
che possono vendere al prezzo a, perd possono vendere anche le frazioni dei
prodotti singoli scontandoli di 1/3 rispetto al prodotto composto.

Verrebbe da chiedersi perche i due giocatori dovrebbero voler collaborare dato
che possono ottenere da soli un’utilitd non inferiore a quella che ottengono
cooperando.

Supponiamo che ad esempio i due giocatori producano ogni giorno un’unita
di A e una di B e in un dato giorno la funzione caratteristica del gioco é data
da (2.2.4). Se il prodotto composto ¢ pii richiesto rispetto ai prodotti singoli
allora il mercato per i prodotti singoli si satura pili velocemente. Quindi nella
maggior parte dei giorni i prodotti singoli avranno un valore minore della
meta di quelli composti. Per poter avere un guadagno stabile nel tempo, i
due giocatori stipulano un contratto in cui si impegnano a produrre tutti i
giorni il maggior numero possibile di prodotti composti.



Capitolo 3

I giochi quasidifferenziabili

3.1 Le funzioni quasidifferenziabili

3.1.1 La differenza di insiemi compatti e convessi

Le funzioni quasidifferenziabili sono, come vedremo nella prossima sezione,
le funzioni direzionalmente derivabili la cui derivata direzionale in un punto
é somma di una funzione sublineare e di una funzione superlineare.

Come sappiamo dall’analisi convessa, la dualita di Minkowski associa ad ogni
funzione sublineare e ad ogni funzione superlineare su R* un insieme convesso
e compatto (rispettivamente il sottodifferenziale e il superdifferenziale) e si
ha

e se p: R" — R é sublineare, allora

p(z) = Ilrég;((l,x) Vr € R

dove Op = {v € R" | (v,z) < p(x)} ¢ il sottodifferenziale di p in 0;
e se ¢: R* — R ¢ superlineare, allora

¢(z) =min(l,z), Vz eR"
ledq

dove 0q = {v € R*| (v,z) > ¢q(x)} ¢ il superdifferenziale di ¢ in 0.

Quindi ad una funzione h(z) = p(z)+¢(z), somma di una funzione sublineare
e di una funzione superlineare, sara associata una coppia ordinata di insiemi
convessi e compatti (U, V') tali che

h(z) = I}IE%X(Z,.T) + Ilreu‘;l(l, r), VreR".

o8



CAPITOLO 3. I GIOCHI QUASIDIFFERENZIABILI 59

Si ha pero il problema che questa scrittura non ¢é unica. Infatti, per esempio,
presa una qualsiasi funzione sublineare p', la funzione h = (p+p')+ (¢—p') &
ancora somma di una funzione sublineare e una superlineare, ma in generale

la coppia di insiemi convessi e compatti (U’, V') = (3(p +p'), d(q — p')) sara
diversa da (U, V') = (9p, 0q).

Introduciamo una relazione di equivalenza sulle coppie di insiemi convessi e
compatti, che permettera di associare in modo unico, ad ogni funzione che
sia somma di una funzione sublineare e di una superlineare, una classe di
equivalenza.

Lemma 3.1.1. Siano (U, V1) e (Us, V) due coppie di insiemi convessi e
compatti, e siano
hi(x) = l in(/ VeeR", i=1,2.
i() Ilré?]f(( ,T) +Ilrelgl( ,x), VeeR', i=1,

Allora hi = hy se e solo se Uy — Vo = U, — V4.

Dimostrazione. Definiamo

pi(z) = legﬁ((l,x) e gx)= Ilrelgil(l,x), i=1,2

Chiaramente, per la dualita di Minkowski, p; e ps sono sublineari con sot-
todifferenziali U; e U, rispettivamente, mentre g; € ¢o sono superlineari con
superdifferenziali V; e V5 rispettivamente.
Vale by = p1+q1 = p2 + g2 = hs se e solo se py + (—g2) = p2 + (—q1)-
Osserviamo che —g; ¢ sublineare e il suo sottodifferenziale & —V;, infatti

—¢i(r) = —min(l,z) = max(—I,z) = max ([,x

0(x) =~ min(l,2) = max(~1.2) = max (1,2)

Quindi p; 4+ (—¢2) e p2 + (—¢1) sono funzioni sublineari con sottodifferenziali
U, — Vy e Uy — Vj rispettivamente. Pertanto, usando nuovamente la dualita
di Minkowski, p; + (—g2) = p2 + (—¢1) se e solo se Uy — Vo = Uy — V7.

O

Definizione 3.1.2. Due coppie (U, V1) e (Us, Vo) di insiemi convessi e com-
patti si dicono equivalenti se e solo se Uy — Vo = Uy — V.
Denotiamo con [U, V] la classe di equivalenza della coppia (U, V).

Per il lemma abbiamo quindi che ad ogni funzione della forma A = p+ ¢, con
p sublineare e ¢ superlineare, corrisponde un’unica classe di equivalenza di
coppie di insiemi convessi e compatti [U, V] e vale

h(z) = I}é%x(l,x) + rlrél‘;l(l,x), Ve e R*Y(U,V) € [U,V].



CAPITOLO 3. I GIOCHI QUASIDIFFERENZIABILI 60

3.1.2 Le funzioni quasidifferenziabili

Definizione 3.1.3. Sia ) € R" un aperto e xg € €2. Una funzione f : @ — R
si dice quasidifferenziabile in x( se é direzionalmente derivabile in z; e la sua
derivata direzionale puo essere scritta nella forma

f(z0,9) = I{IE%X(Z, g) + lgélvn(l,g), Vg € R

dove U e V sono insiemi convessi e compatti di R".

Per la dualita di Minkowski, max;cy/(, ¢) € una funzione sublineare e minyy (1, g)
é una funzione superlineare, pertanto una funzione direzionalmente derivabi-

le in un punto z, é quasidifferenziabile in x( se e solo esistono una funzione
sublineare p e una funzione superlineare ¢ tali che

f'(xo,9) =p(9) +alg), VgeR".

Per quanto abbiamo visto nella sezione precedente, alla derivata direzionale
di una funzione quasidifferenziabile é associata, in modo unico, una classe
d’equivalenza [U, V] di coppie di insiemi convessi e compatti.

Definizione 3.1.4. Sia f una funzione quasidifferenziabile in x. La classe
d’equivalenza [U, V] delle coppie (U, V) di insiemi convessi e compatti tali
che
! = l in(/ Vg e R"
fi(z, 9) = max(l, g) + min(l,g), Vg€

¢ detto il quasidifferenziale di f in = e viene indicato con D f(z) = [U, V].

Esempi 3.1.5. 1. Se f é differenziabile in z, allora f é quasidifferenziabile
in z e il suo quasidifferenziale é dato da

Df(x) = {Vf (=)}, {0} = {0}, {Vf(2)}].

2. Se f ¢ localmente lipschitziana e direzionalmente derivabile in x e
x — f'(z,g) é semicontinua superiormente per ogni ¢ € R" allora
g — f'(z, g) é sublineare. Infatti abbiamo visto che in questo caso la de-
rivata direzionale coincide con la derivata superiore di Clarke, la quale &
sublineare ed ¢ la funzione di supporto del sottodifferenziale di Clarke.
Pertanto Df(z) = [0cif(x),{0}]. In particolare, se f é convessa, la sua
derivata direzionale ¢ semicontinua superiormente e abbiamo visto che
il suo sottodifferenziale di Clarke coincide con il suo sottodifferenziale.
Quindi per una funzione convessa si ha Df(z) = [0f(z), {0}].
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3. Analogamente, se z — f'(z,g) ¢ semicontinua inferiormente, da

f,(xv g) = fé’l(xa g) = lE(’Iirclllecl(w)(l, g)
si ottiene che D f(x) = [{0}, Ocif ()]
In particolare, se f é concava si ha Df(z) = [{0},0f(x)].

4. La funzione ¢ : R — R data da ¢(z) = |z| & convessa, quindi

Dy(z) = [9¢(x),{0}]

D’altra parte dp(z) ¢ il sottodifferenziale di una funzione lipschitziana,
quindi per il corollario 2.1.16

{1} sex >0
dp(z) =< {-1} sex <0 (3.1.1)
co{-1,1} sex =0

Osservazione 3.1.6. Dagli esempi 2. e 3. segue che, per una funzione f
quasidifferenziabile in z, il suo quasidifferenziale Df(x) avra un elemento
della forma (U, {0}) o ({0},V) (e in tal caso si dice che il quasidifferen-
ziale ¢ degenere) se e solo se la derivata direzionale f'(z,g) é semicontinua
(superiormente o inferiormente) in = per ogni g € R".

Vediamo alcune proprieta delle funzioni quasidifferenziabili.
Anzitutto definiamo le operazioni di somma e prodotto per scalare sulle
classi di equivalenza delle coppie di convessi compatti.

Definizione 3.1.7. Siano [U;, V1] e [Us, V3] due classi di equivalenza di coppie
di insiemi convessi e compatti, e sia A € R. Definiamo

[UI: ‘/1] + [UQ: ‘/2] = [Ul + UQa ‘/1 + ‘/2]

_JAUAV] se A >0
AL, V] = { [AWV,AU] se A< 0

Si verifica facilmente che le due operazioni sono ben definite sulle classi di
equivalenza.

Proposizione 3.1.8. Siano fi e fy due funzioni quasidifferenziabili in un
punto x e sia X € R. Allora le funzioni

fit+ S, fi—Jfo fi-fo, AT
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sono quasidifferenziabili in x e si ha

D(fi+ f2)(x) = D(fi)(z) +D(fo)(z)

D(fi = f2)(x) = D(fi)(z) — D(f2)(z)

D(fi- fo)(z) = fi(2)D(f2)(z) + f2(x)D(f1)(x)
D(Afi)(z) = AD(fi)(z)

Inoltre, se fo(x) # 0 allora % ¢ quasidifferenziabile in x e

fi
D ( f2) © = 75 )<f2( D)D) () - fu(2)D(f) (@)

Dimostrazione. Tutti questi risultati si dimostrano in modo simile: si mo-
stra che la funzione é direzionalmente derivabile in z e si usano le definizioni
date in 3.1.7.

Prendiamo ad esempio la funzione f; + f;. Chiaramente é direzionalmente
derivabile in z in quanto

lim (i + )(z + ag) — (1 + £)() = lim ~(Ai(s+ag) ~ @)+

a—0t

+ lim gﬁ(x +ag) — fol)) = fl(z,9) + iz, 9)

a—0t

Dunque se [U;,V;] = Dfi(z) ,i=1,2, si ha

(fi+ f2)(z,9) = maxl g+maxl g+m1nl g—i—?g/nl g=

= max l l5) - min l ls)-g= max [- min /[ -
l1+l2€U1+U2( L 2) g+l1+l2€V1+V2( Lt 2) g leU1+U2 g+lEV1+V2 g

percio [Uy + Uz, Vi + Vo] = D(fi + f2)(z). D’altra parte, per la definizione
3.1.7, si ha

[Ur + Uz, Vi + Vo] = [Ur, Vi] + [Us, Vo] = D(f1)(2) + D(f2)(2) .
(]

Esempi 3.1.9. 1. La funzione ¢ (z) = —|z| é quasidifferenziabile su R e
il suo quasidifferenziale ¢ dato da Dy (z) = —Dy(x), dove p(z) = |z|.
Quindi (vedi Esempio 3.1.5(4.))

Dy(z) = [{0}, =9¢(2)]
dove dyp(z) é dato da (3.1.1)
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2. Consideriamo la funzione f : R? — R definita da f(z,y) = |z| — |y|.
f & quasidifferenziabile su tutto R?, in quanto é somma di due funzioni
quasidifferenziabili su R?:

f(@,y) = pi(x,y) + p2(z,y), @i(@,y) =lz[, @a(z,y) ==yl

Infatti 1 € convessa e

D(pl (.Z', y) = [le(x: y): {0}]
dove il sottodifferenziale 01 (z,y) ¢ dato da (vedi Esempio 3.1.5(4.))

{(1,0)} se x >0

o1 (z,y) =< {(-1,0)} se x <0
co{(—1,0),(1,0)} sexz=0

La funzione ¢y & concava e

Doy (z,y) = [{0}, 0pa(z, y)]

dove il superdifferenziale 9, (z,y) ¢ dato da

B {(0,-1)} sey>0
Opa(z,y) = { {(0,1)} se y <0
co{(0,-1),(0,1)} sey=0

Dunque per la Proposizione 3.1.8,
Df(x,y) = [9p1(x,y), {0}] + [{0}, 2 (2, y)] = [0¢1 (2, y), Dpa(z, y)]

Osserviamo che, come deve essere, per x # 0 e y # 0 la coppia

(Q¢1(2,y), Opa(w,y)) & equivalente a ({Vf(z,9)},{(0,0)}): infatti se
ad esempio x > 0 e y > 0 (gli altri casi sono analoghi) si ha

(@p1(z,y), 0p2(,y)) = ({(1,0)},{(0,-1)}) e

{VF(z,9)},1(0,0)}) = ({(1, =1)},{(0,0)})
e chiaramente {(1,0)} — {(0,0)} = {(1,-1)} — {(0,-1)}.

3.2 I giochi quasidifferenziabili

Con un procedimento simile a quello adottato da J.P. Aubin per i giochi lo-
calmente lipschitziani, Pechersky, in [10], propone, per i giochi con funzione
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caratteristica v quasidifferenziabile in 7, con Dv(7") = [U, V], l'insieme
U + V come un insieme di quasisoluzioni.

Evidentemente non puo essere un insieme di soluzioni come ’abbiamo defini-
to in 1.3.21, in quanto il quasidifferenziale non é un insieme ma una classe di
equivalenza di coppie di insiemi e, come vedremo, non tutte le coppie equi-
valenti hanno come somma un insieme di soluzioni.

Pechersky definisce quindi un nuovo tipo di soluzione, chiamata soluzione st,
che ¢ la somma del punto di Steiner di U e del punto di Steiner di V' (dove
ancora [U, V] = Du(r)).

Dopo aver definito il punto di Steiner ed aver visto alcune sue proprieta,
vedremo che la soluzione st é Pareto-ottimale, simmetrica, soddisfa la pro-
prietd del giocatore inattivo, coincide con il valore di Shapley generalizzato
se v € V™ e con il punto di Steiner del nucleo se v é superadditiva. Quindi,
anche se I'insieme costituito dalla sola soluzione st non ¢ un insieme di solu-
zioni secondo la definizione che abbiamo dato, la soluzione st puo certamente
essere considerata come una soluzione puntuale del gioco. Infine vedremo co-
sa succede se la funzione caratteristica oltre a essere quasidifferenziabile ¢é
anche localmente lipschitziana.

3.2.1 Le quasisoluzioni

Definizione 3.2.1. Dato z € R" \ {0} sia
H,={ceR"|(c—xz) -z =0}

I'iperpiano passante per x e perpendicolare ad x.

Siano inoltre 7" C H, un aperto relativo di H, non vuoto e sia y € T'.

Una funzione f : T — R si dice quasidifferenziabile in y se esistono una
coppia di insiemi convessi e compatti (Ur, V), entrambi contenuti in

H? ={ceR"|c-z =0}, tali che

! = i HY. 2.1
f'(y,9) = max(l,g) + min(l,g), Vg€ Hy (3.2.1)
L’insieme delle coppie di insiemi convessi e compatti (Ur, V) per cui vale
(3.2.1) si chiama il quasidifferenziale di f nel punto z.

Allo stesso modo che per una funzione quasidifferenziabile definita su un aper-
to di R, il quasidifferenziale di una funzione quasidifferenziabile definita su
un aperto relativo di un iperpiano non € un’unica coppia di insiemi convessi,
bensi la classe delle coppie equivalenti (con la stessa relazione di equivalenza
che vale per le funzioni definite su un aperto). E un fatto evidente, visto
che, con un semplice cambiamento di variabili, possiamo considerare f come
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definita su un aperto di R*~1.
Vediamo cosa succede se restringiamo una funzione quasidifferenziabile su un
aperto all’intersezione dell’aperto con un iperpiano.

Proposizione 3.2.2. Sia f : R} — R quasidifferenziabile in un punto

r €RY e sia Df(z) = [U,V]. Allora la funzione f, = fl|r,, dove T, =
R} N H,, & quasidifferenziabile in x e il suo quasidifferenziale & dato da

Dfi(z) = [m,(U), m(V)]

dove

Ww(C):{c— (C“)x‘ cEC’} VO C R

Edk
¢ la proiezione ortogonale di C' sull’iperpiano HY.

Dimostrazione. Sia (U, V) un rappresentante di Df(x) e sia g € H?. Per
a > 0 sufficientemente piccolo, z + ag € T, quindi

1
o a—0t ¢

fi(a.9) = lim (h(x+ag) ~ A() = lim ~(f(z+ ag) — f(z)) =

:, = l- 1 .
fi(w,9) = maxl- g +minl-g

D’altra parte ogni [ € U e ogni [ € V pud essere scritto come [ = [; + [,
con l; = ‘lz—‘%x e lo = | — ;. Chiaramente [, ¢ ortogonale a g € H?, quindi
g-l=g-ly inoltre se [ € U ol € V allora I, appartiene rispettivamente a
7z(U) o mz(V). Ne segue che

maxl-g= max ly-g

leUu la€mg(U)

e analogamente
min/-g= min Iy-g
lev l2€m (V)

pertanto (7, (U), 7(V)) € un rappresentante di Dfi(x). Resta da mostrare
che (Up, V1) é equivalente a (U, V) se e solo se (7, (Uy), 7, (V1)) € equivalente
a (mz(U), m,(V)). Questo si vede facilmente usando il fatto che la proiezione
su un iperpiano € additiva.

O

Per quanto riguarda l'operazione inversa, ossia se, invece di restringe-
re una funzione quasidifferenziabile da R’ a un iperpiano, estendiamo una
funzione definita su un insieme contenuto in un iperpiano a R} abbiamo il
seguente risultato.
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[e}

Proposizione 3.2.3. Sia x €R} e f: H, "R} — R una funzione quasi-
differenziabile in x con quasidifferenziale D f(z) = [l£ V. Sef:R? >R ¢
Pestensione positivamente omogenea di f a RY allora f e quast differenziabile
i x e il suo quasidifferenziale é dato da

Df(z) = [U—i— J;ﬁ)xv] . (3.2.2)

Dimostrazione. Anzitutto osserviamo che (U, V;) e (U, V3) sono due cop-
pie equivalenti se e solo se

f(z)

ks

e V=U+ 1B, v

U +
1 |z|?

pertanto ha senso la formula (3.2.2).
Dobbiamo provare che f é direzionalmente derivabile in x.
Poiché f ¢ quasidifferenziabile in z, per ogni h € H? si ha

f(z, h) =Ilrg%]xl-h+1lrél‘£1£-h (3.2.3)

Sia ora g € R*. Supponiamo che g non sia parallelo a x, ossia g # Ax per
ogni A € R. Sia a > 0. Per « sufficientemente piccolo si ha

||

— € H,NRY}
(m+ag)-xx+ag T

infatti se o € sufficientemente piccolo z + ag € R}, (r+ag) -z >0e

7|
S b — -z =0
((m+ag)-axx+ag x x

Poniamo | ‘
T
Possiamo scrivere
2
z z
Lx—!—ag:x—kuh, dove a= — | .
(z+ag) =z [z +g-z—pg-x

Chiaramente o — 0% se e solo se 4 — 0. Sfruttando il fatto che f ¢é
positivamente omogenea otteniamo

lim fla+ag) - J(z) = lim ! flx+ h,u)M —fl@)| =

a—0+ a a—0t @ |z|?
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:£${ﬂ$+%?_ﬂ@+f@+M@%%}z
:uli{(l)l*' [(f(l"-l-uf;)—f(x)) |~’L"|2+(‘1:1:‘—2 M)g-x-kf(x-l—uh)%] _

2 .
=f@MEH%?E+ﬂ)‘

Pertanto per g # Az la derivata direzionale f (z, g) esiste, inoltre per (3.2.3)
si ha

— _ , z)*+g-x g-T
f@y%—c%glh+%§lh> o +f@Mﬂ2
Ricordando che h ¢ dato da (3.2.4), si ha
plef+g-z - g
|| ||

D’altra parte se [ € U ol € V si hal € H? e quindi - |g—|:L' = 0. Dunque

—! . qg-x
= l- l- A
f(z,9) = maxl- g +min g+f@Mﬂ2
f(z) :
%"(H Qp®) 9T mnl-g

—_— ,. 3 .
= max [ g+Ilrél‘pl g

Dunque resta solo da vedere che lo stesso risultato vale per g = Az (A # 0).
Poiché f é positivamente omogenea, per a > 0 sufficientemente piccolo, si ha

fx+adz) — f(2) _ arf(z)

67 (0%

=\ ()

Dunque T(:r, Az) = Af(x). D’altra parte, poiché U eV stanno nell’iperpiano

H?, si ha
. T
max [-Ax+minl-\x = il 2)33-)\3:
leU+%w lev |z|

= \f(2)
Ne segue che f & quasidifferenziabile in z e il suo quasidifferenziale ¢ dato da

Dfw) = v+ D0 v]

>
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Osservazione 3.2.4. Le due proposizioni precedenti ci permettono di dire
che se f : R} — R ¢ positivamente omogenea e quasidifferenziabile in un

punto z E]R?’}r con Df(xz) = [U, V], allora

Df(x) = |7 (U) + f(w)x,ﬁx(V) (3.2.5)

|2

Infatti f; = f| HoMR? é quasidifferenziabile in x con
Dfi(z) = [m(U), m(V)]

e f € una estensione positivamente omogenea di f; a R?} , dunque vale (3.2.5).

Introduciamo ora l'insieme delle quasisoluzioni di un gioco cooperativo gene-
ralizzato ([0, 1], v) con funzione caratteristica quasidifferenziabile nel punto
7. Per brevita, d’ora in poi chiameremo questo tipo di gioco semplicemente
gioco quasidifferenziabile.

Definizione 3.2.5. Sia ([0,1]",v) un gioco quasidifferenziabile e sia
(U,V) € Du(r") un elemento del quasidifferenziale di v in 7. Allora la

somma
U(TN) N

Swvy(v) = (wTN(U) T > (V)

si dice un insieme di quasisoluzioni del gioco ([0, 1]", v).

Un insieme di quasisoluzioni &€ Pareto-ottimale, simmetrico e ha la proprieta
del giocatore inattivo. Infatti se (U, V) € Dv(r"V) si ha

U(TN)

e Ottimalita di Pareto: Dati z € m,.~(U) + Pk ™Neyemn(V)

Z(% +y)=(z+y) -V = 7;;‘2)7_]\] - = u(77)

in quanto m.~ (U),m~ (V) € HYy.

e Simmetria: Data una permutazione § : N — N dei giocatori, 0 x v ¢é

quasidifferenziabile e il suo quasidifferenziale in 7 & dato da
D@ *v)(Y) = [0(U),0(V)]. Infatti

0oy (e g) — tim OFOE Fa0) = (0x0)Y)

a—0t «
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N 1N (N
~ lim v(t" +alg) —v(T")

a—0t «

— ’UI(TN,G_lg) —

= 1671 inl-07'¢g= ol - infl-qg=
A A A

_ I in ' g.
i It e, Y

Inoltre si pud mostrare facilmente che m,n 0 = f o m .~ e quindi
v(TV)
TN ]2

v (0(U))+

™N4m.n(0(V)) =0 (WTN (U) + |72 ™ + WTN(V)) :

Pertanto
Swyy(0 % v) = Sew)evy) (V) = 0Sw,v)(v) -

e Proprieta del giocatore inattivo: Sia ¢ € N un giocatore inattivo per v,
allora per ogni g € R” si ha

1 . , .
(magy *v)' (7Y, 9) = lim —(o(r" M3 4+ ag"\B) — y(7N\)) =

a—0t ¢

— (PN gD

Percio (U, V) = (myqy * U, gy * V).
Dunque si ha

Sw ) (V) = Stay iy Ui 5y (TG} * V)
ricordando che 7\ ;3 * v € definita su Rﬁ_l si ottiene

w(rN\i}

o) ng . _
e Pt (T V) =

S(U,V) (v) = TN (7TN\{i} * U) +

TG * S (T *v) = T * Swv)(v)

Osservazione 3.2.6. Ricordiamo che la differenza di insiemi non é 'opera-
zione inversa della somma. In particolare date due coppie di insiemi convessi
e compatti (U, Vi) e (U, V2) equivalenti, cioé tali che U; — Vo = Uy — V7,
in generale U; + V; # Us + V5. Pertanto I'insieme delle quasisoluzioni di
un gioco quasidifferenziabile non & unico: [Uy, V1] = [Us, Vo] = Du(7V) non
implica S, v1)(v) = Sw,, 1) (V).

Proprio per questo motivo un insieme di quasisoluzioni non € un insieme di
soluzioni del gioco. Ad esempio se consideriamo un gioco superadditivo, il
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nucleo del gioco € un insieme di quasisoluzioni del gioco, infatti il quasidif-
ferenziale di v in 7V & Dv(r") = [{0}, Ov(7")]. Dunque per l'osservazione

3.2.4 .
[ﬂ;N({O})+—%£%?;TNQﬂ}N(5v(TN)H:= {0}, 0v(r™)]

ossia
N) .

™ = m.n(0v(tY)).

(N _U(T
ov(1™) T

Si verifica facilmente che A — {c} = B se e solo se A = B + {c}, quindi

e il secondo membro dell’ultima uguaglianza é l'insieme di quasisoluzioni

Saery®@- | |
D’altra parte ogni coppia di insiemi convessi e compatti (U, V') tale che

V=U—0v(r")

appartiene a Du(7V) e in generale S(y,v)(v) # S({O},gv(TN))(U).
Dunque un gioco superadditivo puo avere insiemi di quasisoluzioni che non
coincidono con il nucleo del gioco.

Esempio 3.2.7. Consideriamo il gioco dell’esempio 2.2.4. La funzione ca-
ratteristica

1
v(T) = max{7, T2} — g‘ﬁ — Ty
¢ direzionalemente derivabile in 7V e si ha

v%fm={

201+ 392 91> go
202+391 91 <g-

Possiamo quindi scrivere

v'(tV,9)= max w-g+ min v-g.
ue{2e1,2e} ve{zer,ze2}

Dunque Duv(7") ¢ la classe di equivalenza di (U, V') con

2 2 1 1
U=co{§el,§ez}, V:co{gel,geg} ) (3.2.6)
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Calcoliamo I'insieme di quasisoluzioni associato a questa coppia di insiemi.

mn (U) = { (%A,%(l —)\)) - (%%)‘A e (o, 1]} =U - %TN

e analogamente

1
an(V)=V -2V,

6
Dunque 'insieme di quasisoluzioni associato a (U, V) &
1 1 1
Swv)(v) = (U - 37N> + §TN + (V — ETN) =U+V =co{(1,0),(0,1)}.

Osserviamo che la derivata direzionale di v é continua, percio anche la coppia
(Ociv(T™), {0}) & un elemento del quasidiffereneziale. L’insieme di quasisolu-
zioni associato a questa coppia € diverso da quello che abbiamo trovato per
la coppia data da (3.2.6), infatti

2 1\ (12
N
Sero(e) oy = Oor(r) = co { (3’ 3) ’ (5’ 5) } '

Pechersky, in [10], propone un altro tipo di soluzione che non dipende dall’e-
lemento del quasidifferenziale scelto: la soluzione st.

Per poter definire la soluzione st e vedere quali proprieta ha, definiamo il
punto di Steiner ed esponiamo le sue caratteristiche principali.

3.2.2 1l punto di Steiner
Definizione 3.2.8. Sia K C R" un insieme convesso e compatto. Il punto
di Steiner di K é il punto

1

)= = [ ypclioly) R

wn Sn—1
dove w, = my(B(0,1)) é la misura n-dimensionale della palla unitaria in R"
e px : R* — R é la funzione di supporto di K, cioé

= -y VyeR".
pr(y) =maxz-y Vy
Indichiamo con K™ I'insieme dei K C R™ convessi e compatti. Possiamo
considerare il punto di Steiner come un’applicazione
s: K" - R"
K — s(K)
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Proposizione 3.2.9. s: K" — R" ¢ additiva e positivamente omogenea.

Dimostrazione. Siano K; e K, due insiemi convessi e compatti. La fun-
zione di supporto di K; + K5 é data da

Pr+K,(Y) = max v-y = max V1 +V9) Y =
s 2( ) vEK1+ K> 1)1€K1,U2€K2( )

max vl-y+vrznef}(X202'y=pK1(y) + Pr, (y)

per ogni y € R*. Dunque

1
s(Ky + K,) = —/ Y DK+, (Y)do(y) =
Sn—l

n

= [ ki) + 5 [ up(dot) = () + (5.

Wnp Jgn-1 n
Vediamo c}fe per ogni A > 0 si ha s(AK) = As(K).
Pakc(y) = maxv -y = max ' -y = Api (y)
Da cui segue s(AK) = As(K), per A > 0.
d
Proposizione 3.2.10. Per ogni trasformazione ortogonale T di R* si ha
s(T(K))=T(s(K)), VKeKk".

Dimostrazione. Anzitutto osserviamo che per ogni K € K" e ogni
T :R* — R" ortogonale si ha

pr)(y) = px(Ty) Vy e R™.
Infatti z € T(K) se e solo se Tz € K, pertanto

= Yy = T(T? c = Tty . Tty =
Pr(x) () nax z -y JEHT%(( z)) -y Jnax Thw - Ty

= max ' -T'y= max 7Ty = pr(Thy) .
z' €

Ta'€T(K)
Dunque il punto di Steiner di 7'(K) ¢ dato da
1
s(T(K)) = — / ypx(Ty)do(y) .
n JSn-1

Effettuiamo il cambiamento di variabili z = T"y.
Poiché |detT| =1e T(S" ') =S5""1 siha
1
STE) = [ (T2)oa()dalz) = T(s(K)),

Wn

che completa la dimostrazione.
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Corollario 3.2.11. s: K" — R" ¢ lineare.

Dimostrazione. Abbiamo gia visto che s ¢ additiva e positivamente omo-
genea, ci basta quindi provare che s(—K) = —s(K). Sia T = —I, dove
I:R* —» R” é I'identita. Chiaramente 7" é una trasformazione ortogonale di
R"™, percio per la proposizione precedente

Quindi s € lineare.
O

Vogliamo vedere che per ogni K € K" il punto di Steiner di K appartiene a
K. Per prima cosa abbiamo bisogno di un risultato di approssimazione per
gli elementi di X".

Definizione 3.2.12. Un insieme della forma K = co{v1, ..., v, } con v; € R*
per 2 =1, ..., m si chiama un politopo.

Chiaramente ogni politopo € un elemento di K".

Per ogni K C R" chiuso e per ogni r > (0 poniamo
K,={z€eR" : d(z,K) <r}.

Lemma 3.2.13. L’applicazione

A: K"x K" — R
(K,H) — 5K,H+6H,K

dove

kg = inf{r>0: HCK,} e
6H,K = inf{r >0: K C Hr}

definisce una metrica su K.

Lemma 3.2.14. Per ogni K € K™ e per ogni € > 0 esiste un politopo H tale
che K C H e A(K,H) <e.
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Dimostrazione. Sia K € K" e sia ¢ > 0. Possiamo supporre che K abbia
dimensione n (altrimenti basta prendere il sottospazio di dimensione dimK
in cui K ¢ contenuto). Poiché K, & compatto esiste R > 0 tale che

K. C B(0,R). Sia V = {vy,...,v,} C B(0, R) tale che

B(07R) - ‘/5/4

Definiamo
H=co(VNK,).

Chiaramente H é un politopo, inoltre, poiché K, é convesso, H C K,. Dun-
que dx g < €.
Ci basta quindi provare che K C H, infatti in tal caso si avrebbe dy x =0 e
percid A(H,K) = dg,g < €.
Supponiamo per assurdo che esista x € K N (H)¢. Allora esiste un iperpiano
IT passante per x che non taglia H (cioé tale che non ci siano punti di H
da entrambi le parti di IT), infatti per il teorema di Hahn-Banach esiste un
iperpiano II' che separa la parte interna di H e z e basta quindi prendere
come II Iiperpiano parallelo a II' passante per z. Siano z; e x9 i due punti
a distanza £/2 da z sulla retta passante per z e perpendicolare a II. T due
punti stanno entrambi in Fg/z C B(0, R) dunque esistono v;,,v;, € V tali
che

lvi, —z1| <e/d e |u, — x| <e/d.

Quindi v;,,v;, € VN K, C H e stanno da parti opposte di II, ossia II taglia
H, contro l'ipotesi iniziale.
O

Lemma 3.2.15. s: K™ — R" ¢é continua rispetto alla metrica A definita su
Kr.

Dimostrazione. Fissato ¢ > 0, siano K, H € K" tali che A(K, H) <.

In particolare abbiamo quindi K C H. e H C K.. Dunque per ogni y € R”
si ha

- < =
pi(y) = pu(y) = maxz -y —maxz-y < MaXg -y — maxz-y =

max -y —maxz- y-max:c Y+ max x-y—maxz-y
tcH+B(0,¢) reH z€B(0,¢) reH

= max z-y=c¢lyl
z€B(0,¢)

e analogamente

pr(y) —pu(y) >maxx Yy—MaxT-y =Mmaxzr-y—Maxr-y— max T-y =
zeK. zeK TeK z€B(0,)
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=— max z-y=—c¢ly|.
z€B(0,¢)

Pertanto |px(y) — pu(y)| < €|y| per ogni y € R*, da cui segue immediata-
mente
|s(K) — s(H)| < Ce

dove C = C(n) dipende solo dalla dimensione n.

Teorema 3.2.16. Per ogni K € K™ si ha s(K) € K.

Dimostrazione. Ci bastera vedere che la tesi vale per i politopi. Infatti,
se vale per i politopi, per il Lemma 3.2.14, per ogni K € K" possiamo
trovare una successione di politopi {H;};en tale che K C H; per ogni i e
A(K, H;) — 0. Pertanto per ogni € > 0 esiste un v, € N tale che

s(H) e H;C K, VYi>u,
e per il Lemma 3.2.15
d(s(K),K) < |s(K) — s(H;)| +d(s(H;), K) < Ce +¢.
Dunque s(K) € K¢, per ogni & > 0, ossia
s(K) € NeoKere = K.

Vediamo quindi che se H ¢ un politopo allora s(H) € H.
Sia H = co{vy, ..., v }. Osserviamo che, per ogni y € R", se pu(y) =T -y
allora z € {v1, ..., v, }. Infatti

maxz-y = max  (Av; 4+ ..+ Apvy) cy <
reH (A1,--,Am)€E[0,1]™
A1t An=1
< max M+ ...+, max vj-y= max v;-y.
(A15--,Am)€[0,1]™ je{1,...,m} je{1,...,m}
A1+ FAn=1

D’altra parte vy, .., v, € K dunque pg(y) = max;c(i,..m} vj - ¥-
Definiamo
Sj={yeS" ' :puly) =v;-y} e
B;={ye B(0,1) : y/ly€ S;} j=1,...m

Chiaramente per quanto abbiamo appena visto Uj",S; = Sn-t
Inoltre y € S; ¢ il versore normale esterno v(y) di S; nel punto y. Pertanto

)= [ o) =3 [ - vt)doty
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Gli S; che sono non vuoti hanno parte interna relativa regolare (in quanto
pg ¢ differenziabile in ogni punto dove il massimo ¢ unico) e bordo regolare
a tratti. Ne segue che anche il bordo di B; sara regolare a tratti, essendo
formato da un numero finito di facce (n —1)-dimensionali. Inoltre ogni faccia
del bordo 0B, \ S; & comune ad un altro dei 0B; \ 5.

Allora

m

winZ/S(y ~v;)vi(y)do(y) = wiz

n j:l

/BB'(y -v;)vi(y)do (y)

perché i contributi sulle facce UL, (9B; \ S;) si cancellano fra loro dato che
le normali esterne hanno segni opposti. Possiamo quindi applicare il teorema
di Gauss-Green e si ha

m

=1 J

L& = ma(By)

~ =3 [ oy = 30wy,
7j=1 J j=1

cioé

. . . . . c 1, m
che ¢ una combinazione convessa dei punti vi, ..., vy, poiché > 50, my,(B;) =
wnp, pertanto s(H) € H.

U
Corollario 3.2.17. 1. Per ogni z € R" si ha s({z}) = x.

2. Per ognixz € R* e ognir > 0 si ha s(B(z,r)) = z.

3.2.3 Le soluzioni st

Definizione 3.2.18. Sia v : R} — R la funzione caratteristica di un gioco
quasidifferenziabile e sia Dv(rV) = [U, V].
Il vettore

st(v) = s(U) +s(V),

dove s : K" — R™ ¢ il punto di Steiner, si dice la soluzione st del gioco
([0,1]", v).
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Osserviamo che é una buona definizione, cioé che non dipende dall’ele-
mento della classe di equivalenza [U,V]: infatti se [Uy, V4| = [U, V], cioé
U, —V =U -V, allora per la linearita di s si ha

s(U1) = s(V) = s(U) = s(V1),

ossia

s(U)+s(V) =s(Ur) +s(V1).

Teorema 3.2.19. Sia ([0, 1]",v) un gioco quasidifferenziabile. Allora la so-
luzione st(v) del gioco é Pareto-ottimale, simmetrica e ha la proprieta del
giocatore inattivo. Inoltre

(i) se v € V™ allora st(v) coincide con il valore di Shapley generalizzato;

(ii) se v e superadditiva allora st(v) coincide con il punto di Steiner del
nucleo del gioco.

Dimostrazione. Le proprieta (i) e (ii) seguono facilmente dalla definizione
di st(v). Infatti:

(i) se v € V™ allora Du(t") = [{Vu(rV)}, {0}] percio
st(v) = s({Vu(r™)}) + s({0}) = Vo(r");
(ii) se v & superadditiva allora Dv (") = [{0}, dv(7")] = [{0},C(v)], percio
st(v) = s({0}) + s(C(v)) = s(C(v)) -

Poiché st(v) non dipende dalla coppia (U, V) € [U, V], per 'osservazione 3.2.4
e la linearita di s, st(v) € il punto di Steiner di un insieme di quasisoluzioni,
cioe st(v) = s(Sw,vy(v)), per un (U, V) € [U, V] qualsiasi.

Quindi st(v) € Sq,vy(v). Abbiamo visto che

e Sw,v)(v) & Pareto ottimale, quindi »_, v (st(v)); = v(7"), cioé st(v) é
Pareto ottimale;

e Sw,v)(v) é simmetrico, quindi per ogni permutazione § : N — N si ha
st(0 xv) = s(0(Sw,vy(v)))

d’altra parte una permutazione § di N (o meglio la permutazione de-
gli indici degli elementi di R™ associata a #) é una trasformazione
ortogonale, dunque per la proposizione 3.2.10 si ha

s(0(Swvy(v)) = 0s(Swvy(v)),

cioé st(v) & simmetrico;
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e Swy)(v) ha la proprietd del giocatore inattivo, quindi se i € N &
inattivo si ha
st(v) = st(Tn\gy *v) =
= 5 (Stemia @m0 (T £v)) = 5 (T * Spn(©) -

Per (1.3.12) gli elementi di 7y (5} * S,y (v) hanno tutti Ii-esima com-
ponente nulla, percio (st(v)); = 0.

g

Corollario 3.2.20. Per ogni gioco quasidiferenziabile ([0,1]™,v), st(v) & una
soluzione puntuale del gioco.

Dimostrazione. Segue dai teoremi 3.2.19 e 3.2.16.

0

Esempio 3.2.21. Consideriamo il gioco dell’esempio 2.2.4. Abbiamo visto
che un insieme di quasisoluzioni del gioco ¢ dato da

K = co{(1,0),(0,1)}.

Per il corollario 3.2.17, il punto di Steiner di K ¢ il punto di mezzo dell’in-
tervallo {(A,1 — A)|A € [0,1]}, quindi

st(v) = s(K) = (% %) |

Osservazione 3.2.22. Se la funzione caratteristica v é anche localmente lip-
schitziana (oltre ad essere quasidifferenziabile in 77) e la derivata direzionale
di v & semicontinua (superiormente o inferiormente) in 7%V per ogni g € R",
allora la soluzione st(v) ¢ il punto di Steiner del sottodifferenziale di Clarke
Ocv(TV). Infatti in tal caso abbiamo visto che

e Du(tV) = [Ogv(TV),{0}], se v'(V, g) & semicontinua superiormente
in 7V per ogni g € R";

e Du(rV) = [{0}, dciv(T™)], se v'(TV, g) & semicontinua inferiormente in
7V per ogni g € R".

In particolare quindi, per il Teorema 2.2.3 in questo caso la soluzione st ¢
anche atomica.
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3.2.4 Le soluzioni st di un gioco localmente lipschitziano

A questo punto ¢ interessante vedere cosa succede se la funzione caratteristi-
ca é sia quasidifferenziabile sia localmente lipschitziana e il quasidifferenziale
di v in 7% non & degenere (cio¢ la derivata direzionale non ¢ semicontinua).
Nel caso generale non € detto che la soluzione st sia un elemento dell’insie-
me di soluzioni del gioco localmente lipschitziano, perd con delle ipotesi di
regolarita piu deboli della semicontinuita della derivata direzionale possiamo
ottenere questo risultato.

Anzitutto vediamo che la soluzione st, st(v), di un gioco quasidifferenziabile
([0,1]*,v) appartiene a un sottoinsieme di U + V' (dove [U, V] = Duv(r)).

Sia f : 2 — R quasidifferenziabile in 2y € €). Scriviamo

f(z0,9) =pu(9) +qv(g), geR"

con py(g) = maxep ! - g e qgv(g) = mingey [ - g, dove [U, V]| = D f(zy).
Sappiamo che py é una funzione sublineare e ¢y € una funzione superlinea-
re quindi, in particolare, sono entrambe localmente lipschitziane e pertanto
quasi ovunque differenziabili.

Osserviamo che per ogni g € R si ha

Opu(g)={velU:v-g=pulg)}-

infatti per definizione

v (g) = {v e R |py(h) —py(g) >v-h—v-g,Yh € R"}

quindi Pinclusione {v € U : v-g = py(9)} C 9pur(g) ¢ immediata (basta
ricordare che U = 9py(0)), viceversa se v € 9py(g), scegliendo h = 0 e
h = 2g otteniamo v - g = py(g), per cui sostituendo si ha

p(h) >v-h VheR"

cioé v € dpy(0) = U.
Ora, poiché py é quasi ovunque differenziabile, per quasi ogni g € R” si ha

opu(9) ={Vpu(9)}.

Analogamente dqy(g) = {v € V : v-g = qy(g)} e per quasi ogni g € R

vale 0qv (9) = {Vav(9)}-
Siano Ty C R" l'insieme dei punti dove py é differenziabile e Ty, C R
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I'insieme dei punti dove ¢y é differenziabile. Allora per ogni g € Ty N Ty si
ha

f'(x0,9) = (Vpu(g) +Vav(g)) - g-

Consideriamo l'insieme Sy, = S™' N (Ty N Ty).
La misura di (n — 1)-dimensionale di S !\ Sy & nulla, infatti per la positiva
omogeneita di py e gy si ha

S(): {i‘ gGTUﬂTv} .
9]
Inoltre, sempre per la positiva omogeneita di py e gy, si ha

{Vpu(9) +Vav(g)lg € Ty NTv} = {Vpu(g) + Vav(g) | g € So}-

Vediamo che il punto di Steiner di U 4+ V' appartiene alla chiusura dell’invi-
luppo convesso di questo insieme.

Lemma 3.2.23. Sia f : Q@ — R quasidifferenziabile in zo € 2. Con le
notazioni precedenti si ha

s(U+V) € co{Vpu(g) +Vav(g) | g € So}.

Dimostrazione. Anzitutto osserviamo che per la linerita di s si ha

SU+V) =50 = (V) = o [ (00) = p-v)udoly) =
= wi o, o)+ avy)ydoly).

Supponiamo dapprima che py e gy siano di classe C! su R®. Allora, detta
v(y) la normale esterna a S™~! nel punto y, per il teorema di Gauss-Green
si ha

UAV) = 2 [ o) + o @)r(y)doly)

wn Sn—1
1

= — V(pu(y) + av(y))dy.
Wn J B(0,1)
Quest’ultimo integrale é un integrale di Riemann, limite di somme finite del
tipo
|
> " —m(En)V (po(ys) + av(yn)) con

h=1 "
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Yp € Eh, Uﬁ:lEh = B(O, 1), Eh N Ek = @

le quali sono combinazioni convesse dei punti V(py(yn) + ¢v(yr)) e quindi
appartengono a

co{Vpy(y) + Vav(y) |y € B(0,1)}.
Percid

s(U+V) € co{Vpu(g) +Vqv(g)|g € B(0,1)}.

Ora supponiamo che py e gy siano solo quasi ovunque differenziabili in R”
con Vpy e Vgy in L*(B(0,1)) (cosa che posso supporre perché le funzio-
ni sono localmente lipschitziane e quindi lo sono anche i loro gradienti).
Consideriamo per ogni € > 0 la funzione

Ly
Pe(y) = —nw(—) ,  YyeR
€ €
dove ¢ € C§°(R™) ¢ non negativa con supporto in B(0,1) e tale che
Jrn (y)dy = 1.
La convoluzione di (py + gv) con ¢, & di classe C*, pertanto, posto

fe = (pv + qv) * ¢

si ha .
— Vf.(y)dy € co{Vf.(g9)| g € B(0,1)}

Wn J B(0,1)

Per il teorema di Gauss-Green si ha

1 / Vi (y)dy = — (f-(y))ydo(y)
Wn J B(0,1)

wn Sn—1

dunque prendendo £ — 0 otteniamo

= Va@a s - [ o)+ a)udol) = s(U +V)

Wn J B(0,1) Wn

D’altra parte, usando il fatto che V f. converge quasi ovunque a V(py + gv)
e la densita di By = B(0,1)N (Ty NTy) in B(0,1) si ha

lim A (co{V/:(9) [g € BO, D}, co{Vpulg) + Vav(g) [9 € Bo} ) = 0

dove A ¢é la metrica su " introdotta nel lemma 3.2.13.
Ne segue

s(U+V) € co{Vpy(g) + Vav(g) |g € Bo},

ma per la positiva omogeneita di py e gy questo insieme coincide con

co{Vpu(g) + Vav(g) | g € So}.
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O

Definizione 3.2.24. Sia 2 C R™ un aperto e sia f : 2 — R una funzione
localmente lipschitziana su €2 e quasidifferenziabile in ¢ € €.
Scriviamo

f(z) = f(xo) + h(z —zo) +r(z), z€Q

con

h(z) = f'(x0,2)
r(z) = f(z)— f(x0) — h(z — 20) = o(x — 70) .

Si dice che f é d-regolare in z se esiste un intorno U di z, tale che le funzioni
f, h e r sono differenziabili in z per quasi ogni z € U e vale

lim Vr(z') =0. (3.2.7)

' =z

Diciamo che f & cd-regolare in xy se esiste un intorno U di zy tale che le
funzioni f, h e r sono di classe C! in z per quasi ogni z € U e vale (3.2.7).

Esempi 3.2.25. 1. La funzione f : R — R definita da f(z) = |z| ¢
cd-regolare in zy = 0.
Infatti f ¢ di classe C* su R\ {0} e

h(z) = f'(0,2) = |z| = f(z), «#0.

Dunque f, h e r sono quasi ovunque di classe C'.
Inoltre per ogni x # 0

e quindi é soddisfatta la condizione (3.2.7).

2. La funzione f : R — R definita da

z?sinT  per z #0
f(x)—{ 0 perz =0

non ¢ d-regolare (e percid nemmeno cd-regolare) in zo = 0. Infatti f
¢ di classe C! su R\ {0}, inoltre é derivabile in 0 e f/(0) = 0, dunque
h = 0. Pertanto le funzioni f, h e r sono quasi ovunque di classe C?,
ma non ¢ soddisfatta la condizione (3.2.7), infatti

r(z) = f(z) — f(0) = h(z) = f(=)
r'(x)z?xsiné—cos%—»ﬂ per z — 0.
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Lemma 3.2.26. Con le notazioni precedenti sia Sy = S~ ' N (Ty N Ty).
(i) Se f é d-regolare in xq allora

co{Vpu(9) + Vav(g) | g € So} C Ocif(xo) - (3.2.8)

(ii) Se f é cd-regolare in xy allora

co{VpU(g) + qu(g) | g € So} = Ble(xo) . (329)

Dimostrazione. (i) Sia C(g) = 9py(g9)+0qy (g) per ogni g € R e sia U (o)
un intorno di zy dove f, h e r sono quasi ovunque differenziabili.
Definiamo hi(z) = f'(zo,z — xo)-

Se

r — Tg

€ So

9()

allora h, é differenziabile in x # x4 e
Vhy(z) = C(g(z)) -

Ora, poiché f, h e r sono quasi ovunque differenziabili in U(xy), si ha

IEREN

Vf(x) =Vhi(z)+ Vr(z) = C(g(z)) + Vr(z) perqo. x € U(xg)-

Scelta una successione {ax} C R} con ap — 07 definiamo la successione
Ty = To + apg con g € Sy. si ha

Cg(zr)) = Cl(g) -

pertanto per la condizione (3.2.7)

Vf(ze) =C(g) + Vr(zy) = C(9) (3.2.10)

e quindi per il corollario 2.1.16 C(g) C Jou f (xo).-
Sia S} l'insieme dei g € Sy per cui esiste {xy} tale che 2y = zo+agg, ap — 0T
e vale (3.2.10). Allora

co{C(g) | g € S1} C dcrf(xo) -
D’altra parte S; C Sp soddisfa m(Sp \ S1) = 0 pertanto

co{C(g)| g € So} = co{C(g) |g € Si}

percio ne segue

co{Vpu(g9) + Vav(g) | g € So} C dcuf(xo) -
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(#i) Vediamo che se f é cd-regolare vale anche l'inclusione inversa.

Sia Ty (f) 'insieme dei punti dove f & di classe C* e sia v € ¢y f(x0). Poiché
f & quasi ovunque di classe C' in un intorno di z,, per il corollario 2.1.16
esiste una successione {x;} C T1(f) tale che

Ty — To, Vf(xg) = v.

Sia T'(h) I'insieme dei punti dove h ¢ differenziabile. Poiché h é quasi ovun-
que differenziabile in un intorno di z, e f é di classe C'! in z;, esiste una
successione {Z} C T1(f) NT(h) tale che

Ty — X, Vf(fk) — v VT(.’Z’k) —0

D’altra parte poiché h é differenziabile in Zj si ha g(Zy) = @’,ﬁii& €Sy e

Vhi(Zr) = C(g(Zk)) € co{Vpu(9) + Vav(g) |g € So} VE.

Dunque
—00

k—o0

da cui segue immediatamente v € co{Vpy(9) + Vav(9) | g € So}.
U

Osservazione 3.2.27. Naturalmente questo lemma € ancora valido se all’i-
potesi di cd-regolarita sostituiamo l'ipotesi che la derivata direzionale di f in
xo sia semicontinua (superiormente o inferiormente) in zo per ogni g € R™.
Infatti se ad esempio f'(zo,g) € semicontinua superiormente in z, allora
Df(zo) = [Ocif(z0),{0}]. D’altra parte se py & la funzione supporto di U
allora

Up = co{Vpy(g)|g € So} =U.

Infatti {Vpy(g) |g € So} C U e U é convesso e compatto dunque Uy C U.
D’altra parte, per la sublinearita di py si ha U = 9py(0) = d¢ipy(0), quindi
per il corollario 2.1.16

U=co{l|H{g} C Ty, i =0, Vpy(gi) = 1} C co{Vpu(9)|g € Tv}

e poiché p é positivamente omogenea, quest’ultimo insieme coincide con Uj.
Dunque se f'(xzq,9g) € semicontinua superiormente in zy si ha

co{Vpu(g) + Vav(g) | g € So} = co{Vpu(g) [ g € So} = U = 9o f(w0) -
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Osservazione 3.2.28. In generale se f non é cd-regolare in zy non € veri-
ficata la (3.2.9). Infatti basta vedere la funzione nell’esempio 3.2.25(2.): la
derivata direzionale é identicamente nulla in o = 0 e quindi

co{Vpy(g) +Vav(g) |g € So} = {0}

mentre il sottodifferenziale di Clarke é formato da tutti i punti limite di
V f(z) per x — 0, ossia
Oarf(0) =[-1,1].

Pertanto, per l'osservazione precedente, se f non é cd-regolare in zy, in
3 ) 0,
generale la sua derivata direzionale in xy non sara semicontinua.

Teorema 3.2.29. Sia ([0,1]",v) un gioco quasidifferenziabile e localmente
lipschitiziano. Se v é d-regolare in ™V allora la soluzione st(v) ¢ un elemento
dell’insieme di soluzioni S(v) = Ocv(T™) del gioco.

Dimostrazione. Segue dai lemmi 3.2.23 e 3.2.26. Infatti per 3.2.23 si ha

st(v) € co{Vpr(g) + Vav(g) | g € So},

dove [U, V] = Du(rV).
D’altra parte se f & d-regolare, per il lemma 3.2.26

co{Vpu(g9) + Vav(g) | g € So} C dcv () = S(v) .
U

Concludendo, la soluzione st fornisce una soluzione puntuale per i giochi
quasidifferenziabili e, se la funzione caratteristica é anche localmente lipschi-
tziana e d-regolare, allora la soluzione st ¢ anche una soluzione puntuale per
i giochi localmente lipschitziani.
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