Geometria Proiettiva
I compito ~ 25 Gennaio 2010

Esercizio 1. Sia X uno spazio topologico. Sia Y = {e,b} uno spazio topologico
con due elementi, dotato della topologia discreta. Mostra che X & connesso se e
solo se ¢l sono esattamente due funzioni continue da X in V.

Esercizio 2. Sia X uno spazio metrico. Dati un punto z € X e un insieme 4 C X,
la distanza d{z, A) fra z e A & definita come

d(z, A) = inf {d(z,y) | y € A}
L’e-intorno di A & il sottoinsieme U (A) dato da:

Ue(4) = {z € X | d(z,A) <€}
Sia T linsieme di tutti gli e-intorni, al variare di A e € > 0:

D={U(A) | AC X, e>0}.

(1) Mostra che ogni elemento di D & aperto.

(2) Mostra che D & una base per Ia topologia di X.

(3) Sia X = R con la distanza euclidea. Costruisci un aperto di R che non sia
un elemento di D.

(4) Sia X = R con la distanza euclidea. L’insieme D & chiuso rispetto all'inter-
sezione finita?

Esercizio 3. Considera il sottoinsieme A C R? dato da A = {{~1,0),(1,0)}. Sia
X = R?/4 lo spazio topologico ottenuto dal piano R2 collassando il sottoinsieme
A (quozientando cio® per la relezione d’equivalenza che identifica due punti se sono
uguali o se stanno entrambi in A).
(1) Lo spazio X & di Hausdorft? E compatto? B connesso?
(2) Dimostrare che esiste una immersione f: S! — X tale che X \ ($*) non
sla connesso.
(3) Dimostrare che esiste una immersione f: S' — X tale che X\ f(5') sia
CONNEesso.

Esercizio 4. Considera la conica in RP? seguente:
Cy = {(1+ Naf ~ 2mex1 + (1 — Na? — (1 4+ Nad = 0}
dipendente da un parametro A € R.

(1) Per quali valori A € R la conica C) contiene il punto [1,1,1]7

(2) Determina il tipo proiettivo della conica C) al variare di A € R..

(3) (Facoltativo.) Determina i punti di RP? che appartengono a Cy per ogni
AER.



