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Ammiro molti scienziati del passato e molto le grandi imprese che possono essere compiute da
un’umile e metodica Tiflessione; sono ammaliato dal dono naturale degli esseri viventi capaci di
intelligere una enormita prossima e remota nel tempo e nello spazio: rifletto su come possa
incastonarst una parte con l’altra in tutto questo immenso quadro di percezioni. Desiderio
comprendere le chiavi della Creazione Matematica, la cui struttura € gia scritta da secoli di
stratificazione e d’esperienza, la cui forza discende pero dall’accedere nel modo piu essenziale alla
nostra intelligenza. Segue la miracolosa capacita di cogliere ’essenza non solo del nostro pensiero
ma dell’intera esperienza cui questo si riconduce. Esperienza che, forgiata da millenni di
evoluzione giunge a noi latrice di meraviglie, ma anche, tanto spesso, di frustrazioni e
contraddizioni che pur muovendo le nostre risorse piu profonde creano quelle sofferenze che ogni

imgegno combatte






Prefazione

L’obiettivo principale di questa tesi & quello di approfondire un importante risultato in analisi globale
nell’ambito delle varieta di dimensione infinita: il teorema di embedding aperto di Eells-Elworthy.
Esso asserisce che ogni varieta di Banach di dimensione infinita, parallelizzabile, separabile puo
essere realizzata con un embedding di classe C°*° come un sottoinsieme aperto del suo spazio modello.
Particolare attenzione sara rivolta al caso delle varieta modellate su uno spazio di Hilbert separabile,
essendo questo l'ambito preferenziale di applicazione del teorema sopra citato. Saranno fornite
alcune modifiche, chiarificazioni e semplificazioni alla dimostrazione originale del teorema e suggeriti
alcuni spunti per strategie dimostrative alternative frutto delle pitt moderne tecniche analitiche e
topologiche.

Il teorema di embedding aperto di Eells-Elworthy sara contestualizzato nel cosiddetto periodo
d’oro della teoria topologica dell’immersione, quel periodo che va dal 1959 al 1973, in cui la teoria
dell’immersione e piu in generale ’analisi globale ricevettero fondamentali contributi da parte di
numerosi matematici (quali C. Bessaga, D. Burghelea, J. Eells, D. Elworthy, N. Kuiper, R. Palais, S.
Smale, per citarne solo alcuni), le cui idee confluirono in altrettanti articoli di ricerca (come | l,
[ I, [ I, [ 1, 1 ). A partire dagli anni settanta del secolo scorso, 'analisi
globale e stata soggetta ad un interesse sempre crescente, lo stimolo essendo parzialmente dovuto ai
rapidi sviluppi nella teoria degli operatori differenziali, dei sistemi dinamici, allo studio degli spazi
di applicazioni e dei gruppi di trasformazioni, e delle varieta di dimensione infinita. D’altra parte un
forte impulso alla ricerca in questo campo deriva dalle applicazioni reali o potenziali ad una svariata
gamma di soggetti. Le applicazioni alla teoria dei campi (problemi della quantizzazione dei campi
gravitazionali), alla teoria della relativita (spazi di soluzioni per le equazioni di campo di Einstein)
e alla meccanica quantistica sono ben note. Piu recentemente, I’analisi globale si & mostrata di
interesse anche in campo ingegneristico, in particolare per lo studio della stabilita strutturale, delle
singolarita in fluidodinamica e nella fisica dei plasmi.

In questo contesto particolarmente vitale ho deciso di intraprendere ’analisi attenta della prova
originale del teorema di Eells-Elworthy | ], guidato dalla necessita di rendere un poco pil
accessibile, diretta e attuale la dimostrazione originale e di migliorare ove possibile alcuni passaggi
con costruzioni il piti possibile geometriche e tangibili. D’altra parte, la letteratura matematica non
contiene migliorie alla dimostrazione originale di Eells-Elworthy, se non una sua possibile estensione
al caso delle varieta con bordo [ ]

Scendendo un poco piu nel dettaglio, pur rimanendo sempre a livello informale, una varieta
Riemanniana di dimensione infinita & una varieta liscia modellata su uno spazio di Hilbert infinito
dimensionale, tale che lo spazio tangente in ciascun punto ¢ dotato di un prodotto scalare la cui
dipendenza dal punto e di classe C*°. Una tale varieta puo essere considerata uno spazio metrico
definendo come distanza tra due punti I'estremo inferiore delle lunghezze delle curve differenziabili
che li uniscono; una varieta Riemanniana ¢ completa se ¢ completa con questa metrica. La geome-
tria differenziale locale delle varieta Riemanniane si sviluppa esattamente nello stesso modo come
nel caso finito dimensionale: in particolare si puo definire un’unica derivata covariante e ottenere
cosl le nozioni di tensore di curvatura, geodetica, curvatura sezionale. Tuttavia, per la geometria
differenziale globale delle varieta la situazione e sensibilmente diversa, la ragione principale essendo
che la completezza non implica, come nel caso finito dimensionale, che due dati punti possono essere
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sempre collegati con una geodetica minimizzante (si veda il controesempio C.54 di Grossman).

Una delle idee caratteristiche di Eells-Elworthy per attaccare il problema dell’embedding aperto
di varieta di dimensione infinita consiste nell’'usare in modo appropriato la nozione di struttura di
Fredholm. Quest’ultima crebbe inizialmente come uno sforzo di dare una formulazione globale alla
teoria del grado di Leray-Schauder, con la speranza di avere applicazioni ai teoremi di esistenza per
equazioni differenziali alle derivate parziali ellittiche non lineari. Come accennato, apparve pero
ben presto chiaro che le strutture di Fredholm costituivano anche uno strumento estremamente utile
nello studio della topologia differenziale delle varieta di dimensione infinita. Infatti, il controllo che
ne deriva lavorando con perturbazioni di dimensione finita dell’identita apparve di vitale importanza
per la prova del teorema di embedding aperto (si veda | 1,1 1, 1 ])- Uno dei risultati
piu utili in questo senso € il teorema di Mukherjea-Quinn sull’esistenza di una filtrazione di Fredholm
di certe varieta di Banach di dimensione infinita, ottenuta per mezzo di una successione di varieta
di dimensione finita. Prende cosi corpo il processo di riduzione di una varieta di dimensione infinita
con una successione approssimante di varieta annidate di dimensione finita:

{OYy=MyC M, C--+C My C My C--C M.

Congiuntamente alla nozione di struttura di Fredholm, la nozione di struttura layer giuoca un
ruolo fondamentale nella prova del teorema di embedding aperto. In breve, diremo che un atlante
su una varieta e di tipo layer se i cambiamenti di carta sono perturbazioni di rango localmente finito
dell’identita, e, similmente, una morfismo tra varieta sara detto layer se la sua rappresentazione
nelle carte layer delle varieta di partenza e di arrivo € una perturbazione di rango localmente finito
di una certa applicazione lineare. Precisamente, la collezione delle varieta layer e dei morfismi layer
costituisce una categoria avente la maggior parte delle proprieta della categoria differenziabile, ivi
incluso la nozione di embedding, sottovarieta, pull back, spray, mappa esponenziale, ed intorno
tubolare.

Come ¢ naturale aspettarsi, strutture layer e strutture di Fredholm sono legate a filo doppio: in
ultima analisi esse discendono da un’unica struttura globale indotta dalla presenza di una mappa
di Fredholm non-lineare, definita sulla varieta a valori nello spazio modello (cfr. teorema 2.33).

Per affrontare e comprendere questi argomenti nella loro essenza sono necessari strumenti ab-
bastanza sofisticati sia in analisi globale che in geometria e topologia differenziale, come per esempio
la teoria degli operatori di Fredholm e alcuni teoremi in teoria dell’omotopia in dimensione infinita

(cfr. [Pa 66], [Pa 63]).

Vediamo esplicitamente il contenuto dei vari capitoli.

Lo studio delle varieta di dimensione infinita ha forti implicazioni nella topologia. Scopo del
capitolo 1 e rivisitare alcuni contributi alla teoria dell’immersione prediligendo quei risultati con
forti implicazioni topologiche che distinguono gli spazi e le varieta di dimensione infinita dai cor-
rispondenti oggetti finito dimensionali. Constateremo che la topologia differenziale in dimensione
infinita & sostanzialmente diversa e per certi aspetti € piu semplice. Un esempio su tutti, se definiamo
parallelizzabili le varietd il cui fibrato tangente ¢ banale, la circonferenza unitaria S' & paralleliz-
zabile, dunque, in particolare, (prodotto di varietd parallelizzabili ¢ parallelizzabile) tutti i tori
(SH)* sono parallelizzabili. Pit1 in generale, lo spazio tangente TG a un qualsiasi gruppo di Lie
G ¢ banale (cfr. | ). D’altra parte un famoso teorema dovuto a J.F. Adams (1962) | ]
stabilisce che la sfera S™ & parallelizzabile se e solo se n = 1, 3 o 7. Queste problematiche che
abbiamo appena accennato non si presentano in dimensione infinita, infatti, una conseguenza del
teorema di Kuiper e che ogni varieta modellata su uno spazio di Hilbert di dimensione infinita e
parallelizzabile. Poiché sul teorema di Kuiper si basano alcune fondamentali costruzioni utili per la
dimostrazione del teorema di embedding aperto, abbiamo ritenuto opportuno dimostrare con tutti
i dettagli almeno uno degli ingredienti fondamentali per ottenere questo importante risultato.

Un altro teorema in questa direzione ¢ il risultato di Bessaga, secondo cui la sfera unitaria di uno
spazio di Hilbert di dimensione infinita e diffeomorfa all’intero spazio. Si noti che questo teorema
non e vero in generale in dimensione finita, il primo ingenuo controesempio essendo costituito da
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S', che certamente non ammette un embedding aperto in R. Analizzando 1’articolo originale di
Bessaga si sono poi fornite alcune estensioni al caso delle varieta di Banach. Completano il capitolo
una versione del teorema di Whitney in dimensione infinita, una digressione sui limiti induttivi di
varieta, e la costruzione di una retrazione forte dalla palla unitaria chiusa sulla sfera unitaria di
uno spazio di Hilbert separabile di dimensione infinita.

Il capitolo 2, come promesso, ¢ interamente dedicato alla dimostrazione del teorema di em-
bedding aperto, secondo cui, ricordiamo, ogni varietd modellata su uno spazio di Hilbert reale,
separabile, di dimensione infinita H, puo essere realizzata con un embedding di classe C*° come
un sottoinsieme aperto del modello. In particolare, in virtu di questo teorema sara possibile dotare
ogni siffatta varieta della metrica piatta.

La dimostrazione del teorema di embedding aperto puo essere suddivisa in due parti:

(1) Processo di riduzione al caso finito dimensionale via strutture di Fredholm e strutture layer.

Sia H uno spazio di Hilbert reale, separabile, di dimensione infinita. Indicata con (e;);en una
base Hilbertiana per H, sia H,, il sottospazio di H di dimensione n generato da eq,...,e,. Se
M & una varieta paracompatta, separabile, di Hausdorff, modellata su H, determineremo una
applicazione di classe C*°, f: M — H, Fredholm di indice zero, propria, limitata (teorema 2.33)
e trasversa ad H, per ogni n in N (corollario 2.34). In particolare, per ogni n, risultera che
M, := f~1(H,) & una sottovarietd compatta di dimensione n di M (teoremi 2.38 e 2.40) e

{O}=MOCM1C"'CMnCMn_HC"'CM.

Inoltre, 'unione J,, .y M, ¢ densa in M (teorema 2.38). Determineremo quindi uno spray
su M relativamente al quale tutte le sottovarieta M,, sono totalmente geodetiche e la mappa
esponenziale ad esso associata nelle carte layer di M & un morfismo layer (teorema 2.45).

Infine, come indicato nel teorema 2.65, costruiremo una successione (Z,)nen di insiemi aperti
di M tali che, per ogni n in N, Z,, & un intorno tubolare di M,, di dimensione finita,

Zn CZpyr € M= U Zy.
neN

Per dimostrare quest’ultimo risultato ci serviremo di un interessante teorema che chiameremo di
“estensione degli omeomorfismi”; esso fornisce inoltre un modo nuovo di riguardare il teorema
dell’intorno tubolare, almeno nella categoria topologica.

(2) Raffinamento delle tecniche layer introdotte e determinazione di un embedding aperto.

Immergeremo con un embedding ogni intorno tubolare Z,, nel modello H, e definiremo per
induzione una successione (§,)nen di embedding aperti &,: Z,, — H (cfr. proposizione 2.75).
L’embedding aperto cercato sara quindi & := lim¢&,,. Precisamente, per ogni n, estenderemo
&, ad un embedding aperto &, che coincida con &, su Z,. Il problema dell’estensione di &,
a €,41 € un problema in dimensione finita e sara trattato in ultima analisi per mezzo di un
teorema di estensione dell’intorno tubolare (teorema D.19). Le questioni tecniche riguardanti
le immersione degli intorni tubolari Z,, saranno trattate con gli strumenti forniti dalla teoria
dell’isotopia (lemmi 2.70 e 2.71).

L’esposizione sara corredata di numerose osservazioni finalizzate all’estensione del teorema di em-
bedding aperto nella generalita delle varieta di Banach.

Allo scopo di rendere la trattazione il piu possibile autocontenuta —la tesi & stata scritta
con l'intenzione di poter essere letta con il solo ausilio dei testi di Abraham-Robbin | 1,
Dieudonné | ], Dugundji | |, Hirsch [ ] e Lang | |- per comodita del lettore sono
presentate delle appendici. Esse coprono vari argomenti tra i quali la teoria lineare e non-lineare
degli operatori di Fredholm, alcuni teoremi di isotopia strettamente necessari per le costruzioni di
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cui nel capitolo 2 e la nozione di intorno tubolare corredata dei teoremi di esistenza ed unicita nella
generalita delle varieta di dimensione infinita. Scopo delle appendici € anche quello di approfondire
ed esemplificare la teoria esposta nei due capitoli iniziali.
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Notazioni di uso corrente

H Notazione H Notazione equivalente / Descrizione H
> Z
C -
A congiunzione, et
N+t N\ {0}
R+ {reR:z >0}
RS {reR:z >0}
H Int(S) H parte interna di un insieme S C X, X spazio topologico H
Spazi di applicazioni
H Notazione H Notazione equivalente / Descrizione H
,C(E, F) spazio dei morfismi toplineari, i.e. morfismi lineari e continui
L(X)Y) insieme dei morfismi toplineari compatti
L(FE) L(E,R)
End(F) L(E, E)
GL(E) sottogruppo delle unita di End(E)
H C{(E) H {¢: E — R di classe C" aventi supporto limitato} H
Altri simboli
H Notazione H Notazione equivalente / Descrizione H
dom f dominio del morfismo f
codom f codominio del morfismo f
rk f immagine del morfismo f
— monomorfismo
—» epimorfismo
Vett-Top categoria degli spazi vettoriali topologici reali

Difftop

categoria delle varieta di classe C'*°
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Capitolo 1

Fenomeni della dimensione infinita

Molte delle definizioni e delle costruzioni standard proprie della geometria e della topologia differen-
ziale in dimensione finita si trasportano invariate nelle corrispondenti generalizzazioni in dimensione
infinita (cfr. appendice C).

Per contro, alcuni teoremi noti in dimensione finita cessano di essere veri in topologia infinito
dimensionale (l'osservazione E.9 nell’appendice E fornisce un primo esempio in questa direzione),
altri risultati invece sembrano essere connaturati alla dimensione infinita.

Questo capitolo introduttivo ha il duplice scopo di esporre alcune delle differenze piu significative
ed estendere alcuni dei risultati pii o meno ovvi propri della dimensione finita al caso infinito
dimensionale. Prediligeremo i risultati di cui non sia presente nella letteratura una dimostrazione
completa e dettagliata e che potrebbero costituire utili riferimenti per costruzioni future.

1.1 1l teorema di Whitney in dimensione infinita

In questa sezione forniremo una estensione in dimensione infinita del seguente classico teorema.

Teorema 1.1 (Whitney, 1944). Ogni varieta paracompatta di Hausdorff di dimensione n puo
essere realizzata con un embedding come una sottovarietd chiusa di R 11, e come una sottovarietd
(non necessariamente chiusa) di R*".

Dimostrazione. Il teorema € un classico della geometria differenziale in dimensione infinita. Si
rimanda il lettore per esempio alla chiara dimostrazione presentata da Hirsch in | ] O

Dunque ogni varietd pud essere realizzata come sottovarietd chiusa di un qualche RY, per N
abbastanza grande, e quindi eredita una metrica Riemanniana indotta dalla metrica piatta di RV.
Inoltre, in questo modo & possibile ottenere tutte le varieta Riemanniane di dimensione finita, in
virtu del famoso teorema di Nash:

Teorema 1.2 (Nash, 1956). Ogni varieta Riemanniana di dimensione finita ammette un embed-
ding isometrico in RN, considerato con la metrica piatta, per N abbastanza grande.

Dimostrazione. Per la dimostrazione originale si faccia riferimento all’articolo di Nash | ]. Si
presti attenzione al fatto che all’interno di [ ] ¢’& una lieve imprecisione nella dimostrazione
dell'iniettivita dell’immersione di una varieta non compatta di dimensione n in uno spazio Euclideo
(n 4+ 1)(n/2)(3n + 11) dimensionale. Questo fatto ¢ stato notato per la prima volta da Solovay
in [ ]. Per una dimostrazione alternativa si faccia comunque riferimento al lavoro di Giinther,
[Gu 89). B

Nel prossimo capitolo — che costituisce la parte centrale della tesi — otterremo come sottoprodotto
del teorema di embedding aperto di Eells-Elworthy (teorema 2.78) che ogni varietd Hilbertiana
separabile di dimensione infinita puo essere dotata della metrica piatta.



2 FENOMENI DELLA DIMENSIONE INFINITA

Veniamo intanto all’annunciata estensione in dimensione infinita del teorema 1.1 di Whitney.
Per le definizioni, e, piu in generale, per i prerequisiti necessari alla comprensione dei risultati di
questo capitolo, si faccia riferimento all’appendice C.

Teorema 1.3. Ogni varieta di classe C*> avente base numerabile modellata su uno spazio di Hilbert
separabile ammette un embedding di classe C*° su una sottovarietd chiusa di uno spazio di Hilbert
separabile.

Dimostrazione. Sia M una varieta come per ipotesi, e {(U;, ;) } un atlante numerabile della varieta
M con, per ogni i, ¢;(U;) = Bo(1), la palla unitaria aperta del modello H di M. Sia {V;} un
raffinamento localmente finito di {U;} e {W;} un ricoprimento di M costituito da insiemi aperti
tali che per ogni i, W; C V;. Sia g; una funzione a valori reali di classe C> definita su M tale che
0 < gi(z) <1perognizeM,g =0suM\V;eg;, =1su W, Definiamo ¢;: M — H x R
mediante

vile) = {(0,0) altrimenti.

Allora chiaramente 1/1i|Wi ¢ un embedding. Poniamo adesso E; := H x R, i € NT, e denotiamo con
E la somma, di Hilbert! degli E;. Definiamo ¢: M — E ponendo

W(x) =) vi(x). (1.1.1)

Si noti che 1 & una applicazione di classe C°°, infatti nell’intorno di ogni punto x in M tutti i
termini della somma che definisce ¥ sono nulli eccezion fatta che per un numero finito di essi, i
quali sono di classe C*°.

Osserviamo che 1 & un’immersione iniettiva, infatti, per ogni x in M esiste un numero finito
di indici ¢ tale che x € W, e ’(/Ji|Wi e quindi ’(/J|Wi ¢ un embedding. Inoltre, siccome per x in W;
gi(x) = 1, si deduce che |¢p(x)| > 1 per ogni x in M.

Verifichiamo che 'immagine ¢(M) & chiusa in E. Per questo supponiamo che (z/J(xn)) converga
a un punto y in E. Segue che, per qualche 7, (¢;(x,)) converge a un punto y; € E; \ {O}, inoltre
esiste N in N tale che z, € V; per ogni n > N. Ora, (¢;(x,)) converge in Bp(1), d’altra parte
wi: Uy — Bo(l) & un diffeomorfismo, quindi (x,) converge a un punto z in U;. Dunque v &
un’immersione iniettiva chiusa di classe C>°, quindi /="' & continua, ) & un omeomorfismo e percio
¢ un embedding (cfr. proposizione C.21 in appendice).
La dimostrazione ¢ conclusa osservando che E ¢ uno spazio di Hilbert separabile. O

Ricordiamo che una immersione in una varietd Riemanniana induce una metrica Riemanniana,
anche nella varieta di partenza. Precisamente:

Definizione 1.4. Siano M ed N varieta, F': M — N un’immersione, e g una metrica Riemanniana
su N. Definiamo per ogni p in M una forma bilineare (F*g), su T, M ponendo

Vo, weT,M (F*g)p(v,w) = gpp) (TpF(v),TpF(w))

E immediato verificare che F *g & una metrica Riemanniana su M, detta metrica indotta da g
tramite F', o metrica pullback.

Corollario 1.5. Ogni varieta a base numerabile di classe C* modellata su uno spazio di Hilbert
separabile ammette una metrica Riemanniana completa.

1 Sia X; uno spazio di Hilbert per ogni s = 1,2,.... La somma di Hilbert degli X; & I’insieme delle successioni
(x1,x2,...) in cui 2; € X; per ogni i, e 3 |z;|? < oo (cfr. Dieudonné [ | pag. 123 per la nozione precisa e le
proprieta basilari delle somme di Hilbert).
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Dimostrazione. Per il teorema 1.3, ogni varieta M che soddisfa le ipotesi del corollario 1.5 ammette
un embedding su una sottovarieta chiusa di uno spazio di Hilbert separabile H:

v: M — (M) C H.

D’altra parte H, con la metrica indotta dal prodotto scalare, € una varieta completa, segue che la
sottovarietd chiusa (M) di H & completa rispetto alla metrica indotta da H, sia essa g.

Se restringiamo il codominio di ¢ a (M), per costruzione ¢ & un diffeomorfismo tra M e ¢(M).
Consideriamo su M la metrica *g pull-back di g tramite ¥: M — (M). Allora

pi (M,y"g) — (¥(M),g)
& una isometria, e siccome (¢(M), g) & completa, anche (M, y*g) lo &. O

Osservazione 1.6. Per una dimostrazione alternativa del corollario 1.5 che non faccia uso del
teorema 1.3 si consulti per esempio | ].

1.2 Limite induttivo di varieta

In questa sezione proveremo che le varieta Hilbertiane sono limite induttivo di varieta di dimensione
finita.

Definizione 1.7. Sia (X,) una successione di spazi topologici tali che, per ogni n, X, ¢ un
sottospazio di X,,+1. Denotiamo con lii)an il loro limite induttivo, i.e. lo spazio X, := Un X,
munito della topologia piu fine per cui (Vm) l'inclusione X,, — X sia continua.

Teorema 1.8 (Palais). Sia (7,) una successione di proiettori continui da uno spazio di Banach
E su sottospazi finito dimensionali E,, := 1, E C E,11, che tenda fortemente all’identita di E (i.e.
mx — x per ogni x in E). Dato un sottoinsieme aperto X di E, sia X, := XNE, e X = li_r)an.
Allora la mappa di inclusione naturale j: Xoo — X € una equivalenza di omotopia.

Dimostrazione. Per 0 < t < oo si definisca

7= T, + (t—n) (7rn+1 - 7rn)

incuin <t<n+1. Sia 7y = id l'identita di E. Si noti che mE,, C E, per ogni n e per ogni t.
Inoltre, quando n > t abbiamo m;E C E,. Poiché per ogni x risulta lim; .., m;x = x, per il teorema
di Banach-Steinhaus i proiettori m; sono uniformemente limitati in norma e quindi equicontinui.
Poiché m; — ms puntualmente, dall’equicontinuita segue che m; — 7y uniformemente su ogni
sottoinsieme compatto di E. In particolare, se z,, — x allora K = {z,,} U {z} & compatto e quindi
se t, — oo allora m;, — T uniformemente su K, da cui segue che 7, z, — z. Dunque la mappa
m: E x [0,00] — E definita da 7(z,t) := m(z) & continua.
Sia ora X un sottoinsieme aperto di E e si definisca una funzione f: X — R{ ponendo

f(z) d:efsup{t >0 N mx ¢ X}.

Allora f & semicontinua superiormente (i.e. se f(xo) < N allora esiste un intorno V' di z tale che
f(z) < N per ogni x € V). Infatti, se cosi non fosse, allora esisterebbe una successione x,, — x
ed una successione t, > N tale che m, z, ¢ X. In particolare (¢,) ¢ limitata. Si scelga una
sottosuccessione convergente a t > N: si ha che mx, — mxg, e poiché il complementare di X &
chiuso, deve essere mxg ¢ X, in contraddizione con la definizione di f.

Si ricordi adesso che in uno spazio paracompatto, ed in particolare in uno spazio metrico, ogni
funzione semicontinua superiormente ammette una funzione continua dominante. Esiste quindi una
funzione continua g: X — Ry tale che mz € X ogni volta che t > g(z).
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Definiamo h: X x [0,1] — X ponendo

hz,t) = (m, %g(x))

Scriveremo anche hy(z) in luogo di h(x,t). Si osservi che h & una omotopia tra hg, i.e. I'identita di
X,ehy=(,9()).

Dato zp in X, sia n in N tale che n > g(xg). Allora hy(xg) = W(xo,g(xo)) e XNE, = X,.
Questo mostra che h; applica X in {J,, X, = X.

Sia hy l'applicazione hy vista come mappa da X a valori nello spazio topologico X.. Vogliamo
dimostrare che h; ¢ continua. Se V' & un intorno di zq tale che n > g(x) per ogni z in V, sara
sufficiente dimostrare che i~L1|V ¢ continua. Ora hy(z) € X, per ogni x in V, inoltre sappiamo che
hily: V — X,, & continua: siccome X,, ¢ un sottospazio di X, segue che iLl‘V ¢ continua.

Adesso, se j & I'iniezione di X, in X allorajOiLl = hq, quindi joiLl € omotopicamente equivalente
all’identita di X. D’altra parte, consideriamo la mappa le 0j: Xoo — Xoo. Siccome m X, C X, si
ottiene che h; applica ogni X, in sé e definisce una omotopia di h1|x, con applicazione identica
su X,,. Segue che h; o j definisce una omotopia di hy o j con 'applicazione identica di X.

O

Teorema 1.9. Ogni varieta paracompatta M modellata su uno spazio di Hilbert separabile é
omotopicamente equivalente al limite induttivo di una successione di varieta di dimensione finita

M, C My41 C---.

Dimostrazione. Per il teorema 1.3, M ammette un embedding su una sottovarieta chiusa di uno
spazio di Hilbert H. Identifichiamo M con la sua immagine ed indichiamo con ¢/ un intorno tubolare
di M in H. Quindi M & omotopicamente equivalente a . Sia (e,) una base ortonormale per H
ed indichiamo con P, il proiettore ortogonale di H sul sottospazio H, generato da {ei,...,e,}.
Dunque U & omotopicamente equivalente a hi>n Uy, in cui U, := U N H, & una sottovarieta aperta
dello spazio n-dimensionale H,,.

O
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1.3 Contraibilita della sfera in dimensione infinita

In questa sezione proveremo che la sfera unitaria di uno spazio di Hilbert di dimensione infinita &
contrattile.

Sia (H,(-,-)) uno spazio di Hilbert reale di dimensione infinita, separabile. Per fissare le idee
riguardiamo H come lo spazio di Hilbert £2 = ¢2(N) delle successioni reali di N in R aventi quadrato
sommabile. Consideriamo l'operatore di shift destro

+oo
F:H—H F(z) = Z(m,ej_1>ej. (1.3.1)
=1
Posto
x = (x,ep)eq + (x,e1)e; + (z,ex)es + (x,e3)es + -+
risulta

F(z) = 0eg + (z,ep)er + (x,e1)ea + (x,ea)es + -+, (1.3.2)

dunque, in particolare, (Vz € H\ {0}) (i) F(z) # z e (ii) F(z) # —=. Per (i) basti osservare che,
se esistesse « # 0 per cul F(z) = z, allora, moltiplicando scalarmente ambo i membri di (1.3.2) per
ey si otterrebbe (F(x),er) = (z,ex_1) = (x,ex). Dunque x avrebbe tutte le componenti uguali,
ma cio e in contraddizione con la convergenza della serie dei quadrati, possibile solo se z = 0.
Analogamente per (ii) si avrebbe (z,ex_1) = —(x, eg), stavolta le componenti sono opposte ognuna
alla successiva, e si ottiene la stessa contraddizione se non ¢ x = 0.

Si verifica immediatamente che F: H — H & un operatore lineare isometrico (i.e., lineare,
iniettivo, e tale che (Va € H) |Fz| = |z|). Inoltre, posta S = {x € H : |z| = 1} la sfera unitaria
di H, F|s applica S in S.

Definizione 1.10. Uno spazio topologico X & detto contrattile (o contraibile) se X & omotopi-
camente equivalente ad un punto p in X, ossia, indicate con ¢,: X — {p} la mappa costante con
valore p e ¢: {p} — X Pinclusione di p € X in X, (¢, 0t =1idy,) e) ¢, =roc¢y: X — X ¢ omotopa
aidx: X — X, scritto toc¢, ~idx.

Teorema 1.11. Sia H uno spazio di Hilbert separabile di dimensione infinita e S la sfera unitaria
di H. Allora S é contrattile.

Dimostrazione. Contraiamo dapprima la sfera unitaria S C H nel suo equatore (ossia I'insieme
S N (ep)t), e quindi contraiamo facilmente I’equatore nel polo nord con una seconda omotopia.
Procediamo con la dimostrazione formale. Sia {e; : j € N} un sistema ortonormale completo in H
ed F lo shift destro ristretto a S:

“+oo
F:5—085, F(z) = Z(m,ej_1>(3j.
j=1
Sia h: S x [0,1] — S V'applicazione definita da
1-2¢ 2tF
(1 =2z + 2tFw se 0 <t< L,
|(1 = 2t)z + 2tF x|
h(z,t) = (1.3.3)
(2-20Fc+(2t—Deo Lcicn
|(2 = 2t)Fz + (2t — Deq |

Siccome (Vz € S) |Fz| = |z| =1, 1 —2t)a + 2tFx =0 =t = 1/4 = Fz = —x,4. Segue
che (Vz € S)(Vt € [0,1/2]) (1 — 2t)x + 2tFxz # 0. Analogamente, (2 — 2t)Fz + (2t — 1)eg = 0
implica t = 3/4 = Fax = —eg da cui 0 = (Fz,ep) = (—eg,e9) = —1,4. Dunque (1.3.3) definisce
correttamente la mappa h. Chiaramente h ¢ continua, h(-,0) = idg, mentre h(-,1) = c,, dunque
Ce, € idg sono omotope e h € una mappa che realizza questa omotopia. Segue che S e contrattile. O
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1.3.1 Sul teorema di Brouwer in dimensione infinita

Proposizione 1.12. Sia H uno spazio di Hilbert separabile di dimensione infinita e sia B la palla
unitaria chiusa. Allora esiste un’applicazione continua G: B — B priva di punti fissi.

Dimostrazione. Nelle notazioni della dimostrazione del teorema 1.11 precedente, sia G: B — B
definita da

1 1 I
G(z) = (1—a*)? eo+ Fz) = (1—[z]*)® eo+ Y _(x,ej-1)e;. (1.3.4)
j=1

Chiaramente G & continua, e |G(z)|? = (1 — |z|*) + |F(z)|? = 1. Inoltre G e priva di punti fissi.
Infatti, se esistesse x in B tale che G(x) = x allora, essendo

1 I
Gx) = (1—[2|*) % eo + Y _(z.e5-1)e;
j=1

1
= (1= Jz1*)® eo + (z,e0)er + (x, e1)ea + (x, e2)e3 + - -
dovrebbe essere )
{(1 - ”$”2)§ = (z,¢5) per ogni j € N
o) = 350 (@ e)? < 1

da cui
+oo +oo
D (we)?=> (1—az)?) < 1. (1.3.5)
§j=0 =0

Distinguiamo due casi: se |z| # 1 allora la serie 1.3.5 & una serie a termini costanti, dunque &
divergente, contraddizione. D’altra parte, se |z| = 1 allora G(x) = F(z) e per quanto si & gia
osservato F' & priva di punti fissi eccezion fatta che per z = 0.

O

Osservazione 1.13. Nelle notazioni precedentemente introdotte, un’altra mappa G: B — B priva
di punti fissi in B ¢ la seguente:

s i (E F(z) .
cos( % sin( % se 0;
Gla) = { Glaleo +sin(lel) oy se = # (1.3.:6)
€o se x =0.
Per prima cosa osserviamo che (i) se || = 1 allora G(z) = F(x), i.e., l'operatore di shift destro

. .. 2 _ 2(m 20T | F(x)]? _ T .
definito in (1.3.1). Inoltre (i) |G(z)|? = cos? (% |z|) + sin® (3 ]z]) EIE 1, quindi, precisamente,
G(B) C S C B. Infine da (i) e da (ii) segue che

(Vn € NT) G"(z) = F" 1o G(x). (1.3.7)

Infatti, procedendo per induzione, per n = 2, G*(z) = G(G(z)) = F(G(x)), in cui I'ultima
uguaglianza segue dalla proprieta (i) e dunque dalla proprieta (i), inoltre, se n > 2 allora

G"(z) =G" 'oG(z) = (F"?0G)oG(z) = F" ' 0 G(x).
Supponiamo ora che esista x in B tale che G(z) = x. Allora dovrebbe essere

FoG(z)=G*(z)=G(z) == - -
{FoG(w):F(x) ~ F@)=z < z=0.

D’altra parte G(0) = eg # 0, contraddizione. Segue che G non ha punti fissi.
Un altro esempio di una mappa di B in B priva di punti fissi e

Gs(x) = s(1 = [z])eo + F(x),

in cui s €]0, 1] ¢ fissato. Si verifica inoltre facilmente che G € lipschitziana con costante di Lipschitz

V1 + s2.
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1.4 La sfera € un retratto di deformazione della palla chiusa

In questa sezione proveremo che la sfera unitaria e un retratto forte di deformazione della palla
unitaria chiusa.

Definizione 1.14. Sia A C X un sottoinsieme di uno spazio topologico X. Una retrazione di X
su A ¢ una applicazione continua r: X — A la cui restrizione ad A coincida con l'identita di A (i.e.,
indicata con ¢: A — X Vlinclusione di A in X, ro¢=ids: A — A). In tal caso diremo che A & un
retratto di X.

A ¢ detto un retratto di deformazione di X se esiste una retrazione r: X — A tale che

tor: X 5 AL X

sia omotopa a idx : X — X, scritto tor ~ idx. Equivalentemente, A é un retratto di deformazione
di X se e solo se A e X sono omotopicamente equivalenti, la retrazione r: X — A e l'inclusione
t: A — X essendo le equivalenze di omotopia.

Si osservi che un sottoinsieme A di X € un retratto di deformazione di X se e solo se esiste
un’omotopia R: X x I — X tale che:

1. R(z,0) € A per ogni z in X, R(a,0) = a per ogni a in A;
2. R(x,1) =z per ogni z in X.

Precisamente, posta (Vz € X) r(x) := R(z,0), allora r: X — A & una retrazione e R & un’omotopia
trareidyx.

Osservazione 1.15. Dalla sezione precedente sappiamo che esiste una mappa priva di punti fissi
G: B — B (B essendo la palla unitaria chiusa di H). Questa fornisce subito una retrazione di B su
S, basta considerare infatti per ogni z in B il raggio avente origine in G(z) e passante per il punto
x (la retta per G(z) e x essendo univocamente determinata poiché G(x) # ). Si definisce quindi
r(x) come I'unico punto di questo raggio appartenente a S e distinto da G(x).

Corollario 1.16. La sfera unitaria di uno spazio di Hilbert separabile di dimensione infinita é
contraibile.

Dimostrazione. Dobbiamo provare che S & contrattile, i.e. esiste una omotopia h: S x [0,1] — S
tale che (i) h(-,0) = idg, e (ii) h(-,1) & una costante. Sia r: B — S la retrazione di B su S definita
nell’osservazione 1.15. Allora 'applicazione h: S x [0,1] — S definita ponendo

h(z,t) :=r((1—t)z)
soddisfa ambo le richieste (i) e (ii). O

Nel seguito (cfr. osservazione 1.27) forniremo una ulteriore dimostrazione della contraibilita della
sfera.

Definizione 1.17. Un sottoinsieme A di X ¢ detto un retratto forte di deformazione se esiste
una retrazione r: X — A per cui ¢ o r sia omotopa relativamente ad A all’identita di X, scritto
tor ~, idy. In altri termini, A & un retratto forte di deformazione di X se e solo se esiste
un’omotopia R: X x I — X tale che:

1. R(z,0) € A per ogni z in X, R(a,t) =a perogniain A et in I;
2. R(z,1) =z per ogni z in X.

Naturalmente, un retratto forte di deformazione & anche un retratto di deformazione. Intuitiva-
mente, un sottospazio A ¢ un retratto forte di deformazione di X se X puo essere deformato con
continuita fino a farlo coincidere con A, mantenendo A fisso durante il processo di deformazione.
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Proposizione 1.18. La sfera unitaria di uno spazio di Hilbert reale separabile di dimensione
infinita € un retratto di deformazione forte della palla unitaria chiusa.

Dimostrazione. Si consideri la mappa r definita nell’osservazione 1.15. Indicata con ¢: S — B
Iinclusione, proviamo che tor &€ omotopa relativamente ad S all’identita di B. Costruiamo in modo
standard una omotopia R: B x [0,1] — B tra l'identita di B e la retrazione r ponendo:

R(x,t) = (1 —t)r(z) + ta

Dalla proprieta di convessita di B segue intanto che, effettivamente, 'immagine di R ¢ contenuta
in B, inoltre R & chiaramente continua.

Osserviamo che, per t = 0, R(-,0) = r, e, per t = 1, R(-,1) = idg. Infine, per ogni x in
S, r(x) = x, quindi, per ogni t in I R(z,t) = (1 —t)x + tx = . Dunque R deforma B in S
relativamente a S ed S € un retratto di deformazione forte di B. O
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1.5 1l teorema di Bessaga

Scopo primario di questa sezione € provare un caso speciale del teorema di embedding aperto
(teorema 2.78), dimostreremo cio¢ che la sfera unitaria di uno spazio di Hilbert di dimensione
infinita ¢ diffeomorfa all’intero spazio.

Vediamo intanto alcuni fatti preliminari. Sia H uno spazio di Hilbert. Indicata con Bo(1) C H
la palla unitaria aperta di H, esiste un omeomorfismo da H su Bo(1), per esempio

v
(1+vl?)

la mappa inversa essendo
w

w € Bo(1) — (1.5.2)

— € Hf
(1= o)
Dunque H e Bp(1) sono omeomorfi. Tutto cid continua ad essere vero anche nel caso degli spazi di
Banach, con la stessa dimostrazione si prova cioe che uno spazio di Banach e la sua palla unitaria
aperta sono omeomorfi. Nel caso degli spazi di Hilbert, il fatto che la norma discenda da un prodotto
scalare permette di concludere inoltre che il funzionale | -|? & di classe C*°, e quindi la palla unitaria
aperta di uno spazio di Hilbert e lo spazio di Hilbert stesso sono diffeomorfi con un diffeomorfismo
di classe C°°. Proveremo dunque che | - | & di classe C°° (il differenziale essendo quello secondo
Fréchet), e, come si vedra, si sfruttera fin dall’inizio il fatto che | - | sia deducibile da una prodotto
scalare. Indicato con (-, ) g il prodotto scalare su H,

F=||? = (idg,idg): H—R*Y; idy: H— H;
F':H— L(H,R); (idg)': H—End(H); F' =2((idg),idg);
F'(z)(h) = (F'(z))(h) = 2{(idg)'(z),idg ) (k) = 2(idu (z),idg ) (h) = 2(z, h).

Dunque F'(z): h — 2(h, z) & un funzionale lineare e continuo quindi F & di classe C. 1l funzionale
F ammette derivata di Fréchet indipendente dal punto in cui ¢ calcolata (dunque, in particolare &
continua), segue che a partire dalla derivata terza di F tutte le derivate di Fréchet in x, per ogni z
in X, sono nulle: F' & quindi banalmente differenziabile infinite volte con continuita.

Per gli spazi di Banach basti solo pensare che esistono spazi separabili per i quali la norma non
¢ Fréchet differenziabile in alcun punto (per esempio (€1, - |1)). Inoltre, se uno spazio di Banach
ha la proprieta che | - |? ¢ differenziabile due volte secondo Fréchet in zero, allora esso & isomorfo a
uno spazio di Hilbert (se f(z) = |z|? ¢ differenziabile due volte secondo Fréchet in 0 allora dfy = 0
ed il polinomio di Taylor T di grado 2 & una forma quadratica. Esso soddisfa f(x)—T(x) = o(|z|?).
Dunque, per € > 0 sufficientemente piccolo, |z| =& = f(z) — T(z) < 3] Quindi T'(z) > 1|=|?
e percio x +— (T(x))'/? & una norma hilbertiana equivalente).

Osservazione 1.19. Chiaramente, se a > 0, allora ogni palla di raggio a & isomorfa alla palla unitaria
per mezzo della moltiplicazione per lo scalare a (o a™1).

Osservazione 1.20. Nelle notazioni introdotte sopra, per ogni « # 0, F'(z) = 2(z,-): H - R ¢
surgettivo. Inoltre il suo nucleo ¢ il complemento ortogonale del sottospazio generato da x, e quindi
¢ complementato. Segue che (cfr. teorema C.27) la sfera unitaria S in uno spazio di Hilbert ¢ una
sottovarieta.

Osservazione 1.21. Sia xg in S un punto arbitrario. Posto A :={zo} U{zx € S : (x1 — o) > 1/2},
considereremo su S 'atlante {(Sy, py)}yea, in cui Sy :={x € H : (z,y) > 0}, e, definito H, come

Hy:={zxeH : (z,y) =0},

@y : Sy — Hy ¢ la proiezione ortogonale della semisfera S, sul sottospazio H,. Si verifica facilmente
che questo atlante € compatibile con la struttura di varieta differenziabile di .S ereditata da H.
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1.5.1 Il contributo di Bessaga

Sia (H,(-,--)) un arbitrario spazio di Hilbert di dimensione infinita; denotiamo con | - | la norma
indotta da (-,--). Sia S la sfera unitaria di H; Klee, | |, ha dimostrato che S & omeomorfa ad
H (tale risultato ¢ falso in dimensione finita). Proveremo in questa sezione il seguente risultato piu
forte:

Teorema 1.22 (Bessaga). Dotiamo S della sua struttura di sottovarietd di classe C*° indotta da
H. Allora esiste un diffeomorfismo di classe C* f da S su H:

f:S—H.
Per provare questo teorema sono necessari i seguenti risultati intermedi:

Lemma 1.23. Sia w(-) una norma in H, di classe C* su H\{O}, con w(zx) < |z|. Allora esiste un
diffeomorfismo di classe C* hy di H su H che applica la palla unitaria chiusa {x € H : |z| < 1}
sull’insieme {x € H : w(z) < 1}.

Dimostrazione. Sia A(t) una funzione reale non decrescente di classe C* definita per t > 0, tale
che \M(t) =0 pert <1/2e A(t)=1pert>1. Sia

&l

o) = (Mial) 2 15 )

w(x)
se x # 0 e hy(0) = 0. Si verifica che (1) hy ¢ una applicazione iniettiva da H su H; (2) h, trasforma
la palla unitaria chiusa {x € H : |z| < 1} sull’insieme {z € H : w(z) < 1}; (3) hy € di classe C*;

(4) usando un argomento di funzione implicita (] ] teoremi 10.2.1 e 10.2.2) si conclude che h;*
e di classe C*°.

O
Proposizione 1.24. Esiste un diffeomorfismo di classe C*° h da H su H \ {O},
h: H— H\ {0},
tale che h(z) =z su {x € H : |z > 1/2}.
Dimostrazione. Si faccia riferimento al capitolo V1.2 del testo [ | di Bessaga-Pelczynski. O

Proposizione 1.25. Sia xg in S. Allora esiste un diffeomorfismo di classe C* g da S su S\{xo}:
g: S — S\ {zo}.

Dimostrazione. Sia

o) = {x se (x,xg)

<
801_01 o h’ © Sowo(x) se <$,l'0> 2

SN

in cui h & definito nella proposizione 1.24. Ovviamente g & iniettivo e g(S) = S\ {xo}. Si verifica
facilmente che, nelle notazioni introdotte nell’osservazione 1.21,

e se A3y # xp, allora @, 0 gop, ! & lidentita su S;
) <p;01 0go Yy, € 30;01 0 g 1o, sono di classe C°.
Dunque g ¢ un diffeomorfismo di classe C*°. O

Siamo pronti per la dimostrazione del teorema di Bessaga:

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA
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Dimostrazione del Teorema 1.22 di Bessaga. Sia P l'iperpiano tangente a .S nel punto —zg, i.e.,
P: {.’I; € H : <‘r+.’IIO7QL‘0> :O}.

Denotiamo con 7: S\ {z9} — P la proiezione stereografica dal punto z, sull’iperpiano P. Si
verifica facilmente che P & un diffeomorfismo di classe C*° tra S\ {0} e P. Quindi la mappa
fi(@) = 7(g(x)+z0) ¢ un diffeomorfismo di classe C> da S su H,,. Per completare la dimostrazione
¢ sufficiente ricordare che ogni spazio di Hilbert di dimensione infinita ¢ isomorfo ad ognuno dei
suoi sottospazi di codimensione uno (cfr. osservazione G.26). O

Corollario 1.26. FEsiste un diffeomorfismo di classe C*°, uw da H su H, uw: H — H, tale che, nelle
notazioni introdotte nell’osservazione 1.21, u(S) = Hy, :={x € H : (x,x0) = 0}.

Dimostrazione.
exp: R — (0, 0),
fi: 8 — Hzm
h: H— H\ {0},
wy: H - Hyy X (—00,00),

wy: S x (0,00) = H\ {O}.

Posto u := h™' owg o (f; ! x exp) ow, si verifica facilmente che u & un diffeomorfismo di classe C>
soddisfacente la richiesta del corollario. O

Osservazione 1.27. Un corollario ovvio del teorema di Bessaga ¢ la contraibilita della sfera hilber-
tiana in dimensione infinita. Infatti, per il teorema di Bessaga (basterebbe il sopra citato teorema
di Klee) la sfera Hilbertiana S ¢ omeomorfa all’intero spazio di Hilbert H, d’altra parte ogni spazio
vettoriale topologico reale & contraibile (nell’origine) in modo ovvio e quindi S & contraibile.

In particolare abbiamo tre dimostrazioni della contraibilita della sfera unitaria: questa che segue
subito dal teorema di Bessaga, quella di cui nel corollario 1.16, e quella piu elementare —ma in un
certo senso meno elegante— fornita dal teorema 1.11.

Osservazione 1.28. Uno spunto per una possibile nuova dimostrazione del teorema di Bessaga
potrebbe essere il seguente. Supponiamo di disporre di una funzione reale liscia f definita sulla
sfera unitaria S di H, spazio di Hilbert reale di dimensione infinita e separabile, la quale abbia le
seguenti proprieta:

(i) f(xz) > 0 per ogni x diverso da xg e f(x9) = 0;
(ii) f verifica la condizione di Palais-Smale;
(iii) I'unico punto critico di f & zg (dunque & un punto di minimo).

Se si disponesse di una tale funzione f seguirebbe che S ¢ diffeomorfa C'*° ad H: un diffeomorfismo
essendo prodotto facilmente mediante il flusso gradiente di f (equivalentemente, nelle ipotesi dette,
si avrebbe che la varieta instabile di zy coincide con tutta la varieta S, ma una varieta instabile di
un flusso gradiente & sempre diffeomorfa al suo tangente, che qui ¢ H).

Sicuramente, a posteriori, una siffatta funzione su S deve esistere, poiché una analoga esiste su
H (per esempio la norma al quadrato) e dunque la si trasporta su S tramite il diffeomorfismo tra S
ed H (con qualche accorgimento per quel che riguarda la condizione di Palais-Smale). Inoltre una
tale f deve essere illimitata (altrimenti ammetterebbe anche un punto di massimo in virtu della
condizione di P-S).

L’articolo di Palais | ], ma soprattutto quelli di Kuiper-Burghelea | ] e di Moulis
[ lel ] costituiscono delle utili fondamenta per queste idee.

Osservazione 1.29. La proposizione 1.24 resta valida quando (H, |-|) € uno spazio normato di dimen-
sione infinita, a condizione che | - | sia di classe C* su H \ {O}. In particolare, la proposizione 1.24
si puo applicare agli spazi 2P, per ogni p € N*.

RAUL TOZZI
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1.5.2 Alcune estensioni nella generalita Banach

Nel seguito assumeremo che F sia uno spazio di Banach separabile di dimensione infinita che
ammetta partizioni dell’unita di classe C” (r > 1). Non richiederemo inoltre che E ammetta una
base. Indicheremo con Cj(E) lo spazio delle funzioni ¢: E — R di classe C" aventi supporto
limitato.

Lemma 1.30. FEsiste una sottovarieta di classe C" chiusa e limitata T di E di codimensione uno
tale che ogni semiretta in E con origine in O interseca T esattamente in un punto.

Dimostrazione. Consideriamo l'operatore
s: 1 € Cy(E) — (s(v): E\ {0} — R)

definito da
—+00

[s(v)](e) = 1 U(te) dt. (1.5.3)
Si osservi che, siccome s(1) & definito su E \ {O}, dunque in (1.5.3) & e # O, l'integrale a secondo
membro ¢ U'integrale di una funzione reale nella variabile reale ¢ (si ¢ ristretto la funzione 1) alla
retta Span{e}) la quale per ipotesi ha supporto limitato, quindi, effettivamente, 'integrale esteso a
[1,+oo[ di detta funzione & un numero reale finito.

Sia ¢ € C}(F,[0,1]) tale che ¢ sia identicamente uguale ad 1 in un intorno dell’origine. Allora
la restrizione di s(p) ad ogni semiretta aperta di F \ {O} uscente dall’origine & una funzione
strettamente decrescente. Dunque s2(p) 1= s(s(gp)) e priva di valori critici degeneri su ognuna di
queste semirette, ad eccezione dell’origine, o, cid che ¢ lo stesso, tutti i punti di (0, 00) sono valori
regolari per la restrizione di s?p ad ogni semiretta aperta uscente dall’origine.

Consideriamo quindi y € (0, 00), per esempio y = 1/2, e poniamo T := (s?p)~1(1/2). Allora T
soddisfa le proprieta richieste in virtu del teorema C.27 e della proposizione C.29.

O

La seguente proposizione generalizza l’analoga proposizione 1.24 agli spazi di Banach:

Proposizione 1.31. Esiste un diffeomorfismo di classe C", h: (E\ {O}) — E, avente supporto
limitato.

Teorema 1.32. FEsiste una sfera S in E ed una involuzione di classe C” i di E che applica l’esterno
di S nella parte interna di S.

Il teorema 1.32 segue dalla proposizione 1.31, la cui dimostrazione si trova in [ ]. Precisa-
mente, nelle notazioni del lemma 1.30, per ottenere il teorema 1.32 bastera scegliere una sfera S
centrata nell’origine di E' il cui disco contenga T'. La riflessione rispetto a T' definisce quindi una
involuzione di classe C" j di E'\ {O}. Bastera dunque definire i: £ — E ponendo i := hojoh™1.
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1.6 1l gruppo generale lineare di uno spazio di Hilbert

Se E uno spazio di Banach, denoteremo con End(FE) lo spazio vettoriale degli endomorfismi lineari
e continui di F con la topologia indotta dalla norma operatoriale. Il gruppo generale lineare di F,
GL(E) & il sottospazio topologico di End(FE) i cui punti sono gli operatori che ammettono inverso
in End(E):

GL:=GL(E) £ {g € End(E) : 3g~' € End(E)}.

Un elemento & di GL ¢ detto ortogonale (o unitario) se, per ogni z in E, ||h(z)| = [«|:
O=0(E)={geGL: (Vz€E) |g(a)| =]z}

Gli elementi unitari di GL costituiscono un sottogruppo, il gruppo delle unita di £. GL & un
sottoinsieme aperto di End(FE). Supponiamo che B appartenga a End(FE) e che |I — B| < 1,
dunque la serie

+oo
S=>Y (I-B)"
n=0

¢ convergente. Poiché SB=BS = [I—(I-B)|S=> " (I-B)"=> " ,(I-B)" =1, segue che
{B : |B—1I| <1} C GL(E). Sia ora A in GL(E) e supponiamo che |A — B| < [A~1|~!. Allora
|I — BA7'Y =|(A— B)A™!| < 1. Quindi BA™! ammette inversa in End(E) data dalla serie

400 +oo
d((I-BAT)" =) [(A-B)AT']".
n=0 n=0

Segue che B ammette inversa in End(F) data da
—+oo

BTl =AY "[(A-B)A']". (1.6.1)
n=0

La formula 1.6.1 mostra che

- _IA7PIA - B

-1 —1 _ || 4—1 > . —177m
”B -4 ”*HA anl[(A B)A ] ~1-|A-Y|A-B|

Si conclude quindi che GL € un sottoinsieme aperto di End(E), infatti se GL contiene un operatore
A allora contiene la sfera di operatori {B : |B — A| < |[A7!|7'}.

Inoltre l'operatore di inversione Z: B € GL — B~! € GL & un omeomorfismo di GL su GL
rispetto alla topologia indotta dalla norma operatoriale. Segue che GL ¢ al tempo stesso un gruppo
topologico e una varieta differenziabile di dimensione infinita modellata sullo spazio di Banach
End(E). Verifichiamo in dettaglio che Poperatore di inversione & una mappa differenziabile su GL.

Se A in End(F) ¢ fissato, la traslazione sinistra L4: End(E) — End(E) e la traslazione de-
stra Rs: End(E) — End(FE) rispettivamente definite da L4(B) = AB e Ra(B) = BA sono
trasformazioni lineari, e quindi applicazioni differenziabili sul sottoinsieme aperto GL di End(FE).
Formalmente:

—1_ 41 AT [(A— (A+tU)AT" — AT
dl’A(U):tlirr(lJ (A+tU)t 4 :%ir% Z"ZO[( ( t+ ) ]

A1 _4\n—1 —Iyn _ _ p-1 -1
A tlg%;( HrHUATY ATtUAT

dunque dZy = —L -1 0 R4-1 e le operazioni di gruppo sono effettivamente applicazioni differenzi-
abili su GL.

RAUL TOZZI
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Osservazione 1.33. Lo spazio tangente alla varieta GL nell’identita I, T, GL, si identifica in modo
naturale con lo spazio di Banach End(F). Inoltre & ben definita la mappa esponenziale

+o00 AP
exp: End(E) — GL(E) exp(A) ==Y

n=0

n!

(la serie converge assolutamente per ogni A in End(E)). Se A e B sono elementi di End(E) tali
che
[A,B] = AB— BA =0,

allora si verifica facilmente che

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

In particolare exp(—A) = (exp(A)) _1, dunque exp (End(E)) C GL. La mappa esponenziale fornisce
un omeomorfismo di un intorno di O in End(F) con un intorno di I in GL, per cui & ben definito
per ogni A in GL tale che |[A—I| <1

“+oo

log(A) := — Z %

n=1

Lo spazio tangente all’elemento neutro, 77GL = End(E), considerato con la sua struttura di spazio
vettoriale e con l'operazione [-,-]: TtGL x TyGL — T;GL, & un’algebra di Banach di Lie.

Sia H uno spazio di Hilbert reale ed & C End(H) la sottoalgebra di Lie degli operatori anti-
simmetrici (i.e. tali che S* = —S). Allora (exp S)* = exp(S*) = exp(—S5) = (exp(S))~! e quindi
exp(S) € un insieme di operatori ortogonali. Viceversa, se A = expT' ¢ ortogonale, allora T' deve
essere antisimmetrico. Dunque possiamo considerare S come ’algebra (di Banach) di Lie del gruppo
di Lie infinito dimensionale O delle trasformazioni ortogonali su H.

Osservazione 1.34. Probabilmente la differenza piltt ovvia tra 'algebra End(H) e la sua analoga in
dimensione finita e ’esistenza nella prima di un ideale bilatero non banale. L’insieme F di tutti gli
operatori aventi rango di dimensione finita, per esempio, ¢ un tale ideale. Inoltre, esso ¢ contenuto
in ogni ideale bilatero. La sua chiusura C rispetto alla metrica indotta dalla norma (I'insieme degli
operatori compatti) & percio un ideale bilatero chiuso minimale. Questi fatti sono provati in | ]

Se H & separabile, allora C & anche un ideale massimale | ], e percio & 'unico ideale bilatero
chiuso in End(H).

Proposizione 1.35. L’insieme K di tutti gli elementi di GL(H) della forma I + K, in cui K é un
operatore compatto, € un sottogruppo chiuso di GL.

Dimostrazione. Se A, B sono operatori compatti, allora A+ B e AB sono ancora operatori compatti.
Segue che, se I + A e I + B sono elementi di K allora (I + A)(I + B) = I+ (A+ B+ AB) ¢ ancora
un elemento di K. Inoltre, se (I + K)™' =T+ T allora [+ K)I+T)=I+K+T+ KT =1,

cosicché T'= —(K + KT) & un operatore compatto ogni volta che K lo ¢. Dunque K & un gruppo.
Ora, siccome C ¢ un sottospazio chiuso di End(H), tale ¢ anche la classe laterale I + C. Dunque
K =GL(H) N (I +C) ¢ un chiuso nella topologia relativa su GL(H). O

Proposizione 1.36. L’esponenziale applica C in K, e fa corrispondere omeomorficamente a un
intorno di O in C un intorno di I in K.

jes} 1

Dimostrazione. Se A ¢ compatto, exp(A) =1+ | -4 A", dunque exp(A) — I ¢ il limite di una
serie convergente di operatori compatti, quindi & esso stesso compatto. Segue che exp(C) C K.
Inoltre, in un intorno di 7, abbiamo una mappa inversa definita da

OO (_1)71—1
log(I +A) = Z — A"
n=1
dunque si vede che se A & compatto tale deve essere anche log(I + A). O

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA



1.6 IL GRUPPO GENERALE LINEARE DI UNO SPAZIO DI HILBERT 15

E noto dall’analisi funzionale che se H & uno spazio di Hilbert reale di dimensione infinita, allora
i gruppi O e GL sono connessi (Putnam e Wintner provarono questo risultato con gli strumenti
forniti dalle risoluzioni spettrali in | Je| D.

Kuiper | ] ha dimostrato di piu, precisamente egli ha provato che GL e quindi O ha lo
stesso tipo di omotopia di un singolo punto, € cioé uno spazio contraibile.

Teorema 1.37 (Kuiper). Il gruppo generale lineare di uno spazio di Hilbert reale di dimensione
infinita H € contraibile rispetto alla topologia indotta dalla norma di H.

Arlt | ] ha dimostrato che anche GL(c¢p) ¢ contraibile e Neubauer [ | estese questo
risultato ad una pitt ampia classe di spazi di successioni. Tra gli esempi in negativo citiamo quello
fornito da Douady | ] il quale provo che GL(cp x £?) non & neppure connesso. Altri interessanti
esempi e controesempi si trovano in | ].

Forniremo adesso la prova di un teorema enunciato da Jénich in [ ], che costituisce un
ingrediente fondamentale della piu tecnica dimostrazione del teorema di Kuiper.

Teorema 1.38. Sia H uno spazio di Hilbert separabile e Hy, Hi sottospazi chiusi di H di dimen-
stone infinita tali che H = Ho+ H;y. Supponiamo inoltre che Hy e Hy siano mutuamente ortogonali,
e cioé che per ogni x in Hy ey in Hy risulti (x,y) = 0. Sia V il sottospazio di GL(H) costituito
dagli operatori invertibili la cui restrizione ad Hy sia l’identita di Hy e che applicano Hy su Hy:

V= {g € GL(H) : g|lg, = idg, € GL(Ho), g(H:) = Hl}.

Allora V' & contraibile nell’identita di H, idy: H — H, precisamente (cfr. definizione 1.10) lin-
clusione di V in GL(H), tyv: V — GL(H), é omotopa alla mappa costante che applica tutti gli
elementi di V' nell’identita di H, ¢y, : V — {idg} C V.

Dimostrazione. Sia
Hyo=Hy+ H3z+---

una decomposizione di Hy in una somma di infiniti sottospazi di dimensione infinita mutuamente
ortogonali. Per esempio, se (e;);>1 € una base ortonormale per Hy, indichiamo con S, (n > 2) il
sottoinsieme di {e; };>1 costituito dai vettori e; tali che la decomposizione in fattori primi di ¢ consta
esattamente di n — 1 fattori primi distinti. Per convenzione poniamo e; € S5 ed indichiamo con H,
il sottospazio chiuso di Hy generato dai vettori e; appartenenti a S,,. In particolare otteniamo una
decomposizione ortogonale di H come H = Hy + Hy=H1+ Ho+ H3+---.

Data una applicazione lineare limitata f: H — H, allora chiaramente f e determinata dal
valore che essa assume su ciascuno degli H;. Sia m,: H — H, il proiettore ortogonale su H,, i.e.,
la mappa che ignora le componenti dei vettori della base che non appartengono ad H,. Allora f &
determinata dalla matrice infinita di elementi

fig =7 (flm),

in cui ciascuna componente f;; ¢ essa stessa una applicazione lineare da H; a Hj;.
In particolare, se g € un elemento di V allora

9i; =0 se i # 7,
gii =1 sei>1,
g1 :=4g1u = g|H1
Le., g & determinata dai suoi termini diagonali (gli altri essendo tutti nulli):
g=191,1,1,1,1,..].

Si osservi che ’elemento h di GL descritto da

hij =0 se 1 7é j,
hii:gflgl set1>1 ie., h = [gl,gflgl,l,gflgl717...]
hit =g,
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coincide evidentemente con g.
Esibiremo nel seguito due omotopie che deformeranno successivamente attraverso elementi di
GL ogni elemento g € V' in Cia,, (g9) = idy € GL. Precisamente, definiremo una prima omotopia

N

dag=~h a A/, in cui A/ & data dalla matrice infinita

hi; =0 se i # 7,
h. o= git sei>1
20,20 gl Z 7 i'e'a h// = [glagl_:L)glagl_l?gl? . ]
hoiy12i01 =01 sei>1,
h/u =0

e quindi definiremo una seconda omotopia da h' a h”, essendo

hi; =0 se i # 7,
h/2/i—1,2i—1 :glgfl se i > 17 i'e'7 h” = [glgl_la179191_15179191_1""] = [1?1a1a1717"']'
5i2i = 1 sei>1,

Una omotopia da h a h’ ¢ la seguente, applicata ad ogni coppia di elementi consecutivi della
diagonale di h (gli altri essendo tutti zero) a partire dal secondo elemento:

cosf —sinf\ (g1 0O cosf sinf gfl 0
0€l0m/2— (sin9 c050> (0 1) <—Sin9 cosG) < 0o 1/ (1.6.2)

La mappa 1.6.2 realizza una omotopia tra [g; 'g1,1] (0 = 0) e [g7 ", g1] (0 = 7/2). Infatti, quando

6 varia in [0, 7/2],
cosf —sinf g 0
sin 0 cosf 0 1

va da (901 ?) a (gol 7(1)). Cosi, quando 0 va da 0 a 7/2,
cos —sinf\ (g1 O cosf sinf
sin 0 cosf 0 1 —sinf cosf

va da (4 9) a (§2). Sideduce quindi che per 6 in [0,7/2], (1.6.2) realizza una omotopia tra

—1 —1
(st} (5 2.

E facile dimostrare che gli operatori lineari che deformano h in b’ al variare di 6 in ]0, /2] sono
tutti continui. Inoltre & standard riparametrizzare questa trasformazione, parametrizzata da 0 a
/2, in una usuale omotopia parametrizzata tra 0 e 1.

Allo stesso modo si determina una omotopia da h’ a h”’, stavolta applicata ad ogni coppia di elementi
consecutivi della diagonale di A/, a partire dal primo:

cosf —1 sinf—1 91_1 0\ fcos@ —1 1—sinf\ (g1 O
GG[O’W/Q]’—)<ISin9 cosal)(o 1) \sin6-1 coso-1) 0 1) (163

La mappa 1.6.3 realizza una omotopia tra [g;,g7 '] (8 = 0) e [1,1] (§ = 7/2). Come prima, si
dimostra facilmente che gli operatori lineari che deformano A’ in h” al variare di 6 in ]0,7/2]
sono tutti continui; inoltre si puo riparametrizzare questa trasformazione in una usuale omotopia
parametrizzata tra 0 e 1.

Riassumendo, abbiamo deformato successivamente

g=1[n,1,1,1,1,...]=h = [gl,gflgl,l,gflgl,l,...]
in
h/ = [91591_1791791_17917"']
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con una prima omotopia, e quindi abbiamo deformato

= lg1,91" 91,97 " 91 -]

nell’identita
' =lg97" L1901 g197 ] = [1,1,1, 1,1, ]

con una seconda omotopia. Segue che ¢y, e ¢;y, sono omotope, come desiderato.
O

Come gia detto, il teorema 1.37 di Kuiper & una conseguenza del teorema 1.38. Viceversa, si
osservi che il teorema 1.38 & interamente riassorbito dal piu generale teorema di Kuiper: infatti da
quest’ultimo segue in particolare che ogni mappa f: V' — GL & omotopa a una mappa costante.

Pud essere interessante consultare 'appendice 3 dell’articolo [ ] di Atiyah-Segal per 'espo-
sizione di una possibile generalizzazione del teorema di Kuiper.
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Capitolo 2

Embedding aperti di varieta di
dimensione infinita

Nel seguito indicheremo con H uno spazio di Hilbert reale, separabile, di dimensione infinita, inoltre
denoteremo con M una varieta modellata su H siffatto e assumeremo sempre che essa sia connessa,
separabile, di Hausdorff, paracompatta e differenziabile infinite volte, a meno che non sia altrimenti
specificato. Tutte le varieta e le applicazioni saranno sempre assunte di classe C'>°. Precisamente,
quando nel seguito ci riferiremo ad uno spazio di Hilbert H oppure ad una varieta M senza ulteriori
specifiche, allora H ed M dovranno essere sempre intesi come sopra.

Scopo di questo capitolo e principalmente quello di fornire una dimostrazione chiara e dettagliata
del seguente enunciato: Fsiste un embedding aperto di M in H.

2.1 Introduzione

Definizione 2.1. Sia H uno spazio di Hilbert. Una bandiera in H & una successione di sottospazi
lineari di dimensione finita di H

{O}=HycH,C---CH,CHp41 C---CH,
tale che (i) dim H,, = n e (ii) la riunione (J, oy H, € densa in H.

Osservazione 2.2. Chiaramente H e piu in generale un qualsiasi spazio di Banach dotato di una
base di Schauder ammette una bandiera nel senso della definizione 2.1. Fissata una base Hilbertiana
(e;)i>1 di H, nel seguito indicheremo con H,, il sottospazio generato dai primi n vettori della base.
Ovviamente H,, ¢ un sottospazio chiuso di H, trattandosi infatti di un sottospazio di dimensione
finita. Denoteremo con H™ la chiusura in H del sottospazio generato da {e;};,:
H™ = Span {e,; : j € NT}.

Si ricordi che uno spazio di Hilbert di dimensione infinita & separabile se e solo se & linearmente
isometrico a /2 (teorema G.28, appendice G). Dunque, a meno che non sia altrimenti specificato
supporremo per fissare le idee che H sia % e che (e;);>1 sia la base canonica.

Osservazione 2.3. Nelle notazioni introdotte, per ogni n in N, chiaramente H = H,, @ H.-. Inoltre
evidentemente H = H, @ H" e H" = H;-.

Lemma 2.4. Gli spazi H/H,, ¢ H" sono toplinear-isomorfi.

Dimostrazione. Sia m": H — H™ il proiettore canonico, ossia la mappa avente come effetto la
“cancellazione” delle prime n coordinate. Evidentemente 7" ¢ lineare, suriettivo e continuo. Inoltre
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20 EMBEDDING APERTI DI VARIETA DI DIMENSIONE INFINITA

il nucleo di 7™ & chiaramente H,,, dunque gli spazi H/H, ed H™ sono vettorialmente isomorfi.
L’isomorfismo indotto H/H, — H™ & ovviamente continuo, la continuita dell’isomorfismo inverso
segue dal fatto che 7™ & una mappa aperta. O

Osservazione 2.5. Come caso particolare della definizione C.24, diremo che f: M — H & trasversa
al sottospazio H,, di H se per ogni p in M con f(p) € H, risulta df,(T,M)+ H, = H.

Il seguente risultato € un caso particolare della proposizione C.25:
Proposizione 2.6. Sia m in N fissato e f: M — H una applicazione trasversa a H,,. Per ogni x

in M tale che f(x) € Hy,, il prodotto di composizione 1™ o df , = d(n™ o f), & surgettivo ed il suo
nucleo & complementato.

.M Y g~ H, « H" ™ H™ ~ H/H,,

Lemma 2.7. Sia F un sottospazio chiuso di H. Allora, per ognin in N, F(n) := H, + F & un
sottospazio chiuso di H.

Dimostrazione. Per n = 1 proviamo che F(1) = F' + Span{e; } ¢ chiuso in H. Siccome F C H ¢ un
chiuso, H/F & uno spazio normato. Consideriamo il proiettore 7: H — H/F, allora

Span{m(e1)} C H/F

€ un chiuso poiché si tratta di uno spazio vettoriale di dimensione finita di uno spazio normato.
Inoltre 7: H — H/F & continua, dunque la preimmagine 7' (Span{n(e;)}) = Spanf{ei} + F &
chiusa in H.

Un ovvio argomento di induzione su n permette di concludere che F'(n) = H,,+F ¢ un sottospazio
chiuso di H, per ogni n in N. O

Lemma 2.8. Sia F un sottospazio chiuso di codimensione finita di H. Allora esiste N in N tale
che H = Hy + F, in altri termini F' ¢é trasverso a Hy per qualche N.

Dimostrazione. Posto F(n) = H,, + F consideriamo il sottospazio G(n) := F(n)/F C H/F. Esiste
N in N tale che, per ogni i, G(N +1i) = G(N) (}). Cio significa che, per ogni i, F(N +i) = F(N),
quindi (Vi) e; € F(N) (infatti Span{e;}"" = Hyy; C Hyyi + F = F(N +4) = F(N)), da cui
segue che F'(N) ¢ denso in H, perché contiene la riunione degli H,. Infine, siccome per il lemma 2.7
F(N) C H ¢ un sottoinsieme chiuso, si conclude che F(N) = H. O

Siccome per ogni n in N il proiettore canonico 7™ ha come effetto la cancellazione delle prime n
coordinate, 7" converge fortemente all’operatore nullo, scritto

7™ = O € End(H),

ossia, per ogni x in H, n"(x) —— 0. Ricordiamo inoltre il seguente importante teorema:
n—oo

Teorema 2.9 (delle proiezioni). Sia H uno spazio di Hilbert qualsiasi ed F' un sottospazio chiuso
di H. Allora esiste un’unica coppia di operatori P,Q: H — H tali che:

(i) vk (P) = F, rk(Q) = F*;
(ii) z
)

(iii) @ = Px per ogni x € F, x = Qx per ogni v € F*;

Px + Qx per ogni x € H;

(iv) P e Q sono operatori lineari e continui;

Unfatti, per ogni n in N, (i) F(n) C F(n + 1) dunque (G(n)), & una successione ascendente di sottospazi di
H/F, (ii) lo spazio H/F ha dimensione finita perché, per ipotesi, F' ha codimensione finita. Segue che la successione
(G(n))n si stabilizza.
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(v) se F'# {0} allora |Plgnacay = 1, e se F # H allora |Q|gnaca) = 1.
Gli operatori P, QQ sono detti proiettori ortogonali su F e su F- rispettivamente.

Osservazione 2.10. In particolare, consideriamo il caso in cui nel teorema 2.9 sia F':= H,,, P .= 7,
e @ := ™. I proiettori ortogonali 7,,: H — H, e n"™: H — H" soddisfano la relazione 7, + 7™ = I.
Inoltre, per ogni n in Nt per il teorema delle proiezioni risulta |7,| = 1 = |7"|.

2.1.1 La categoria Layer

Definizione 2.11. Sia M una varieta ed H uno spazio vettoriale. Una applicazione ov: M — H
sara detta localmente di rango finito se ogni punto p in M ammette un intorno U, per cui a(U,)
sia contenuto in un sottospazio di dimensione finita di H.

Osservazione 2.12. Se a: M — H di classe C! & localmente di rango finito allora la funzione che
ad ogni punto p in M associa il numero intero (positivo) dimrk da, & localmente limitata.

Definizione 2.13. Siano H uno spazio di Hilbert e U C H un sottoinsieme aperto. Indicata con
I in End(H) V'applicazione identica, una mappa G: U C H — H & detta di tipo L£(I) se & una
perturbazione di rango localmente finito di I, i.e. se G ammette una decomposizione della forma
G =1+ aaincui a: U — H ¢ una applicazione localmente di rango finito. Inoltre, diremo che G e
di tipo L, (I) se o := (G — I) assume i propri valori in H,.

Pilt in generale, se Hy, Hy sono spazi di Hilbert e A & un elemento dello spazio L£(H,, Hs),
una applicazione (in generale non lineare) G: U C H; — Hj sara detta di tipo L(A) se & una
perturbazione di rango localmente finito di A.

Definizione 2.14 (Varieta layer). Sia M una varieta modellata su uno spazio di Hilbert H. Un
atlante layer su M & un atlante {(U;, ¢;)}; su M tale che, ogni volta che la composizione & definita,
il cambiamento di carta ¢; o ¢, 1 & una applicazione di tipo L(I). Una varieta con un atlante layer
sara detta una varieta layer ed in tal caso le relative carte saranno dette carte layer.

Data una H-varieta M dimostreremo nel seguito l'esistenza di un particolare atlante layer su
M associato ad una mappa f: M — H Fredholm di indice zero. La costruzione di un tale atlante
—detto layer forte— sara approntata nella dimostrazione della proposizione 2.44. In particolare, per
il seguito possiamo assumere ’esistenza di una struttura layer su M nel senso della definizione 2.14.

Definizione 2.15 (Morfismo layer). Una mappa tra varietd layer M ed N modellate su uno
stesso spazio di Hilbert H ¢ detta una applicazione di tipo L£(I) se & rappresentata come una
applicazione di tipo £(I) nelle carte layer di M ed N.

Pill in generale, una mappa tra varieta layer M ed N sara detta un morfismo di tipo L(A) o,
pilt semplicemente, un morfismo layer se & rappresentata come una L£(A)-mappa nelle carte layer
di M ed N.

La collezione delle varieta layer e dei morfismi layer costituisce una categoria. Introduciamo
altre due definizioni che si riveleranno particolarmente utili nella parte finale di questo capitolo
(sezioni 2.6 e 2.7), quando dimostreremo I'annunciato teorema di embedding aperto.

Definizione 2.16. Siano H uno spazio di Hilbert di dimensione infinita, ed X, X5 spazi topologici.
Un morfismo di fibrati 7: X1 x H — X3 x H sara detto un morfismo di fibrati di tipo L(I)
(brevemente un L(I)-morfismo di fibrati) se (i) 7 & della forma

(l‘,’l}) E— (70(95)7 v+ Oz(:L‘)[UD,

in cui, per ogni z in X7, a(z) € un elemento di End(H), ed inoltre (ii) esiste un ricoprimento aperto
{Ui}ier di X, ed una collezione {F;},.; di sottospazi di H di dimensione finita tale che

(Viel) (V(z,v) €U; x H) a(z)[v] € F;.
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Definizione 2.17. Un fibrato layer su M ¢ il dato di un fibrato vettoriale 7: X — M modellato
su uno spazio di Hilbert H, e di una collezione di banalizzazioni {(Uq, Xa )} ocp con Uy aperto in M,

Xo: T HU,) — Uy x H,
tale che, quando definita, la composizione
XaoX5': (UaNUg) x H— (UyNUg) x H
¢ un morfismo di fibrati di tipo £(I).

Introduciamo adesso un’altra importante nozione utile per la prova del teorema di embedding
aperto: la nozione di filtrazione.

2.1.2 Filtrazioni

Definizione 2.18 (Filtrazione). Sia M una varietd modellata su uno spazio di Hilbert separabile
H. Una filtrazione di M ¢é una successione crescente (My,) di sottovarietd chiuse di dimensione

finita di M tale che lunione | J, .y My € densa in M.

Esempio 2.19. Presentiamo nel seguito alcuni esempi elementari di filtrazioni:

(i) Se H = ¢2, indicata come consueto con (e, )nen la base ortonormale canonica di #2 e con H,
lo spazio vettoriale generato dall’insieme {ey,...,e,}, allora (H,), € una bandiera in H, e
costituisce una filtrazione di Fredholm.

(ii) Consideriamo & =Sy = {z € H : |z| = 1} la sfera unitaria di H = (2 e, per ogni n in N, sia
8™ =8N Hp41 la n-sfera unitaria in H, 1. Allora

StcS?c...cS"c---cS
costituisce una filtrazione.

Per avere un’idea di come si possa costruire una filtrazione in generale, descriviamo brevemente
una procedura su cui torneremo nel seguito aggiungendo tutti i dettagli necessari. Sia (H,), una
bandiera in H come nell’esempio 2.19 (i) di cui sopra. Scopo della sezione 2.2 sara la costruzione di
una mappa f: M — H Fredholm di indice zero, trasversa ad ognuno dei sottospazi H,,. Definito per
ogninin N M, := f~1(H,), allora, per ogni n, M, risultera una sottovarieta di M di dimensione n
e M,, C M, 1. In particolare, la successione (M, )nen risultera una filtrazione di M e sara chiamata
per ovvie ragioni una filtrazione di Fredholm. Scopo delle sezioni 2.2 e 2.3 sara sostanzialmente
quello di descrivere con tutti i dettagli questa procedura.

2.1.3 Spray layer

Le basi della topologia differenziale e della geometria richieste per affrontare al meglio le problem-
atiche riguardanti le costruzioni che verranno esposte nel seguito furono stabilite nei primi anni
sessanta del secolo scorso, ed in un certo senso il lavoro di Ambrose, Palais e Singer Spray [ ]
costituisce la pietra angolare di questa teoria. Sirimanda il lettore all’appendice F per le definizioni
e le proprieta basilari degli spray oppure al testo di Lang | ] per una esposizione pit dettagli-
ata ed organica. Nel seguito ci proponiamo di raffinare la nozione di spray definendo una classe
di spray particolarmente utile per i nostri scopi: gli spray layer. In particolare, essi renderanno
possibile la costruzione di una filtrazione di Fredholm in cui ogni sottovarieta M, sia totalmente
geodetica, inoltre la mappa esponenziale associata ad uno spray layer nelle carte di un opportuno
atlante di M risultera un morfismo layer. Questa costruzione culminera nel teorema 2.45.

Sia (V,¢) una carta per M e ¢(V) = U il corrispondente sottoinsieme aperto del modello
di Hilbert H. Indicizzeremo gli oggetti geometrici con “U” per indicare i corrispondenti rapp-
resentati nella carta data. Per esempio, il rappresentate ¢, di un campo di vettori su U ¢ una
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applicazione {;: U — H. Similmente, se S ¢ un fissato campo di vettori del second’ordine su M
(cfr. definizione F.1), indicheremo con Si;: U x H — H x H la rappresentazione locale di S su TU:

Sy(z,v) = (1}, SU(x,v)).

TTM ~25+U x H x (H x H)
TIdUXHXSU

TM™ UxH

A tale proposito si ricordi che S;; rappresenta uno spray se e solo se la sua parte principale
sy: U x H — H & omogenea di grado due rispetto alla seconda variabile (cfr. proposizione F.9).
Per questa ragione s;; ¢ detta anche la parte quadratica dello spray nella carta assegnata.

Siano S ed A rispettivamente uno spray ed un atlante layer su M. Consideriamo una carta locale
(V, 1) compatibile con tutte le carte di A. Indicata con (U, ¢) una qualsiasi carta di A, poiché (V)
e (U, ¢) sono compatibili, identificati per semplicita di notazione U e V' con le rispettive immagini in
H tramite ¢ e 1, in accordo con la definizione 2.14 di varieta layer, esiste un diffeomorfismo h da U
su V della forma h = (I + k), in cui k & una mappa localmente di rango finito. Per la formula F.3.8
di cambiamento di variabile per la parte quadratica di uno spray (si consulti la sottosezione F.3.2
in appendice per la sua deduzione esplicita) risulta

sy (h(z), W (z)(v)) = B (z)(v,v) + K (2) 0 sy (2, v). (2.1.1)
In particolare h'(z) = I + k'(x) e h”(z) = k”(x). Inoltre, posto (y,w) in V x H con y = h(z) e
w = R (z)(v) (se e solo se v = (h™')'(y)(w)), 'equazione 2.1.1 assume la forma

sy (y,w) = sy (h(@), 1 (2)(v)) = h"(2)(v,v) + b () 0 s (@, v)
=k"(z)(v,v) + sy(z,v) + k' (z) o sy (z,v),

loc

da cui si deduce che, essendo k una mappa localmente di rango finito, se s;; ¢ localmente di rango
finito allora tale € anche sy, .

Definizione 2.20 (Spray layer). Sia M una varietd modellata su uno spazio di Hilbert H. Uno
spray S su M ¢ detto uno spray layer se esiste un atlante layer A = {(Ua, @a)},ec 4 su M tale che,
per ogni @ in A, indicata con S, la rappresentazione locale di S nella carta (U,, ©q),

Sa: (@,0) € @ (Uq) x H— (v,s,(x,v)) € Hx H,

SL. s,: ¢,(Us) x H— H & localmente di rango finito in z
(i.e., per ogni z in ¢, (U,) esiste x €Uy C ¢, (U,) tale che s, (U, x H) C H,, per qualche n € N).

Proposizione 2.21. Ogni H-varieta layer M ammette uno spray layer.

Dimostrazione. Indicato con A = {(Us, ¢a)}4c 4 un atlante layer su M, poiché M & supposta para-
compatta, senza ledere la generalita, a meno di un raffinamento possiamo supporre che {U,}, sia un
ricoprimento localmente finito di M: sia {u,} una partizione dell’unita di classe C*° subordinata a
{Ua},- Nelle notazioni della definizione 2.20, per ogni a in A lo spray banale S, su ¢,(U,) definito
ponendo

Sa: (x,v) € ¢, (Uy) X H— Sq(z,v) e (v,O) €cHxH

¢ certamente layer. Incolliamo dunque spray banali siffatti secondo la partizione dell’unita {ug}
ottenendo cosi una mappa globale S: TM — T(TM). La mappa cosi ottenuta ¢ invero uno spray,
infatti la collezione di tutti gli spray costituisce un insieme convesso, dunque in ogni punto della
varieta la somma che definisce S & uno spray perché combinazione convessa di spray. Piu precisa-
mente, S & uno spray layer, infatti la somma che definisce S & localmente finita, i.e. nell’intorno di
ogni punto di M solo un numero finito di addendi & non nullo, e poiché ciascuno di essi soddisfa la
condizione SL anche la loro somma soddisfa certamente SL. O
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Proposizione 2.22. Se S ¢ uno spray layer su una varieta layer M, la corrispondente mappa
esponenziale exp: € — M ¢é un morfismo layer.

Dimostrazione. E sufficiente verificare la proposizione localmente su una carta layer. Sia dunque
U un sottoinsieme aperto di H. Per come & definita la mappa esponenziale, se (z,v) appartiene al
dominio della mappa esponenziale allora exp(z,v) = (1), in cui o & soluzione del problema

o (t) = s, (o(8), ' (1)
o'(0)=wv (2.1.2)
o(0) = x.

Siccome S € uno spray layer, a meno di restringere U si puo supporre che s;; (U x H) sia contenuto in

H,,, per qualche n in N. H si decompone quindi nel prodotto H, x H™, ed in questa decomposizione
si pud senz’altro scrivere o(t) = (0(t),05(t)). Le equazioni differenziali per o assumono quindi la

forma
ol (t) = sy (o(t),0'(t)) oy (t) =0
1 (0) = vy 03(0) = v,
) =14 09(0) =y,

in cui x = (21,2,),v = (vy,vy) € Hy, x H™. Dunque 04(t) = 5 + tv,, e quindi

o(t) = (o1(t), 05(t)) = (01(t), 25 + tvy) = (z1 + tvy, Ty + tvy) + (04 (t) — 1 — tvy,0)
= x +tv + a(xy,vq,t),

in cui si & posto a(zy,vy,t) = (01(t) — 2y —tvy,0) ~ 01 (t) =y —tv; + O = 01 (t) — 3, — tvy € H,.
Questo mostra che exp(z,v) =  + v + a(z,v,1): dunque « rappresenta exp come una mappa di
tipo L(A) (vedi definizione 2.15), essendo A: H x H — H addizione, e la mappa esponenziale &
un morfismo layer. O

2.2 Mappe di Fredholm di indice zero proprie e limitate

Sia M una varieta modellata su uno spazio di Hilbert H e 7: TM — M la mappa di fibrazione
del fibrato tangente ad M. Fissata una struttura Riemanniana su M, consideriamo la mappa
esponenziale associata allo spray Riemanniano. Esiste un intorno aperto V della sezione zero in
T M sul quale ha senso considerare ’applicazione G: V C TM — M x M definita ponendo

def

G =17 xexp: v+— G(v) = (Tv,exp,,(v)). (2.2.1)

Sara comodo esprimere questa mappa con diverse notazioni. Se U x H ¢ una carta che banalizza
localmente T'M, nella carta i punti del fibrato tangente saranno rappresentati con (x,v), in cui x
appartiene a U e v appartiene a T, M = H; scriveremo quindi

G(z,v) = (x, exp, (v)) )

Lemma 2.23. La mappa G ¢é un diffeomorfismo locale sulla sezione nulla, specificatamente, per
ogni o € M, indicato con Oy, il vettore nullo dello spazio tangente T, M, G é un diffeomorfismo
locale in (z9, Oy, ).

Dimostrazione. In una carta locale, il differenziale di G calcolato nel punto (zg, Og,) €

id 0
AG(20,0,,) = (id id) ; (2.2.2)
infatti, indicate con G, G2 le due componenti di G, G1(z,v) = x, G2(x,v) = exp,(v), denotate con
hi; le componenti della matrice Jacobiana di G nel punto (xg, Og, ), risulta hy; = W(Io) =id;
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hlg = W(mo) = 0; h21 = %(l‘o) = W(l‘o) = id; inﬁne7 identificando TOwO (Tajo M)

con Ty, M, hog = W(Ozo) = d(expy,,)o,, © (W(Omo)) = idr, aroid = id.

Si tratta di un operatore invertibile, ed il lemma segue dal noto teorema della mappa inversa. [

Teorema 2.24. Sia M una varieta paracompatta di classe C°°, modellata su uno spazio di Hilbert
separabile H. Allora esiste una mappa C*° di M in H Fredholm di indice zero.

Dimostrazione. Fissiamo una struttura Riemanniana su M. Sia &€ C T'M il dominio della mappa
esponenziale associata allo spray Riemanniano su M. Per x € M poniamo &, = ENT, M e
exp, = exple,. Sia G: € — M x M definita come in (2.2.1):

G:ve&r— Gv) = (z,exp,(v)) € M x M.

Se x € M, per il lemma 2.23 esiste un intorno U, di e un intorno N, di (z,0,) in € NTU, tale
che G|y, & un diffeomorfismo su U, x U,:

Gln,: N, CENTU, Uy xUy CM x M. (2.2.3)

A meno di comporre con una traslazione, possiamo supporre che in una carta I'immagine diffeomorfa
dell’intorno U, sia un intorno aperto U’ di O € H. Denoteremo con v’ € U’ I'immagine di u € U,
mediante questa carta.

Per il teorema di Kuiper, esiste una mappa g: TM — M x H che realizza 'isomorfismo tra i due
fibrati TM e M x H. Indicata con mo: M x H — H la proiezione sul secondo fattore, si consideri
lapplicazione h: U’ x U' — H definita ponendo

h: (W, v") €U x U — h(u',v") = my0g0G Y(u,v) € H. (2.2.4)

Essa e chiaramente di classe C'°°, inoltre, per costruzione

oh

Infatti, se v € TM, g(v) = (91(v), g2(v)) € M x H, quindi

dh(0, o 0,0) € do(H). (2.2.5)

dngl(0,0) : TG71(O,O) (TM) — Tg(G*I(O,O))(M X H), (226)

inoltre, localmente in G=1(0,0), TM (letto in una banalizzazione locale) ¢ della forma U x H
(U C M) e di conseguenza g ¢ della forma g = g(u, h), segue che (2.2.6) si pud scrivere come

gi1 912
g21  g22
in cui, in particolare, goo = %(G‘%0,0)). Indicate con p2: Ty, (g-1(0,0p)M x H — H e con

to: {O}yx H — H x H rispettivamente le applicazioni di proiezione sul secondo fattore e di inclusione,
essendo nota la forma del differenziale di G (cfr. equazione 2.2.2), si ottiene

dih(0, Yo = p2 0 d(go G~)

(0,0) 2

= p2 °0dgg-1(0,0) © dGil(O,O) ol

g11 912 id 0\ (0
=(0 1 . . = .
( ) <921 922) (—101 1d) (1> 922
Infine, goo = %(G*I(O,O)) ¢ evidentemente un elemento di ®o(H) infatti, per definizione di

isomorfismo di fibrati, la restrizione di g a ciascuna fibra di TM ¢ un isomorfismo lineare, quindi

992

oh (G7H0,0)) = g2(GH(0,0)) = glg, (-1 (0.0)) € Po(H).

RAUL TOZZI



26 EMBEDDING APERTI DI VARIETA DI DIMENSIONE INFINITA

(la prima uguaglianza segue dalla linearita della restrizione di g alle fibre di T M, Pappartenenza
alla classe ®o(H) dovuta al fatto che la restrizione di g alle fibre di TM & un isomorfismo).

Per la continuita di Oh/0v’: U’ x U" — End(H ), essendo ®y(H) localmente convesso ($o(H) &
un aperto di End(H), che & localmente convesso in quanto spazio normato), siccome per quanto si
¢ appena dimostrato dh/0v'(O,0) € ®g(H), esiste un intorno aperto V' x V' di (0,0) in U’ x U’
tale che l'inviluppo convesso dell’insieme Oh/0v' (V' x V') (immagine di V/ x V/ mediante oh/ov’)
sia contenuto in ®¢(H):

3(0,0) eV'x V' cU xU" taleche conv(dh/ov' (V' x V")) C @o(H). (2.2.7)

Sia V, il sottoinsieme aperto di M corrispondente a V', e sia {V,.},c s il risultante ricoprimento
aperto di M ottenuto facendo variare x in M. Sia {V,},ca un ricoprimento aperto localmente
finito di M con la proprieta che per ogni a in A esiste 2 in M per cui V, C V.

Per ogni « € M fissato, per la proprieta di locale finitezza del ricoprimento aperto {V,}aca,
esiste un intorno ), di z intersecante solo un cardinale finito di elementi V, del ricoprimento.
Inoltre, se V, ¢ un tale aperto allora uno solo dei seguenti tre casi si verifica: (i) z ¢ V,, (ii) z € 9V,
oppure (iii) z ¢ V,, ossia x € M \ V. Siano dunque

Vau---vvana%lw-wvb ‘/017'-'7‘/(:1c

m )

gli elementi di {V, }4ca che intersecano Q., ove, per ogni i, z € V,,, . € OV}, e x ¢ V,. Si scelga
un intorno aperto W, di z tale che

W, C ( : Vai> N ( 4:(M\ch)> NQ,. (2.2.8)

J

In particolare si ha che, per ogni a € A,
WeNVya#S=x€V,, (2.2.9)

infatti, se fosse (W, NV, # @)A(z ¢ V,) allorada z ¢ V,, per la (2.2.8) risulterebbe W, C M\ V,
da cui seguirebbe W, NV, = &, contraddizione. Sia {W;}pep un raffinamento aperto localmente
finito di {W,}senm che copra M, ossia tale che (J,cz Wy = M. Per ogni b € B, esiste un unico
x(b) € M tale che Wy, C Wp.

Sia {up} una partizione dell’unita di classe C* subordinata al ricoprimento localmente finito
{Whtvep (una tale partizione esiste perché, per ipotesi, M & una varietd paracompatta modellata

su uno spazio di Hilbert, cfr. | ] corollario 3.8, pag. 38). Per y € M poniamo
F@) =Y mly) mogo G (a(b),y). (2.2.10)
beB

Per prima cosa occorre verificare la buona definizione della mappa 2.2.10, e cioe che per ogni b € B
e per ogni y € M, (x(b),y) appartiene al dominio di definizione di G~!.

Sia y € M. Siccome {V,}sca € un ricoprimento di M, esiste a € A tale che y € V,. D’altra
parte anche {W4}ycp € un ricoprimento di M, quindi esiste b € B tale che y € W, C Wy ). Dunque
Va 3y € W), segue che Wy, NV, # @ e quindi, per quanto si ¢ gia osservato (cfr. eq. 2.2.9)

z(b) € V,. (2.2.11)

Supponiamo che pp(y) # 0 per b = by,...,bp € B. Allora, essendo la partizione dell’unita
subordinata a {Wytoen, y € ﬂle Wy, ; d’altra parte Wy, C Wy ,), dunque y € ﬂle Wa(v,); inoltre
({Va}aca & un ricoprimento di M) esiste a € A tale che y € V,. Dunque V,, 3 y € ﬂle Wa,)s ©
per la (2.2.11)

Vie{l,...,k}  a(b) € V.. (2.2.12)
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Siccome V, C V,, per qualche x € M, essendo V' C U’ e quindi V,, C U,, si ha che per ogni i in
{1,...,k},
(z(b:),y) € Uy x Uy, (2.2.13)
e quindi (cfr. 2.2.3), per ogni i € {1,...,k}, G=! & definita su (z(b;),y) e la (2.2.10) definisce
correttamente la nostra mappa f. Chiaramente f definita dalla (2.2.10) & di classe C*°.

Verifichiamo che f ¢ Fredholm di indice zero. Nella carta V' corrispondente a V,, il differenziale
di f nel punto 3’ di V' & (cfr. eq. (2.2.4))

k
dfy’ = Z/J’bi (yl) d[h(x/(bi)v : )L]/ + Z m2 090 G! (xl(b)v y/) d(ﬂb)y’ [ ’ } (2'2'14)
=1 b

Il primo termine & in ®g(H) perché (Vi € {1,...,k}) (2'(b;),y’) € V' x V', dunque per la (2.2.7)

k k
S b0 [ 00), )], = S b (0) (' (5. € com ()0 (V x V1)) € D).

Il secondo termine
weHr— Y mogoG ' (a'(b),y) d(m)y[w] €R
b
¢ un operatore di rango finito. Quindi df,s ¢ un operatore lineare Fredholm di indice zero. Segue
che f & una C*°-®y-mappa.
O

Osservazione 2.25. La formula 2.2.10 che definisce la mappa fcongiuntamente con I’equazione 2.2.13
suggeriscono che, a meno di scegliere banalizzazioni locali per 7'M in un intorno della sezione nulla
con carte banalizzanti sufficientemente piccole (si osservi che la mappa G applica la sezione nulla
di TM nella diagonale A C M x M, inoltre essa assume i propri valori in un intorno di A), nella
dimostrazione appena conclusa si puo fare a meno di invocare il teorema di Kuiper e quindi della
mappa di banalizzazione globale g: TM — M x H.

Dunque, in particolare, con questa osservazione la dimostrazione del teorema 2.24 che abbiamo
presentato ben si adatta anche al caso in cui la varieta sia modellata su uno spazio di Banach reale di
dimensione infinita, dotato di una base di Schauder e di partizioni dell’unita di classe C*° (si ricordi
che per gli spazi di Banach non ¢’¢ un analogo del teorema di Kuiper). Nella generalitd Banach,
in particolare, anziché fissare una struttura Riemanniana all’inizio della dimostrazione avremmo
avuto cura di considerare uno spray, la cui esistenza (cfr. teorema F.8) & garantita dall’esistenza di
partizioni dell’unita sulla varieta.

Osservazione 2.26. Come caso particolare del corollario G.7, si ha che, per ogni x in M, I'immagine
df (T M) di T, M mediante df, ¢ un sottospazio chiuso di T,\H = H.

Ogni mappa di Fredholm & localmente propria, come provato nel teorema E.10. Mostrere-
mo adesso come ottenere a partire da una mappa di Fredholm di indice zero una mappa propria
Fredholm di indice zero.

Lemma 2.27. Sia M uno spazio metrico, H uno spazio di Hilbert, ed f: M — H una applicazione
continua propria. Se k: M — H ¢é una mappa continua tale che la chiusura di k(M) in H ¢é un
sottoinsieme compatto (*) allora f +k: M — H ¢é una mappa propria.

N

Dimostrazione. Sia K C H un compatto. Si deve provare che, posta g := f +k, g 1 (K) C M & un
insieme compatto. Per questo scopo osserviamo che

g " (K)C fH(K —k(M)), (2.2.15)

2 Una mappa con questa proprieta & chiaramente una mappa compatta, infatti (VB C M) k(B) C k(M): ora k(B)

¢ un chiuso, k(M) & compatto per ipotesi, dunque k(B) & un compatto perché chiuso in un compatto. In particolare
questo puo essere ripetuto quando B ¢ limitato.
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infatti

reg ' (K)& f(z) e K—k(z)= f(z) e K—k(M) = f(z) e K—k(M) =2 € f ' (K—k(M)),
da cui, essendo K — k(M) un compatto (¢v: M x M — H definita ponendo ¢(z,y) := z —y ¢
chiaramente una mappa continua, K x k(M) ¢ un compatto, dunque ¥(K x k(M)) = K — k(M)
¢ un compatto), siccome per ipotesi f una mappa propria, si ottiene che f~! (K - (M)) cM
¢ un compatto. D’altra parte g~ 1(K) & un chiuso perché g & continua e K & un compatto di uno
spazio di Hausdorff, dunque un chiuso. Segue che g~1(K) & un compatto essendo un chiuso in un

compatto. O

Proposizione 2.28. Sia M una varieta modellata su uno spazio di Hilbert H ed f: M — H una
mappa di classe C°° Fredholm di indice zero. Allora esiste una mappa o: M — H, di classe C*
con immagine di dimensione finita, tale che (f + «): M — H sia una mappa propria.

Dimostrazione. Sia w € H un elemento di norma unitaria e H; il sottospazio di H generato da
w. Sia P: H — H, il proiettore corrispondente allo splitting di H come H; x Hi-, essendo Hi" il
sottospazio di H perpendicolare ad H;.

La mappa (f — Pf): M — H & ancora una mappa di Fredholm e quindi, in particolare, &
localmente propria. Sia {U;};eny un ricoprimento aperto star-finito di M, tale che, per ogni i,
f — Pf sia propria su U;.

Sia (p;); una partizione dell’'unitd di classe C*° subordinata a {U;};. Definiamo 5: M — H
mediante 3(z) := (3, 2'u;(z))w e poniamo o :== B — Pfeg:= f+a: M — H. Sia K C H
un sottoinsieme compatto di H e supponiamo che g(z) € K per qualche x € M. Siccome K &
compatto, P(K) & un sottoinsieme compatto di Hi, dunque esiste k in N tale che |y| < 2 per ogni
y € P(K).

Segue che, essendo (f —Pf)(M)C Hi, per ogni x in M tale che g(z) € K, risulta 3, 2¢p;(z) < 2%
(*). Indicato con j(x) il pitt piccolo intero i per cui z € U;, allora 27(®) < 3™ 2¢y,(z), infatti

2 = 390 () < 3 2 i) < 2,

quindi j(z) < k, e percio g~ }(K) C Ule U; (*). Ma f — Pf & propria su Ule U;, dunque per
il lemma 2.27 g = (f — Pf) + 8 & propria su Uleﬁi (8 & continua e la chiusura di ﬁ(UfZl U;)
¢ un compatto di H, dunque le ipotesi del lemma sono verificate). Quindi g~!(K) & compatto e
g=f+a: M — H & una mappa propria. O

Osservazione 2.29. Enunciato e dimostrazione della proposizione 2.28 non cambiano quando in
luogo di H si consideri uno spazio di Banach reale E' di dimensione infinita, dotato di una base
di Schauder e di partizioni dell’unita di classe C*°. Nella dimostrazione, indicato con F; lo spazio
generato da un elemento di norma unitaria di £, in luogo di Hi- bastera considerare un qualsiasi
sottospazio complementare chiuso di F; (un tale sottospazio esiste in virtit del corollario G.5).

Corollario 2.30. Sia M wuna varieta modellata su uno spazio di Hilbert H. Allora esiste una
mappa propria di classe C*° di M in H Fredholm di indice zero.

Dimostrazione. Nelle notazioni del teorema 2.24 e della proposizione 2.28, proviamo che la mappa
g = f+ a: M — H soddisfa tutte le proprieta richieste. Bastera verificare che si tratta di una
mappa Fredholm di indice zero. Ma cio & ovvio, infatti f & Fredholm di indice zero e a: M — H;

3 Infatti g(z) € K = Pg(z) € P(K) = |Pg(z)| < 2*. D’altra parte Pg(z) = P(f + a)(z) = P(f — Pf + B3)(z) =
P(f — Pf)(z) + PB(z), inoltre (i) (f — Pf)(M) C Hf- = P(f — Pf)(z) = 0 (infatti P(f — Pf)(z) = Pf(z) —
PPf(x) = Pf(z) — Pf(z) = 0) e (ii) PB(z) = P(3_,; 2" ui(z)w) = >, 2°pi(x)w (infatti 3, 2°p;(x)w € Hy) per cui,
in conclusione, Pg(z) = 3, 2°u;(z)w, da cui, essendo |Pg(z)| < 2* e |w| = 1 segue che 3, 2°u;(x) < 2F.

4 Infatti se = € g71(K) < g(z) € K & tale che = € Uj(s) allora abbiamo provato che 20(2) < 2k je., j(z) < k,
dunque x € Ule Ui, ie., g Y (K) C U;C:l U;.
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¢ la mappa di classe C* definita nella proposizione precedente, H; C H essendo un sottospazio di
H di dimensione uno. Dunque per ogni fissato y in M, do,, € L(T, M, Hy) & un operatore lineare
limitato di rango finito e quindi ind (df, + de,) = ind (df,) = 0. O

Sia fo: M — H la mappa Fredholm di indice zero fornita dal teorema 2.24. Componendo col
diffeomorfismo ¢: H — Bp(1) dato da

v
veEH— ——— € Bo(1)
1/2 )
(1+Jvl?)

si ottiene una mappa Fredholm di indice zero e limitata f; := o fo: M — H. Consideriamo dunque
la mappa fo ottenuta dalla mappa f; come indicato dalla proposizione 2.28: otteniamo cosi una
applicazione fo: M — H Fredholm di indice zero, propria e con immagine limitata salvo che lungo
una direzione (spazio vettoriale di dimensione uno). Mostreremo adesso come ottenere a partire
da f; una mappa Fredholm di indice zero, propria e limitata. Per questo scopo sara conveniente
riguardare il modello di Hilbert separabile H della nostra varietd M come lo spazio L?(R) delle
funzioni reali a quadrato sommabile.

Proposizione 2.31. Sia H uno spazio di Hilbert reale, separabile, di dimensione infinita. Allora
esiste una applicazione di classe C*°, propria, Fredholm di indice zero e limitata da un cilindro
chiuso C' di H (indicato con w un elemento di H di norma unitaria, C = (w) x ((w)~ N Bo(e))) a valori
in H.

Dimostrazione. Riguardiamo H come lo spazio di Hilbert L?(R) e denotiamo come consueto con |-|,
la relativa norma indotta. Consideriamo la funzione f(z)= e=*". Allora chiaramente f € L2 (R).
Sia w in L?(R) una fissata funzione tale che |w|z = 1, e denotiamo con (w)* I'iperpiano ortogonale
al sottospazio generato da w. Sia ¢ € RT e Bo(e) C L*(R) la palla aperta di raggio ¢ e centro
l'origine. Poniamo D, := (w)* N Bo(e).

Consideriamo la curva o: R — L?(R) definita ponendo

o(s) = f(-—s).

Dunque o(s)(z) = f(- —s)(z) = f(z —s) = e~ @9 quindi, effettivamente, (¥ s) o(s) € L%(R).
In particolare risulta o(0) = f e, come si verifica facilmente, o(s) = —f/(- — s).
Indichiamo con u = (u,w)w + u — (u,w)w il generico elemento di (w) x D.. Chiaramente
u— (u,w>w,w> = 0, dunque converremo di porre u; := u — (u,w)w. In particolare, siccome
u € (w) x D, deve essere |uy|2 < €. Nelle notazioni introdotte, consideriamo ’applicazione
¥ (w) x D. — L*(R) definita da
Pu) = o ((u,w)) +uy. (2.2.16)

L’immagine ¢ ({(w) x D.) C L*(R) & invero contenuta in una palla aperta Bo(R), in cui R € Rt
¢ opportuno, infatti

[y = llo(w,w)) +url, <

< Nlo (s ), + furls = 171 + lusls = [ /

— 00

“+oo 2.2 %
() dx] usly <2+,

e quindi sara sufficiente scegliere R = ¢ + 2.

Proveremo adesso che se ¢ & sufficientemente piccolo allora la restrizione di ¢ a (w) x D, ¢ una
mappa propria. Per semplificare le notazioni, introduciamo per ogni s in R I'operatore di traslazione
orizzontale:

T,: L*(R) — L*(R), T.(v) = v(- —s).
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Consideriamo un sottoinsieme compatto K di L?(R). Dobbiamo trovare condizioni su e affinché

(Wl pyxp.) " (K) =¥~ 1(K) N ((w) x Dv) (2.2.17)

sia un sottoinsieme compatto di (w) x D., equivalentemente, dobbiamo determinare ¢ affinché
ogni successione di punti di (] (w)xﬁs)A (K) ammetta una successione estratta convergente ad un

punto di (¢] . 5.) " (K). Sia {(spw, un)};, C (w)x D, una successione di punti (|, 5.) " (K).
Dunque

{v(shw,un)}, = {Te, f+un}, CK, (2.2.18)

e poiché K & compatto, (2.2.18) ammette una sottosuccessione convergente ad un vettore v in K.
Se fosse limy, 55, = 400 allora (cfr. osservazione 2.32 pag. 31) (7, f),, convergerebbe debolmente
a zero (scritto 7Zg, f — 0) da cui seguirebbe uj, — v e quindi (cfr. proposizione G.9 pag. 115)

< liminf Jus| <.
[l < dim inf Jup| < e

Si avrebbe quindi

11 =& < 1T fl = lunl <V Tou f +un| ———— vl < ¢
——+00

da cui < 2¢. Segue che, posto & < L Sp) € necessariamente limitata, e quindi, a meno di
9 2 29 9 9
passare ad una sottosuccessione, s, — § € R, dunque 7, f — 75f. Inoltre, da 7, f + up, — v si
deduce che uj, — v — Tz f. Riassumendo, se ¢ < % er esempio € < =, allora, a meno di passare
) 2 2 29 )
ad una sottosuccessione possiamo supporre che

(shw,up) P (5w,v—Tsf).

Infine, (5w,v — Tz f) € (1/)\<w>x55)71(K) infatti (cfr. eq. 2.2.17): (i) {(shw,uh)}h C (w) x D, (i")
(w) x D, & chiuso, quindi (sw,v — T3 f) € (w) x D,; inoltre (ii)
G(Fw,0-Tof) = Tef +v—Tef =v K,
quindi (5w, v — T;f) € ¥~ 1(K). In definitiva, fissato comunque € < 1| f|s,
Ul wyxp. (W) x De — L*(R)
¢ una mappa propria. Calcoliamo il differenziale di v, in cui, ricordiamo,
P:u € (wyx ((w)" N Bo(e)) — o({u,w)) +u— (u,w)w € Bo(e+2).

Per ogni u € (w)x ((w)= N Bo(e)), dip,: L*(R) — L*(R) ¢ dato da

dipy, = (id, w) o ((u,w)) +id — (id, w)w
=id + (id, w) [0 ((u, w)) — w].
Ora
v € L*(R) — (v,w) [ ((u,w)) — w] € Span (o ((u, w)) —w) C L*(R)

¢ evidentemente un operatore di rango finito (uno), dunque, per 'osservazione B.6, di,, € un
operatore Fredholm lineare di indice zero, in quanto perturbazione compatta dell’identita.
O

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA



2.2 MAPPE DI FREDHOLM DI INDICE ZERO PROPRIE E LIMITATE 31

Osservazione 2.32. Scopo della presente osservazione € provare in dettaglio 'implicazione

sp —— +o0 = T, f—0.
h—+oco

Ricordiamo che in un generico spazio normato X, una successione (z,) di X converge debolmente
ad un punto x in X se

VoeX, ¢(xn) — ¢().

Negli spazi di Hilbert, in virtu del teorema G.20 di Riesz, ogni siffatto funzionale ¢ & rappresentato
da uno ed un solo elemento dello spazio di Hilbert stesso, per cui

Tof = 0= Vg e L*R), (T.f.9), 7 (0,9)=0

+oo
2 .
< Vg€ L’(R),  lim - T, f(x) g(x) dz =0 (2.2.19)
+oo 5
— Vg e L*R), lim e @07 g(t) dt = 0.

Quest’ultimo & l'integrale di convoluzione della gaussiana G(z) = e~ con la funzione g € L*(R),
per definizione di convoluzione infatti:

+o0

Gxg(x):= / e~ (@=1)° g(t) dt.
— 00

Esistono risultati generali sulla convoluzione da cui il limite 2.2.19 segue subito: invocando il

teorema G.29 di cui nell’appendice G si dimostra che se p, ¢ > 1 sono esponenti coniugati (in

particolare p = ¢ = 2), f € LP(R) (in particolare f(z) = G(z) = e € L*(R)) e g € LY(R) (nel

nostro caso g € L?(R)), allora la convoluzione

400

fro@) = [ sty
— o0

esiste ed ¢ una funzione continua e nulla all’infinito. Nell’appendice G, esempio G.30, si ¢ fornita

a titolo di esempio un’altra motivazione che giustifica il limite 2.2.19, senza fare ricorso alla teoria

della convoluzione.

Teorema 2.33. FEsiste una mappa di classe C°°, Fredholm di indice zero, limitata e propria
f+M— H.

Dimostrazione. Nelle notazioni introdotte nelle dimostrazioni delle proposizioni 2.28 e 2.31, I'im-
magine di f> & contenuta nel cilindro aperto (w) x Dy := (w) x ((w)* NBo(1)). A meno di comporre
f2 con una mappa radiale, per esempio

(sw,u) € (w) x (w)*+ —s (sw, (14_”611]2)1/2), (2.2.20)

possiamo supporre che I'immagine di fo sia contenuta nel cilindro chiuso (w) x D. fornito dalla
proposizione precedente, in modo tale che il prodotto di composizione 1 o f5 sia ben definito ( ° ).
Posta f := 1 o fa, f soddisfa tutte le richieste dell’enunciato del teorema.

O

Corollario 2.34. FEsiste una mappa di classe C*°, Fredholm di indice zero, limitata e propria
f: M — H trasversa ad H,, per ognin in N.

5Si osservi che, a meno che I'immagine di f2 non sia gia contenuta in (w) x D¢, in generale & necessario comporre con
una mappa radiale del tipo indicato in (2.2.20), infatti, come & esplicitato dalla dimostrazione della proposizione 2.31,
N 1
ee < ;lfly <3/4
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Premettiamo una osservazione:

Osservazione 2.35. Riguardiamo la coppia (H, Hy,) come (H, x H", H, x {O}), O € H", essendo
H, x {0} C H, x H™. Osserviamo che f: M — H,, x H™ ¢é trasversa a H, x {O} C H, x H" se
e solo se O in H™ ¢é un valore regolare per f, :=n" o f

Mf*>Hn><H”l>H”
I

Per provare quest’ultimo asserto si noti che, fissato p in M, risulta f,(p) = 7" ( f (p)) = O se e solo
se f(p) € Hy, x {O}. Dunque, essendo p arbitrario, bastera provare che un p siffatto & un punto
regolare per f,, se e solo se f M,y (Hy, x {O}), in simboli:

d(n"™ o f)p(T,M) = ToH" <= df,(T,M) + Ty () (Hn x {O}) = Ty (Hn x H")
= (2.2.21)
7" (dfp(T,M)) = H" <> df,(T,M) + H,, ® {0} = H,, ® H".

Ora df,(T,M) C H, x H", segue che df,(T,M) + H, & {O} = H, & H" sse 7" (df,(T,M)) = H",
e questo prova la (2.2.21) e dunque Dasserto.

Il corollario 2.34 segue dal teorema 2.33 e dal seguente lemma:

Lemma 2.36. Sia f: M — H una mappa di classe C*>°, Fredholm di indice zero. Per ogni p in
H, si consideri fp(z) := f(z) +p. Sia

Hy = {p € H : f, étrasversa a H, per ognin € N}.
Allora Hy € residuale in H.

Dimostrazione. Sia n: H — H™ la proiezione canonica, allora chiaramente ker(n™) = H,,. Posta
fpi=m"of: M — H",

fn ¢ diclasse C°°, Fredholm di indice n (°), quindi, per il teorema di Sard-Smale (cfr. teorema C.26),
i valori regolari V,, di f,, sono residuali in H". Dunque U, := (7")~1(V},) & un insieme residuale
in H. Se p € Uy, allora O € H" & un valore regolare per 7" o f(_,y: M — H", quindi (in virtu
dell’osservazione 2.35 precedente) f(=p) ¢ trasversa a H,,. Dunque

Hy ={pe H : f,&trasversaa H,}
¢ residuale in H e Hy =[5, H} ¢ residuale in H. O

Dimostrazione del Corollario 2.34. Sia f: M — H una mappa di classe C* fornita dal teorema
2.33, Fredholm di indice zero, limitata e propria.

Siccome uno spazio e di Baire se e solo se ogni sottoinsieme residuale ¢ un denso dell’intero spazio,
poiché gli spazi di Hilbert sono completi e dunque di Baire, nelle notazioni del lemma 2.36, Hy C H
in quanto residuale ¢ denso, dunque in particolare ¢ non vuoto. Sia p in Hy. Allora per come ¢
stato costruito H si ha che f, = f +p ¢ trasversa ad H,, per ogni n, inoltre, chiaramente, f, ¢ una
mappa di classe C'°°, Fredholm di indice zero, limitata e propria perché tale e f. O

Osservazione 2.37. La dimostrazione che abbiamo appena fornito per il teorema 2.33 sfrutta pe-
santemente la nozione di ortogonalita: in particolare non si puo adattare la dimostrazione della
proposizione 2.31 alla generalita della varieta di Banach e per questo si deve procedere diversamente.

6 Per ipotesi f & una ®p-mappa, inoltre per il teorema B.7, ind (7™ o f) = ind (7") = dim ker(7") — 0 = n.
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Nella parte introduttiva della tesi, precisamente nella sezione 1.5, si € parlato del teorema di
Bessaga, teorema che si dimostra nella generalita degli spazi di Hilbert. D’altra parte, i remarks
all’articolo originale | | suggeriscono se non la possibilita di estendere questo teorema alla
generalita degli spazi di Banach almeno la possibilita di estendere alcune costruzione intermedie
utili per dimostrare il teorema di Bessaga, come osservato nella sottosezione 1.5.2. Scopo di questa
osservazione e sfruttare queste generalizzazioni per dimostrare il teorema 2.33 nel caso di varieta
modellate su uno spazio di Banach reale E di dimensione infinita, dotato di una base di Schauder
(e;) e di partizioni dell’unita di classe C'°.

Sia M una varieta modellata su uno spazio di Banach siffatto E ed f;: M — E una map-
pa Fredholm di indice zero (cfr. osservazione 2.25) che pud essere assunta propria (in virtu del
corollario 2.30) ma non surgettiva’.

L’immagine f1(M) & E & un chiuso per la proposizione E.7; dunque E'\ f1(M) & un aperto non
ridotto al vuoto. Sia B C E'\ f1(M) una palla aperta avente centro in un punto p. Indichiamo con
S il bordo di B. In virtu della proposizione 1.31 che generalizza un risultato di Bessaga agli spazi
di Banach, esiste un diffeomorfismo di classe C” ¢: E — E \ {p}. Sia j un’inversione di centro
p costruita come nel teorema 1.32, che lascia fissa la sfera S e scambia l'interno e ’esterno di S.
Consideriamo ’applicazione

fr= ¢t ojogo fi.

Si verifica che fy: M — E & l'applicazione cercata, Fredholm di indice zero, limitata e propria.
Infine, indicato con E, = Span{ey,...,e,}, si puo ripetere lo stesso argomento utile per dimostrare
il corollario 2.34, modificando f, con una piccola traslazione per ottenere una mappa che sia in piu
trasversa ad E,, per ogni n.

2.3 Filtrazioni di Fredholm

Il seguente teorema ¢ il primo passo di cruciale importanza per molte delle costruzioni che verranno
presentate nel seguito, inoltre, insieme alle costruzioni di cui nella sezione precedente, rende rigoroso
quanto avevamo anticipato subito dopo la definizione 2.18, ove avevamo introdotto la nozione di
filtrazione.

Teorema 2.38 (K.K. Mukherjea-Quinn). Sia f: M — H una mappa di classe C>°, Fredholm
di indice zero, trasversa a H, per ognin in N. Posto per ognin in N M, = f~1(H,), la successione
(Mp)nen € una filtrazione di M. Precisamente:

(i) M, C Mp41, M, é chiusa, dim M,, = n.

(ii) Il fibrato normale di M, in M, N(M,) — M, (®), é naturalmente isomorfo al pull-back
tramite f del fibrato normale di H,, in H (°):

N (M) = f*(N(Hn));

specificatamente, in ogni punto x di M, il differenziale di f induce un isomorfismo tra le
corrispondenti fibre dei due fibrati normali: (TeMy)*t = T, M /T, M, 4. H/H, =~ H" = H}.

(iii) Moo := Upeny Mn € un denso di M.

Dimostrazione. Chiaramente, da H,, C H,41 segue che, per ogni n in N, M,, C M,;. Inoltre
il sottoinsieme M, & un chiuso di M perché H, e chiuso in H ed f e di classe C*°, dunque in

"Infatti la composizione di applicazioni proprie & propria, e la composizione di mappe Fredholm di indice zero
& Fredholm di indice zero: dunque possiamo considerare come f; la mappa prodotto di composizione della mappa
fornita dal corollario 2.30 e della mappa della proposizione G.31 di piega in dimensione infinita.

8Si ricordi che N'(My) = 1, ¢ ar, Nop(Mn), ove Np(Mp) = Ty M /Ty My, = (T Mp)*.

9il fibrato normale di H,, in H, N(Hn) — Hp, ¢ il fibrato banale su Hy, la cui fibra costante ¢ H/Hy, = H" = Hﬁ
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particolare & continua. Infine, per la proposizione C.29 pag. 73, M, € una sottovarieta di M tale
che dim M,, = ind (f) + dim H,, =0+ n = n.

Posta come nell’osservazione 2.35 f, := 7" o f, poiché f ¢ trasversa a H,, segue che O ¢ un
valore regolare per f,, dunque, per ogni = in M, per il teorema C.27

ker(7" o df;) = ker (d(7")¢(z) © df) = ker d(fy), =T, (£,1(0)) = T M,,
in cui l'ultima uguaglianza & vera essendo
f2H(0) = ("o f)7HO) = [T o (x")THO) = f7H (Hn) =t My

Inoltre, ™ applica df,(T.M) su H/H,, infatti f Mt H,, dunque, essendo x in M, risulta che
df. (T, M) + H,, = H e quindi df, (T, M) D H™. 1l teorema di omomorfismo fornisce quindi un
isomorfismo tra T, M /T, M,, e H/H,,, isomorfismo che rende commutativo il seguente diagramma:

dfa‘ n
T.M—> "> 1{1’

l A
O v

Ty M -7
TIM’VL = -

Verifichiamo che My, := UneN M, ¢ un denso di M. Innanzitutto ricordiamo che, essendo
I'unione | J, oy H, densa in H, se F' & un sottospazio chiuso di H di codimensione finita, in virtu
del lemma 2.8 esiste ng tale che n > ng = H, + FF = H. Siax in M ed U C M un intorno aperto
di z. Proveremo che U N M,, # @ purché n sia grande abbastanza, da cui seguira certamente la
tesi. Per il teorema di rappresentazione locale [ | esiste un sottoinsieme aperto V' C U ed
un diffeomorfismo

QIV—>V1XV2CF1XF2:H

tale che per ¢ = 1,2 (a) V; & una palla nel sottospazio F; di H, in cui F} ha dimensione finita ed F
ha codimensione finita; (b) F» = Im (df,), a(z) = f(x); (c) foa Hay,x2) = (n(1, 22), 2).

Sia n abbastanza grande in modo tale che H,, N (Vi x V) # @ e H,, + F» = H. Indichiamo con
F un complementare di H, N Fy in H,,. Possiamo trovare un diffeomorfismo

ﬁ:V—>W1XW2CF><F2

in modo tale che B(z) = f(z) e fo37! sia della forma fo B~ (z1,z2) = (7j(z1,32), x2). Siays € Wa
tale che yo € H,. Allora 3~ 1(y1,y2) € M, per ogni y; in Wi. Dunque U N M,, # @.
O

Osservazione 2.39. La dimostrazione appena conclusa resta immutata nella sostanza quando in
luogo di H si consideri uno spazio di Banach reale E di dimensione infinita, dotato di una base di
Schauder e di partizioni dell’unita di classe C'*°.

Una filtrazione costruita come nel teorema precedente sara detta anche una filtrazione di Fred-
holm.

Teorema 2.40. FEsiste una mappa di classe C°°, Fredholm di indice zero, limitata e propria
f: M — H trasversa ad H, per ogni n in N. In particolare, tutte le sottovarieta M, = f~1(H,)
sono compatte.

Dimostrazione. Per il corollario 2.34 sappiamo che una tale mappa f esiste, resta da dimostrare
che le sottovarieta M,, sono compatte: poiché f & limitata si ha che f(M) C Bo(R), ove Bo(R)
denota una palla chiusa di centro O e raggio R abbastanza grande, dunque, per ogni n

M, = fﬁl(Hn) = fil (Hn mEO(}%))
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D’altra parte
H,NBo(R) = {33 EH,xO" : >

1=

:1:12 < RQ}
1

¢ un sottoinsieme chiuso e limitato di H,, spazio vettoriale di dimensione finita, dunque (per il
teorema di Heine-Borel) H,, N Bo(R) ¢ un sottoinsieme compatto di H,, e quindi ¢ un compatto
di H. Segue che, essendo f: M — H una mappa propria, M,, & una sottovarieta compatta. O

2.4 Filtrazioni di Fredholm totalmente geodetiche

Fissiamo una mappa di classe C*°, Fredholm di indice zero, limitata e propria f: M — H trasversa
ad H, per ogni n in N, ed una filtrazione di Fredholm (M,,) costruita come nel teorema 2.38
precedente.

Notazione. Se U C M & un sottoinsieme, indicheremo con n(U) il piu piccolo intero n in N tale che
UnNM, # a:
n(U) = min{n € N : UNM, # &}.

Definizione 2.41 (Atlante layer forte). Un atlante layer-forte per f & un atlante numerabile
{(¢j,W;)};>1 su M avente le seguenti proprieta:

(i) {W;};>1 € un ricoprimento numerabile star-finito di M;
(ii) per ogni coppia di indici 4, j tali che W; N W; # @, il cambiamento di coordinate ¢; o (pj_l e
una mappa di tipo L,,(w,)(I) sul suo insieme di definizione, e cioe, scritto
piop; ' =(piow; ' —1)+1,
per ogni x in ¢;(W,; N W;) risulta ¢; o <pj_1(x) —x € Hyw,;
(iii) fo (p;l: ¢j(W;) — H & una mappa di tipo L, w,(I), i.e., scritto
fopit=(fop;t=1)+1,
per ogni z in ¢;(W;) risulta (f o gp;l(ac) —x) € Hyow,))-
Osservazione 2.42. La proprieta (iii) della definizione 2.41 precedente implica la seguente proprieta:
(iii)" Per ogni n > n(W;) e per ogni z € H risulta <pj_1(z + H,)=W;N f~Y(z+ H,).

Infatti: (C) Siano n > n(W;) e z € H fissati. Sia w in W, tale che ¢;(w) € z + H,. Dobbiamo
provare che f(w) € z+H,,. Siax € H, tale che p;(w) = z+z,ie,w = 50;1(Z+x). Per la proprieta
(iil), f(w) = fogojl(z+x) = (fogojl(z+x) —I(z+2) +z2+z € Hyw,) + En+2=2+H,.

(D) Siano n > n(W;) e z € H fissati. Sia w € W; tale che f(w) € z + Hy,; dunque, posto
@;(w) =z, si ha che fo<pj_1(x) = f(w) € z+ H,,. D’altra parte fo <pj_1(x) =(fo goj_l(a:) — )+,
dunque x € z—(focpjfl(x)—:c)+Hn, ed essendo (fogpj_l(:z:)—z) € Hyw,) C Hy,sihachex € z+H,.
Dunque w = gpj_l(:c) € cpj_l(z + H,,) e anche l'inclusione “ O 7 ¢ dimostrata. N
Osservazione 2.43. Dalla proprieta (iii)’ stabilita nell’osservazione 2.42, indicata con (W, ¢,) una
carta layer-forte per M si ha che per ogni n > n(W;), ¢;(W; N M,) C H,, dunque, per ogni
pE Wj N M,,

d(@j)P(TPMn) = Ttpj(p)Hn = Hp,

0, cio che ¢ lo stesso, T, M, = d(cp}l)w(p)(Hn).

Proposizione 2.44. Sia f: M — H una mappa Fredholm di indice zero trasversa ad H,, per ogni
n € N. Allora esiste un atlante layer forte per f.

Dimostreremo la proposizione 2.44 stabilendo i passi 1 — 3 seguenti:

RAUL TOZZI



36 EMBEDDING APERTI DI VARIETA DI DIMENSIONE INFINITA

Passo 1. Ogni z in M ha un intorno aperto U, tale che per ogni y in U, e n > n(U,) (si ricordi
che n(U,) = min{n € N : U, N M, # @}), df, & trasverso ad H,.

Dimostrazione. Per I'osservazione 2.26, df, (T, M) ¢ un sottospazio chiuso di T,y H = H. Siccome
f & Fredholm di indice zero, in particolare si ha che dim coker (df,) = dim H/df,(T.M) < oo,
dunque df, (T, M) & un sottospazio chiuso di codimensione finita di H e per il lemma 2.8 esiste n tale
che df, sia trasverso a H,, i.e., esiste H,, per cui df, (T, M)+ H, = H. Sia ng il piu piccolo n € N per
cui df, (T, M)+ H,, = H. Allora x ¢ M, _1, infatti se fosse x € M,,,_1 allora sarebbe f(z) € Hy,_1
e siccome per ipotesi f & trasversa a H,,_; risulterebbe df, (T, M) + Ty@yHno—1 = Ty H, ossia
dfx(To M) + Hp,,—1 = H, contro 'ipotesi di minimalita di ng.

Sia U, un intorno aperto di x tale che per ogni y € Uy, dfy(T,M)+Hp, = H e UyNM,,_1 = .
Allora ng < n(U,) = min{n € N : U, N M, # @} (1°). Chiaramente, se n > ng, e dunque in
particolare se n > n(U,), allora, essendo per ogni ¢, H; C H;;1, da dfy(TyM) + H,, = H segue
dfy(TyM)+ H,, = H. Per cui, in definitiva, si & determinato un intorno aperto U, di z tale che per
ogni y € U, e per ogni n > n(Uy,), df,(T,M) + H, = H. O

Passo 2. Esiste un atlante {(6;,U;)}i>1 soddisfacente le condizioni (i) e (iii).

Dimostrazione. Per ogni z in M, sia U, un intorno scelto come nel passo precedente. Consideriamo
7o f: Uy, — H™, ovem =n(U;) = min{n € N : U,NM,, # &}. Siccome per ipotesi f & trasversa
ad H,,, per la proposizione 2.6, il differenziale d(7™ o f), & surgettivo ed il suo nucleo ¢ un addendo
diretto, ammette cioe complementare chiuso in T, U,. Quindi, cfr. definizione C.18, 7™ o f & una
sommersione in x, e percio, restringendo U, se necessario, esiste una carta 6,: U, — H,, x H™
per cui la composizione 7™ o f o ;1 coincide identicamente con la proiezione 7™, i.e., il seguente
diagramma e commutativo:

o—1
7o fl O ~r ™o fi @)
Hm xm Hm am

Osserviamo adesso che fof;': 0,(U;) — H,, x H™ & chiaramente della forma (u,v) — (f1(u,v),v),
dunque la carta (6, U,) soddisfa evidentemente (H,, x H™ = H,, & H™) la proprieta (iii).

Up <~ 0. (Us)
|

H=H,xH"
Hm

Chiaramente f |Wj € una mappa propria perché per ipotesi f: M — H & una mappa propria.
Infine, per ottenere I'atlante richiesto bastera estrarre un raffinamento numerabile star-finito

(Ui)i>1 di (Uz)zex, avente per carte le opportune restrizioni delle carte 6, come indicato nel

lemma A.9. O

OInfatti ng = min{n € N: UyNMy, # @}+1 = UsNMpy—1 # @, §, dunque ng # min{n € N : UyNM, # @}+1.
Se ng = min{n € N : Uy N My # @} + 2 allora Uy N Mp,—2 # @, e siccome, per ogni n, My C Mp41, risulterebbe
Uz N Mypo—1 # 9, 4. Per induzione risulta quindi ng # min{n € N : U, N M, # @} + m per ogni m € N per cui
no —m € N. Segue che ng < min{n € N : Uy N M,, # @} + 1, ossia ng < min{n € N : U, N M,, # @}.
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Passo 3. Esiste un raffinamento dell’atlante di cui al passo precedente che soddisfa anche la
condizione (ii).

Dimostrazione. Scegliamo raffinamenti (V;);>1 e (W;);>1 del ricoprimento (U;);>1 come nel lem-
ma A.10: sia dunque (V;);>1 un raffinamento shrunk di (U;);>1 € (W;);>1 un raffinamento star-finito
di (V;)i>1 tale che
Wj C Vi) = St(W;) C Ui(j)-
Definiamo ¢;: W; — H mediante ¢; := 0;¢;)|w,. Dunque {(¢;, W;)}; soddisfa ancora (i) e (iii).
Verificheremo che, quando ¢ definita, p; o <pj_1 ¢ una Ly (w,)(/)-mappa, e cioe, posto
n(W;) = min{n e N: W, N M,, # o},

risulta (i; o goj_l(:z:) —I(z)) € Hyw,) per ogni x in ¢;(W; NW;).
Supponiamo che W; N W # @ e poniamo n(j) := n(Us¢;y) = min{n € N : U;(;) N X,, # @}. E
possibile scegliere o; e ;- in modo tale che il seguente diagramma sia commutativo:

®j E I+ay
7N
; \

Wj ﬂWj/ _—

O ‘j
(21 E I-‘raj/

basta porre infatti a; := fo<pj_1 —Teaj = fogpj_,l —1I. Allora o e oy hanno valori rispettivamente

SE

in H,@;) e Hy, infatti, per la proprieta (iii), (f o w;l(x) — I(z)) € H,() ed analogamente
(fo QD;,I(SU) —I(z)) € Hyjry. Oran(j),n(j") < n(W;), I'ultima disuguaglianza dovuta al fatto che,
per costruzione, W; C St(W;/) C Uj(jv).

Si ha che (I + aj)¢; = (I + aj)pjr, da cui ;o cp;l =TI+ a; —a(pjo 90;1) (
che p; o <pj_/1 ¢ una L, w,)(I)-mappa, infatti, essendo n(j),n(j’) < n(Wj), le immagini di a; e

). Segue

a;s che sono contenute in H, ) e H,(; rispettivamente, sono contenute a maggior ragione in
Hyow,), per cui da p; o cp},l —I = o5 —aj(pjo (p;,l) segue che per ogni z in ¢ (W; N W)
(pjo 90;1(@ —1I(z)) € H,, ;) e anche la proprieta (ii) & soddisfatta. O

Fissata una mappa di classe C*° f: M — H Fredholm di indice zero, propria e trasversa ad H,
per ogni n in N fornita dal corollario 2.34, ed una filtrazione di Fredholm (M,,),ecn costruita come
nel teorema 2.38 precedente, consideriamo un atlante layer forte {(yp;, W;)};>1 su M associato ad
f, costruito come nella proposizione 2.44.

Teorema 2.45. Sia {(¢;, W;)};j>1 un atlante layer forte per M. Allora esiste uno spray su M
relativamente al quale tutte le sottovarieta M, sono totalmente geodetiche. Inoltre, indicato con
& C p;(W;) x H il dominio della mappa esponenziale di detto spray nella carta (pj, W;), Uespo-
nenziale exp: & — ;(W;) & della forma (x,v) — x +v + v;(z,v), in cui v;(z,v) é un elemento
di Hyw,), ove, si ricordi, n(W;) = min{n € N: W; N M,, # @}.

Dimostrazione. Si consideri su ciascuna carta (¢;, W;) lo spray banale come indicato nella di-
mostrazione della proposizione 2.21 e quindi si incolli spray banali siffatti utilizzando una partizione
dell’unita subordinata al ricoprimento {W;};>1. Per la proprieta (iii)’ della definizione 2.41 di at-
lante layer forte si ha che ¢;(W; N My, w,)) = Hpuw,), quindi, su ogni carta (¢;, W;) la parte
quadratica dello spray globale cosl costruito ha immagine contenuta in H,,y,). Il teorema ¢ quindi
dimostrato invocando la proposizione 2.22, dalla cui prova segue che la mappa esponenziale & della
forma richiesta e che le sottovarieta M,, sono totalmente geodetiche. O

Minfatti (I 4+ aj)e; = (I + aj)g, implica (I 4 aj)p; o <p;,1 = (I +aj)p; o go;,l = (I + «ajr) se e solo se
Lp]' O(pj_,l = (I+aj/) — aj O(pj Ogaj_,l.
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2.5 Filtrazioni di Fredholm augmentate

Le filtrazioni di Fredholm possono essere raffinate ulteriormente: scopo primario di questa sezione
¢ la costruzione di una classe speciale di intorni aperti delle sottovarieta M,, la cui unione costitu-
isca un ricoprimento di M. Precisamente, equipaggiata M con un atlante layer forte come nella
proposizione 2.44, dimostreremo il seguente importante teorema:

Teorema. Sia (M,,),>0 una filtrazione di Fredholm totalmente geodetica di M. Allora esiste una
famiglia (Z,)n>0 di intorni aperti totalmente geodetici delle sottovarieta M, tale che

(YneN) Z,CZu e M=|]Zn.
neN

La costruzione che ci permettera di ottenere intorni aperti siffatti culminera nel teorema 2.65.
Per dimostrare questo risultato avremo bisogno di introdurre alcuni strumenti topologici che ci
permetteranno di semplificare notevolmente le dimostrazioni.

2.5.1 Introduzione

Nelle ipotesi della sezione precedente, in cui, in particolare, f & una ®o-mappa trasversa per ogni
n alla sottovarieta H,,, consideriamo il seguente lemma:

Lemma 2.46. Sia {(W;, ;) }jen+ un atlante layer-forte per la nostra mappa f: M — H Fredholm
di indice zero, propria, limitata e trasversa a H, per ognin in N. Poniamo per ogni n in N

Yo = (AW, : W; N M, # 2},
JEN

in modo tale che (Yn € N) Y, C Y,y1. Con queste notazioni ed in questa generalita, esiste un
morfismo di fibrati S: M x H — T M tale che, posto

Sn = S|Yn><H"5 Yn x H" — TYn,
risulta
(1). S,

(2). Sy & un’iniezione di fibrati;

Y, x Hn+l = Snt1 Y x Hnt1;

(3). Se W; N M, # &, allora

n Sn dp; ~
(dgaj) o Sn|Wj><H"5 Wj x H™ = TWj L’ d(pj(Wj) = (,Oj(Wj) X H,
é della forma (z,v) — (¢;(z), Bx)v+v), in cui B(z) € LIH™, H) ha immagine in Hyw;)-

Osservazione 2.47. Per ogni n in N, Y,, € costituito dall’insieme delle carte che “vedono” M,.
Chiaramente i sottoinsiemi Y,, sono aperti in M.

Osservazione 2.48. Per ogni n in N risulta M, C Y,. Infatti, se p € M, allora, essendo {WJ} un
ricoprimento di M, esiste j in N per cui p € W;. Dunque W; N M,, # @ e quindi, per come ¢
definito Y, Y, D W; 3 p.

Dimostrazione. Sia (f;);>1 una partizione dell’unitad subordinata al ricoprimento (W;);>1 di M.
Per ogni j, sia S7: W; x H — TW; definita da S7(x,v) := (d(¢;),) *(v),

p;j: W; C M =H, ze W;  d(pj),: T,W; =H, Sz,-)= (d(wj)m)_lz H — T,W;.

Quindi si definisca S: M x H — T'M mediante S(z,v) = >, i; ()87 (x,v).
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(1): Siccome H,, C H, . e percio H"*! C H™, si ha che Y,, x H"*! C Y,, x H". Inoltre, da
M,, C M, segue che per ogni n in N Y,, C Y41 e quindi Y;, x H"*! C Y,,;1 x H""1. Dunque

Sn|yann+1 = (S‘Yan") Y, x Hntl — S‘Yan"‘H = (S‘YonH"H)‘YannH = n+1|Yann+1~

Verifichiamo la proprieta (2) secondo cui S, € un’iniezione di fibrati, ossia, in altri termini, S,
¢ un morfismo di fibrati la cui restrizione ad ogni fibra ¢ un’applicazione lineare iniettiva. Fissato
z in Y,, consideriamo

Sn’x = Sn‘{m}an: {x} x H" — TIYn

e verifichiamo che il suo nucleo ¢ ridotto al solo vettore nullo, i.e.,

ker S, = {ve H'  S(r,0) = 3 yo(@) (dlsw).) () =0} = {0},

Ora p; > 0, dunque la somma di cui sopra si annulla se e solo se per ogni i, (d(apj(i))z)fl(v) =0,
se e solo se v = O.

Verifichiamo la proprieta (3): supponiamo che W; N M,, # @ (dunque W; C Y,,), ed indichiamo
con j(1),...,j(p) gli indici che occorrono nell’unione che definisce St(W;) (si ricordi che {W;};>1 &
un ricoprimento numerabile star-finito). Allora per (xz,v) € W; x H™ C Y, x H", essendo (1;);>1
subordinata al ricoprimento {W;};>1,

(d(pj) o Sn(l‘, v) = (dwj) o SIYan" (Iv ’U) = (dQOj) o Zj:l Hj(3) (:C) S](l) (‘Ta ’U)
= d(pj)z Z; 1y (@) (Ap5)2) " (v) = Zle 13 (@) d(25)e 0 (dpj0)a)  (v)
=3 @ de)eod@ih), @ =" we@dee i), | w0

Per la proprieta (ii) della definizione di atlante layer forte si ha che per ogni y € ;¢ (W;i) N Wj),
i o950 ) € Hugwy) + 1(y), e quindi
d(pjo <pj_(1) iU E {eji (@)} x H" — d(pj o <pj_(1)) v E {oj(@)} x (Hnw,) +v),

)Wj(i)(1 @j(i)(m

da cui, essendo H, ;) uno spazio vettoriale, la proprieta (3) segue.

2.5.2 Estensione degli omeomorfismi ed intorni standard

Definizione 2.49. Un’applicazione continua f: X — Y ¢& detta un omeomorfismo locale se per
ogni z € X esistono aperti A C X e B CY taliche z € A, f(A) = B e la restrizione f|4: A — B
€ un omeomorfismo.

Definizione 2.50. Siano M, N varieta di classe C°°; un’applicazione F': M — N si dice un
diffeomorfismo se ¢ C*° e invertibile, con inversa anch’essa C'°°. Un’applicazione F': M — N si
dice un diffeomorfismo locale se per ogni m € M esiste un aperto U C M con m € U tale che
F(U) C N ¢ aperto e la restrizione F|y: U — F(U) & un diffeomorfismo.

Lemma 2.51. Ogni omeomorfismo locale & un’applicazione aperta.

Dimostrazione. Sia f: X — Y un omeomorfismo locale e sia V' C X un aperto. Vogliamo di-
mostrare che f(V') & intorno di ogni suo punto, ossia che per ogni y € f(V) esiste un aperto U C Y
tale che y € U C f(V). Sia x € V tale che f(x) = y, per ipotesi esistono aperti A C X e B C Y tali
che z € A, f(A) = B e la restrizione f|4: A — B & un omeomorfismo. In particolare y € f(V N A),
U= f(VNA)eaperto in B e quindi anche in Y. O

Consideriamo il seguente teorema:
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Teorema 2.52 (Estensione di Dugundji). Sia X uno spazio metrico e Y uno spazio vettoriale
topologico localmente convesso. Sia A un sottoinsieme chiuso di X ed F': A —'Y una applicazione
continua. Allora F' ammette una estensione continua F: X — Y tale che

F(X) C conv(F(A)).

Dimostrazione. Per la dimostrazione si faccia riferimento a | ] IX.6, pag. 188, oppure a | ]
2.3, pag. 58. O

Nello scenario delineato da questo risultato, consideriamo il seguente teorema che in un certo
senso ne costituisce una generalizzazione. Esso permettera di rendere piu chiare e semplificare molte
delle costruzioni che verranno affrontate nel seguito.

Teorema 2.53 (Estensione degli omeomorfismi). Siano X, Y spazi topologici paracompatti,
ed E, F sottospazi chiusi di X, Y rispettivamente. Sia f: X — Y una applicazione continua tale
che

EO (i) per ogni x in E, f & un omeomorfismo locale in x, ossia, (Vx € E) esiste un intorno di x
U, C X aperto in X tale che la restrizione di f a U, é un omeomorfismo con l'immagine
e Uimmagine f(U,) é aperta inY;

EO (i) flg: F — F ¢ bigettiva (e quindi ¢ un omeomorfismo).

Allora esistono M intorno aperto di E in X ed N intorno aperto di F in'Y tale che flp: M — N
€ un omeomorfismo.

ADDENDUM: Gli intorni M ed N possono essere scelti chiusi.

Dimostrazione (ADDENDUM). Poiché X ed Y sono paracompatti, e quindi normali, esistono un
intorno M’ C M di E in X, M’ chiuso in X, ed un intorno N’ C N di F'in Y, N’ chiusoin Y7; f &
un omeomorfismo fra M” := M’ N f~1(N') intorno di E chiuso in X e N” := f(M") C N intorno
di F chiuso in Y. O

Poiché in letteratura non si ¢ trovata una dimostrazione completa del teorema 2.53, presenteremo
nel seguito una dimostrazione dettagliata:

Dimostrazione. Senza ledere la generalita si puo supporre che f sia una mappa aperta. Per la
proprieta EO (i) esiste U, ricoprimento aperto di E, tale che per ogni U in U, f(U) & aperto in Y’
e fly: U — f(U) & un omeomorfismo.

Poiché X & paracompatto, in virtl di un noto teorema dovuto a Stone [ , 8.3, p. 168], esiste
V, raffinamento aperto baricentrico (cfr. def. A.2) del ricoprimento aperto i U {X \ E'} di X.

La famiglia di aperti 7 := {f(V)\ f(E\V)}vey U{Y \ F} & un ricoprimento di Y. Infatti se
y€Y sihacheoye Y\ F €7 oppure y = f(z) € F per un = € E; poiché V & un ricoprimento
di E esiste V € V tale che © € V e per EO (ii) f(z) ¢ f(E\V), quindiy € f(V)\ f(E\V)€eT,e
7T & un ricoprimento di Y.

Poiché Y & paracompatto esiste W ricoprimento aperto di Y che raffina 7, W localmente finito.
Per ogni W € W tale che WNF # & e per ogni V € V tale che W C f(V)\ f(E\V), consideriamo
I'insieme

Ovw = me—1<W\ U W’).
W'ew
WnNW'NF=g

Gli Oy, sono aperti (perché W e quindi anche {W }y ¢y ¢ localmente finita, e unioni di chiusi di
famiglie localmente finite sono chiuse) inoltre costituiscono un ricoprimento di E: se x € E allora
f(z) € F ed esiste un W € W tale che f(z) € WNF # &; poiché W raffina 7 vi ¢ un elemento di
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T, necessariamente della forma f(V)\ f(E\V) con V € V, tale che W C f(V))\ f(E\ V). Dunque
x € V. Siosservi che, se W eWeWNW' NF =g, essendo f(z) € F, risulta f(x) ¢ W’. Percid

fwew\ U W
WAW/'NF=2
e quindi € Oy,w. Sia ora M :=|JOy,w. Allora f|p € iniettiva (e quindi, poiché ¢ aperta, ¢ un
omeomorfismo con l'aperto N := f(M) di Y). Infatti, siano 1 € Ovy,,w, ¢ 2 € Oy, w, tali che
f(x1) = f(z2) = y. Allora
ye W \ U W,

w’'ev
WinW’'NF=g

e anche y € Ws, quindi W7 N Wso N F # &. Inoltre
WinWenFC f(Vi) 0 f(Va) N FE\VI) N fENVR)S.

Percio ViNVa £ @ (sey e WiNWaNF =y=f(x)conz € B;x ¢ E\Vyex ¢ E\ Vs e quindi
x € ViNV, # @). Quindi 3U € U tale che Oy, w, U Oy, w, C V1 UV, CU e poiché f|y ¢ iniettiva
segue T = To.

O

Definizione 2.54. Dato un fibrato vettoriale 3: B — M con struttura Hilbertiana assegnata, se
p: M — RT ¢ una assegnata funzione continua, denoteremo con B(p) I'insieme

B(p) = {ve B : [vlgw) < p(B(v))},

in cui |v]g,, denota la norma Hilbertiana'? di v nella fibra sopra ((v). Specificatamente, se
m1: M x H— M & un fibrato Hilbertiano banale su M a fibra costante H, denoteremo con M x pH
I'insieme

M x pH := (M x H)(p) = {(z,v) € M x H : [(z,0)], = v] < p(x)},

in cui | - | denota la norma indotta dal prodotto scalare di H. In particolare, per ogni x in M,
{a} x pH = {(z,v) : ve H A |v] < ps}.

Nelle ipotesi e nelle notazioni precedentemente introdotte consideriamo il seguente lemma:

Lemma 2.55. Esiste una funzione continua p: M — RT ed un ricoprimento aperto numerabile
star-finito (V;);>1 di M tale che

(a) la mappa esponenziale é definita su S(M x pH);
(b) per ognii € NT esiste j = j(i) tale che

(VzeV;) exp, [S({z} x pH)| € Wj,).
Dimostrazione. Sia {(W;, ¢;)}en un atlante numerabile per la nostra varieta M. Fissato j € N e
x € Wj, per la continuita della mappa esponenziale esiste un intorno D; C T'W; della sezione nulla
tale che exp(D;) C W;.

Indichiamo con 7: TW,; — W; la restrizione a TW, della proiezione TM — M. Siad: W; — R*
una funzione continua tale che

TW;(6) ={veTW; : |v],@) <d(r(v))} C Dj.

Posto V, = {a’ € W, : §(a’) > §(x)/2}, allora chiaramente V,, C W, & un sottoinsieme aperto di
M, inoltre
exp [TV, ((1/2)8(xz))] c W (2.5.1)

128Si veda la sottosezione C.2.2 per la definizione e le proprietd principali dei fibrati Hilbertiani.
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(infatti v € TV, ((1/2)6(z)) < v € TV, e v < 3d(z); d’altra parte, siccome 7(v) € V,,
risulta 6(7(v)) > 36(z) e quindi |v] () < §(7(v)), ie., v € TW;(0); infine, siccome per costruzione
TW;(8) C Dj, si ottiene che exp[TV,((1/2)d(x))] C exp[TW;(6)] C exp(D;), ed essendo per
costruzione exp(D;) C W; si deduce I'equazione 2.5.1.)

Sia {V;}i>1 un raffinamento star-finito del ricoprimento aperto {V, }zear (**). Dunque per ogni
i esiste x = x; tale che V; C V,,. Posto 0; := (1/2)0(x;), definiamo p; :=inf;>1{d; : V; NV; # @}
Sia {p;};>1 una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento {V;};>1, e definiamo la funzione
p: M S RF ponendo p(z) = 1 45(2)p;-

Sia x € V; C V,,, arbitrario. Allora per qualche j € N* si ha che

exp[TV;(6;1)] ¢ W}, (2.5.2)

infatti T'V;(6;1) = TV;((1/2)8(x;)1) e 'inclusione 2.5.2 segue da (2.5.1); inoltre, siccome

p(x) = ijl wi(x)py < Zj21 wi(x)o; =6,

dall’inclusione 2.5.2 si deduce
exp, [TuVi(p)] € Wj, (2.5.3)

def

infatti T, V;(p) = {v € T,V; : |v]. < p(z)} e quindi v € T, Vi(p) = |v]. < p(z) < 6 = (1/2)6(z;),
inoltre TV;(0;1) = {v € TV : |v|r@) < d(:)/2}, da cui v € T, Vi(p) = v € TV;(d;1) e quindi per
I'equazione 2.5.2 risulta exp,(v) € W;.

Ricordiamo che per (z,v) in M x H & definita S(z,v) = 3, p;(x) (d(p;)z) " (v), inoltre si ricordi
che per definizione M x pH = {(z,v) € M x H : |(z,v)]|s = |v| < p(x)}, dunque

S(M x pH) = {S(z,v) : (z,v) e M x H e |v] <p(z)}.

Siccome S & una mappa continua, S(M x pH) & un intorno della sezione nulla di TM, inoltre, a
meno di scegliere p pil piccola se necessario, possiamo supporre che S(M x pH) sia contenuto nel
dominio della mappa esponenziale.

Per il punto (b), in virtu della relazione 2.5.3 secondo cui, per ogni 7 fissato e per ogni z € V;
esiste almeno un indice j = j(4) tale che

exp$({v e,V : |v]|. < p(m)}) C Wi,

a meno di considerare p piu piccola se necessario e di estrarre un ulteriore raffinamento star-finito
di {V;}i>1, si pud sempre supporre che

exp, [S({z} x pH)] = exp, {37 5(2) (dley).)

) ol < pla)} € Wy,

e anche la richiesta (b) & soddisfatta.
O

Osservazione 2.56. Nella dimostrazione del lemma 2.55, {(W}, ¢;)} ¢ un atlante qualunque di M,
i.e. non necessariamente layer-forte.

Definizione 2.57 (Applicazione T,,). Nelle notazioni del lemma 2.46, consideriamo la mappa
T, = exp o5, definita in un intorno della sezione nulla del fibrato banale Y,, x H™, intorno applicato
da S, entro il dominio della mappa esponenziale (I’esistenza di un tale intorno ¢ garantita dal punto
(a) del lemma 2.55 precedente, bastera infatti intersecare M x pH con Y,, x H™), a valori in M.

Proposizione 2.58. T,, subordina un diffeororfismo fra un intorno aperto di M,, x {0} in M, x H"
e un intorno aperto di M,, in M, esistono cioé intorni aperti U C M, x H™ eV C M di M,, x {0}
e M, rispettivamente tali che Ty|y: U — V & un diffeomorfismo.

13Chiaramente {Vy}zcns & un ricoprimento di M, infatti (Vo € M) = € V5.

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA



2.5 FILTRAZIONI DI FREDHOLM AUGMENTATE 43

Dimostrazione. Indicati con E ed F i sottospazi chiusi M, x {0} e M, di M, x H" ed M
rispettivamente, consideriamo ’applicazione T,,: M,, x H™ — M. Chiaramente

Tn|Mn><{0}: M, x {O} — M,

& un omeomorfismo, infatti, per ogni z € M, si ha che T,,(z,0) = z. Affinché si possa invocare
il teorema 2.53 di estensione degli omeomorfismi occorre verificare la proprietd EO (i): per ogni
(w0, 0) in M, x {0}, la restrizione di T}, a un intorno Uy, 0y C My x H™ di (2, 0) ¢ un omeomorfismo
con l'immagine e I'immagine 77, (Uz,.0)) C M & aperta in M. Proviamo dunque che

EO (i') T, ¢ un diffeomorfismo locale in ogni punto (zg,0) di M,, x {O}.

Quest’ultima proprieta & una conseguenza immediata dell’espressione di T}, in una carta locale
definita in un intorno di (x,0) in H,, x H™ a valori in H = H,, x H" (cfr. teorema 2.45):

(z,v) — z+ v+ az,v). (2.5.4)

Il differenziale della mappa 2.5.4 nel punto (zg,O) ¢ I'applicazione identica, infatti doy s, 0y = 0.
Dunque, in carte locali, il differenziale di T,, in ogni punto (zo,0) di M,, x {O} ¢ id: H — H,
quindi e invertibile e per il teorema della mappa inversa segue che T}, € un diffeomorfismo locale in
(0, 0) e anche la proprieta EO (i’) e quindi la EO (i) ¢ verificata.
Sono soddisfatte tutte le ipotesi del teorema 2.53, dunque esistono intorni aperti U C M,, x H™
eV C M di M, x {0} e M, rispettivamente tali che T,,|y: U — V & un diffeomorfismo.
O

Definizione 2.59 (Intorno standard). Chiameremo intorno standard di M, in M un intorno
aperto D,, della sezione nulla di M,, x H™ tale che T,, induca un diffeomorfismo di D,, con un intorno
aperto di M, in M (*). In simboli

Tolp, : Dy — To(Dy) C(H") CDp C My, x H*, M, C Ta(D,) C M aperti.

L’intorno standard sard detto di raggio r se D, = M, x rH", ove r: M, — R* & una funzione
continua, in cui, si ricordi, M,, X rH™ denota I'insieme {(z,v) € M,, x H"™ : |v| < r(x)}.

Osservazione 2.60. Gli intorni {M,, x pH"}, ottenuti facendo variare p nello spazio delle funzioni
continue M,, — RT costituiscono un sistema fondamentale di intorni di M,, x {0} in M,, x H™.

Proposizione 2.61. Per ogni n € N, esiste una funzione continua r,,: M, — RT e un intorno
standard di M, in M di raggio ry,.

Dimostrazione. Fissato n € N, un intorno standard di M,, in M di raggio p ¢ un intorno aperto di
M,, in M diffeomorfo a un intorno aperto M,, x pH" della sezione nulla di M,, x H".

La proposizione 2.58 fornisce intorni aperti U C M,, x H" e V. C M rispettivamente di M,, x {0}
e M, tali che T,,|y: U — V sia un diffeomorfismo.

Inoltre, in virtu dell’osservazione 2.60, esiste una funzione continua p: M, — RT in corrispon-
denza della quale M,, x pH™ C U. Segue che

Tolat, xprn: My x pH™ C U >—>>Tn(Mn X pH") cV.

Chiaramente T, (Mn X pH”) D M, infatti T, (Mn X pH”) o> T, (Mn X {O}) =M,.

Infine, poiché dalla proprieta (i) del teorema di estensione degli omeomorfismi segue in parti-
colare che T, & una mappa aperta su un opportuno intorno di M,, x {0} in M,, x H"™, a meno di
scegliere p piu piccola se necessario, si puo supporre che

T, (M, x pH™) C M

sia un aperto. Posto r, := p, D,, := M,, X r, H" & un intorno standard di M, come richiesto.
O

14G; ricordi che T}, & definito su un intorno della sezione nulla di Y;,, x H™ (cfr. definizione 2.57) e che inoltre
Dy C M, x H™ C Y, X H™, dunque ¢ possibile considerare la restrizione di Ty, a D,,.
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Il prossimo obiettivo sara la costruzione di una funzione globale “r” definita su tutta la varieta
M, r € C(M,R"), in modo tale che, per ogni n in N, D,, = M,, x 7|5, H" sia un intorno standard
di M,,. Questa costruzione sara affrontata nella dimostrazione della proposizione 2.63: sfrutteremo
alcune delle idee che abbiamo utilizzato per dimostrare la proposizione precedente, inoltre, come ¢
facile intuire, le partizioni dell’unita saranno il mezzo tecnico per definire una funzione continua r
globalmente definita sulla varieta.

Prima di affrontare questa costruzione che, seppure tecnica, ¢ veramente molto interessante —si
percepisce come tutti gli ingredienti che abbiamo introdotto fino a questo punto si combinino 1'uno
con l'altro in modo ineccepibile e conclusivo— cercheremo di rispondere alla seguente domanda:
fissato g in M, quanto puo essere grande r(xg) ? Chiaramente la sua grandezza dipende in primo
luogo dal raggio della palletta centrata in xg su cui la mappa T;, € localmente invertibile. Vedremo
come si ottiene la palletta dal teorema di inversione locale e forniremo una stima uniforme in n
sul raggio. Precisamente, indicato con zo in M un punto generico, determineremo un intorno A
uniforme in n su cui T, risultera iniettiva, cosa che non stupisce dato che le T;, sono tutte molto
simili fra loro. Dunque studieremo anche quanto ridurre r(zg) in modo da ottenere un aperto su
cui T, ¢ iniettiva.

Una risposta esaustiva a tutto questo e contenuta nella dimostrazione del seguente lemma:

Lemma 2.62. Per ogni punto xo in M esiste un intorno Ay, e un numero reale positivo d, tale
che, per ogni n > 0,
Tn'(AzoﬂMn)Xdon": (Aajo n Mn) X don” — M

e un diffeomorfismo con limmagine.

Dimostrazione. Sia xg € M, (V;);>1 il ricoprimento fornito dal lemma 2.55, ed ¢ un indice tale che
xo € V; C M. Per il lemma 2.55 esiste una funzione p: M — R tale che la mappa esponenziale
¢ definita su S(M X pH)7 e dunque su S, (Vi X pHn), per ogni n € N. E dunque ben definita la
mappa

Tn‘ViXpH" = eXpoS’n|ViXpHW: Vi x pH" — M. (2.5.5)

Indicato con (g¢j, W;);j>1 un atlante layer-forte di M (costruito per esempio come indicato dalla
Proposizione 2.44), in virtu del teorema 2.45, 'espressione locale della mappa (2.5.5) in una carta
(@j6y, Wiy) €, per ogni n > ng, (z,v) — &+ v+ a;)(z,v), in cui a;;)(z,v) € un elemento di Hy,
e abbiamo posto ng = n(Wjq).

Si noti che, per ogni x € V;, a;(;)(z,0) = O € Hy,, infatti:

To(2,0) = exp(Sn(2,0)) = exp (Y (@) (dlpn)a) (0)) = exp(0,) =
=2+ O + ;) (z,0),

(2.5.6)

e quindi o) (z,0) = O.
Nella carta (¢;(;), Wj)) consideriamo il differenziale parziale di a; rispetto alla prima variabile
(d’ora in poi scriveremo per semplicita di notazione «; in luogo di a;(;)):

(a7 ‘/2 X pHn — H’no C 90](1)(WJ(Z))7 dlai: ‘/7, X pHn — [,(H7 H’I’L[))

Allora (i) dio; € una mappa continua, inoltre (i) dio;(zg, O) = d[a; (-, O)]s, € Poperatore nullo
(cfr. eq. 2.5.6). A meno di identificare i punti della varieta con i punti del modello, esiste un intorno
convesso A, di z¢ in V; ed un numero reale d,, > 0 tale che

r € Ayyy V] < dyy = 0 < dy, < p(x), [drci(z,v)| < 1/2. (2.5.7)

Proviamo che, per ogni n > ng, T), ¢ iniettivo su (A,, N M,,) X d,,H". Per questo si osservi che se
T (z,v) = T, (y,w) allora x4+ v+ a;(z,v) = y+w+ o, (y, w), in cui v, w € H™ C H™ sono tali che
[vl, Jw] < dzg, iz, v),;(y,w) € Hy, C Hy e x,y appartengono all'immagine di A,, N M, in H
mediante la carta locale ;).
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Si ricordi adesso che per la proprieta (iii)’ della Definizione 2.41 di atlante layer forte, per ogni
n = ng risulta Lp;é)(Hn) = Wju) N My, dunque, in particolare, z,y sono punti di H,, e quindi
da H, > z —y + a;(z,v) — ay(y,w) = w—v € H” segue che w —v =0 € H, ie.,, v = w e
z + a;(z,v) = y + a;(y,v). Proviamo che risulta anche = y. Per questo basti osservare che per
il teorema del valor medio di Lagrange (il segmento di estremi z,y ¢ contenuto in A, essendo
x,y € Ay, e quest’ultimo convesso per costruzione)

Jo =yl = Joi(ar,0) —aaly, o)l < sup o]y oy (o= 9]

1
< g JlosC )]y Ml =l < 5l = vl
in cui l'ultima disuguaglianza segue da (2.5.7). Dunque z = y e quindi la restrizione di T;, a
(Agg N M,,) X dpo H™ € iniettiva.

Infine, siccome la rappresentazione in carte locali del differenziale di T;, in ogni punto (zg,0) di
M, x{0O}eid: H — H (cfr. dim. prop. 2.58), in virtu1 del pil volte citato teorema 2.53 di estensione
degli omeomorfismi, a meno di scegliere p sufficientemente piccolo, T, € un diffeomorfismo locale
su M,, x pH™. Quest’ultima proprieta insieme alla globale iniettivita appena dimostrata permette
di concludere che

Tn|(AIOﬁMn)><dIOH” : (A:co N Mn) X dngn — M
¢ un diffeomorfismo con 'immagine, come desiderato.

O

Procediamo finalmente con la costruzione di una funzione globale “r” definita su tutta la varieta
M, r € C(M,R"), in modo tale che D,, = M,, X r|p;, H" sia un intorno standard di M,, per ogni
n in N. Utilizziamo l'ipotesi di esistenza di partizioni dell’unita e incolliamo opportunamente le
varie mappe costruite nella proposizione 2.61, in virtu della proprieta di uniformita sancita dal
lemma 2.62 precedente.

Proposizione 2.63. Esiste una funzione continua v: M — RT per cui ogni M, ha un intorno
standard in M di raggio |, -

Dimostrazione. Sia (As)s>1 un raffinamento aperto numerabile star-finito di (A;)zenm. Per ogni
s > 1, fissato zs € M tale che Ay C A,,, sia d: M — Rt una funzione continua tale che, per
ogni s > 1, d|la, < d;,. Una tale funzione d puo essere costruita in questo modo: sia (us)s>1 una
partizione dell’unita subordinata al ricoprimento (As)s>1; posto m,. := min{d,, : A, N A, # @},
si definisca d(z) := Y <, pr(z) m,/2. Allora d: M — RT & tale che d|a, < d,,, infatti, preso
comunque z € Ag, per ogni r > 1 tale che p,(z) # 0 si ha che z € supp(u,.) C A,, dunque
As N A, # @ emy <dy,. Segue che d(x) < (dy,/2) 32,51 pr(2) = du, /2.

Per il lemma A.10, esiste un raffinamento shrunk (Bs)s>1 di (As)s>1 ed un raffinamento star-
finito (Ct)>1 di (Bs)s>1, tale che, indicato con s(t) I'indice in corrispondenza del quale Cy C By,
risulta St(Cy) C Agq).

Ora, come indicato dal lemma 2.55, esiste una funzione continua r: M — R™ ed un ricoprimento
aperto star-finito (D,,),>1 di M tale che per ogni u esiste ¢t = ¢(u) per cui

T (D, x rH™) =T, ({(z,v) € Dy x H" : |v] <7(2)}) C Cyu) (2.5.8)

per n > n(Ct(u)) =min{n € N : Cy,)NM,, # @}. Siosservi che, (i) in virtl dell’Osservazione 2.56,
non e richiesto che (C});>1 sia un atlante layer-forte per M; (i) come si desume dalla dimostrazione
del lemma 2.55, il ricoprimento (D,,),>1 costituisce un raffinamento di (Cy)¢>1; inoltre, (iii) se r
¢ una funzione che soddisfa (2.5.8), allora ogni altra funzione s < r soddisfa a maggior ragione
(2.5.8), dunque, senza ledere la generalita, si potra supporre r < d.

Siano (z,v), (y,w) € M, x rH™ tali che T, (x,v) = T,(y,w). Se scegliamo indici w, v’ in modo
tale che © € D, e y € Dy (*°), allora T,(z,v) € Cyyy e Ta(y,w) € Cyy da cui segue che

15Tali indici esistono perché (Du)y>1 costituisce un ricoprimento di M e dunque di M., per ogni n.

RAUL TOZZI



46 EMBEDDING APERTI DI VARIETA DI DIMENSIONE INFINITA

Ciw) N Cyury # 9, dunque, per costruzione, esiste un A; con Cy,) U Cyyry C St(Cyy)) C As.
Ricordando quanto osservato nel punto (ii) di cui sopra, segue che z,y € St(Cy,)) C As; infine,
invocando il lemma 2.62, la restrizione di T;, ad (As N M,) x rH™ (r < d, dla, < dz,) € un
diffeomorfismo.

In conclusione, riassumendo, abbiamo provato che se (z,v), (y,w) € M, x rH™ sono tali che
To(z,v) = Th(y,w), allora (z,v), (y,w) € (As N My,) x rH™, cosicché (x,v) = (y,w). Dunque la
restrizione di T,, a M, X r| a, H" € iniettiva, e siccome T, ¢ un diffeomorfismo locale segue che
T, My x|y HP ¢ un diffeomorfismo con 'immagine:

M,, x 7“|M”H” = Tn(Mn X T\M”H").

Chiaramente T, (Mn X 7’|MnH") D M, infatti per ogni z € M,

T, (z,0) = exp(Sn(z,0)) = exp (Zh () (d((ph)z)fl(O)) =exp(0,) = z.
Infine, posto per ogni n in N
U, =T, (Mn X T‘Man) cCM (2.5.9)

si ottiene un sottoinsieme aperto di M. Proviamo anche questa affermazione con tutti i dettagli. Sia
yin U, = T, (M, xr|p, H™). Siccome, ove definito, T), ¢ un diffeomorfismo locale, per definizione di
diffeomorfismo locale esiste un intorno V,, C U,, del punto y, V;, aperto in M, ed un sottoinsieme U
di M, x r|ar, H™ tale che T,,|y: U — V,, sia un diffeomorfismo. In particolare si & cosl determinato
per ogni y in U, un intorno V > y aperto in M, V,, C U,. Dunque U, ¢ intorno di tutti i suoi
punti ed e pertanto un aperto di M.

O

2.5.3 Filtrazioni augmentate

Prima di procedere con la dimostrazione del teorema principale di questa sezione, ci servira un
ultimo lemma tecnico. Denotiamo con (Uy,)m>0 la famiglia di intorni standard definita da r/2

U = Tm(Mm X 170 Hm)7
in cui r ¢ la funzione costruita nella proposizione 2.63 precedente.

Lemma 2.64. Ogni punto x in M ammette un intorno @, e un intero q, tale che
m>q, = Qz CUp,. (2.5.10)

Dimostrazione. Come al solito, salvo esplicito avviso contrario, impiegheremo la terminologia e le
notazioni introdotte fino a questo punto. Sia € M. Esistono'® dunque indici u, s, 4’ tali che

Supponiamo per assurdo che non esista un tale intorno @, e consideriamo una successione (y;); di
punti di D,, convergente verso x e una successione di numeri naturali (m;); monotona divergente
tale che

(V1) Yi € Um, := Ty, (M, x 37, H™) D My, (2.5.12)

My,

16Giustifichiamo brevemente le inclusioni di cui in (2.5.11): nelle notazioni della proposizione 2.63, (Dy)y>1 €
un ricoprimento di M che costituisce un raffinamento di (Ct);>1; inoltre, sempre nelle notazioni introdotte nella
proposizione 2.63, (Ct)¢>1 € un raffinamento di (Bs)s>1, quest’ultimo essendo un raffinamento shrunk di (As)s>1.
D’altra parte (As)s>1 ¢ un raffinamento di (Az)gzenr tale che, per ogni & € M, nelle notazioni introdotte nel
lemma 2.62, A, & un intorno convesso di = contenuto in un qualche V;, essendo (Vi)i>1 un raffinamento (fornito dal
lemma 2.55) dell’atlante layer forte (W;);>1 di M. -
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N . . . e .
H L) e 'immagine diffeomorfa di M,,, x %T‘MWH « mediante
)

17
T,,. Poniamo j = j(i) ed &; := d(yi, Hyn,)
(')

ove, si ricordi, T, (Mmi X376y
:

in cui la distanza & calcolata nella carta (5, W), ie.

d(yia Hmi) = d(@j(yi)a Hmi) = inf{d(<ﬂj(yi)>p) 1pe Hmi}'

Posto n := n(D,,) = min{m € N : D, N M,, # @}, T,, & definito su Y,, x H", ove, si ricordi,
Yo = UpeniWs : WoNM,, # @}. Ora D,NM,, # @, inoltre D,, C W;, dunque W;NM,, # @, quindi
W; C Y,. Siccome y; € D, C W;, & ben definito ¢; o T,,(y;, O), inoltre ¢; (T, (y;,0)) = ¢;(y:),
dunque ¢;(y;) appartiene all'immagine di ¢; o T},.

Dalla dimostrazione della proposizione 2.63, se u; € un indice per cui x; € D,,, allora risulta che
Tn(zs,v5) € Cyy,), € quindi (cfr. dim. proposizione 2.63) x; € Ay C Wj, in cui I'ultima inclusione
segue da (2.5.11).

Siccome m; — oo, per ogni i possiamo supporre che m; > n. Sia (z;,v;) €Dy, x H™ C D, x H"
con ¢;(x;) € Hy,, e |vi|=1ir(z;) per cui,

0 (Tn(2i,v5)) € Hy, = d(0j(4i), 05 (Tn (i, v5))) <264,

altrimenti, se ; (T, (zi,v;)) ¢ Hm, allora d(@;(yi), 0;(Tn(zi,v:))) + d(0j (T, v:)), Hp,) < 2€;.
Si noti che un tale punto (x;,v;) esiste sempre a meno di scegliere m; sufficientemente grande
(infatti, per ogni i, Hy,, C Hy,,,, e 'unione degli H,,, ¢ densa in H).

Siccome g; — 0 (1) abbiamo Ty, (z;,v;) — =, i.e., z; + v; + ap(T5,v;) — @ ( Scriviamo
z; = (29,2)) € H, x H" e x = (2% 2'). Allora 29 + o/ (z4,v;) — 2° e 2} +v; — 2!, infatti
Imay C Hyw,) C Hy e v; € H™. Risulta v; = 7' (x} + v;), infatti

19)'

Ik (.’1?3 + ’UZ') = g (.’I,‘Zl) + ' (’Ul> =0+ i (U7,> = V;.

Siccome z} + v; — z!, dalla proposizione G.14 segue che v; = 7™ (x} + v;) — 0. Dunque z} —

xl. D’altra parte, siccome si ¢ osservato che z; = (29,2}) € Ay, essendo A, N H,, un insieme
compatto segue che (z¥);>1 ammette una sottosuccessione convergente. Dunque (z;);>1 ammette
una sottosuccessione che converge a un qualche punto zy. Segue che (r(z;));>1 ammette una
sottosuccessione convergente a un punto r(zg) > 0, quando invece ir(z;) = |vi| — 0, 4, e la
dimostrazione e conclusa.

O
Siamo pronti per enunciare e dimostrare il teorema principale di questa sezione:

Teorema 2.65. Sia (M,),>0 una filtrazione di Fredholm di M. Allora esistono famiglie (Z3)
e (Z”)n>o di intorni aperti standard degli M, tali che

n>0

(1) per ognin>1,29_, C Z% C Z% C Z, C Zy11,

(2) M=\ 2

Dimostrazione. Sia (Up,)m>0 la famiglia definita da /2 come nella proposizione 2.63:

M,, x %rleHm %Tm(Mm X %T|M Hm) M, C U, = Tm(Mm X %TUV[ Hm) Cc M,

m m

e (UY)m>o la famiglia definita da r/4:

My, % gy, H™ =T, (M, % %mMmHm) My, C Up, = Ty (M, % %anHm) c M.

(Vi) y; € Dy C Wy = Wj, dunque per ogni i in N & ben definito ¢;(y;). Inoltre, per ogni p in Hm,
d(p;(yi),p) & la lunghezza del segmento di retta avente estremi in ¢;(y;) ed in p. Chiaramente, se @;(y;) € Hm,
allora d(;(yi), Hm;) = 0.

8lim; oo & = limi—o0 d(9; (¥i), Hm;) = limi— oo d(¢;(2), Hoo) = 0, infatti Hoo := Unen Hn & denso in H.

198i noti I’abuso di notazione per cui abbiamo tacitamente identificato i punti della varietd con i corrispondenti
punti del modello, via la carta locale.
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Sia
Zn =IntN{U,, : m >n} e 70 =t N{U?Y : m >n}. (2.5.13)
Allora per ogni n € N, (i) Z,, & aperto in M, (ii) Z,, D M,, infatti, se x € M & un punto di
M,,, nelle notazioni del lemma 2.64, z € Q, CN{U,, : m > ¢, }, d’altra parte, per ogni m > n,
x €M, =z € M, = x € Up,, per cu, se g, > n allora x € N{U,, : n < m < ¢}, e quindi, in
definitiva, © € N{U,, : n < m < ¢, }NQ, C N{U,, : m = n}. Siosserviche N{Up,, : n < m < ¢, }NQy
¢ un intorno di  perché @, & un intorno di z (cfr. lemma 2.64) ed ogni U,, C M & aperto in M.
Dunque, se g, > n, abbiamo trovato un intorno di = interamente contenuto in N{U,, : m > n}.
D’altra parte se ¢, < n allora x € Q. CN{U,, : m > ¢} CN{U,, : m = n}, ie., @, ¢ un intorno
di z interamente contenuto in N{U,, : m > n}. Riassumendo, se x € M, allora si pud sempre
trovare un intorno di z interamente contenuto in N{U,, : m > n}, i.e., z € Z,,. (iii) Come si ¢ gia
ricordato, per ogni m > n, U,, & aperto; d’altra parte 'intersezione numerabile N{U,, : m > n}
non € necessariamente aperta, dunque, per ottenere un insieme aperto € necessario considerare la
parte interna di N{U,, : m > n}. (iv) Nelle notazioni del lemma 2.64, Z, = {x € M : ¢, =n—1}
e percid Z, = {&x € M : ¢, < n}, segue che, a posteriori, nel punto (ii) 'evento ¢, > n non si
verifica, e quindi, effettivamente, se € M, allora ¢, < n. (v) Z, C N{U,, : m > n} C U,, d’altra
parte

o

M, x %T|M o = U, ZTn(Mn X %T|M Hn),
e quindi
TN Zn) — Zy.

n

Dunque, effettivamente, per ogni n € N, Z,, ¢ un intorno standard di M,. Ovviamente le proprieta
(i)-(v) sono verificate anche per gli Z°, i quali sono anch’essi intorni standard degli M,,.
Inoltre, M = U{Z?2 : n > 0}, infatti se z € M allora per il lemma 2.64 esiste ¢, € N e un intorno
Qz di z tale che Q, CN{UY, : m > ¢, +1}. Dunque x € Int N{U), : m > ¢ +1} = Z) ;.
Chiaramente, per ognin > 1, Z%_, c Z9 C 72 e per ogni n € N, Z,, C Z,41; resta da provare
che 72 C Z,. Per questo scopo, si osservi inizialmente che, se ¢ > n e fissato allora

Z9=IntN{U% :m>=n} CcIntN{UY : q=m >n};

d’altra parte, siccome per ogni m € N, U?, ¢ aperto,

ItN{U% :q=>m>n}=n{U% :q=>m=>n} cN{UY% :q>m=>n}

e quindi, essendo per ogni m € N,

Uy,

= Tm(Mm X 37Ty Hm) = Tm(Mm X %T‘|MmHm) C Tm(J\/[m X %T|MmHm) = Uy,

m

risulta .
Z09C{Up:qzmz2nt=IntN{U, :q=m>=n}. (2.5.14)

Sia z € 72. Nelle notazioni del lemma 2.64, se g, < n allora 3 @Q, tale che

erowUnL: ﬂ U’mmﬂUmCﬂUma

m>qy gz <m<n m>n m>n
ie,z e IntN{Uy, : m >n} = Z,. D’altra parte, se ¢, > n allora per la (2.5.14)
xentN{Uy :q: =2 m =n};
inoltre, in quanto elemento di M, nelle notazioni del lemma 2.64

reQ, C ﬂUm ~ zeIntnN{U, :m> g},
m>qz
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per cui, in definitiva,
x€ ImtN{Uy gz z2m>=n}t N IntN{U,, :m > q} =IntN{U,, : m =n} = 2Z,.
O

Osservazione 2.66. Il teorema appena dimostrato conclude il processo di riduzione al caso finito
dimensionale iniziato con la determinazione di una filtrazione di Fredholm (M), (teorema 2.38 di
Mukherjea-Quinn). Per ogni n in N abbiamo determinato intorni tubolari finito dimensionali Z,
di M,,: essi si riveleranno assai utili nel seguito quando dovremo invocare i teoremi di isotopia e di
estensione propri della dimensione finita.

2.6 Raffinamento delle tecniche layer

Nel seguito vorremo immergere con un embedding aperto ogni intorno tubolare Z, di M, nel
modello H della varieta ambiente M; inoltre, siccome per ogni n, Z, C Z,+1, sarebbe auspicabile
costruire detti embedding in modo che (Vn) 'embedding di Z,, in H si estenda al corrispondente
embedding di Z, 41 in H. In questo modo, 'effettiva estensione dell’embedding aperto da 7, a
Zn+1 sara ridotta ad un problema finito dimensionale e sara trattata in ultima analisi per mezzo
del teorema D.19 di estensione dell’intorno tubolare.

Scopo primario della presente sezione e raffinare le tecniche layer introdotte nella sezione 2.4 ed
ampiamente utilizzate nella sezione 2.5 al fine di sviluppare ’apparato tecnico ed i prerequisiti utili
per porre in essere queste costruzioni ed applicare cosi il teorema D.19 di estensione dell’intorno
tubolare. Torniamo alla situazione prospettata nella sezione 2.5. Usando la funzione r: M — R™T
ottenuta nella proposizione 2.63, posto

Dy =T, N (Zn) 0 (My x gy, H™), (2.6.1)
osserviamo che D,, ¢ un intorno della sezione nulla del fibrato M, x 1T H™.

Si ricordi che nella sezione 2.4 abbiamo avuto cura di rendere la filtrazione di Fredholm (M,,),
fornita dal teorema di Mukherjea-Quinn una filtrazione totalmente geodetica. Questa proprieta della
filtrazione ci permette in particolare di osservare quanto segue:

Osservazione 2.67. L’insieme T, (Mn X 3T, en+1) definisce un intorno tubolare aperto U, 1 di
M,, in M, 1: /
M, CT, (Mn X %Tanen""l) = Lln+1 = Int(Z/lnH) - Mn+1, (262)

in particolare, I'ultima inclusione segue dal carattere totalmente geodetico di M, 41 in M. Infatti:
se (z,v) € M, X (ent1) allora S, & definito su (z,v), infatti M,, x {ep41) C M, x H". D’altra
parte, M,, X {en+1) C Mpt1 X Hypq, quindi, per Posservazione 2.43,

—1
A257) gy [0] € Te M
e percio Sy, (x,v) € T, M,,+1. Segue che, in virtu del carattere totalmente geodetico di My, 1,

T (z,v) = exp oSy (z,v) € Myy1.

Posto per ogni n in N
Do T T (M 371y, H') AT (Mo x gy, HY) [0 (Mo x H),  (263)
allora D,, C ﬁn, infatti

Z, = Int ﬂ T (Mm X %anHm) C Tn+1(Mn+1 X %T|Mn+1Hn+1> NnT, (Mn X %r|Man>7

m>n
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da cui, essendo per definizione D,, = Tn_l(Zn) N (Mn X 37|, H”) segue che D,, C ﬁn

Lemma 2.68. La mappa £, : D, — 5n+1 definita da ¢, := n_+11 oT, e un embedding layer aperto
della forma

b (z,u) — (Ap(z,0), 7" (u) (2.6.4)

Dimostrazione. Per ogni n, la mappa T, € definita dal prodotto di composizione exp oS, in cui
Sy, € la mappa definita nel lemma 2.46. La forma (2.6.4) dell’applicazione ¢,, segue quindi dalla
particolare espressione della mappa esponenziale nelle carte di un atlante layer forte per la varieta
(cfr. teorema 2.45) e dal punto (3) del lemma 2.46.

Piu in dettaglio, siano (z,u) in D,, e (y,v) in D41 tali che T),(z,u) = T,41(y,v). Allora
v = 7" (u), infatti, come indicato dal lemma 2.46, esiste una carta layer forte (¢;, W;) con
To(x,u) € W; tale che (i) 7" o ;o T (z,u) = 7T (u), e (ii) 7" o, 0 Tpy1(y,v) = v. O

Il seguente diagramma riassume gli oggetti che abbiamo introdotto fino a questo punto e le re-
lazioni intercorrenti tra di essi. Si osservi che tutti i diagrammi da esso deducibili sono commutativi.

D 2 5 Dn = Zn  (2.6.5)
Sh exp
A Sn(Dy)
n
Sn
Y, x H" TY,
ly=T; oT, A n
Sn41
Ypi1 X H'H! TYns1
U
v Sn+1(Dn+1)
% P
D1 5 > D1 o Znt1

Consideriamo la mappa jn: Dy — M1 x H™ definita da
ot () — G (2, u) = (An (a:,7rn+1(u)),7r"+1(u)). (2.6.6)
Innanzitutto osserviamo che si tratta di una applicazione ben definita, infatti
|1 (@) < Jul,

quindi, se (z,u) appartiene all’insieme di definizione di A,,, D,,, allora anche (x, 7rn+1(u)) appartiene
a Dy, e (2.6.6) & una buona definizione. Inoltre, in virtui della proposizione 2.69 (vedi oltre) j, &
una applicazione iniettiva e quindi, per il lemma 2.68, j, ¢ un embedding sul sottoinsieme aperto
Gni1 = jn(Dy) C Upyr x H™L. Infine, j,;': Goy1 — D, si estende in modo naturale ad
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una mappa (denotata ancora con j, ') da U, x H""! a M, x H" (infatti, siccome a meno di
una proiezione jn € T;_&l o T,, e siccome T, & un diffeomorfismo su un intorno aperto (standard)
della sezione nulla, esiste un aperto la cui immagine omeomorfa tramite j, sia U, 11 x H"* i.e.,
Upi1 X H" ¢ incluso nell’immagine iniettiva mediante j,, di un certo aperto):

Gl Upyr x H™ W — M, x H™.
Proposizione 2.69. L’applicazione j, definita in (2.6.6) ¢ iniettiva.

Dimostrazione. Siano (z,u;) # (x,u2) tali che T, 1u; = Tpii1us. Dunque 7" uy # 77wy
e quindi j,(z,u1) # jn(x,uz). D’altra parte se m,11u1 # Tpi1ug allora anche in questo caso
Jn(x,u1) # jn(x,ug), infatti, poiché ¢, & iniettiva, posti 41 1= Tp41u1 € Uz 1= Tpp1ug, se fosse
An(z,11) = M\(z,12) allora dovrebbe essere 7" 1ii; # 7" liy, ma cid non & possibile essendo
"t lay = 7" e, uy = 0 = 7", pius = 7T ae. Dunque A, (%, Tagiur) # A (2, Thgrug) e
quindi jp,(z,u1) # jn(z,u2). Analogamente si argomenta se (x,u1) # (y,u2) in cul  # y e uy; # us.
Infine, se © # y allora anche in quest’ultimo caso j,(z,u) # jn(y,u), infatti, posto come prima
@ = Tp41u, poiché £, & iniettiva risulta £,(x, @) # £,(y, ), da cui segue A, (z, %) # A, (y, @) sse

M, 1) 7 A (s Tor) € quindi i (2,10) # o (9, w). O

Nel seguito sard utile anche il seguente lemma (per la definizione di isotopia di embedding si
rimanda alla sezione D.5, definizione D.11):

Lemma 2.70. Sia Y una varieta compatta con bordo (ivi compreso il caso in cui OY = &) e Zy
una sottovarieta aperta di una varietda Z. Sia B uno spazio di Banach ed f: Rx Z — R x (Y x B)
una isotopia di embedding con dominio proprio I = [0,1] della forma f(t,z) = (t,a(t,z),b(2)), tale
che f(I x Zy) sia contenuto in R x Int(Y) x B e sia chiuso in R x Y x B.

Allora esiste una isotopia di embedding F: R x (Y x B) — R x (Y x B) con dominio proprio I
della forma F(t,y,b) = (t,A(t,y,b),b), tale che

(i) F(0,y,b) = (0,y,b) per ogni (y,b) € Y x B;
(ii) F(1, fo(z)) = F(1,a(0,2),b(z)) = (1,a(1,2),b(2)) = (1, f1(2)) = f(1,2) per ogni z € Zy;
(iii) F(t,y,b) = (t,y,b) in un intorno di R x 9Y x B.

Dimostrazione. La tecnica con cui si dimostra questo tipo di enunciati ¢ sempre la stessa: si de-
termina una isotopia che soddisfa le proprieta richieste per integrazione di un campo vettoriale
opportuno. Poi si modifica se necessario la soluzione ottenuta per mezzo di funzioni cut-off o
funzioni a campana.

Lo schema dimostrativo segue la falsa riga della dimostrazione del lemma di Thom, come indicato
nel testo di Hirsch [ ], Capitolo 8 oppure in | ]. Per una dimostrazione dettagliata si faccia
comunque riferimento a | ] O

Notazioni. Denotiamo con U, A2, (0 O DO gli oggetti corrispondenti a Upn, An, ln, jns D,
utilizzando Z2 anziché Z,, (si ricordi che le notazioni Z,,, Z2 sono state introdotte nel teorema 2.65).

Lemma 2.71. FEsiste una isotopia con dominio proprio I
Jng1: RX Mgy x H"™ - R x M,y x H* !
della forma Jy41(t, z,v) = (t,gt(az,v),v), tale che

(1) Jn+1,0 =1d,

(ZZ) Jn-t,-l,l |£n(52)
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Dimostrazione. La mappa Fy: £, (5n) — M, 41 x H"*! definita ponendo Fy := j, o £, ! & chiara-
mente della forma
(z,v) — (a(z,v),v), (2.6.7)

in cui a: ¢, (5n) — Mp41 & una mappa opportuna. Si osservi in particolare che a(z,0) = =z,
infatti j, o £, 1(2,0) = j, 0o T,y o Thy1(x,0) = ju(z,0) = £,(z,0) = (x,0), quindi, effettivamente,
a(xz,0) = x. Sia p: R — [0,1] una funzione (differenziabile) monotona decrescente con p(t) = 1 se
t<0ep(t)=0set>1 Posto Fy(z,v):= (a(z, u(t)v),v),

Fi=(,F): Rx€,(Dy) — R x M, x H*

& una isotopia di embedding con dominio proprio I = [0,1]: in particolare gli embedding F ed
Fy(z,v) = (x,v) sono isotopi.

Posto Y := M1, Z := £y (Dy), Zo := £n(DS), B := H™', f := F, le ipotesi di applicabilita
del lemma 2.70 sono soddisfatte, (in particolare Y & una varietd compatta, infatti abbiamo avuto
cura di costruire la filtrazione di Fredholm (M,) mediante una mappa di Fredholm propria e
limitata, da cui, per il teorema 2.40, segue che le sottovarietd M,, sono compatte) dunque esiste
una isotopia

G:R X My 1 x H"™™' — R x M, x H*H

con dominio proprio I della forma G(t,z,v) = (t, Az, v), 0)7 tale che

(i) Go =1id, i.e., G(0,2,v) = (0,x,v) per ogni (x,v) € M, 1 x H"!;

(i) Gy o0 Folln(DO) = Fy[€,(DY) = v: £,(DO) < M, x H""! ie.
G(1, Fy(z,v)) = G(1,a(z,v),v) = (1,2,v) = F(1,(z,v)) per ogni (z,v) € £,(DY).

Infine, posta J, 1 := G7': R x M,11 x H" — R x M, x H"', J, ;1 soddisfa le richieste
del lemma. Infatti, G~! & una isotopia con dominio proprio I perché tale ¢ G; G~! & della forma
G (t,z,v) = (t,gt(a:,v),v); inoltre (i) Gal = id (infatti Gy = id), ed infine (%)

V (x,v) € £,(D0), Grl(z,v) = (a(z,v),v) “Z" j, 0 b7} (z,0).
O
Riassumiamo graficamente gli oggetti e i morfismi introdotti nel seguente diagramma.
M, x H" = > DO (2.6.8)
Jn
‘n Gt
) ~
Ul x H*t Upp1 x H™
mf n i
Int1,1

M, 1 x H*H1 M, 1 x HHL
Chiudiamo la sezione con alcune definizioni e una osservazione.
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Definizione 2.72. Dato uno spazio topologico Y consideriamo il fibrato banale Y x H. Un
isomorfismo di fibrati vettoriali
B:YxH—-YxH

sard detto layer forte se & della forma ((y,v) = (y7v + a(y,v)), incui a: Y x H - H ¢ una
applicazione di rango finito.

Definizione 2.73. In particolare, una isotopia di isomorfismi di fibrati vettoriali

B:RxYxH—->RxY xH

sara detta una isotopia layer forte se, per ogni t, I'isomorfismo di fibrati 6;: Y x H - Y x H &
layer forte.

Osservazione 2.74. Se M ¢ una varieta Hilbertiana, per il teorema di Kuiper esiste una banaliz-
zazione globale per il fibrato tangente ad M, altrimenti, nel caso in cui M sia una varieta di Banach
richiederemo nel seguito che M sia parallelizzabile. In ogni caso, indicata con 7: TM — M x H
una tale banalizzazione globale, poiché M ¢ equipaggiata di un atlante layer forte (cfr. propo-
sizione 2.41), possiamo supporre che 7 sia una banalizzazione layer, i.e. un isomorfismo di fibrati
vettoriali di tipo L(I), in accordo con la definizione 2.16.

Indicata con t,: M,, — M linclusione di M,, in M, nella prossima sezione considereremo
I’isomorfismo
Tn: TM, ®H" — M, x H

definito tramite 7 da
def .
TH(Z‘, U1, UZ) = (SC, T(d(ln)x[vl] + Sn(‘r7 1)2))). (269)

2.7 Prova del teorema di embedding aperto

In questa ultima sezione completeremo la dimostrazione del teorema di embedding aperto, precisa-
mente, immergeremo con un embedding aperto ogni intorno tubolare Z,, di M,, nel modello H della
varieta ambiente M inoltre, siccome per ogni n, Z,, C Z,+1, costruiremo detti embedding in modo
che (Vn) Pembedding di Z, in H si estenda all’embedding di Z,,+1 in H. Cid sara reso possibile
da un importante lemma (cfr. lemma 2.76) che permettera di adattare opportunamente i domini
delle varie mappe via i teoremi di isotopia introdotti nelle sezioni precedenti ed i teoremi di isotopia
ambientale della teoria classica in dimensione finita (cfr. | ], Capitolo 8). In un certo senso il
lemma 2.76 ¢ il risultato fondamentale di questa sezione.

Nelle ipotesi e nelle notazioni precedentemente introdotte (si consultino i diagrammi (2.6.5) e
(2.6.8) per avere un riassunto di tutti gli oggetti ed i morfismi che abbiamo introdotto fino a questo
punto) enunciamo la seguente proposizione:

Proposizione 2.75. Per ogni n in N esiste un embedding aperto g,: My, x H" — H ed un intero
n € N per cui:

(a) gnlﬁg = On+1 o€n|52;

(b) gn: My x H" — Hy x H™ ¢ della forma g, (x,v) = (gn(x,v), 7" (v)), in cui si & indicata con
Gn: M, x H" — Hj la composizione Ty O gp;

(c) esiste una isotopia layer forte Bn: R x M,, x H — R x M,, x H tale che

(1) Bno=1idm, xH,

(”) 6%1 © (dgn)|T(Mn X H™) p1,,x {0} : (1‘, w, 6) € TMTL xH"™ — Bn,l ($7 d(Qﬂ)(;gO) (’UJ, 6)) € Mﬂ xH
coincide identicamente con T,;

(d) gn(M, x rH™) C H é un sottoinsieme limitato.

Dimostrazione. La dimostrazione procede per induzione su n.
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Verifica della Base Induttiva. Per n = 0, Hy = {O}, H° = H, My = f~(0), poniamo
go: My x H— {O} x H cosi definita:

90 = flam, x idg: (z,v) € My x H — (f(z),v) = (0,v) € {O} x H.

Posto 0 = 0, la proprieta (b) & banalmente verificata, infatti 7° = idy ed inoltre 7 & la costante
0.

Per quanto riguarda la proprieta (c¢) si osservi innanzitutto che, siccome My C M & una sotto-
varieta di dimensione zero, dunque un insieme discreto di punti, per la proprieta di compattezza di
M si ha che M & un insieme finito di punti in M. In particolare segue che TMy = {O,,,...,Opy }.
Ricordiamo che, per definizione,

So@irw) = 32 1@ dle5 eyoole] = 3 15 (0) (5 Mol

quindi
70 {OP17"'7OPN}@H - {plv--~7pN} x H,
precisamente
TO(pi7OpiaU) = ( i>T(d( O) (OpL) +So(p1a ))) = ( Di, (So(pl7 )))
(pz;TZ My (pi) d(p Lp](pq ) (pl, ,u] (pi) (d(@;1)¢j(pi)[v]))'

Consideriamo la seguente isotopia

Bo: Rx{p1,...,pn} x H—->Rx{p1,....,pn} X H

definita ponendo

Bo(t,pi,v) = (pi,t(zj 15 (ps) r(d(gpjfl)%(pi)[v])) +(1- t)v). (2.7.1)

In particolare
Bo(1,pi,v) = ( i,zj /‘Lj(pi)T(d(@;l)gpj(pi)[U])>

e la proprieta (c)(ii) ¢ banalmente soddisfatta. Inoltre, posto ¢ = 0 in (2.7.1) la proprieta (c)(i) &
ovviamente verificata; infine go(My x rH) = {0} x rH C H, e anche la (d) segue.

Nel corso della dimostrazione del passo induttivo la comprensione puo essere facilitata dalla
costruzione passo-passo del diagramma 2.7.14. Lo si confronti anche col diagramma parziale 2.6.8.

Passo induttivo. Assumiamo che esistano g, 35+ ed 7 soddisfacenti le proprieta richieste. L’idea
su cui si fonda la dimostrazione del passo induttivo e che, per estendere un embedding e sufficiente
provare che esso € isotopo a un embedding estendibile. In effetti, questa tecnica di estensione € uno
degli scopi principali della teoria dell’isotopia. Questa idea sara concretizzata nella dimostrazione
del lemma 2.76. Per le definizioni ed i teoremi utili in questo contesto si faccia riferimento alla
sezione D.5 in appendice, oppure a | ], Capitolo 8.1 per una esposizione pill dettagliata.

Sia N > max(n, 2n + 2). Allora g, : M, x H" — Hy x H pud essere scritta come

gn(2,0) = ((z,0),7" (v)), (2.7.2)
in cui v,: M, x H" — Hpy & opportuna (precisamente v, = mx © gn: My, X H™ — Hy).

Sia A: R — R una funzione monotona crescente con A(t) = 0 per t < 0, e A(t) = 1 per t > 1.
La mappa F: R x M,, x H® - R x Hy x H" definita da

(t,z,v) — (t,’yn(x,v — A(¥) [WN(U)D,WN(U))
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& una isotopia di embedding aperti con dominio proprio I = [0, 1] (per i dettagli si faccia riferimento
all’Osservazione 2.77).

Nelle notazioni del lemma 2.70, sia Y C Hy una palla chiusa di raggio sufficientemente grande
(Int(Y) denoti quindi la corrispondente palla aperta) e r: M,, — R™ una funzione continua tale che

F(I x M, x FH™) C R x Int(Y) x HY

(si & indicato con M, x TH™ 'insieme delle coppie (z,v) € M, x H™ tali che |v| < r(z)). Posto
Zy := M, x rH™, per costruzione risulta quindi che

F(IxZy) CRxInt(Y)x HY.
Nelle notazioni del lemma 2.70, posto B := H”, esiste una isotopia di embedding
d:Rx (Y x HY) = R x (Y x HV)
con dominio proprio I della forma
d(t,zq,29) = (t,ét(azl,xg),:rg),
tale che
(i) do =1id, i.e., d(0,z1,22) = (0,71, 22) per ogni (r1,22) €Y x HY;
(ii) d(l,Fo(sc,v)) = (LFl(x,v)) = F(1,z,v) per ogni (z,v) € M,, x FH™.
Precisamente osserviamo che
Fo(z,v) = (y (2,0 = A0)7Y (v)), 7 (v)) = (3 (,0), 7Y (v)) = gu(@, v);
inoltre
Fi(z,v) = (vn (a:,v — )\(I)ﬂ'N(’U)),ﬂ'N(’U)) = (vn(m, v — WN(U)),WN(U))
= (7 (2, 7 (v)), 7 (0)),
quindi la condizione (ii) di cui sopra & equivalente a
di 0 gn(z,v) = (Y (z, 75 (v)), 7N (v)) per ogni (z,v) € M,, x H" tale che |v| < r(x).

Infine, riassumendo, a meno di estendere in modo banale I'isotopia d; a tutto R x Hy x HY, a
partire dall’isotopia F si ¢ determinata una isotopia di embedding d: Rx Hy x HY — Rx Hy x HN
con dominio proprio I della forma

d(t,z1,29) = (t,ét(xl,xg),xg),
tale che
(i) dp =1id, e
(ii) di o gn(z,v) = (v (z, 75 (v)), 7 (v)) per ogni (z,v) € M, x TH,.

Nella sezione 2.6 abbiamo considerato la mappa j,': U,+1 x H" ™ — M, x H", in cui, si
ricordi,
Upi1 =T, (Mn X %Tan€"+1)

¢ un intorno tubolare aperto di M, in M, (cfr. (2.6.2)). Poiché la nostra varietd ¢ uno spazio
topologico normale, esiste un aperto V tale che

— ] — |
M, cU , CV CV CUp1 C M.
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Si consideri la mappa
d109n 0 jn fyuqoy: V X {0} CUpir x H"™ — Hy x HY (2.7.3)

e si osservi che la sua immagine ¢ invero contenuta in Hy x {0}. Infatti, indicato con x il generico
elemento di V', posto
(y,v) == j, }(x,0) € M, x H"

allora

Jn(W,0) = Ay, g1 (v), 7" (v)) = (2,0)
e quindi in particolare 7" *1(v) = 0, equivalentemente v € H, 1. Dunque v € H" N H,, 11, i.e.,
v € (ent1), in particolare (si ricordi che N > n + 1) 7¥(v) = 0. Segue che, nelle notazioni
precedentemente introdotte,

dy 0 gnojnt(x,0) =dyognly,v) = (’yn(y,ﬂ'N(U)),ﬂ'N(U)) € Hy x {0}.

Per concludere la prova del passo induttivo e quindi la dimostrazione della proposizione 2.75 il
seguente lemma di cui abbiamo gia accennato giuoca un ruolo di centrale importanza:

Lemma 2.76. Il differenziale
d(gn Ojfjl)|T(un+1><Hn+l)L{n+l><{0} Dz, w,v) € TUpyq x H W d(gy oj;l)(%o) (w,v) € H (2.7.4)
si estende ad un isomorfismo layer-forte
TMypq x H"WY — M, x H
layer-forte-isotopo a Tp41: TMp1 X " — nt1 X H.

Dimostrazione del lemma 2.76. Mediante 1'identificazione operata da j,, scriviamo il generico ele-
mento di U,41 come (z,5) € M, X {ep41). Cio & possibile, infatti, come si & osservato precedente-
mente,

Up+1x{0}+ (¥,0) € Upy1 x {O} = jgl(yvo) = (w,8) € My, x (H" N Hypy1) = My, X (eny1)-

Se (1,8) € Upy1 e v € HML, allora

gn

gnojgl('xasav) :gn(ﬂc,s+v), (275)

infatti j,(z,s +v) = (Au(z, Tps1(s +v)), 7" (s + v)) = (Au(z,5),v) = (z,s,v), in cui I'ultima
uguaglianza & dovuta al fatto che si & identificato U, 1 x {0} con la sua immagine mediante j, .
Se scriviamo

Tun-‘rl = TMn D ( En4+1 X R)

1
27,

(Uny1 =T, (Mn X 37, en+1) = My X 41, én+1), 11 nostro differenziale 2.7.4 diventa la mappa

TM, @& ( €nt1 X R) x H" 1 — M, x 475y Eny1 X H

3",
data da (z,w,s,u,v) — (2, 5,d(gn © jn *)(z,5,0) (W, u,v)), in cui w € T, M,. Scritto in questa forma
si vede subito che 2.7.4 e isotopo all’isomorfismo di fibrati definito da

(x,w,s,u,v) —> (gc, $,d(gn o j;l)(z,oyo)(m u, v)) L (x, 5, [d(gn) (,0)] (w, u + v)) (2.7.6)

Per lipotesi induttiva su By, Bno © (2.7.6) = (2.7.6) & (fortemente-layer) isotopo a (3,1 o (2.7.6).
Inoltre, ancora per l'ipotesi induttiva (c) B,,1 0 (2.7.6) = 7,,, per cui, in definitiva, si ha che (2.7.6)
¢ isotopo a

(z,w,8,u,v) — (s, T (@, 0, u+v)) = (2,5, 7[d(in)e(w)] +7[Sn(z,u+v)])

7.7
= (2,8, 7[d(in)e(w) + S(z,u+v)]). (27.7)
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Mostreremo adesso che per ogni t € I = [0,1] la mappa TU, 1 X H"™* — U, 1 x H definita da

(z,w, 8,u,v) — (2, 8,7 [d(ing1) (z,05) (w0, tu) + S((x,t5), (1 — t)u+v)]) (2.7.8)

€ un isomorfismo. Supponiamo che

d(in11) (z,ts) (Wo, tug) + S((m, ts), (1 —t)ug + vo) =
= d(in+1)(:1:,ts) (wlv tul) + S((J?, tS), (1 - t)ul + Ul)-

Dunque esiste una carta (@;, W;) di M contenente i due punti insieme con x € M, e (z,ts) € M, 41
(una carta (p;, W;) contenente detti punti esiste poiché, per definizione, S applica una coppia (z, v)
in un vettore di T, M, (cfr. lemma 2.46)). Siccome W; N M,, # &, dal lemma 2.46 segue che la
rappresentazione di dp; o S((ac7 ts), (1 —t)u; + vj) in questa carta ¢ della forma

((x, ts), (1 — t)u; + v; + B(z, ts)((l —tu,; + Uj)),

in cui 8 assume i propri valori in H,,. Inoltre, d(iny1)(x,ts)(w;,tu;) & della forma ((x,ts), w; +tuj).
La somma di questi due termini ¢ quindi

dp;ioS((x,ts), (L=t)u;+v;) +d(int1) zes) (W), tu;) = ((@,t5), uj+vj+w;+B(z, ts) ((1—t)u;+v;)).
Ora, w; +ﬁ(m,t5)((1 —t)u; +’Uj) € Hy, uj € (ent1), v; € H™, da cui segue che (i) up = uy e (ii)
v = v1, quindi
wo + ﬂ(m,ts)((l —t)up + vo) = w; + B(x,ts)((l —t)ug + UO),

ie., (iii) wo = wy.

Posto t = 0 in (2.7.8) si ottiene Iisomorfismo
(z,w,8,u,v) — (2,8, 7[d(int1) (2,0 (W, 0) + S((x,0), u+v)]) = (2,5, 7[d(in)s(w) + S (z,u+v)]),
e cioe la mappa 2.7.7.

Posto t = 1 in (2.7.8) si ottiene Iisomorfismo

TUp 1 x H" ™ =TM, ® (47, €nt1 X R) x H" — U, 1 x H

(z,w,s,u,v) —> (x, S,T[d(in_;,_l)(Ls) (w,u) + S((x7 s),v)}) (2.7.9)

il quale & certamente isotopo all’isomorfismo

Tn+1: TZ/ln+1 X HnJrl — Upyp1 X H
Tn+1($,’01, 'UQ) = ($7T[d(in+1)m(01) + Sn+1(1'71)2)]). (2710)

D’altra parte quest’ultimo si estende a 7,,11: T M, 11 x H"™* — M, y1 x H, dunque anche (2.7.9)
si estende ad un isomorfismo
TMyyq x H™ — M, 1 x H,

isotopo a Ty41: TMyyq X H W — M, 1 x H.

Riassumendo, abbiamo dimostrato che il differenziale (2.7.4) ¢ isotopo a (2.7.6) il quale ¢ isotopo
a (2.7.7) il quale & isotopo a (2.7.9) il quale si estende a un isomorfismo TM,, 1 x H"™ — M, ;1 x H.
Segue che anche il differenziale (2.7.4) si estende a un isomorfismo

TM, 1 x H*"™ — M, 1 x H.

Infine, siccome 'estensione di (2.7.9) ¢ isotopa a 7,41: T My41 X Hrtl - n+1 X H, anche ’esten-
sione del differenziale (2.7.4) (che & isotopa all’estensione di (2.7.9)) & isotopa a 75,41, quest’ultima
isotopia essendo layer forte perché tutte le isotopie usate per ottenere 7,41 sono layer forti. La

dimostrazione del lemma 2.76 ¢ conclusa.
O
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Concludiamo la dimostrazione della proposizione 2.75. Vogliamo anzitutto poter applicare il
teorema D.19. La mappa 2.7.3 che riportiamo qui di seguito per facilitare la lettura,

dy Ognoj;1|7><{0}: V x {0} CUns1 x H" — Hy x HN>

si estende ad un embedding

(per questo basti ricordare che ogni spazio metrico compatto di dimensione n ammette un embedding
in uno spazio euclideo di dimensione 2n + 1). Per costruzione hly = dy 0 g, 0 5, 1 (-,0)|v.
Posto HY, := Hy N H™, la restrizione

. - N
YolMnxzay s My X sHYG — Hy

¢ un embedding, inoltre dy o g, (M) C vn (M, x $HY) C Hy. D’altra parte (cfr. | ], Part 1.5)
Y| My, x 5 HY si estende ad un embedding aperto

gh: M, x HY C M, x H* — Hy
dunque, nelle notazioni del teorema D.19, h|y si estende ad un embedding aperto
g: V x Hyt' — Hy

definito ponendo g L ghoj -t incui j;t: V x H}\l,“ C Upyq x H Y — M, x H™.
Si osservi che, con le definizioni date, h U g & effettivamente un embedding. Per invocare il

teorema D.19, & necessario estendere olg\T(V>< H e (o) ad una qualche mappa
N Vx{O

o T(Mpyr x HY g, o x {0y — M(Mpq1) x Hy. (2.7.11)

Per raggiungere questo obiettivo serve essenzialmente estendere il differenziale di (2.7.3) insieme ad
alcune semplici considerazioni di isotopia elementare del tipo di quelle gia approntate per dimostrare
il lemma 2.76. Consideriamo dunque

d(dy o gn ojV:l)'T(VXH"“)vx{o} s (zyw,v) € T(V) « H" d(dy o gn ojgl)(x’o)(w,v) € H.

Dal lemma 2.76 segue che, purché N sia scelto sufficientemente grande, quest’ultimo si estende ad

un isomorfismo
TM, 4 x H*" 1 —— (h(Mn_H) X HN) x HN |

della forma (si ricordi che con h si ¢ indicata I'estensione di dj o g, 0 j,; 1(+,0) a M, 41)
((z,w),v) € TMpy1 x H" ™ — ((h(z),&(w,v)), 7V (v)) € THy x HY (2.7.12)

in cui §: T'My,41 X H"™! — Hy & una mappa opportuna (precisamente: siccome per il lemma 2.76
T(gn 0 jr TV x H"™ )7, 10y si estende ad un isomorfismo definito su tutto 7M1 x H" 1,
chiaramente

.1 -—1
d(dl o gn © -]n )|T(V><Hn+1)?><{0} = d(dl) o d(gn o .]n )|T(V><Hn+1)vx{0}
si estende anch’esso ad un isomorfismo definito su tutto TM,, ;1 x H"1; inoltre, siccome

dy o gn(' ) = Tn ( 77TN(")> X WN(");

estensione richiesta ¢ effettivamente della forma 2.7.12).
Abbiamo ora tutti gli strumenti per concludere: considerazioni del tutto analoghe alle prece-
denti consentono di determinare una estensione di dg|T(V x Hyt)e, {0} @& una mappa del tipo
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indicato in (2.7.11). Le ipotesi di applicabilita del teorema D.19 sono tutte soddisfatte, quest’ultima
fornisce quindi una estensione di gl;5— e @ un intorno tubolare G: M, 41 X H}{,ﬂ — Hy

U, x(r/2)
di h(My41).
Si definisca §: M1 x H"™ — H ponendo j(z,v) = G(z,mn(v)) + 7~ (v). § & un intorno
tubolare di h(Mp41) in H. Sinoti che g|; (po) =di0gnoj, "
Per concludere la dimostrazione del passo induttivo utilizzeremo l’isotopia .J,y; fornita dal
lemma 2.71: definiamo
Oni1: My x H'"WD — H

mediante
—1 _ ~
gnt1=dy o0godnirn.

Proviamo che le richieste della proposizione 2.75 sono tutte soddisfatte: se (z,v) € 52 allora
9n+1 © gn(x’ U) = dfl ogo Jn+171 © fn($7’l))
= dfl 0 g o jn(z,v) = gn(z,0).

Posto n +1:= N, gn4+1 & un embedding aperto soddisfacente le condizioni (a), (b) e (d). Infine, il

lemma 2.76 fornisce una isotopia 8! opportuna soddisfacente la condizione (c).

O
Osservazione 2.77. La mappa F: R x M,, x H® - R x Hy x H" definita da

(t,z,v) — (t, 'yn(x, v — A(t) [ﬂ'N(U)]),WN(v))

¢ una isotopia di embedding aperti con dominio proprio I = [0, 1].

Innanzitutto per la buona definizione di v, occorre osservare che v — A(t) [ﬂ'N (v)] € H™, ecio ¢
vero, infatti, in particolare, ¢ N > n e quindi 7%V (v) € HY C H", dunque v — A(t)[7" (v)] € H".
Proviamo che, per ogni ¢, F; € iniettivo, e cioe che da

(v (z,0 = A@) [7N (0)]), 7V () = (9 (2,0 = A@) [7N ()], 7N ()

—

{% (0 = AO) [TV (0)]) = 7 (2", 0" = M) [7N (v)]) (2.7.13)

aN(v) = 7V (')
segue * = 2’ e v = v’. Da (2.7.13) si ha in particolare che 7V (v) = 7V (v"), da cui
™ (v =A@ [7N (v)]) = 7V (v) = M) TV (7N (v)) = 7V (v) = A(t) 7TV (v) =
=N () = At) TN W) = 7V (@) = A@) 7V (7N (') = 7V (o = M) [7N (0)]).
Dunque, ricordando la (2.7.2) e la prima delle (2.7.13)
gn (2,0 = A [TV (V)]) = (Y (2,0 = A®) [7N (@)]), 7N (v = A(&) [7N (v)])) =
= (v (@, v =A@ [N (@)]), 7V (0" = AE) [7N (0)])) = gn (2, 0" = A(E) [7N (v)]),

da cui, essendo per ipotesi induttiva g, un embedding e dunque iniettivo, segue che

{v =A@ [N (v)] = v = At) [7N (V)]

: !/ !
ie,x=2"ev=1.

Si osservi esplicitamente che, per ogni ¢, F; € un embedding aperto, infatti, per ipotesi induttiva
gn © un embedding aperto ed inoltre 7V e 7y, in quanto proiezioni, sono mappe aperte. Infine F
ha chiaramente dominio proprio I perché abbiamo avuto cura di scegliere A = 1 su [1,+oc0[e A =0
su | — o0,0].
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M, x H" (2.7.14)
U In
o
DY H
j7l
' ~
" Gn+l
')
n
0 1 1
U x H** Upi1 x H™
~ A id
N N
Jnt11
M, 1 x H'H M,y 1 x H'H
g In+1 ditog
o
0
Dn+1 H

Con la terminologia introdotta nella sezione 2.3, grazie al lemma precedentemente dimostrato,
possiamo finalmente dimostrare il seguente importante Teorema.

Teorema 2.78. Sia M una varieta separabile, metrizzabile, di classe C* modellata su uno spazio
di Hilbert separabile H di dimensione infinita. Allora esiste un embedding di classe C*° da M su
un sottoinsieme aperto di H.

Dimostrazione. Per il corollario 2.34 esiste una mappa di classe C*°, Fredholm di indice zero,
limitata e propria f: M — H trasversa ad H,, per ogni n in N.

Invochiamo la proposizione 2.44 e dotiamo M di un atlante layer forte per f. Costruiamo per ogni
n una applicazione S, come prescritto dal lemma 2.46, dunque determiniamo intorni standard delle
varieta M,, come indicato dalla proposizione 2.63 ed otteniamo quindi una filtrazione di Fredholm
augmentata (Z,), (come indicato dal teorema 2.65).

Le ipotesi di applicabilita della proposizione 2.75 sono verificate, infatti per il teorema di Kuiper
esiste una banalizzazione globale per il fibrato tangente ad M, inoltre, per l'osservazione 2.74 tale
banalizzazione puo essere assunta di tipo layer.

Nelle notazioni della proposizione 2.75, posto

&n = gno T, Yz,
&, & un embedding aperto di Z9 in H. Poiché DY C ﬁg, per la parte (a) della proposizione 2.75,

£n+1 © una estensione di &,. Siccome per il punto (2) del teorema 2.65, M = |,y Z9 segue che gli

&, definiscono un embedding aperto di M in H.
O
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Appendice A

Propedeuticita topologiche

A.1 Ricoprimenti

Sia X uno spazio topologico; un ricoprimento aperto di X, come noto, & una collezione i = {U, }aca
di aperti che ricoprono X, nel senso che X = J, ¢4 Ua-

Definizione A.1. Sia X uno spazio topologico e U = {U, }aeca un ricoprimento aperto di X.

e Un sottoricoprimento di U € un sottoinsieme V C U che sia a sua volta un ricoprimento di X,
in altri termini, ¥V = {V3}gep € un sottoricoprimento di & = {U, }aca se € un ricoprimento
di X e per ogni 8 € B esiste @ = a(f) € A tale che V3 = U,.

o Un raffinamento di U & un ricoprimento V = {Vg}gep di X taleche VG € B, Jla=a(8) € A
per cui Vg C U,.

e Un raffinamento shrunk di U & un ricoprimento V = {V, }4ec di X tale che Vo € A, V,, C U,.

o U ={Us,}aca & detto puntualmente finito se per ogni z in X esistono al pitt un numero finito
di indici « € A per cui z € U,.

o U ={U,}aca € detto localmente finito se ogni € X ammette un intorno aperto U > z tale
che U NU, = @ tranne che per un numero finito di indici & € A (i.e., U interseca solo un
numero finito di elementi U,, del ricoprimento).

Sia U = {U, }aea un ricoprimento di uno spazio X. Per ogni C' C X, si definisce la stella di C
rispetto a U, e si denota con St(C,U), insieme *(C,U) = St(C,U) = |J{Uqs : CNU, # &}, ossia
I"unione estesa a tutti gli insiemi del ricoprimento che hanno intersezione non vuota con C'. Quando
U sara implicito dal contesto scriveremo semplicemente St(C) in luogo di St(C,U). Diremo che U
e star-finito se per ogni a € A, U, interseca solamente un numero finito di Ug, i.e., per ogni a,
Punione che definisce St(U,,) € estesa ad un numero finito di indici.

Definizione A.2. Un ricoprimento B di uno spazio X & detto un raffinamento baricentrico di un
dato ricoprimento U se il ricoprimento {St(z,B) : z € X} di X raffina U.

Definizione A.3. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Diremo che
e X & compatto se ogni ricoprimento aperto di X ammette un sottoricoprimento finito;
o X & localmente compatto se ¥ 2 € X esiste U € 7 tale che x € U e U C X & compatto;

e X e paracompatto se e di Hausdorff ed ogni ricoprimento aperto di X ammette un raffinamento
localmente finito.
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Osservazione A.4. Sia f: X — Y una mappa da uno spazio topologico X a valori in uno spazio
topologico Y. Posto R := f(X), se R C Y & un sottoinsieme chiuso allora i seguenti fatti sono
equivalenti:

(1) VK C Y compatto, f~1(K) C X & un compatto.
(2) VK C R compatto, f~}(K) C X & un compatto.

Prova: Chiaramente (1) = (2). Verifichiamo che anche (2) = (1) : Sia K C Y un compatto,
allora, poiché R & un chiuso di Y, RN K & un sottoinsieme chiuso di K rispetto alla topologia
di sottospazio su K. Inoltre, siccome K & compatto, RN K C K ¢ compatto perché chiuso in un
compatto. Dunque (i) RNK C Y & un sottoinsieme compatto, (ii) RNK C R, e quindi per l'ipotesi
(2) f7YK) = f"Y(RNK) & un compatto.

Proposizione A.5. Se X ¢ uno spazio paracompatto e se {U;} & un ricoprimento aperto, allora
esiste un ricoprimento aperto localmente finito {V;} di X tale che V; C U; per ogni i.

Dimostrazione. Sia {Vj} un raffinamento aperto localmente finito di {U;}. Per ogni k esiste un
indice i = i(k) tale che V}, C Ujqy. Sia W; 'unione dei Vi tali che i(k) = 4. Allora l'insieme dei
W; costituisce un ricoprimento aperto localmente finito di X, infatti ogni intorno di un punto che
interseca un numero infinito dei W; deve intersecare anche un numero infinito di insiemi Vj. O

Ricordiamo che uno spazio di Hausdorff € normale se ogni coppia di insiemi chiusi disgiunti
ammette intorni aperti disgiunti. In particolare, ogni spazio di Hausdorff paracompatto € normale,
come stabilito dalla seguente proposizione:

Proposizione A.6. Se X ¢ uno spazio paracompatto allora X ¢é normale. Se, inoltre, {U;} é un
ricoprimento aperto localmente finito di X, allora esiste un ricoprimento aperto localmente finito
{Vi} di X tale che per ogni i, V; C U;.

Dimostrazione. Sirimanda il lettore a | ] O
Ognuna delle seguenti proprieta caratterizza gli spazi normali:

(a) Per ogni chiuso F e aperto U D F esiste un insieme aperto V con FCV CcV C U.

(b) Per ogni coppia di insiemi chiusi disgiunti A e B, esiste un aperto U con ACU e UN B = @.

(c¢) Ogni coppia di insiemi chiusi disgiunti ammette intorni la cui chiusura ha intersezione vuota.

Teorema A.7. Uno spazio topologico é normale se e solo se ogni suo Ticoprimento aperto puntual-
mente finito ammette un raffinamento shrunk aperto.

Dimostrazione. Una dimostrazione di questo teorema si puo trovare per esempio in | , Cap. 7,
Sezione 6]. O

Il teorema A.7 ¢ utilizzato implicitamente all’interno della tesi nelle costruzioni di cui nella sot-
tosezione 2.5.3 nel seguente modo: se U & un ricoprimento aperto localmente finito di uno spazio
metrizzabile allora (siccome gli spazi metrizzabili sono normali e di Hausdorff), per il teorema A.7
U ammette un raffinamento shrunk (infatti ogni ricoprimento localmente finito ¢ chiaramente
puntualmente finito). In particolare

Corollario A.8. Ogni ricoprimento aperto numerabile di uno spazio metrizzabile, in quanto para-
compatto, ammette un raffinamento shrunk aperto.

Il seguente risultato € ben noto, ed & conseguenza del fatto che ogni spazio metrizzabile separabile
e numerabilmente paracompatto e di Lindelof. Per una dimostrazione dettagliata si consulti per
esempio [ , Cap. 8, Sezione 3].
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Lemma A.9. Ogni ricoprimento aperto di uno spazio metrizzabile separabile ammette un raffina-
mento numerabile star-finito.

Avremo bisogno anche del seguente lemma:

Lemma A.10. Sia {U;};>1 un ricoprimento aperto localmente finito di uno spazio metrizzabile
separabile X ; sia {V;}i>1 un raffinamento shrunk di {U;}i>1. Allora esiste un raffinamento star-
ﬁm'to {Wj}j}l di {Vi}i21 tale che

Wj C Vi(j) = St( ) C Uz(j)

N

Dimostrazione. Fissato © € X, siano 1(x),...,m(z) gli interi per cui x € Uy (1 < @ < m).

Supponiamo che x € Vy(,). Siccome z ¢ Vjperjé¢ {1 , (:v)}, I'insieme

Wy = Vi) O Uy N+~ N U [X\U{v J ¢ (@), m()})

¢ un intorno aperto di : infatti, se fosse z € J{V; : j ¢ {1(z),...,m(z)}} allora ogni intorno di
z intersecherebbe qualche V;. D’altra parte {V;};>1 & localmente finito, dunque esiste un intorno
W di x che interseca ebclublvamente un numero finito di elementi di {V; } j>1, che indicheremo con
Vi,V Quindi WnN (X \V;)N---N(X\V,,) ¢ un intorno di = che non interseca alcuno
dei Vj, contraddizione, dunque

ze X\|J{Vi:j¢ i (@)} }-

Supponiamo che W, N W, # @ e W, C V;. Dunque j = i(z) per qualche intero i(x). Essendo
W, NV; # @, per qualche indice ¢’ risulta j = /(2’). Segue che W, UW,, C U;. Il lemma &
dimostrato scegliendo un raffinamento numerabile star-finito del ricoprimento {W, },cx. O

A.2 Assiomi di numerabilita

Definizione A.11. Siano X uno spazio topologico e xg in X. Un insieme U di intorni di z¢ si
dice base di intorni di x( o sistema fondamentale di intorni di xo se ogni intorno di xy contiene un
intorno in Y.

Definizione A.12. Uno spazio topologico X soddisfa il primo assioma di numerabilita, e si dice
primo numerabile, se ogni punto ha una base di intorni numerabile, i.e., per ogni punto = in X
esiste una successione Uy, Us, ... di intorni aperti di = tale che per ogni intorno V' di z esiste ¢ per
cui U; C V. Esso soddisfa il secondo assioma di numerabilita, ed in tal caso si dice anche che X &
secondo numerabile oppure che X é a base numerabile, se ha una base numerabile per la topologia,
esiste cioe una famiglia numerabile di aperti tale che ogni altro aperto & unione di aperti della
famiglia.

Osservazione A.13. Si dimostra | ] che uno spazio topologico che soddisfa il secondo assioma
di numerabilita soddisfa anche il primo assioma di numerabilita.

La nozione espressa dalla prossima definizione & una sorta di terzo assioma di numerabilita: la
separabilita:

Definizione A.14. Uno spazio topologico si dice separabile se contiene un sottoinsieme denso e
numerabile.

Proposizione A.15. Ogni spazio topologico a base numerabile é separabile.

Dimostrazione. Sia B una base numerabile di uno spazio topologico X; per ogni aperto U € B
scegliamo un punto p; € U. L’insieme B = {py : U € B} ¢ numerabile, I'insieme X \ B non
contiene alcun aperto della base e quindi B = X. O
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Esempio A.16. Uno spazio di Banach dotato di una base di Schauder & separabile.
Proposizione A.17. Ogni spazio metrico separabile é a base numerabile.

Dimostrazione. Sia X uno spazio metrico separabile, scegliamo un sottoinsieme F C X denso e
numerabile. E sufficiente dimostrare che la famiglia numerabile di palle aperte

B= {B(e,?‘”) : eEE,nEN}

¢ una base della topologia. Sia U un aperto di X ez €U. Sian € Nun intero tale che B(x,2'=")CU.
Poiché E & denso esiste e € E N B(z,2™ ™). Per simmetria © € B(e,27") e per la disuguaglianza
triangolare B(e,27") C B(z,2'™") C U. O

Osservazione A.18. Gli spazi metrici soddisfano il primo assioma di numerabilita. In generale uno
spazio metrico non soddisfa il secondo assioma di numerabilita (per esempio R con la topologia
discreta) a meno che non si supponga che esso sia separabile: & questo il caso degli spazi metrici
compatti. In ogni caso, gli spazi metrici separabili soddisfano entrambi gli assiomi di numerabilita.

Osservazione A.19. Se uno spazio topologico ha un sottoinsieme non numerabile discreto, non puo
essere secondo numerabile.

Osservazione A.20 (Proprieta di Lindeldf). In uno spazio topologico a base numerabile, da ogni
ricoprimento aperto si puo sempre estrarre un sottoricoprimento numerabile.

Esempio A.21. Sia C(R) lo spazio di Banach delle funzioni continue limitate su R con la norma
data dall’estremo superiore. Allora C'(R) ¢ primo numerabile ma non & secondo numerabile.

Per vedere questo definiamo per ogni numero reale x espresso in forma decimale una funzione
limitata continua f, il cui valore per n € Z & I'n-esima cifra decimale dopo la virgola. Allora
| fz — fyloo & sempre maggiore o al pit uguale a 1 per « # y, il che significa che {f; : £ € R} ¢ un
sottospazio non numerabile discreto di C'(R), e C(R) non puo essere secondo numerabile.

Esempio A.22. Sia H uno spazio di Hilbert “inseparabile”, cio¢ uno spazio che non ha basi di
Hilbert numerabili. Una base di Hilbert {e)}xca avra allora un insieme di indici non numerabile,
e poiché ey —e,| = V2 per A # i, segue come sopra che H non soddisfa il secondo assioma, ma
poiché & uno spazio metrico soddisfa il primo.

Esempio A.23. Uno spazio di Hilbert di dimensione infinita con la topologia debole (la meno fine
per la quale i funzionali lineari, cio¢ le applicazioni (v,-): H — R, v € H sono continui) non &
primo numerabile.

Infine, enunciamo e dimostriamo una proposizione che puo essere considerata una versione prim-
itiva, puramente topologica di alcune delle costruzioni specifiche e tecniche affrontate nel corpo della
tesi: le filtrazioni di Fredholm. Premettiamo un lemma e una osservazione:

Lemma A.24. Sia (X, 7) uno spazio topologico di Hausdorff. Sia U € 7 ¢ V C U un sottoinsieme
tale che la chiusura di V in U sia compatta. Allora tale chiusura coincide con la chiusura di V in
X.

Osservazione A.25. Siano V,U C X aperti, con X spazio topologico di Hausdorff. In virtu del
lemma A.24, la scrittura V' € U non € ambigua (cioe ¢ indifferente che si usi la chiusura di V in U
oin X).

Proposizione A.26. Sia (X, 7) uno spazio topologico connesso, di Hausdorff, localmente compatto
e soddisfacente il secondo assioma di numerabilita. Esiste allora una successione G; € 7, i € N,
tale che:

e G; € X per ognii;

e G; CGigr;
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e X =UZ, G

Dimostrazione. Possiamo supporre senza perdita di generalita che X mnon sia compatto, altrimenti
basta porre G; = X per ogni i. Sia S = {Uy, Us, ...} una base numerabile per 7 costituita da aperti
con chiusura compatta. Poniamo G; = U;. Allora G & compatto ed & coperto dagli U;, pertanto
esiste un minimo indice jo tale che G; C Uzil U;. Poniamo allora Gy = Uf:l U;. Induttivamente,
supponiamo definito Gy, = |JI£, U;; allora G, = |J/%, U; & compatto e coperto dagli U;, pertanto

esiste un minimo indice jj,1 tale che Gy C Uf";{l U;; poniamo dunque Gg41 = UZQJ{l U;. Allora
71 < Jjz2 < ---. In effetti, se fosse jr = jrx+1 per qualche k avremmo
Jk o Jk
GkZUUiCGkC UUZ',
i=1 i=1

e quindi G, = G}, sarebbe sia aperto che chiuso. Dato che X non & compatto, deve essere G, # X
(e Gk # @), pertanto G}, sarebbe un sottoinsieme non banale di X sia aperto che chiuso. Cid
contraddice 'ipotesi che X sia connesso. Dato che allora j; < jo < --- si ha jx T +00 e quindi
X =U,G:. O

A.3 La categoria di Baire

La definizione rigorosa di spazio di Baire e stata piu volte modificata nel tempo, adattandola, di
volta in volta, ai nuovi punti di vista proposti dal pensiero matematico. In primo luogo, vedremo la
definizione moderna, per poi esaminare una definizione diversa e piu vicina a quella originariamente
introdotta da Baire'.

Definizione A.27 (Spazio di Baire, definizione moderna). Uno spazio topologico X & detto
uno spazio di Baire se l'intersezione numerabile di ogni famiglia di aperti densi in X ¢ densa in X
(e quindi, in particolare ¢ non vuota) oppure equivalentemente, passando alla contronominale, se
I'unione numerabile di ogni famiglia di chiusi a parte interna vuota ha parte interna vuota.

Tale definizione & equivalente ad ognuna delle seguenti:

e La parte interna di ogni unione numerabile di insiemi aventi parte interna della chiusura vuota
& vuota.

e Se l'unione di una famiglia numerabile di sottoinsiemi chiusi di X ammette un punto interno,
allora uno degli elementi di tale famiglia ammette un punto interno.

Nella sua definizione originaria, Baire introdusse la nozione di categoria (da non confondere con
la teoria delle categorie) nei seguenti termini:

Definizione A.28 (Spazio di Baire, definizione classica). Un sottoinsieme di uno spazio
topologico X e detto

e ovunque non denso o mai denso in X se la parte interna della sua chiusura ¢ vuota, equiva-
lentemente, se il complementare della sua chiusura ¢ denso;

e di prima categoria o magro in X se lo si puo ottenere come unione di una famiglia numerabile
di insiemi ovunque non denst;

e di seconda categoria o non-magro in X se non ¢ di prima categoria in X.

La definizione di spazio di Baire puo allora essere enunciata come segue: uno spazio topologico X &
uno spazio di Baire se ogni insieme aperto non vuoto ¢ di seconda categoria in X. Tale definizione
¢ equivalente a quella moderna (cfr. definizione A.27).

1Baire, René-Louis (1899), Sur les fonctions de variables réelles, Annali di Mat. Ser. 3 3, 1-123.
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Definizione A.29 (Residuale). Se X & uno spazio topologico e S & un sottoinsieme di X, allora
S ¢ detto residuale o comagro se il suo complementare X \ S & magro.

Teorema A.30 (Baire, spazi metrici). Ogni spazio metrico completo é uno spazio di Baire.

Il teorema si puo enunciare dicendo che in uno spazio metrico completo il complementare di
un insieme magro ¢ denso. In particolare ogni sottospazio aperto di uno spazio di Baire & uno
spazio di Baire e ogni spazio metrico completo e di seconda categoria. Una ottima referenza in cui
approfondire la teoria riguardante gli spazi di Baire ¢ | ]

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA



Appendice B

Mappe di Fredholm: teoria lineare

Siano E ed F spazi di Banach reali. Denoteremo con L(E, F') lo spazio di Banach degli operatori
lineari e limitati 7: £ — F.

Un operatore T € L(X,Y) & detto semi-Fredholm se la sua immagine & chiusa, ed almeno uno
degli spazi vettoriali ker T' e coker T := Y/rk T ha dimensione finita. In questo caso & ben definito
Iindice di Fredholm di T,

ind7T = dimker T — dim coker T' € Z = Z U {—00, +00}.

Un operatore T € L(E, F) & detto di Fredholm se & semi-Fredholm e se indT € Z, quest’ultima
condizione equivalente alla richiesta che il nucleo ed il conucleo di T siano finito dimensionali.

Osservazione B.1. Se T € L(F, F') ha nucleo e conucleo di dimensione finita allora & Fredholm, in
altri termini la chiusura dell’immagine segue da queste ipotesi. Infatti, per il corollario G.7, essendo
in particolare dim coker T' < oo, T(E) & chiusa in F.

Se X e Y hanno dimensione finita, ogni T € £(X,Y) & Fredholm di indice dim X — dimY. E
semplice esibire molti esempi di operatori di Fredholm nello spazio di Hilbert

400

C={reN-R: |ef, <o} Jaly= (w9, {oy)a=D a()y(n).

n=0

Sia k € N. L’operatore L € End(¢?), (Lz)(n) = z(n + k) ha nucleo di dimensione k ed &
surgettivo, quindi & Fredholm di indice k. L’operatore R € L(¢?), Rx(n) = z(n — k) per n > k e
Rz(n) = 0 per n < k, & iniettivo ed ha immagine chiusa di codimensione &, quindi ¢ Fredholm di
indice —k. In effetti, LR = I.

L'operatore L € End(¢?), (Lz)(n) = z(2n) ha nucleo infinito dimensionale ed & surgettivo,
quindi & semi-Fredholm di indice +o0o. L’operatore R € L(¢?), (Rz)(n) = z(n/2) per n pari e
(Rx)(n) = 0 per n dispari, & iniettivo ed ha immagine chiusa di codimensione infinita, quindi &
semi-Fredholm di indice —oo. Anche qui, LR = 1.

Sia ®(X,Y) il sottoinsieme di £(X,Y) costituito dagli operatori semi-Fredholm, ®(X,Y) il
sottoinsieme dei Fredholm, e @, (F, F) il sottoinsieme dei ®,-operatori, i.e., il sottoinsieme degli
operatori lineari e continui da E a F' Fredholm di indice n.

Teorema B.2 ([ ] 2.3, pag. 224). Gli insiemi ®(X,Y) e ®(X,Y) sono aperti in L(X,Y),
e la funzione indice R B
ind: ®(X,Y) —>Z

e localmente costante, quindi & costante su ogni componente connessa.

Ricordiamo che un operatore K € L(X,Y) si dice compatto o completamente continuo se
K manda insiemi limitati in insiemi pre-compatti, ove, si ricordi, un sottoinsieme di uno spazio
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topologico & precompatto (sin. relativamente compatto) se la sua chiusura & compatta. L’insieme
degli operatori compatti & un sottospazio chiuso di £L(X,Y), e si indica con L.(X,Y).

Chiaramente, se una applicazione lineare di rango finito & continua allora essa e automaticamente
compatta, infatti, per il teorema di Heine-Borel, un insieme limitato in uno spazio vettoriale di
dimensione finita ha evidentemente chiusura compatta.

Proposizione B.3. Sia F: E C X — Y wuna applicazione continua. Allora sono fatti equivalenti:
(a) F é compatta;

(b) per ogni successione limitata (xy) in E, la successione (F(xy)) ammette una sottosuccessione
convergente in 'Y .

Dimostrazione. (a) = (b): Ovvio. (b) = (a): Dobbiamo provare che per ogni sottoinsieme limitato
B C E, 'immagine F(B) & compatta in Y. Sia (yn) una successione in F(B) e sia (xp) una
successione in B tale che

1
F — _
|F(xh) — yn| < W

Se (F(mhk)) & convergente ad y in Y, si verifica facilmente che anche (yy,, ) € convergente ad y.
O

Talvolta €& conveniente tenere presente il seguente utile criterio, la cui verifica e del tutto
elementare:

Criterio B.4. Sia S un sottoinsieme di uno spazio vettoriale normato completo per cui, dato r > 0,
esista un ricoprimento finito di S costituito da palle di raggio r. Allora S ¢ relativamente compatto.

Il seguente teorema € un importante risultato di stabilita degli operatori di semi-Fredholm per
perturbazioni compatte. La dimostrazione si puo trovare ad esempio in [ ], Capitolo 10
paragrafo 2; si consulti anche | ], Capitolo IV paragrafo 5 per risultati piu fini sulla stabilita
degli operatori di Fredholm.

Teorema B.5. Se T € ®(X,Y) e K € L(X,Y), allora T+ K € ®(X,Y) eind (T + K) = ind (T).

Osservazione B.6. In particolare, ogni operatore lineare su uno spazio di Banach della forma id+ K,
in cui K € un operatore compatto, ¢ Fredholm di indice zero.

Composizione di operatori di Fredholm é Fredholm, e I'indice si comporta addittivamente:

Teorema B.7 ([ ] 2.8, pag. 227). Siano T in ®(X,Y) ed S in ®(Y,Z). Allora SoT é
un elemento di ®(Y, Z); inoltre

ind(SoT)=ind(S) +ind (T).

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA



Appendice C

Geometria differenziale in
dimensione infinita

Molte delle definizioni utili e delle costruzioni standard proprie della geometria e della topologia dif-
ferenziale in dimensione finita si trasportano invariate nelle corrispondenti generalizzazioni infinito-
dimensionali. In questa appendice metteremo in risalto le differenze insieme ad altre definizioni
e risultati utilizzati frequentemente nelle varie parti della tesi (come referenza generale per una
trattazione completa ed organica si faccia riferimento al testo di Lang | D-

Nel seguito considereremo sempre varieta modellate su uno spazio di Banach o di Hilbert reale
separabile di dimensione infinita. Inoltre, le varietd che considereremo saranno sempre assunte
connesse, separabili, di Hausdorff, secondo numerabili, paracompatte e differenziabili infinite volte,
a meno che non sia altrimenti espressamente specificato.

C.1 Varieta di dimensione infinita

Definizione C.1. Sia M un insieme ed F uno spazio di Banach. Una carta (U, ) di M & un’ap-
plicazione bigettiva p: U — V C E, dove U € un sottoinsieme di M e V & un aperto. Se p € U
diremo che (U, ) & una carta in p; se inoltre p(p) = O € E diremo che la carta ¢ centrata in p.
L’inversa ¢ ~1: V — U ¢ detta parametrizzazione locale (in p).

Definizione C.2. Due carte (U, ) e (V, ) di M sono compatibili se UNV = &, oppure UNV # &,
gli insiemi p(UNV), ¥(UNV) sono aperti in E, e pop~t: p(UNV) — 4(UNV) & un diffeomorfismo
di classe C*°. 11 diffeomorfismo 1 o ¢! viene detto cambiamento di carta.

Definizione C.3. Un atlante su un insieme M & una famiglia A = {(Uy, ¢a)} di carte a due a
due compatibili tali che M =], U,. Due atlanti A e B su uno stesso insieme M sono compatibili
se AU B ¢ ancora un atlante su M.

Osservazione C.4. Se A & un atlante su M allora esiste un unico atlante .4 massimale (rispetto
all'inclusione) che contiene A, ottenuto considerando tutte le carte locali compatibili con quelle di
A. L’atlante A cosi ottenuto & detto struttura differenziabile indotta da A.

Osservazione C.5. Se A = {(Uq, ¢o)} € un atlante su un insieme M allora esiste un’unica topologia
su M per cui tutti gli U, sono aperti e tutte le ¢, sono degli omeomorfismi con I'immagine.

Definizione C.6. Una varieta (di classe C*°) modellata sullo spazio di Banach E ¢ una coppia

(M, A), dove M & un insieme e A & un atlante massimale su M.

Osservazione C.7. Se M & una varieta di Banach allora M soddisfa il primo assioma di numerabilita.
Infatti le varieta di Banach sono localmente normabili, quindi localmente metrizzabili, dunque
localmente primo numerabili, i.e., primo numerabili.
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Osservazione C.8. Sia M una varieta modellata su uno spazio vettoriale normato E di dimensione
infinita. Allora M non ¢ compatta. Infatti, se M fosse compatta allora certamente M sarebbe
localmente compatta (cfr. definizione A.3). D’altra parte, per un noto teorema di Riesz si ha che,
in uno spazio vettoriale normato, indicata con By la palla unitaria chiusa di centro 'origine, se B
fosse compatta allora E avrebbe dimensione finita. Dunque nel nostro caso le palle chiuse di E (di
centro e raggio qualsiasi) non sono compatte. In particolare da questo segue subito che E non &
localmente compatto. Dunque (una varieta — localmente — ha le stesse proprieta topologiche dello
spazio su cui ¢ modellata) M non & localmente compatta, dunque, in particolare, M siffatta non
puo essere compatta.

Definizione C.9. Una sottovarieta di una varieta (M,.A) (in cui A denota un atlante massimale
su M, cfr. definizione C.6) modellata su uno spazio di Banach E & un sottoinsieme N C M tale che
per ogni y € N esiste una carta (U, ¢) € A con y € U e sottospazi complementari chiusi E; ed Es
di F per cui

e(UNN)=pU)N(E1 x {0}). (C.1.1)

Si noti che se {(U;, ¢;)} € un ricoprimento di N costituito da carte di M aventi la proprieta
(C.1.1), allora {(U; N N, ¢ilu;nn)} & un atlante per N.

Osservazione C.10. Sia M una varieta modellata su un fissato spazio di Banach E. Un sottoin-
sieme aperto V' di M ¢ una sottovarieta secondo la definizione C.9. In questo caso prenderemo
semplicemente Fy = {O}, e, per ogni € V, useremo una qualsiasi carta (U, ) di M per cui
zeU.

Definizione C.11. Diremo che un sottospazio vettoriale (chiuso) F' di uno spazio di Banach F &
complementabile se esiste un complementare chiuso, se esiste cioé un sottospazio chiuso G C F tale
che E=F®G.

Osservazione C.12. Chiaramente, un sottospazio chiuso di uno spazio di Hilbert, oppure un sot-
tospazio di uno spazio vettoriale di dimensione finita ¢ sempre complementabile.

Definizione C.13. Sia M una varieta di classe C'°° modellata su uno spazio di Banach E. Sia x
un punto di M. Consideriamo 'insieme delle terne (U, ¢, v) in cui (U, ¢) € una carta in « e v & un
elemento dello spazio vettoriale E. Diremo che due tali terne (U, ,v) e (V, ¢, w) sono equivalenti
se il differenziale di v o ¢~ in ¢(z) applica v in w:

d(y o Sp_l)gp(x)(v) =w.

Si tratta ovviamente di una relazione di equivalenza in virtu della regola della catena. Una classe
di equivalenza di tali terne ¢ detta un vettore tangente alla varieta M nel punto x. L’insieme dei
vettori tangenti e detto lo spazio tangente di M in x ed & denotato con T, M.

Ogni carta (U, ) in x induce una bigezione tra T, M ed E, in cui alla classe di equivalenza
(U, p,v) corrisponde il vettore v. Per mezzo di tale bigezione ¢ possibile trasportare a T, M la
struttura di spazio vettoriale topologico data dalla carta, ed & immediato verificare che questa
struttura e indipendente dalla carta scelta (la struttura di spazio di Banach indotta su 7,, M & unica
a meno di un isomorfismo lineare).

Osservazione C.14. In dimensione infinita si considera sempre sottovarieta il cui spazio tangente
sia chiuso. In particolare, se W & un sottospazio chiuso di dimensione infinita di un dato spazio di
Banach V, lo spazio tangente in ogni punto w di W ¢ W stesso.

Osservazione C.15. Sia (V,¢) una carta per M, allora ¢: V C M — E ¢ un diffeomorfismo con
I'immagine. Sia x € V fissato, allora lo spazio tangente a V' nel punto z, 1.V, coincide con lo spazio
tangente a M in x, T, M. Infatti, la mappa T,V — T, M indotta dall’inclusione ¢: V — M & un
isomorfismo di spazi di Banach. Piu in generale, se U C M & un aperto, allora, per ogni x € U,
T.U=T,M.

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA
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Ricordiamo che se X, Y sono spazi di Banach e le applicazioni lineari continue L € £(X,Y),
R € L(Y, X) soddisfano LR = Iy, L si dice inversa sinistra, mentre R si dice inversa destra. Questo
implica ovviamente che L & surgettiva ed R ¢ iniettiva. Inoltre, ponendo P := RL € L£(X, X) si ha
P?2 = RLRL = RIyL = RL = P, quindi P & un proiettore e X si decompone in somma diretta
come
X =kerP@®rkP =ker L ®rkR.

Concludiamo che il nucleo di un’inversa sinistra ¢ complementato, mentre 'immagine di un’inversa
destra ¢ un sottospazio chiuso e complementato. Viceversa, se il nucleo di un’applicazione surgettiva
L € L(X,Y) & complementato, il teorema della mappa aperta applicato alla restrizione di L al
complementare di ker L prova l’esistenza di un’inversa destra di L. Analogamente, se 'immagine
dell’applicazione iniettiva R € L(Y, X) & chiusa e complementata, il teorema della mappa aperta
mostra che R possiede un’inversa sinistra.

In conclusione: L € £(X,Y) ¢ un inversa sinistra se e solamente se ¢ surgettiva e il suo nucleo
¢ complementato, R € £(Y, X) & un’inversa destra se e solamente se ¢ iniettiva e la sua immagine
€ un sottospazio chiuso e complementato.

Definizione C.16. Sia U un sottoinsieme aperto di uno spazio di Banach F ed f una applicazione
continua da U a valori in uno spazio di Banach F. Diremo che f e differenziabile in un punto x € U
se esiste una applicazione lineare continua df,: E — F tale che

o M@0 = S () = da(w)] _

0.
u=0 il

Diremo che f & differenziabile se & differenziabile in ogni punto « di U. Se lamappa df: U — L(E, F)
(x — df,) & continua (C°), diremo che f & di classe C!. In generale, per induzione, diremo che f &
di classe C* se df ¢ di classe C¥~1. Infine, diremo che f & di classe C™ se ¢ di classe C* per ogni k.

C.1.1 Immersioni, sommersioni e trasversalita

Definizione C.17. Siano M e N due varieta di classe C* modellate su spazi di Banach. Un’ap-
plicazione f: M — N di classe C* sara detta una immersione se, per ogni  in M,

dfe: TeM — Ty N

ammette un’inversa sinistra (i.e., & un’inversa destra), ossia, equivalentemente, 'immagine dell’ap-
plicazione iniettiva df, € [,(T,;M Ty N ) e chiusa e complementata. Se inoltre f € un omeo-
morfismo con I'immagine (e quindi, in particolare, f & globalmente iniettiva) diremo che & un
embedding.

Definizione C.18. Siano M e N due varieta di classe C*° modellate su spazi di Banach. Un’ap-
plicazione f: M — N di classe C'*° sara detta una sommersione se, per ogni x in M,

dfmt TmM — Tf(m)N

ammette un’inversa destra (i.e., & un’inversa sinistra), ossia, equivalentemente, il nucleo dell’appli-
cazione surgettiva df, € L(T, M, T¢)N) ¢ complementato.

Proposizione C.19 (| ] Capitolo 2, paragrafo 2). Sia f una mappa di classe C* da una
varieta M in una varieta N. Allora f € una immersione se e solo se ¢ localmente un diffeomorfismo
su una sottovarietd di N; f e un embedding se e solo se € un diffeomorfismo su una sottovarieta
di N.

Osservazione C.20. Se f: M — N e un embedding aperto, i.e., f € un embedding e I'immagine
f(M) C N & un sottoinsieme aperto, allora, per ogni z in M, df,: T, M — Tf(2)N & un’applicazione
surgettiva, i.e.

df2(TeM) = Ty(a)N.
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Infatti, essendo f un embedding aperto si ha in particolare che f: M — N & una mappa aperta,
infatti, siccome f & un embedding, in particolare f: M — Z := f(M) & un omeomorfismo, dunque
U C M ¢ aperto sse f(U) C Z = f(M) & aperto; inoltre poiché f(M) C N ¢ aperto, da quanto si
¢ appena osservato segue che U C M ¢ aperto solo se f(U) C N ¢ aperto, donde f & una mappa
aperta.
Dunque, in particolare, ogni rappresentazione di f nelle carte locali di M ed N e chiaramente una
mappa aperta.

D’altra parte, siccome f & un embedding f ¢ un’immersione in ogni punto di M, quindi (cfr.
[ ]) per ogni fissato z in M esistono carte (U, p) e (V,¢) conz € U, f(U)CV, o: U —U’,
¥: V — U’ x V' tale che la rappresentazione di f nelle carte ¢ e ¢, f,y: U — U’ x V' & I'inclusione
u — (u,0). Ora u — (u,0) & una mappa aperta solo se U’ x {0} & aperto in U’ x V', se e solo se
V' ={0}.

Dunque, localmente nelle carte di M ed N, f & I'identita e quindi il suo differenziale in ogni
punto & banalmente surgettivo.

Proposizione C.21 (] ] Capitolo 2, paragrafo 2). Una immersione iniettiva che sia
una mappa aperta o chiusa sulla sua immagine € un embedding.

Definizione C.22. Siano M ed N varieta ed f: M — N una applicazione di classe C*°. Un
punto p € N & detto un valore regolare di f se per ogni ¢ € f~'(p), dfy € surgettivo ed il suo
nucleo ¢ complementato. Denoteremo con Ry l'insieme dei valori regolari di f: M — INV; si noti
che N\ f(M)C Ry C N. In particolare, p € Ry se e solo se f & una sommersione su f~!(p). Se
df, non & surgettivo, ¢ € M ¢ detto un punto critico e p = f(q) € N un valore critico di f.

Definizione C.23 (Trasversalita: categoria Vett-Top). Siano E ed F spazi di Banach, Fy C F
un sottospazio chiuso e A € L(E,F). Diremo che A & trasversa a Fy e scriveremo A M Fp, se
I'immagine inversa A~!(Fp) & complementata in E e A(E) + Fy = F.

Spesso € comodo tenere presenti le seguenti proprieta elementari: A e trasversa a Fy se e solo
se, indicata con m: F — F/Fy la proiezione, m o A € L(E, F/F,) & surgettivo ed il suo nucleo &
complementato; se m o A € L(E, F/Fy) & surgettivo e Fy ha codimensione finita, allora ker(m o A)
ha la stessa codimensione e A ¢ trasversa a Fy; se 1o A € L(E, F/F,) & surgettiva e se ker A e Fy
sono finito dimensionali, allora ker(7 o A) ha dimensione finita e A & trasversa a Fj (per convincersi
di questa proprieta si consideri la successione esatta 0 — ker A — ker(mo A) — FoNA(E) — 0).

Definizione C.24 (Trasversalita: categoria Difftop). Una mappa f: M — N di classe C°
¢ trasversa ad una sottovarieta W di N (ed in tal caso scriveremo f m W) se per ogni p € M tale
che f(p) € W risulta df, h Ty, W, (df, € C(TpM, Tf(p)N), TryW C Ty N), ossia, in virti
della definizione C.23 precedente, I'immagine inversa (df,) ™' (T, W) & complementata in T,M e
dfp(TyM) + Ty W = Ty N

Si osservi che se M & una varieta di Hilbert, oppure se M & di dimensione finita, in virtu
dell’osservazione C.12, la condizione sulla complementabilita ¢ automaticamente soddisfatta.

Proposizione C.25 (]| ] Capitolo 2, paragrafo 2). Siano M, N wvarieta di classe C™
modellate su spazi di Banach. Sia f: M — N una applicazione di classe C*° e W una sottovarieta
di N. La mappa f ¢ trasversa a W se e solo se per ogni x € M tale che f(x) appartiene a W, il
prodotto di composizione

Ty N
.M L1y N — O
Tr)W

e surgettivo ed il suo nucleo é complementato.

La seguente generalizzazione del teorema di Sard dovuta a Smale e la pietra angolare della
moderna teoria differenziale delle mappe di Fredholm.
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Teorema C.26 (Sard-Smale, [ D). Sia M una varietd di Banach a base numerabile, N una
varieta di Banach, ed f: M — N una mappa Fredholm di indice n di classe C1. Se ¢ > max{n,0}
allora i valori critici di f sono di prima categoria; inoltre, se f é una mappa propria allora l'insieme
dei valori regolart di f costituisce un aperto denso di N.

Teorema C.27. Sia f: M — N di classe C> e g € Ry. Allora linsieme di livello
fHa)={peM : f(p)=q}
¢ una sottovarieta chiusa di M il cui spazio tangente ¢ dato da T), (f_l(q)) = ker df,,.
Lemma C.28. Siano A e B spazi vettoriali e F: A — B un’applicazione lineare. Se
dimker F' < co

allora
dim A = dimrk F' + dimker F, (C.1.2)

in particolare dim A = oo se e solo se dimrk F' = co. Inoltre, se C' un sottospazio vettoriale di B,
allora
dim F~1(C) = dim(rk (F) N C)) + dim ker F. (C.1.3)

Dimostrazione. Per ottenere la (C.1.3) ¢ sufficiente applicare il teorema della dimensione (C.1.2)
alla restrizione di F' al sottospazio F~1(C): F|p-1(cy: F71(C) — C. Infatti (i)

I'kF|F—1(C) :rk(F)ﬂC
e (ii) ker F'|p-1(¢cy = ker F. O

Proposizione C.29. Siano M e N warieta di Banach ed f: M — N una mappa di classe C°.
Sia Z C N una sottovarieta. Se f th Z, allora f~Y(Z) ¢ una sottovarieta di M e

(‘v’p € f_l(Z)) Tp(f_l(z)) = (dfp)_l(Tf(p)Z)'

Se Z ha codimensione finita in N, allora codim (f~'(Z)) = codim (Z). Se Z ha dimensione finita
e f ¢ di Fredholm allora dim f~1(Z) = ind (f) + dim Z.

Dimostrazione. Sia (V,1)) una carta per N centrata in f(pg) € Z della forma
ViV =R oF, oV nZ)=y9V)n(E < {0}). (C.1.4)

In particolare, w(f(po)) = (0,0), inoltre, posto (V) = Vi x Vo C Fy & Fy, risulta ¢(V N Z) =
V1 x {0}. Denotiamo con my: Vi x Vo — V4 la proiezione canonica. Sia (U, ) una carta per M
centrata in pg tale che ¢: U — o(U) C Ee f(U) C V. Siape UnN f~1(Z), dunque

d(ﬂ'2 oo f|U)p =Ty o0 d1/)f(p) o dfp,
e per l'ipotesi di trasversalita di f rispetto a Z,
Fl + d('L/) e} f)p(TpM) = F1 D FQ.

Segue che d(mp 0t o fly)p: T,U = T,M — F, ¢ surgettivo. Il suo nucleo ¢ (df,) ™ (T () Z), essendo
kermy = Fy e

(ds) " (F1) = Ty 2,

dunque (df,) "' (T Z) & complementato in T,M. Equivalentemente, 0 & un valore regolare di
maowo fly: U — Fy e percio

(ra0to flu) 1 (0) = fH(ZNV)
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& una sottovarieta di U, e quindi di M, il cui spazio tangente in p € U & per il teorema C.27 uguale
a

ker(d(w2 oo f|U)p) = (dfp)il(Tf(p)Z)
Segue che f~1(Z N V) & una sottovarietd di M per ogni carta V della forma (C.1.4), ossia f~1(2)
¢ una sottovarieta di M. Se Z ha codimensione finita allora F5 ¢ finito dimensionale, e dunque
ancora per il teorema C.27,

codim (f~1(Z)) = codim (f~'(ZNV)) = dim(F>) = codim (Z).
Se f ¢ di Fredholm, il nucleo di df,, ha dimensione finita e quindi, per il lemma C.28,
dim f~(2) = dim T, (f~(2)) =
= dim(df,) " (T 2) “Z” dim (vk (dfp) N T Z) + dimker df,. (C.1.5)
Siccome f M Z, vk (dfy,) + Tty Z = Ty N dunque
dim Ty, N — dimrk (df,) = dim T,y Z — dim (rk (dfy,) N Ty Z). (C.1.6)
Segue che
dim coker (df,,) = dim T,y N — dimrk (df,) = codimrk (df,) “=*
=dim Ty Z — dim(rk (dfp,) N Ty Z) (C.1.7)
e quindi (f ¢ di Fredholm dunque dim coker (dfy,) < o0)
dim f~1(2) =" dim(vk (df,,) N Ty(p) Z) + dimker df, ="
= dim T,)Z — dim coker (df,) + dim ker df, = dim Z 4 ind (f).
O

C.2 Fibrati vettoriali

Si rimanda il lettore al testo di Lang | | per la dimostrazione dettagliata di alcuni risultati di
cui si ¢ fornito solo I’enunciato.

Definizione C.30. Sia M una varieta di classe C*° e m: X — M un’applicazione surgettiva di
classe C'° fra una varieta X di classe C* e la varieta M. Sia E uno spazio di Banach, {Us},en
un ricoprimento aperto di M, e, per ogni a € A, supponiamo che sia data una mappa

Xa ! Wﬁl(Ua) — U, X FE
in modo tale che le seguenti proprieta siano soddisfatte:

FV 1. Per ogni p € M l'insieme X, := 7~ Y(p), detto fibra di X sopra p, ¢ dotato di una struttura
di spazio vettoriale reale; indicheremo con O, il vettore nullo di X,.

FV 2. La mappa x,, € un diffeomorfismo di classe C* tale che m 0x, = 7 (dove abbiamo indicato
con my: Uy X E — U, la proiezione sulla prima coordinata)

7 Uy) —> Uy x E

wl O iwl
Uy =—=U,

In particolare, la restrizione di xo a ciascuna fibra é un isomorfismo lineare

Xap: Xp = {p} x E. (C.2.1)
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FV 3. Per ogni coppia (o, B) di indici tale che Uy, N Ug # @,
(VpeUy,nUpg) Xﬁpoxgl:EﬁE
e un isomorfismo toplineare.
FV 4. Per ogni coppia (o, 8) di indici tale che U, NUg # &, Uapplicazione
p€UaNUs— (xgoXa'), = Xop © Xap € GL(E)
e di classe C*°.

L’insieme {(Uq, Xa)}aca sard detto un ricoprimento banalizzante per m (o per X, con abuso di
linguaggio), inoltre, per ogni «, xo: © 1 (Uy) — U, x E sard detta una banalizzazione locale di
X. Due ricoprimenti banalizzanti per 7 sono detti equivalenti se la loro unione soddisfa ancora le
proprietd FV 3 e FV 4. Una classe di equivalenza di tali ricoprimenti banalizzanti determina una
struttura di fibrato vettoriale su M. Diremo che X ¢ lo spazio totale del fibrato, e che M ¢ il suo
spazio base. Infine, diremo equivalentemente che il fibrato vettoriale ha fibra E o che ¢ modellato
su F.

Osservazione C.31. Se p € U, allora la fibra vettoriale X, sopra p puo essere dotata di una struttura
di spazio di Banach, semplicemente trasportando la struttura di E attraverso x,, (cfr. eq. C.2.1).
D’altra parte, se p € Ug e 3 # «, allora la condizione espressa da F'V 3 assicura che le strutture su
Xp indotte dalla struttura di £ via x,, € Xz, sono equivalenti.

Uno spazio vettoriale metrico completo ¢ detto Banachabile se la sua topologia ¢ deducibile da
una norma. Per quanto si ¢ appena osservato, riassumendo, dalla proprieta FV 2 e dalla proprieta
FV 3 segue che, per ogni p in M, la fibra X, ha la struttura di spazio Banachabile.

Osservazione C.32. Per contro, la condizione FV 3 puo essere sostituita da una condizione simile

come segue:

FV 3'. Per ognip € M, la fibra 7= *(p) ¢ dotata della struttura di spazio Banachabile; inoltre, per
ogni o
VpeU,) Xap: Xp = F

e un isomorfismo toplineare.
Segue che, per ogni coppia (a, 8) di indici tale che Uy, NUg # @,
(VpeU,nUp) XngX;;ZE*)E

€ un isomorfismo toplineare.

Osservazione C.33. Si osservi che, nel caso finito dimensionale, la condizione FV 3 implica la
condizione FV 4.

Tornando alla definizione generale di fibrato vettoriale, per ogni coppia (a, 8) di indici tale che
UaNUp # @, le restrizioni dei corrispondenti diffeomorfismi x,, e x5 a 7~ (UsNUs) C X inducono
un diffeomorfismo Xg © x5! tale che il seguente diagramma sia commutativo:

(Ua NUs) x E Xo 2 Xe (UaNUs) x E
\ O /
U, ﬂUg

Un tale diffeomorfismo & necessariamente della forma x4 o X2t (p,e) = (p, 98a (p)e) in cui

9sa: UaNUs — GL(E). (C.2.2)
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Le applicazioni gg, sono dette le funzioni di transizione per il fibrato 7: X — M associate al
ricoprimento {U,}aea. In particolare, per ogni p € Uy NUgz, gas(p) © gﬁa(p) ¢ lidentita di E,
quindi g, 4 € g4, applicano ogni p in Uy NUp in omeomorfismi inversi della fibra; inoltre le funzioni
di transizione soddisfano la cosiddetta condizione di cociclo:

(VYpeU,NUzNU,) 905(P) © 93, (P) = Gory (D) (C.2.3)

Si osservi che per ogni «, 8 € A tale che U, NUg # @, per ogni p € U, NUp, gop(p) appartiene ad
un gruppo G, sottogruppo di GL(FE), precisamente

G = <{ga3(p) cpelUy,nUs, a,p € A}>,

in cui (S) denota il sottogruppo generato dall’insieme S. Il gruppo G < GL(E) & detto il gruppo
di struttura del dato fibrato vettoriale. Per esempio, se G ¢ ridotto alla sola identita I: £ — F,
allora m: X — M & necessariamente della forma 7: M x E — M, e il fibrato ¢ banale.

Inoltre, (cfr. FV 4) la continuita della mappa p — (x4 © Xa')p impone una specifica topologia
su G per la quale 'operazione di gruppo G x G — G, l'inversione G — G e l'azione G x F — E di
G su F siano continue.

Come per le varieta, possiamo recuperare la nozione di fibrato vettoriale a partire da un
ricoprimento banalizzante.

Proposizione C.34. Siano M una varieta di classe C*°, X un insieme e w: X — M un’appli-
cazione surgettiva. Supponiamo di avere un ricoprimento aperto {U,} di M, uno spazio di Banach
E e applicazioni bigettive xo: 71 (Uy) — Uy x E tali che

(a) M oxa=m, dovem: U X E — U ¢ la proiezione sulla prima coordinata;
(b) per ogni coppia (o, B) di indici tale che U, NUg # @ esiste un’applicazione di classe C™
JaB: U, N Ug — GL(E)

tale che la composizione xq © Xglz (UaNUp) x E — (UyNUg) X E sia della forma
Xa © X5 (p,€) = (P, gap(p)e). (C.2.4)

Allora linsieme X ammette un’unica struttura di fibrato vettoriale su M per cui le o Siano
banalizzazioni locali.

Esempio C.35. Se M ¢ una varieta di classe C*° modellata su uno spazio di Banach E, denotiamo
con T'M T'unione disgiunta degli spazi tangenti T, M al variare di  in M. Abbiamo una proiezione
naturale 7: TM — M che applica T, M su x. Allora 7 ha una naturale struttura di fibrato vettoriale
definita in questo modo. Se (U, ) & una carta di M allora dalla definizione dei vettori tangenti come
classi di equivalenza di terne (U, ¢, v) si ottiene subito una bigezione 7;: 7= (U) =TU — U x E
che commuta con la proiezione su U, cioe tale che il diagramma

¢ commutativo. Inoltre, se (Uy, ¢a) € (Ug, ) sono due carte, denotata con ¢, la mappa pgop;!
(definita su ¢, (Uy NUg)), otteniamo la seguente mappa di transizione

Tha = T3 07_071: 0a(Usy N U/B) x F — QD/B(UQ N Ug) X B,
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definita per ogni z € U, N Up e v € E dalla formula

TBa ($7 U) = (@Ba('r% d@ﬂa(x)[v])'

Poiché per ogni z, dgoﬁa(x) ¢ un isomorfismo, dalla proposizione C.34 segue che T'M & un fibrato
vettoriale.

Osservazione C.36. Date due varieta M ed N modellate su uno spazio di Banach di dimensione
infinita F, il prodotto M x N & una varieta di Banach modellata su E x E. In particolare, dalla
definizione C.13 segue che il fibrato tangente T(M x N) ¢ naturalmente isomorfo al prodotto
TM xTN.

Definizione C.37. Sia M ¢ una varieta di classe C*° modellata su uno spazio di Banach. Diremo
che M e parallelizzabile se il suo fibrato tangente T'M ¢ banale.

Definizione C.38. Sia 7: X — M un fibrato vettoriale su una varieta M. Una sezione di X &
una applicazione di classe C*° s: M — X tale che m o s = idy, cioé tale che s(p) € X, per ogni
p € M. Lo spazio vettoriale delle sezioni di X verra indicato con £(M). La sezione (x € E(M) che
ad ogni punto p € M associa il vettore nullo O, € X, & detta sezione nulla di X.

Definizione C.39. Siano 7: X — M e 7'+ X' — M’ due fibrati vettoriali. Un morfismo di fibrati
vettoriali m — 7' ¢ il dato di una coppia di morfismi

fo: M — M’ fi X=X
che soddisfano le seguenti condizioni:
FV Mor 1. Il sequente diagramma € commutativo
X s x
'
M 7 !
e la mappa indotta per ogni p € M
o Xp = X
e una mappa lineare continua.
FV Mor 2. Per ogni pg € M esistono banalizzazioni locali

T W (U)—-UxE

77 U) - U X E
in po e f(po) rispettivamente, tali che fo(U) é contenuto in U’, e tale che la mappa
da U in L(E,E') data da

P Th oSy

e un morfismo.

Denoteremo spesso un morfismo di fibrati con f e scriveremo quindi f: m — «’. Si osservi che
la proprieta FV Mor 2 ¢ ridondante nel caso finito dimensionale.
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C.2.1 Fibrato pull-back

Sia m: X — N un fibrato vettoriale, ed f: M — N una applicazione di classe C*°. Allora f induce
una struttura di fibrato vettoriale su M.

7> X
o
Y

M——N

Si definisca a questo scopo Pinsieme f*(X) = {(p,z) € M x X : f(p) = 7(z) € N}, unitamente
alle proiezioni naturali f*(7), 7*(f) definite da

ffm): ff(X)—=X con [f*(w)](p,x):m

™ (f): (X)) =M con [ ()] (p,x) = p.
Proposizione C.40. Se 7: X — N ¢ un fibrato vettoriale e f: M — N e una applicazione di
classe C* allora 7 (f): f*(X) — M ¢ un fibrato vettoriale, detto il fibrato pull-back di X, e la

coppia (f*(m), f) & un morfismo di fibrati. Lo spazio totale del fibrato pull-back si denota anche con
M %y X ed é detto il prodotto fibrato di M e X.

(%) =

X
7*(f) O lﬂ
M——N

In particolare (f* (X))p
di transizione {g, 4}, allora f*(X) & definito da {f~'(U,)} e dalle funzioni di transizione {gas o f}.

= X (p)i inoltre, se X & definito dal ricoprimento {Ua} e dalle funzioni

C.2.2 Fibrati Hilbertiani

Se E & uno spazio di Hilbert, il sottogruppo degli automorfismi isometrici di E ¢ detto il gruppo
degli automorfismi di Hilbert. Chiaramente (cfr. lemma G.27) A & di Hilbert se e solo se A*A = 1.
Sia m: X — M un fibrato vettoriale su M (cfr. definizione C.30) e {(Ua, Xa)} un ricoprimento
banalizzante, in cui, per ogni «,
Xa: ®™ Y Uy) = Uy x B,

E ¢ uno spazio di Hilbert, e, per ogni coppia («a, 8) di indici tale che U, NUp # @,
(Vp e UyNUg) Xﬁpoxtzl: EF—F (C.2.5)

¢ un automorfismo di Hilbert.

Un ricoprimento banalizzante siffatto sara detto una banalizzazione di Hilbert. Due banaliz-
zazioni di Hilbert saranno dette Hilbert-compatibili se la loro unione ¢ nuovamente una banaliz-
zazione di Hilbert. Una classe di equivalenza di tali banalizzazioni compatibili costituisce cio che
chiameremo un fibrato di Hilbert su M.

Data una banalizzazione di Hilbert {(U,, xo)} di un fibrato vettoriale 7: X — M, su ciascuna
fibra X, di X possiamo definire senza ambiguitd una struttura di spazio di Hilbert. Infatti, per
ogni p in M, scelto un aperto U, tale che p € U,, possiamo trasportare a X,, il prodotto scalare in
E per mezzo di x,,: X, — E: sinoti che, essendo (C.2.5) un automorfismo di Hilbert, se p € Ug,
B # a, allora le strutture Hilbertiane su X, indotte dalla struttura di £ via x,, € X, coincidono.
Segue che, in un fibrato di Hilbert, possiamo assumere che le fibre siano spazi di Hilbert, non solo
spazi Hilbertabili.
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Chiaramente, & possibile che su uno stesso fibrato vettoriale 7: X — M si possano considerare
due distinte (i.e., non isomorfe) strutture di fibrato di Hilbert su M, basti pensare al caso in cui la
base del fibrato sia costituita da un singolo punto.

Ogni fibrato di Hilbert che determina un assegnato fibrato vettoriale m: X — M sara detto una
riduzione di 7 al gruppo di Hilbert. Riduzione perché, se dotiamo un assegnato fibrato vettoriale
della struttura ulteriore di fibrato di Hilbert dobbiamo ridurre l'originario gruppo di struttura del
fibrato alle sole funzioni di transizione per cui x g, © X;; ¢ un automorfismo di Hilbert.

C.3 Partizioni dell’unita

Definizione C.41. Una partizione dell’'unita su uno spazio paracompatto S e il dato di un
ricoprimento aperto {U,} di S e di una famiglia {p,} di funzioni reali p,: S — R tali che

PU 1. per ogni s € S risulta p,(s) > 0 per ogni indice
PU 2. per ogni «, il supporto di p, € contenuto in U,;
PU 3. {U,} & un ricoprimento localmente finito di S;
PU 4. perogni s €S, > pa(s) =1.

Le proprieta PU 2 e PU 3 della definizione C.41 implicano che nell’intorno di ciascun punto
di S solo un numero finito di elementi della partizione dell’unita sono diversi da zero; quindi la
somma nella proprieta PU 4 ¢ ben definita, in quanto in ciascun punto di S solo un numero finito
di addendi sono non nulli.

Diremo che una varieta M ammette partizioni dell’unita se, dato un ricoprimento aperto local-
mente finito {U,} di M, esiste una partizione dell’'unita {p,} tale che, per ogni «, il supporto di
Pa € contenuto in U,. In quest’ultimo caso diremo brevemente che la partizione dell’unita {p,} &
subordinata al ricoprimento aperto {U,} di M.

Ogni spazio paracompatto e quindi, in particolare, ogni spazio metrico (cfr. | I, [ D
ammette partizioni dell’unita topologiche (cfr. | ]). D’altra parte, esistenza su uno spazio
di Banach di dimensione infinita di una partizione dell’'unita di classe C'*° ¢ legata alla Fréchet-
differenziabilita della norma (esistono spazi di Banach per i quali la norma non ¢ differenziabile
secondo Fréchet in alcun punto, per esempio (£1,] - ||1)) Per esempi, teoremi e controesempi si
rimanda il lettore a [ ].

Teorema C.42. Ogni varieta paracompatta di classe C*° modellata su uno spazio di Hilbert
ammette partizioni dell’unita di classe C'°.

Dimostrazione. La dimostrazione segue da [ | Capitolo II, paragrafo 3. O

Definizione C.43. Uno spazio di Banach e detto di classe C'*° se esso ammette partizioni dell’unita
di classe C°.

Corollario C.44. Se E ¢ uno spazio di Banach che ammette una norma equivalente di classe C*°
su E\{O} allora E ¢ di classe C™. Inoltre, ogni varietd paracompatta di classe C*° modellata su
uno spazio di Banach di classe C°° ammette partizioni dell’unita di classe C°.

C.4 Varieta Riemanniane
Il modello degli oggetti matematici ricorrenti in geometria Riemanniana (varieta, fibrati vettoriali)
& uno spazio vettoriale Hilbertabile, ossia uno spazio vettoriale topologico completo la cui topologia

sia deducibile dalla norma associata ad una forma bilineare, simmetrica e definita positiva.
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In particolare, uno spazio vettoriale Hilbertabile F & autoduale, identificabile cioe con il suo
spazio duale. Precisamente, fissata una forma bilineare simmetrica, non singolare, continua (-, --)
di £ x Ein R,

(v,w) € E X E— (v,w) € R,

la corrispondente mappa di E nel duale topologico E* & L(E) = L(E,R)
veE— () e LE)

¢ un isomorfismo toplineare. Questo € essenzialmente il motivo per cui si predilige la maggiore
ricchezza di struttura propria degli spazi Hilbertabili. Se E & uno spazio di Hilbert, in particolare,
FE & isometrico al suo duale topologico.

Sia (E, (-,--)) uno spazio di Hilbert e denotiamo con L2 (F) lo spazio vettoriale delle forme
bilineari A\: E x ' — R continue e simmetriche. Se z in E ¢ fissato, allora la forma lineare
continua A;(y) := A(z,y) & rappresentata da un elemento A, di F, essendo A € End(FE). Eviden-
temente, la simmetria della forma comporta la simmetria dell’operatore associato, per cui risulta
Mz,y) = (Az,y) = (x, Ay) per ogni z,y € E. Viceversa, dato un operatore simmetrico A in
End(E), & definita in modo unico una forma bilineare in £2 (F) attraverso questa formula. Si
stabilisce cosi una corrispondenza tra £% (F) e l'insieme degli endomorfismi toplineari simmetrici
di E. In particolare, £2 (E) & esso stesso uno spazio di Banach, la norma essendo I'usuale norma
operatoriale.

Definizione C.45. 1l sottoinsieme di £2 (FE) costituito dalle forme corrispondenti ad operatori

coercivi (per definizione, un operatore e coercivo se esiste € > 0 tale che A > eI) sara detto il
Riemanniano di E ed indicato con Ri(E).

Le forme coercive sono gli elementi che appartengono specificatamente al sottoinsieme Ri(F) di
L2 (E). Osserviamo che se A & 'operatore associato ad una forma coerciva allora A & invertibile,
infatti 0 ¢ Spec(A) dunque ¢ — 1/t & una funzione continua ed invertibile nello spettro.
Riguardiamo £2  come un funtore che agisce sulla categoria dei fibrati vettoriali le cui fibre
sono autoduali: sia m: E — X un tale fibrato e £ (7) — X il corrispondente fibrato la cui fibra
sopra il generico punto = di X sia L2 _(FE,). Una forma bilineare simmetrica su 7 &, per definizione,

sim
. . 2
una sezione di L3 (7).

Definizione C.46. Se 7 ¢ un fibrato di Hilbert e per ogni x in X I'immagine di una fissata sezione
di £ (7) — X appartiene allo spazio Riemanniano Ri(E,,) allora la sezione sara detta una metrica

Riemanniana.

Denoteremo una generica metrica Riemanniana con g, e quindi, per ogni x € X, indicheremo
con g(x) (o gy) la corrispondente forma bilineare simmetrica coerciva. Se v,w sono due vettori
in E,, scriveremo anche (v, w), se la metrica g & fissata e dunque la notazione non dara luogo ad
ambiguita.

Definizione C.47. Una coppia (X, g) costituita da una varietd X modellata su uno spazio di
Hilbert e da una metrica Riemanniana g € detta una varieta Riemanniana.

Si osservi che, mentre l'insieme delle forme bilineari simmetriche su 7, £% (7) ¢ uno spazio

vettoriale, I'insieme delle metriche Riemanniane Ri(7) & solo un cono convesso, i.e., se a,b € RT e
g1, 92 € Ri(m) allora agy + bgs € Ri(n).

Osservazione C.48. Pilu in generale, supponiamo che F sia uno spazio di Banach isomorfo al suo
spazio duale. In questa generalita, 'insieme delle forme bilineari simmetriche non singolari costi-
tuisce un aperto di £% (F): denoteremo questo sottoinsieme con Met(E) e ci riferiremo ad esso
come all’insieme delle metriche pseudo-Riemanniane. Una metrica pseudo-Riemanniana su 7 ¢ una
forma bilineare simmetrica su 7 tale che 'immagine di ogni punto z in X & un elemento di Met(E,.).

Denoteremo l'insieme delle metriche pseudo-Riemanniane su 7 con Met (7).

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA
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Sia 7 una banalizzazione locale di 7 su un aperto U di X:

Allora possiamo trasportare al prodotto U x E la restrizione all’insieme 7~!(U) di una assegnata
metrica pseudo-Riemanniana g su X. Nella rappresentazione in una carta locale, cio significa che
per ogni & € U possiamo identificare g(x) con un operatore simmetrico invertibile 4, € End(E) che
rappresenta la metrica data. Nel caso in cui 'assegnata metrica pseudo-Riemanniana sia coerciva,
loperatore A, ¢ definito positivo.

Esempio C.49. Sia S uno spazio topologico compatto, M una varietd Riemanniana di classe C*°,
ed X := C(S, M) lo spazio delle applicazioni continue da S a M, con la topologia indotta dalla
metrica definita da

px(a,y) = EEE{pM (x(5),y(5)) }-

Allora X & una varieta di classe C*° modellata su uno spazio di Banach reale. Precisamente, se
x € X, allora T, X & lo spazio delle applicazioni continue u: S — T'M tali che

mou(t) = x(t),
le operazioni essendo definite punto per punto, inoltre

ull, = sup{Ju(s)].)}-

Rendiamo adesso un poco piu rigorosa ’affermazione secondo cui X & una varieta di Banach di
classe C. Sia ¢ € R* sufficientemente piccolo, in modo tale che ogni punto in M la cui distanza
da x(s) sia minore di ¢ sia connettibile a 2(s) tramite un unico arco di geodetica minimizzante.
Allora la mappa v definita da

($(u) () = expyq) (uls))

¢ un omeomorfismo dalla e-palla aperta di T, X con un intorno di z. La totalita di questi intorni
coordinati fornisce una struttura di classe C* per X.

Esempio C.50. Lorch e Laugwitz | ] utilizzarono le metriche Riemanniane negli spazi di
Hilbert per studiare alcune proprieta dei corpi convessi. Essi procedettero come segue. Sia H uno
spazio di Hilbert e G una funzione di classe C* su H \ {0} tale che G(z) > 0 e G(tz) = t*G(x) per
t > 0. Allora la forma g, definita da g, (u,v) := d°G,(u,v) & bilineare e simmetrica. Supponiamo
che esistano costanti positive L, M tali che per ogni x,y

Lyl < g2(y,y) < M |y|>.

Allora l'insieme
K= {x 1 2G(x) < 1}

¢ un insieme convesso e g ¢ detta la metrica Riemanniana associata a IC. Se K & la palla unitaria
chiusa, allora g € la metrica Riemanniana usuale.
Possiamo scrivere anche
gw(ua 'U) = <Azua U>,

in cui 4, & un operatore autoaggiunto e (-, -) denota il prodotto scalare su H. La mappa x — A,x
€ un omeomorfismo 2-periodico di H. L’immagine di K mediante questa mappa e detta il suo corpo
convesso coniugato. Per i dettagli ed ulteriori osservazioni si faccia riferimento a | ]
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Ricordando il teorema C.42 sull’esistenza di partizioni dell’unita, consideriamo la seguente
proposizione:

Proposizione C.51. Sia M una varieta che ammetta partizioni dell’unita, e w: X — M un fibrato
vettoriale le cui fibre siano spazi vettoriali Hilbertabili. Allora m ammette una metrica Riemanniana.

Dimostrazione. Senza ledere la generalita, supponiamo che M sia connessa, in modo tale che ogni
fibra X, di X possa essere assunta toplinear-isomorfa ad un fissato spazio di Hilbert E. Sia {U;, ¢;}
una partizione dell’unita tale che 7 ristretto a U; sia banale, esista cioe per ogni ¢ una banalizzazione
locale 7;: 7r*1(U,;) — U; x E. Si consideri adesso una metrica Riemanniana su U; X E e si determini
per trasporto della struttura una metrica Riemanniana g; su 7= 1(U;). Posta g := > ¢; g;, una
verifica standard mostra che g € una metrica Riemanniana su X. O

In particolare, se applichiamo il risultato espresso dalla proposizione C.51 al fibrato tangente
TM si ottiene una metrica Riemanniana ¢ su di esso. In questo caso diremo anche che g & una
metrica Riemanniana su M.

Definizione C.52. Sia (M,g) una varietad Riemanniana. Definiamo la lunghezza Ly(o) di una
curva di classe C! o: [a,b] — M mediante

b b
Ly(o) 2 / Goty (1), (1)) /? dt = / lo(t)], dt. (C.41)

Chiaramente possiamo estendere la nozione di lunghezza a tutte le curve C! a tratti, prendendo la
somma delle lunghezze dei tratti lungo cui la curva ¢ di classe C*.
La metrica intrinseca p,; su M associata a g ¢ definita da

oy (z,y) = inf{Ly(0) : o(a) =z,0(b) =y}. (C4.2)

Diremo che g ¢ una metrica Riemanniana completa se M € uno spazio metrico completo rispetto
alla metrica p. Dal corollario 1.5 pag. 2 sappiamo che ogni varieta a base numerabile modellata su
uno spazio di Hilbert separabile ammette una metrica Riemanniana completa.

Osservazione C.53. Se M & una varietd Riemanniana (connessa) completa di dimensione finita,
allora, per il teorema di Hopf-Rinow ogni coppia di punti di M puo essere collegata da una geode-
tica minimizzante. Per le varieta di dimensione infinita questo teorema non ¢ pill vero, come &
evidenziato dai seguenti controesempi.

Controesempio C.54. Sia H uno spazio di Hilbert reale separabile di dimensione infinita. Indicata
con (e,)n>0 una sua base ortonormale, sia T: H — H l'operatore definito da

T(anen) = Zana:nen,

in cui ag =1 e, per ogni n > 1, a, = 1+ 1/2". Si noti che T & un operatore lineare iniettivo e che
|z < ||TxH < 2|z|, dunque T & un diffeomorfismo di H su H. Indicata con S la sfera unitaria di
H, X :=T(S) ¢ una sottovarieta chiusa di H. Dotiamo X della metrica indotta da H.

Sia o una curva in S da eg a —eg. Allora T'o ¢ una curva in X da ey a —eg, inoltre

L(TU) > L(o).

Quindi la lunghezza di una qualsiasi curva in X che collega ey a —ey & maggiore o al piu eguale di
7, ossia la minima lunghezza delle curve in S che collegano i punti eg e —eg.

D’altra parte, se indichiamo con o,, ’arco di cerchio massimo che collega i punti ey e —eg nel
semispazio positivo generato da eg ed e,, allora, nella notazione introdotta in (C.4.2)

L(To,) < (1+1/2")w T px (€0, —€p).

Si conclude che non esiste alcuna curva minimizzante che collega in X i punti ey e —ep.
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Controesempio C.55 (Atkin [Atk 75]). Esiste una varietd Riemanniana M di classe C*°, con-
nessa, completa, di dimensione infinita e punti x, y in M per cui non esista alcuna geodetica da x

ay.
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Appendice D

Intorni tubolari

Questa appendice copre la parte di teoria relativa agli intorni tubolari. Si tratta di una nozione
ricorrente in varie parti della tesi, essendo la dimostrazione stessa del Teorema di Embedding Aperto
innanzitutto un processo di approssimazione, riduzione al caso finito dimensionale, e quindi un pro-
cesso di miglioramento di una certa filtrazione di Fredholm costituita da varieta finito dimensionali
approssimanti, miglioramento ottenuto sfruttando pesantemente la nozione di intorno tubolare.
Prima di introdurre questa importante nozione, introdurremo due nozioni ad essa strettamente
legate: la prima, la nozione di fibrato normale, che permette di definire gli intorni tubolari stessi, la
seconda, la nozione di fibrato comprimibile, anch’essa assai legata alla nozione di intorno tubolare.

D.1 Fibrato normale

Definizione D.1. Sia N una sottovarieta di una varieta M. Indicata con ¢: N — M linclusione
di N in M, per ogni p in N lo spazio tangente a IV in p puo essere riguardato come un sottospazio
di T, M via linclusione lineare di,: T,N — T,M, in cui si & posto p = «(p). Il fibrato normale
di N in M ¢ il fibrato vettoriale N'(IN) su N ottenuto considerando 1'unione disgiunta degli spazi
vettoriali quozienti T, M /T, N, insieme con la proiezione naturale 7: N'(N) = (T'M|y)/TN — N.
Si osservi esplicitamente che la fibra T}, M /T, N sopra ciascun punto p della base consiste dell’insieme
delle classi di equivalenza di elementi di 7, M modulo la relazione che identifica due vettori la
cui differenza appartiene a T,N: X; ~ X5 sse X; = Xy + V per qualche V' € T,N. Il modo
usuale di lavorare con una tale struttura consiste nello scegliere un rappresentate in ciascuna classe,
considerare il fibrato normale N'(N) come un sottofibrato di TM |y, e determinare cosi un fibrato
complementare a T'N nella restrizione di TM a N:

TM|y = TN &N (N). (D.1.1)

In generale, non c’¢ alcuna scelta canonica in cui identificare preferenzialmente N(N) come un
sottofibrato di T'M |y . D’altra parte, quando su N ¢ assegnata una metrica Riemanniana, in questo
caso c’e¢ una definizione naturale del fibrato complementare come il fibrato le cui singole fibre
sopra i punti p di N siano il complemento ortogonale di T, N in T, M. Sia dunque M una varieta
Riemanniana, ed N una sottovarieta, con la struttura Riemanniana indotta. Fissato un punto p di
N, abbiamo una decomposizione ortogonale dello spazio tangente ad M in p data da

LM =T,N ééNp(N),

in cui si ¢ indicato con N,(N) il complemento ortogonale di T,N in T,M, (T,N)*. Denotiamo
con Tpn: TM — TN e TA(NY TM — N(N) le proiezioni ortogonali sui fibrati rispettivi. Nella
decomposizione

1
TM|y = TN &N (N),
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una sezione di TM su N ¢ della forma (¢,v), in cui ¢ € T(N) & una sezione di T'N, i.e. un campo
di vettori su N, e v & un campo normale, cio¢ una sezione del fibrato normale N (V).

D.2 Fibrati comprimibili

Introduciamo I'importante nozione di fibrato comprimibile. Come vedremo fra poco, essa risultera
utile quando indagheremo le proprieta degli intorni tubolari.

Definizione D.2. Un fibrato vettoriale 7: X — M (cfr. definizione C.30) & detto comprimibile
se, dato comunque un intorno aperto V della sezione nulla, {(M) C V C X, esiste un aperto
¢(M) CcV; CV,ed un diffeomorfismo di classe C* di X su Vi, ¢: X — Vi, tale che il seguente
diagramma sia commutativo:

Nel caso particolarissimo in cui la varieta M base del fibrato sia ridotta ad un singolo punto,
e quindi lo spazio totale X sia uno spazio di Banach E, la definizione D.2 asserisce che E ¢ C°°-
diffeomorfo ad intorni arbitrariamente piccoli dell’origine O € E, fatto sempre vero per gli spazi di
Hilbert, ma problematico per gli spazi di Banach.

Definizione D.3. Sia M una varietd, e o: M — R™ una funzione continua. Sia 7: X — M un
fibrato di Hilbert su M. Denoteremo con X (o) il sottoinsieme di X costituito dai vettori v tali che,
se v appartiene a X,,, allora

[ol, < a(p).

In particolare, X (o) € un intorno aperto della sezione nulla.

Proposizione D.4. Sia M una varieta e m: X — M un fibrato di Hilbert. Se o: M — RT ¢ una
funzione continua, allora la mappa

o(rw)w
1/2
(1+ fwl?)
é un diffeomorfismo di classe C* di X su X (o).

Dimostrazione. Ovvia, la mappa inversa essendo

v

([o(mv))? = [v[?)

UV H—

O

Corollario D.5. Siano M wuna varieta che ammetta partizioni dell’unita e m: X — M un fibrato
di Hilbert su M. Allora X é comprimibile.

Dimostrazione. Sia Z un intorno aperto della sezione nulla. Per ogni p € M, esiste un intorno aperto
Vp di p ed un numero reale strettamente positivo a, tale che i vettori in W’l(Vp) aventi lunghezza
minore di a, appartengono a Z. Sia {(U;, ¢;)} una partizione dell’unitd su M subordinata a {V}},:
cio significa in particolare che per ogni ¢ esiste p = p(i) tale che U; C Vp(iy- Infine, sia o la funzione

definita ponendo
o(p) = Y ayi @i

Allora X (o) € contenuto in Z, e 'asserto segue dalla proposizione D.4. O
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D.3 Nozione di intorno tubolare

Definizione D.6 (Intorno tubolare). Sia N una sottovarietd di una varietd M. Un intorno
tubolare di N in M ¢ il dato di:

IT 1. Un fibrato vettoriale m: X — N su N.

IT 2. Indicata con (: N — X la sezione nulla, un intorno aperto V di ((N) in X

((N)CVCX.

IT 3. Un insieme aperto U in M contenente N, N C U C M, ed un diffeomorfismo f: V — U
per cui fol=1: N —=U:

La mappa f & detta la mappa tubolare, e V (o la sua immagine tramite f) il corrispondente tubo in
X (o in M, rispettivamente). Diremo che I'intorno tubolare ¢ totale se V = X, i.e., I'intero spazio
totale del fibrato.

Riassumendo, un intorno tubolare di N in M & una coppia (7, f) in cui 7: X — N & un fibrato
vettoriale ed f & un diffeomorfismo da un intorno V' della sezione nulla di X su un intorno U = f(V)
di N in M. Chiaramente, in particolare, possiamo definire la nozione di intorno tubolare quando il
diffeomorfismo f € un embedding.

Definizione D.7. Diremo che un intorno tubolare & Hilbertiano se il fibrato di cui al punto IT 1
della definizione D.6 precedente ¢ un fibrato vettoriale Hilbertiano (cfr. sottosezione C.2.2).

D.4 Esistenza degli intorni tubolari

La costruzione di intorni tubolari per sottovarieta di R™ e molto semplice: si considera il fibra-
to normale relativo alla metrica canonica euclidea e lo si realizza parzialmente con l'aiuto delle
geodetiche euclidee: i segmenti. Per sottovarieta di una varieta astratta di dimensione finita si puo
procedere in modo analogo, fissando una metrica Riemanniana sul tangente e usando le geodetiche
associate in luogo dei segmenti.

Piti in generale, il teorema di esistenza dell’intorno tubolare per varieta astratte di dimensione
infinita asserisce che, fissata una varieta, ogni sottovarieta ha un intorno diffeomorfo al suo fibrato
normale (nel caso Riemanniano) o ad un intorno della sezione nulla di tale fibrato, nel caso Banach.
In quest’ultimo ambito piu generale, quando cioe non si disponga di una metrica e dunque di una
buona nozione di fibrato normale, una comoda alternativa per dimostrare l’esistenza degli intorni
tubolari ¢ fornita dalla nozione di spray'. Precisamente, come accenneremo nella dimostrazione
del teorema D.9, dato uno spray su una varieta di Banach M si puo costruire un intorno tubolare
di una sottovarieta chiusa N di M facendo uso della mappa esponenziale determinata dallo spray
(cfr. sezione F.4). In particolare, quando lo spray ¢ Riemanniano e M ammette partizioni dell’unita
allora si pud sempre costruire un intorno tubolare totale (cfr. osservazione D.10). Il teorema di
esistenza dell’intorno tubolare nel caso Riemanniano ¢ il seguente:

Teorema D.8. Sia N una sottovarieta chiusa di una varieta Riemanniana M. Allora esiste un
intorno tubolare di N in M.

1Riportiamo nell’appendice F i risultati fondamentali a riguardo, rimandando per un’esposizione pili dettagliata

a| ].
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Dimostrazione. Supponiamo per semplicita che M sia completa. Per ogni p in N, T,N € un
sottospazio vettoriale chiuso dello spazio di Hilbert T}, /. Denotiamo il suo complemento ortogonale
con (T,N)*. Consideriamo la mappa esponenziale exp: TM — M e denotiamo con exp |y la sua
restrizione al fibrato normale a N, N (N). Identifichiamo N con la sezione nulla in N(N) ed
osserviamo che, per ogni p € N,

T,(N(N)) = T,N x (T,N)* = T,M

d(exp ), : T,(N(N)) — T,M

¢ un isomorfismo lineare. Esiste dunque un intorno W), di p in N'(N) tale che la restrizione della
mappa esponenziale a W, e un diffeomorfismo su un intorno di p in M. La collezione {exp(Wp)}p
ottenuta al variare di p in N € un ricoprimento di N costituito da insiemi aperti di M. Inoltre,
per ogni p in N, possiamo assumere che N N exp(W,,) sia connesso. In particolare (exp |w,) |~
¢ lidentita. Sia {U4;} un raffinamento localmente finito di {exp(W,)}pen ed indichiamo con f; il
diffeomorfismo inverso di exp su U; (diffeomorfismi inversi siffatti devono esistere, infatti, per ogni
i, U; € contenuto in qualche W,; inoltre, per ogni %, possiamo assumere che U; N N # &). Sia ora
{V;} un ricoprimento localmente finito di N tale che per ogni i, V; C U;. Se p € N, allora esiste
un intorno G, di p in M che interseca solamente un numero finito dei Vi, siano essi V1,...,V,.
Inoltre, se G, € abbastanza piccolo, a meno di permutare gli indici possiamo assumere che G), sia
contenuto in V3, e che G, NV ; # @ solose p € V ;.

Si osservi che, essendo per ogni ¢ f; un inverso di exp, a meno di restringere ulteriormente G,
fi,..., fn devono coincidere su G, (infatti, se cosi non fosse, allora dovrebbe esistere una successione
di punti y,, = exp(vy,,) = exp(va;,) con vy, # Uy, € Yy, convergente a p, da cui seguirebbe che
(V1), (Vay,) dovrebbero convergere a O, contraddicendo il fatto che exp |w, ¢ un diffeomorfismo).
Poniamo per y € G,, fp(y) :== fi(y), G := UG, e f = U fp- Allora f ¢ una inversa per exp
sull'insieme aperto f(G) C N(N).

O

Come promesso, consideriamo la seguente generalizzazione del teorema precedente al caso delle
varieta di Banach:

Teorema D.9. Siano M una varieta di Banach di classe CP (3 < p < 00) che ammetta partizioni
dell’unita ed N C M wuna sottovarieta chiusa. Allora esiste un intorno tubolare di N in M di classe
cr—2,

Traccia della dimostrazione. Consideriamo la successione esatta di fibrati:
0—>TN —TM|y — N(N) — 0,

la quale, (cfr. eq. D.1.1) modulo I'identificazione del fibrato normale N (N) con un sottofibrato di
TM]|n pud essere scritta come

0—=TN —TN®N(N)— N(N)—0.

Indicato con S uno spray su TM (la cui esistenza globale su tutto TM & garantita dall’ipotesi
di esistenza di partizioni dell’unitd su M, cfr. teorema F.8), consideriamo la mappa esponenziale
associata ad S, sia essa exp: & — M, e dunque, nelle notazioni della dimostrazione del teorema D.8,
consideriamo la restrizione

exp|n: ENN(N) — M. (D.4.1)

In modo analogo alla dimostrazione del teorema D.8, lavorando in carte locali si dimostra che
(D.4.1) & un diffeomorfismo locale. Dunque esiste un fibrato vettoriale X — N, un intorno aperto
V' della sezione nulla ((N) in X, ed una mappa f: V — M tale che, per ogni ¢ di ((N), f & un
isomorfismo locale in g. Similmente a quanto argomentato per dimostrare il teorema D.8, seguendo
la costruzione indicata da Godement (] ], pag. 150) & possibile determinare un sottoinsieme
G C V in modo tale che la restrizione di f a G sia un diffeomorfismo. O
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Osservazione D.10. Se un fibrato vettoriale 7: X — M & comprimibile (cfr. definizione D.2) e se si
dispone di un intorno tubolare definito su V' (V & il tubo dell’intorno tubolare, cfr. definizione D.6),
allora chiaramente si puo ottenere un intorno tubolare totale definito su X:

v f X foop
D>
N ——=U N ——=U

In particolare, in virtu del corollario D.5, gli intorni tubolari Hilbertiani (cfr. definizione D.7) di
una sottovarieta di una assegnata varieta che ammetta partizioni dell’unita sono totali.

D.5 Unicita ed estensione degli intorni tubolari

Definizione D.11. Date varieta M e N, una isotopia di embedding € un embedding
F:RxM—=RxN

tale che, per ogni ¢ in R, F' & della forma
F(t,-) = (t, Fi()), (D.5.1)

in cui F;: M — N & un embedding. Se una mappa soddisfa la proprieta D.5.1 diremo brevemente
che essa preserva i livelli. Se ty < t; sono numeri reali, diremo che [tg,t1] € un dominio proprio per
F se F, = F;, per ogni t <ty e Fy, = I} per ognit > ;.

Diremo che due embedding f,g: M — N sono isotopi e scriveremo f & g se esiste una isotopia
di embedding F': R x M — R x N tale che, nelle notazioni precedentemente introdotte, f = Fj, e
g=F,.

Osservazione D.12. Componendo con traslazioni e moltiplicazioni per scalari & sempre possibile
trasformare una assegnata isotopia in una nuova isotopia il cui dominio proprio sia contenuto
nell’intervallo (0,1). Inoltre, ¢ immediato verificare che la relazione di isotopia tra embedding & di
equivalenza.

Osservazione D.13. Se sg < s1 sono due numeri reali e 0: R — R ¢ una funzione monotona crescente
tale che o(s) = to per s < sp e o(s) = t; per s > sy, allora, a partire da una isotopia F} possiamo
ottenere una nuova isotopia ponendo Gy := Fj ).

Una siffatta funzione o puo essere usata anche per ottenere una isotopia di classe C'*° definita
su tutto R a partire da una isotopia definita su un intervallo chiuso proprio di R.

Osservazione D.14. Se fi: X — Y e unaisotopia, ese g: X1 — X eh: Y — Y7 sono due embedding,
allora il prodotto di composizione
hofiog: X1 =Y,

€ ancora una isotopia.

Definizione D.15. Sia M una varieta ed IV una sottovarieta. Sia w: X — N un fibrato vettoriale
e Z un intorno aperto della sezione nulla. Una isotopia di embedding aperti F: R x Z — M tale
che, per ogni t, F;: Z — M & un intorno tubolare di N e detta una isotopia di intorni tubolari.

D.5.1 Unicita degli intorni tubolari

Proposizione D.16. Su una varieta M consideriamo i fibrati vettorialim: X — M em;: X1 — M.

Identifichiamo M con la corrispondente sezione nulla Cx M dimy in X1 e consideriamo un intorno
tubolare di M in X;:
f: X - Xy
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Allora esiste una isotopia fi: X — X1 con dominio proprio [0,1] tale che fi = f e fo: X — X1 &
un isomorfismo di fibrati vettoriali. (Se f,m,m sono di classe CP (2 < p < 00), allora lisotopia fi
puo essere scelta di classe CP~1.)

Dimostrazione. Definiamo per ogni ¢t # 0 e per ogni e in X,
Fi(e) :=t~ 1 f(te).

Chiaramente F; ¢ un embedding in quanto composizione di embedding (le moltiplicazioni per gli
scalari ¢ e t~1 sono isomorfismi di fibrati vettoriali). Dobbiamo studiare che cosa accade per t = 0.

Dato e € X, sia U; un intorno aperto di we sul quale X; sia banalizzato come U; x FEj.
Determiniamo quindi un intorno aperto U C U; di we ed una palla aperta B C E con centro in O,
tale che, su U, X sia isomorfo a U x E, e tale che la rappresentazione locale f di f su Ux B C Ux E
applichi U x B in U; x E;. Cid & possibile per la proprieta di continuita di f. Su U x B, f & della
forma

f(l’,?)) = (<P(CU»U)M/J(CU»”))7

in cui ¢ e ¢ sono due morfismi opportuni tali che p(x,0) = x e ¥(x,0) = 0. Si osservi che, nella
rappresentazione locale di X, se ¢ ¢ sufficientemente piccolo allora te & contenuto in U x B.
Su U x B, la rappresentazione locale di F} &

Fy(z,v) = (p(z, tv), t 7 y(z, tv)). (D.5.2)

La mappa ¢ € quindi un morfismo nelle tre variabili z, v, e ¢, anche quando ¢ = 0. D’altra parte, la
seconda componente di F'; puo essere scritta come

t~Y(z, tv) = t_l/ Dy p(z, stv) - (tv) ds
0 (D.5.3)

1
:/ Dy p(x, stv) - v ds.
0

Si conclude che (D.5.3) & un morfismo in ¢, per ogni ¢ in R. Per ¢t = 0, essendo (z,0) = z, in virtu
di (D.5.3), (D.5.2) & della forma

Fo(x,v) = (x, Dz ¢(x,0)v).

Siccome per ipotesi f ¢ un embedding, segue che Dst)(x,0) & un isomorfismo toplineare, e percid
Fy ¢ un isomorfismo di fibrati vettoriali. Per ottenere una isotopia con dominio proprio [0, 1],
ricordando 'osservazione D.13 possiamo comporre con una funzione monotona crescente o: R — R
tale che o(t) =0 pert <0eo(t)=1pert>1.

O

Teorema D.17 (Unicita dell’intorno tubolare). Sia N una sottovarietd di una varieta M.
Siano

T X > N e m: X1 —> N

due fibrati vettoriali e assumiamo che X sia comprimibile (cfr. definizione D.2). Siano f: X — M
eg: X1 — M due intorni tubolari di N in M. Allora esiste una isotopia di intorni tubolari

ft: X—=M

con dominio proprio I = [0,1] e un isomorfismo di fibrati vettoriali \: X — X, tale che f1 = f e
fo=gA.
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Traccia della dimostrazione. Osserviamo che f(X) e g(X;) sono intorni aperti di N in M. Sia
U= f"(f(X)Ng(X1)) e ¢: X — U un diffeomorfismo (un tale ¢ esiste perché per ipotesi X &
comprimibile). Posto ¢ := f|; o ¢, allora ¢ ¢ un intorno tubolare, e ¥(X) ¢ contenuto in g(Xy).
Si osservi che, nelle notazioni della proposizione D.16 precedente, g~'1: X — X, giuoca lo stesso
ruolo di f: X — Xj. Segue che, per la sopra citata proposizione, esiste una isotopia di intorni
tubolari di X, G¢: X — X1, tale che G; = g~ e G & un isomorfismo di fibrati vettoriali. Posto
Yy = gGy, Y2 X — M & una isotopia di intorni tubolari tale che {1 = ¥ e ¥y = gw, in cui
w: X — X; ¢ un isomorfismo di fibrati vettoriali.

Dunque abbiamo dimostrato che esiste una isotopia di intorni tubolari, per cui, in particolare,
gli intorni tubolari ¢ e gw sono isotopi. Similmente si dimostra che ¥ e fu sono isotopi, in cui
u: X — X & un qualche isomorfismo di fibrati.

Invocando 'osservazione D.13, si ottiene quindi una isotopia F} di intorni tubolari da gw a fu.
Infine, per I'osservazione D.14, Fyu~! & ancora una isotopia di intorni tubolari da gwp™"! a f, e la

dimostrazione & conclusa scegliendo A := wp ™!,

O

Chiaramente c’e un enunciato analogo nel caso dei fibrati vettoriali Hilbertiani:

Teorema D.18. Sia N una sottovarieta di M. Siano w: X — N e m: X1 — N due fibrati di
Hilbert. Assumiamo che X sia comprimibile. Siano f: X — N e g: X1 — M due intorni tubolari
di N in M. Allora esiste una isotopia

fi: X —=M

di intorni tubolari con dominio proprio [0, 1] ed esiste un isomorfismo di fibrati di Hilbert u: X — X3
tale che f1 = f e fo = gu.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca nella sostanza la prova del teorema D.17. O

D.5.2 Un teorema di estensione dell’intorno tubolare

Presentiamo nel seguito un teorema di estensione dell’intorno tubolare in dimensione finita. Si
tratta di un risultato interessante perché oltre a sfruttare le nozioni e le metodologie dimostra-
tive introdotte in questa appendice, esso si rivela particolarmente utile nella parte finale della di-
mostrazione del lemma 2.75, permettendo di semplificare notevolmente la dimostrazione del teorema
di embedding aperto.

Teorema D.19. Sia X wuna varieta compatta senza bordo di dimensione n e Uy, U sottoinsiemi
aperti di X con Uy C U. Sia RN wuno spazio euclideo di dimensione N con N sufficientemente
grande, e h: X — RN un embedding per il quale h|y: U — RY si estenda ad un embedding aperto
g: UxRN=" 5 RN 4n modo che h U g: X U (U xRN"") — R siaq un embedding. Supponiamo
inoltre che la restrizione di dg: T(U x RVN=") — TRY o T(U x ]RN*”)UX{O},

dglryxgn-n: TU x RN7" RN x RY
si estenda ad un isomorfismo a da T(X x RN™™)x oy su h(X) x RY,
a: TX x RN™™ — p(X) x RY. (D.5.4)

Allora, per ogni k € R, indicata con kRN ™" la palla aperta di RN~" di raggio k e centro Uorigine,
la mappa

915, ximy-n: Uo X KRV ™" — RY (D.5.5)

st estende ad un intorno tubolare

G: X xRN=" - RV (D.5.6)
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di h(X). Infine G puo essere scelto in modo tale che la restrizione di dG: T(X x RN=") — TRYN
a T(X X RN_H)XX{O},

dG|pxypn-n: TX x RN™" — RN x RY (D.5.7)

sia isotopa a «, via una isotopia di isomorfismi di fibrati vettoriali.

Osservazione D.20. Alcune precisazioni sul significato del teorema: X =: X™ & una varieta n-
dimensionale; U C X & un aperto di varieta, dunque U eredita da X" la struttura di sottovarieta di
dimensione n. Uy C U & un aperto di X ben contenuto in U (i.e., Uy C U); per ipotesi h|y: U — RY
si estende a g: U x RV™" — R, pilt precisamente, hluxqoy definita da Ay qoy(u,0) := h(u) si
estende a g. Il dominio ed il codominio di g sono varieta della stessa dimensione: n+ (N —n) = N;
in particolare deve essere N > n. Infine, un appunto sulla mappa h U g: essa e definita su
X U (U x R¥N=™), dunque, in particolare

(hUg)(z) = h(x) sex € X,
(hUg)(z) = g(zx,0) se (£,0) € U x RVN—™,
(hU g)(z,v) = g(z,v) se (x,v) € U x RN,

L’idea su cui si fonda la dimostrazione del teorema € che, per estendere un embedding e sufficiente
provare che esso € isotopo a un embedding estendibile. In effetti, questa tecnica di estensione & uno
degli scopi principali della teoria dell’isotopia. Per le definizioni ed i teoremi utili in questo contesto
si faccia riferimento al testo di Hirsch | ], Capitolo 8.1.

Dimostrazione del teorema D.19: Dimostreremo il teorema stabilendo i passi 1 — 3 seguenti.

Passo 1. Sia V un sottoinsieme aperto di X tale che UyCV CV CU. Posto

ap £ alrx = alrxx{0}x {0}
dalle ipotesi segue che ag|ry = dh|ry. Sia
bi: h(X) x RN — h(X) x RN

una isotopia di fibrati vettoriali tale che (1) by = id, (2) byl;) gy = id € (3) b1 o dh = ap. Si
definisca
B: TX @RV ™ — p(X) x RY

ponendo
def ; —
B = bt oa.

Allora:
(i) « e (3 sono isotopi;

(iii) la restrizione di 3 a T(V) @ RY~" coincide identicamente con dg\T(VX]RN_n)7 o)}
X

(iv) posto B := B|xxrN-n, per ogni (z,v) € V x RN~ risulta £ (x,v) = d(g(x, . )) v].

ol

Segue che 3; pud essere visto come un morfismo di fibrati X x RV =" — h(X) x R¥, la cui somma
con dh: TX — h(X) x RY fornisce un isomorfismo di fibrati vettoriali

(dh@ B1): TX @ (X x RY™™) — h(X) x RV,
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Passo 2. Fissato k € RY, sia k' > k arbitrario. In accordo col teorema D.9, esiste un intorno
tubolare ¢: X x RV~ — RY di h(X) in RY (cfr. definizione D.6), tale che

g(Ux K'RN™") C (X x RN ™™).
Consideriamo la composizione
o log:Ux KRN — X xRN,
e scriviamo
¢~ og(a,v) = (&(z,0),n(x,0)).
Denotata con p: X x RVN=" — RN=" ]a proiezione sul secondo fattore, per ogni (z,v) € V x RN ="

Dyn(x, 0)[v] := d(n(x, ), [v] = pod(e™ g0y © d(g(x, ), [v]

D.5.8
=pod(¢¥” gw0) 0 Bi(z,0). (D-55)

Specificatamente d(n(w, - ))O € GL(RN~"), inoltre, per il Passo 1, poiché 3; & definita globalmente,
D, si estende ad una mappa definita su X a valori in GL(RY~") (infatti (dp~todh)(TX) = TX.)

Segue che, in virtl del teorema di isotopia per gli intorni tubolari (cfr. | N D, la
mappa

¢~ o glg wprn—n — X X RYT"
si estende ad un intorno tubolare di X
f: X xRN X x RN—";
inoltre possiamo certamente scegliere la mappa tubolare f isotopa alla mappa

(z,v) — (x,p o d(cp_l)g(myo) o (=, v))

Passo 3. Sia G :=¢o f: X x R¥N™ — R" una estensione di 9l7, xprr—n- Allora
(i) G ¢ un intorno tubolare di h(X) in RY;
ii) indicato con d, 'operatore di differenziazione parziale rispetto alla seconda variabile,
2

daGl (X xRN -7) x4 10y = AP O (Ao f) T (X xRN -7) 0y -

Si osservi che f & isotopa alla mappa
(2,0) = (2,p o d(p™")g(,0) © Bu(z,v)),

e quindi il differenziale parziale d,f € isotopo a (x,v,u) +— (:z:,v,p o d(gpfl)g(w,o) o /Bl(x,u)). Si
conclude che dy o d,f & isotopo alla mappa (z,v,u) — (h(x),ﬁl(x,u)). Poiché ¢ o f|x 10} = h,
indicato con d; 'operatore di differenziazione parziale rispetto alla prima variabile, d;G = dh su
X x {O}. Segue che dG|T(X><]RN7n)XX{O} ¢ isotopo a f3, il quale ¢ a sua volta isotopo ad «. Si
conclude quindi che G soddisfa le richieste della proposizione.

O

RAUL TOZZI



94 INTORNI TUBOLARI

D.6 Costruzione di una filtrazione totalmente geodetica

Scopo di questa sezione & costruire una filtrazione totalmente geodetica di una varieta Riemanni-
ana di dimensione infinita facendo uso esclusivamente delle nozioni e delle metodologie introdotte
in questa e nelle precedenti appendici, in particolare senza ricorrere alla nozione di spray (cfr. ap-
pendice F).

Sia (M, g) una varietd Riemanniana di classe C*° (modellata su uno spazio di Hilbert Hy di
dimensione finita o infinita). Fissato x in M, il prodotto scalare su T,,M & g,, quindi se £ ed 7 sono
vettori in T, M, il loro prodotto scalare & g,(&,n). Sia B la palla unitaria aperta di uno spazio di
Hilbert Hy, con prodotto scalare (-,--). Allora M X B & ancora una varietd Riemanniana di classe
C*, precisamente, se (z,y) € M x B e (§,\),(n, 1) € Tz (M x B) = T, M x T, B, il prodotto
scalare di (&, ) edi (n, p) €

9:(&m) + A ).
Lemma D.21. Siano M e N warieta Hilbertiane di classe C*° dotate di metriche Riemanniane

complete g,, e gy rispettivamente. Allora il prodotto g,; X g € una metrica Riemanniana completa
suM x N.

Dimostrazione. Per x in M e y in N c’¢ una identificazione standard T{, ,) M x N =T, M & T,N
(indotta dai differenziali dm,; e dm, delle proiezioni canoniche m,, ¢ my di M X N su M ¢ N
rispettivamente).

La struttura Riemanniana prodotto ¢ := g,, X g, € definita in modo naturale come

I(a ((€1), (€ 1) = gar(2)(&.€) + gn (y) (0, 7).

Si verifica facilmente che g ¢ effettivamente una metrica Riemanniana. Verifichiamo la completezza.
Sia o: [0,1] — M x N una curva C! a tratti da (z,y) a (2/,y') in M x N. La lunghezza di o, L(o),
soddisfa le disuguaglianze

L(o) > L(my0), L(o) > L(myo). (D.6.1)
Infatti, per ogni 0 < ¢ < 1, se o(tp) esiste allora

g(o(to),0(to)) = gur (d(wdj\:a) (to), d(ﬂd];m) (to)) +an (d(il]:a) (to), d(il]:a) (to))

> gas (D 0), DD 1) ).

Analogamente
d(rno)

g(&(to),d(to)) > gN< 0 (to), d(ilj;m) (t0)>.

Dunque (cfr. equazione C.4.1) le disuguaglianze (D.6.1) sono soddisfatte (i punti in cui non &
definito il vettore tangente sono in numero finito). Segue che la metrica intrinseca p associata a g
(cfr. definizione C.4.2) soddisfa la seguente disuguaglianza (p,,; e p, denotino rispettivamente le
metriche intrinseche associate a g,, e gy):

p((z,y), («',y)) > max(py (2, 2"), px (y,9")).

In particolare, se una successione (x,,y,) ¢ di Cauchy rispetto alla metrica p, allora la successione
(z5,) & di Cauchy rispetto alla metrica p,,, dunque & convergente ad un punto z,. Analogamente
(yn) & di Cauchy rispetto alla metrica py e quindi & convergente a un punto y.. Segue che

nella topologia prodotto, che coincide con la topologia indotta da p. Quindi M x N € uno spazio
completo rispetto alla metrica p. O
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Analogamente alla nozione di pull-back di una metrica (cfr. definizione 1.4) si introduce la
seguente comoda

Definizione D.22. Sia (M, g) una varietd Riemanniana ed f: M — N un diffeomorfismo tra M
ed una varietd N. Il push-forward della metrica ¢ mediante f & la metrica df(g) su N definita
ponendo

df (9)p(X,Y) := gy (df —(X),df (V).

Costruzione 1. Sia M una sottovarieta chiusa di una varieta Hilbertiana N. Supponiamo che il
fibrato normale di M in N sia banale. Sia g,, una struttura Riemanniana completa su M e g, una
struttura Riemanniana completa su N. Sono soddisfatte le ipotesi di applicabilita del teorema D.8
di esistenza dell’intorno tubolare. Inoltre, siccome abbiamo supposto che il fibrato normale di M in
N sia banale, sfruttando la metrica g5 possiamo costruire un intorno tubolare di M in NV della forma
¢o: M x H— U, in cui U & un aperto di N contenente M (il tubo dell’intorno tubolare), (H, g, )
¢ uno spazio di Hilbert di dimensione eguale alla codimensione di M in N e ¢ ¢ un diffeomorfismo

sulU
MxHs_ , (D.6.2)
SN

MCﬁU

Per il lemma D.21, g,, X g5y € una struttura Riemanniana completa su M x H; inoltre tale struttura
puo essere trasportata su U attraverso ¢, precisamente, nelle notazioni della definizione D.22, il
push-forward

gu = de(gnr X 9pr) (D.6.3)

¢ una metrica Riemanniana completa su U. Si osservi in particolare che le fibre o({z} x H) e le
sezioni (M x{&}) (Vx € M, £ € H) di (U, gu) sono rispettivamente isometriche ad H e M; inoltre,
come nella dimostrazione del lemma D.21, ogni curva C! a tratti da (z,£1) a (7, &) ha lunghezza
maggiore o al pit uguale della corrispondente curva proiettata su H. Ne deriva che la distanza fra
i punti (x,&1) e (z,&) pud essere calcolata a partire da curve C! a tratti in {z} x H oppure (aut)
in M x {{}. Denotiamo con py la metrica su H associata a g.

Consideriamo per § in RT I'insieme

Us := (M x 6H) = {p(z,€) : (z,6) € M x H A |§] <6} (D.6.4)

(La notazione M x 6H & gia stata introdotta all’interno della tesi, cfr. Notazione 2.54 pag. 41.) In
particolare Us € un intorno tubolare di M, ma non € un intorno tubolare totale (cfr. definizione D.6).

Siano f; ed fy funzioni definite su H tali che fi =1su{¢ : |§| <4}, f1=0su{ : |¢] > 5}
fa=0su{: & <2}, fa=1su{ : |&| > 3} Sinotiche fi ed fa possono essere scelte di classe
C* perché la norma su H ¢ di classe C* su H \ {0}.

Sia my: M x H — H la proiezione sul secondo fattore, allora (cfr. diagramma D.6.2) per y
in U, 75(¢ ' (y)) appartiene a H e la seguente formula definisce correttamente una struttura
Riemanniana sulla varieta N:

hy) < {fl (i (¢™' @) 9u @) + fo(my (07 () an(y) sey €U, (D.6.5)
In () sey € NAU.

Si noti che h & di classe C°, infatti per costruzione h = gy su N \ Us e gn € di classe C*°; d’altra
parte, se y € Ug C U, la formula che definisce h(y) ¢ di classe C*°.

Nel seguito saremo principalmente interessati alla lunghezza delle curve, quindi sara comodo
usare la notazione h, gy, gy, 95, Per indicare la forma quadratica associata alle corrispondenti met-
riche. Con questa convenzione, per come sono state definite g;; e h, possiamo affermare che su Uy
risulta g;; < h, su U§ := N \ Us, g5 < h ed infine su Uy NUS, h = g, + gy-

RAUL TOZZI



96 INTORNI TUBOLARI

Notazione 1. Indicheremo con p, py;, pys, Py le metriche intrinseche su N,U, M, N associate rispet-
tivamente a h, g7, 9ur IN -

La dimostrazione del lemma seguente —seppure concettualmente elementare— ¢ molto tecnica e
lunga e per questo la ometteremo.

Lemma D.23. La metrica Riemanniana h definita da D.6.5 ¢ completa, equivalentemente (N, p)
e uno spazio metrico completo.

Definizione D.24. Sia M una sottovarietd di una varietd Riemanniana N. Diremo che M ¢
totalmente geodetica se M & chiusa e se ogni geodetica in N con condizioni iniziali in (M,TM) &
contenuta in M.

E un fatto ben noto che ogni geodetica in M & anche una geodetica in N.

Osservazione D.25. La struttura Riemanniana h su Uy (ristretta da N) ¢ isometrica alla struttura
Riemanniana prodotto sul disco fibrato banale X x 2H. Infatti, se || < 2 allora f1 =1 e fo =0,
quindi (cfr. equazione D.6.5) h = g;; e (Us, h) = (Us, gr); d’altra parte Us = (M x 2H) e

gu = dp(gn X gu),

quindi effettivamente
(M X 2H7gM X g2H) gtp,dg& (UQagU) = (U27h’)

Proposizione D.26. La struttura Riemanniana h su N rende M wuna sottovarieta totalmente
geodetica.

Dimostrazione. Sia o una geodetica in N con condizioni iniziali (¢(0),&(0)) in (M, TM).

Dall’osservazione D.25 sappiamo che (Us, h) € isometrica a (M x2H, g, % ng), inoltre M C Us.
Sia ¢ = q(t) P'unica geodetica in (M X 2H, g, X go;;) uscente da (¢(0),0) € M x {0} e diretta lungo
(6(0),0) € TM x {O}. Dimostreremo che la geodetica ¢ ¢ della forma ¢(t) = (¢1(t),0) € M x {0},
da cui, in virth della sopra citata isometria, t — g1 (¢) risultera una geodetica in (Us, h) uscente da
o(0) nella direzione ¢(0). Per unicita risultera quindi o = ¢;: in particolare ¢ sara contenuta in
M, e M sara totalmente geodetica.

Sia p l'unica geodetica in (M, g,,) uscente da ¢(0) nella direzione ¢(0). Posto r := (p,0),
r & una curva in M x {0} uscente dal punto (c(0),0) nella direzione (¢(0),0). In particolare
r € una geodetica in M x 2H rispetto alla struttura Riemanniana prodotto g,, X gy, infatti
essa ha la proprietd di minimizzare la distanza tra punti sufficientemente vicini (ogni curva che
connetta due punti vicini del cammino (p(t),0) e che esca da M x {0} avrebbe necessariamente
lunghezza maggiore, a causa delle componenti in H della sua derivata). Dunque, per unicita,
qg=r=(p,0) = (0,0). [

Costruzione 2. Per ogni n in N, supponiamo che M,, sia una varieta di Hilbert separabile di classe
C* embedded come sottovarieta chiusa di classe C*° di M,,;1, tale che il fibrato normale di M,, in
M), 41 sia banale. Eruditi dal corollario 1.5 pag. 2, dotiamo ognuna delle sottovarieta M,, con una
struttura Riemanniana completa.

Sia Fp il modello di M e, per ogni n > 1, denotiamo con Fj, la fibra costante del fibrato normale
di M,,_; in M,,. Per ogni n in N*, F,, & uno spazio vettoriale Hilbertabile: dotiamo ognuno di essi
con una fissata forma bilineare simmetrica definita positiva.

Nel seguito utilizzeremo induttivamente la costruzione che ci ha portato alla definizione D.6.5
di una nuova metrica Riemanniana h su N a partire dalle metriche g,;, su M C N, gy su N, e gy
sulla fibra costante H del fibrato normale di M in N. Se go (g,,) ¢ la data metrica Riemanniana
completa su My (M), sfruttando I'assegnata metrica Riemanniana completa su M7 (gy su N) e il
prodotto scalare definito positivo su Fy (g5 su H) definiamo come in (D.6.5) una metrica completa
(cfr. lemma D.23) g1 (h) su M;. Similmente, data g; su Mj, costruiamo gs su Ms sfruttando g; e
le assegnate strutture su My e F5.

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA



D.6 COSTRUZIONE DI UNA FILTRAZIONE TOTALMENTE GEODETICA 97

Induttivamente, supponendo di aver costruito con questo procedimento la metrica g,,, costruiamo
gn+1 Su My sfruttando g, e le assegnate strutture su M, 41 e Fj,+1. Per ogni n in N, indicata
con p, la metrica intrinseca su M,, associata a g,, per il lemma D.23 (M,,, p,,) & uno spazio metrico
completo. Inoltre, per la proposizione D.26, per ogni n M,, € una sottovarieta totalmente geodetica
di (My41,9n+1). Si e dunque costruito un sistema

(M, U(n), tny 7(n), w(1), G Pn),»
in cui, per ogni n in N,
® g, e p, sono definiti come sopra,

® (,: M, — M,4+1 ¢ un embedding di classe C* che realizza X,, come una sottovarieta chiusa
di X,,+1 con fibrato normale banale,

e U(n) & un intorno tubolare di ¢, (M,,) in M, 11, costruito per ogni n come l'intorno tubolare
U del diagramma (D.6.2),

o 7(n):=7mp o ©,; 1 & la proiezione di U(n) sullo spazio di Hilbert F, 1,
o m(n) :=ty0my op,' &la proiezione di U(n) su 1, (M,),

come esemplificato dal seguente diagramma:

O
) T My,
~1

%—U
Ln

M, anH on o M,
M

Osservazione D.27. Poiché ¢,, € un embedding di strutture Riemanniane, data comunque una curva
o a valori in M,,, le lunghezze di o secondo le metriche g, e g,+1 coincidono. D’altra parte, in
generale, due punti di M,, possono essere connessi da una curva in M, avente lunghezza minore

di pn(2,y).
.

Costruzione 3. Nelle notazioni precedentemente introdotte, sia M, il limite induttivo della suc-
cessione (M, ty),,. Poiché ¢, & un embedding, dunque ¢ un’applicazione iniettiva, per ogni n in N
possiamo riguardare ¢,, come ’applicazione di inclusione di M,, in M, 41 e considerare M,, come un
sottoinsieme di Moo = UJ,,cy M-

Dotiamo M., della topologia indotta dalla pseudometrica p definita come segue: se x, y
appartengono a M, poniamo

pla,y) = lim_ pp(z,y). (D.6.6)

Si noti che il limite D.6.6 esiste, infatti, se z,y € M., sono fissati, allora esiste n in N tale che
x,y € M,,. Inoltre M,, C M, per ogni m > n e per Vosservazione D.27 p,11(z,y) < pm(x,y).
Chiaramente, la funzione p definita in D.6.6 ¢ una pseudometrica, i.e. soddisfa la disuguaglianza
triangolare. Con qualche accorgimento si pud dimostrare che (M, p) & invero uno spazio metrico,
ie. p(xz,y) =0 se e solo se x = y.

Infine, denotato con (MOO, p) il completamento di (M, p), si puod costruire una metrica Rie-
manniana completa g su MOO tale che per ogni n in N, g induca la metrica g, su M, e p sia la
metrica intrinseca associata a g. Per i dettagli di questa costruzione si rimanda a | ]
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Osservazione D.28. In particolare, nelle ipotesi e nelle notazioni della sezione 2.3, in virtu del
teorema 2.38 di Mukherjea-Quinn sono soddisfatte le ipotesi di applicabilita della costruzione 2,
grazie alla quale ¢ possibile dotare ciascuna delle sottovarieta M, di una metrica Riemanniana g,
cosicché (M,,, gn)n>0 € una successione di sottovarietd Riemanniane di (Mo, g), dove M = My, &
il completamento metrico di M, e g € una metrica Riemanniana completa su M che induce g,, su
M, per ogni n in N. Inoltre, sempre in accordo con quanto osservato nella costruzione 2, per ogni
n in N, M, & una sottovarietd totalmente geodetica di (Mp+1,gn+1)-
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Appendice E

Mappe di Fredholm: teoria non
lineare

Definizione E.1 (Smale, 1964). Se M ed N sono varieta di Banach, una mappa f: M — N di
classe C! & detta di Fredholm se per ogni p € M, df,: T,M — Ty N & Fredholm lineare.

Osservazione E.2. Se M & connessa, allora ind df,, ¢ indipendente da p (cfr. | ]) ed & possibile
definire l'indice di Fredholm di f ponendo

ind f := ind df}, = dimker df, — dim coker df,. (E.0.1)

Specificatamente, f: M — N & una mappa Fredholm di indice zero (in breve, f ¢ una ®q-
mappa) se per ogni p € M il differenziale df,: T,M — Ty, N ¢ Fredholm lineare di indice zero,
i.e., (cfr. osservazione B.1)

dim ker df,, = dim coker df,, < oo,

ove, si ricordi, coker dfy, e Ty N [tk dfy,.

Nel seguito proveremo che le mappe di Fredholm sono localmente proprie, cfr. teorema E.10.
Ricordiamo intanto alcuni fatti riguardanti le mappe proprie, utili per la parte centrale della tesi.
Per una trattazione esauriente si faccia riferimento a | ], Capitolo 1, Sezione 10.

Definizione E.3. Una applicazione continua tra spazi topologici X e Y, f: X — Y & detta
propria se, per ogni sottoinsieme compatto K C Y, 'immagine inversa f~!(K) ¢ un sottoinsieme
compatto di X. Equivalentemente, una mappa continua f: X — Y e propria se, data comunque
una successione (z,,) di punti di X che abbandona i compatti di X, (f(z,)) abbandona i compatti
di Y (diremo che una successione (z,) di punti di uno spazio topologico X abbandona i compatti
di X se, per ogni sottoinsieme compatto K C X, solo un numero finito di punti di {z,} appartiene
a K).

Definizione E.4. Una mappa f: X — Y ¢ detta aperta (rispettivamente chiusa) se I'immagine di
ciascun insieme aperto (risp. chiuso) in X & aperto (risp. chiuso) in Y.

Osservazione E.5. Chiaramente, ogni applicazione continua da uno spazio topologico compatto a
valori in uno spazio di Hausdorff & propria e chiusa.

Osservazione E.6. Siano X uno spazio topologico di Hausdorff e (z;,) una successione convergente
a x in X. Allora l'insieme {zp}rhen U {2} & compatto.

Proposizione E.7. Siano X eY spazi metrici. Se f: X — Y e una applicazione continua propria
allora f ¢ chiusa.
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Dimostrazione. Sia C' un chiuso in X e sia (zp) una successione in C con f(xp) convergente ad y
in Y. Allora z;, appartiene alla controimmagine attraverso f del compatto {f(xp)}ren U {y}. A
meno di una sottosuccessione, (xy) & convergente a x € C, essendo C chiuso in X. Dalla continuita
di f segue f(z) =y, quindi y € f(C).

O

Osservazione E.8. Se X,Y sono spazi topologici, X di Hausdorff, f: X — Y & una applicazione
continua propria e F' C X & un chiuso, allora f|p: FF — Y & propria. Infatti, posto K C Y un
sottoinsieme compatto, f~1(K) C X & un compatto, dunque, essendo X separato, f~(K) & un
chiuso e quindi C' := f~}(K)NF C X ¢ un chiuso di X dunque & chiuso in f~1(K). D’altra
parte C' C f~1(K), quest'ultimo essendo compatto, dunque C' ¢ compatto in f~1(K), e quindi C &
compatto in X. Segue che C' & compatto in F' e quindi f|p: F' — Y & propria.

Osservazione E.9. In particolare, se X =Y = R, una funzione continua f: R — R non e propria
se esiste un compatto K C R per cui 'immagine inversa f~!(K) non sia compatta in R, se e solo se
esiste una successione di punti (z,) in R con lim,,_. x,, = oo tale che ( f (a:n)) non sia divergente.

Si osservi che, se in piu f ¢ limitata, allora ogni successione di punti nell’immagine di f ¢ limitata,
dunque ogni funzione continua limitata f: R — R non puo essere propria. Oppure, preso come
compatto K la chiusura dell'immagine di f, se il dominio di f non & limitato allora la preimmagine
f~Y(K) non & compatta. Questo fenomeno non si presenta in dimensione infinita, infatti, come si
¢ osservato nella sezione 2.2, non c¢’¢ alcuna ostruzione affinché una mappe limitata sia propria.

-

Teorema E.10. Una mappa di Fredholm é localmente propria. Precisamente, se f: M — N
una mappa di Fredholm e x € M, allora esiste un intorno chiuso U, di x tale che fly,: Uy — N
propria.

-

Dimostrazione. Proviamo dapprima l’enunciato nel caso particolare in cui M ed N siano spazi
di Banach F ed E’ rispettivamente, essendo f: E — E’ una generica (i.e., non necessariamente
lineare) mappa di Fredholm. Sia zg in E, df,,: E — E’. Siccome dimker df,, < co, E pud essere
scritto nella forma Ey x ker df,,,, E1 spazio di Banach e xg = (po, qo), Po € E1, qo € ker df,,. Indicata
con Dy f(zg) la derivata parziale di f rispetto alla prima variabile nel punto g, si ha che

D, f(zo) = dfyy|p,: 1 — E'.

Inoltre (i) Dy f(zo): E1 — E’ & iniettivo e (ii) rk (D1 f(z0)) = rk (dfo) & un sottospazio chiuso di E’.
Per il teorema della funzione implicita esiste quindi un intorno Dy x Dy di (pg, qo) in Eq xker Dy f(z0)
tale che Dy & compatto e, se ¢ € Dy, allora f ristretta a Dy x {g} € un omeomorfismo (differenziabile)
con 'immagine.

Sia (x;) = (pi, ¢i); una successione di punti di Dy X Do appartenente alla preimmagine (mediante
f) di un qualche compatto. Bastera dimostrare che (z;) ammette una successione estratta conver-
gente in Dy X Ds. Innanzitutto, a meno di passare ad una sottosuccessione, esiste y = lim; f(z;),
inoltre siccome D> ¢ compatto, a meno di passare ad una sottosuccessione si puo assumere che
q¢; — q, da cui, per la continuitd di f, f(p;,q) — y. D’altra parte f ristretta a D; x {¢} ¢ un
omeomorfismo con I'immagine, quindi da f(p;,q) — y segue che p; — p ed il teorema & provato in
questo caso.

Nel caso generale in cui M ed N siano varieta di Banach la tesi segue immediatamente con-

siderando ’espressione locale di f nelle carte coordinate di M ed N.
O
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E.1 Un esempio notevole: la mappa esponenziale

In questa sezione dimostreremo che sotto opportune ipotesi la mappa esponenziale di una varieta
Riemanniana ¢ una mappa di Fredholm non lineare di indice zero.

Premettiamo alcune definizioni. Nelle notazioni introdotte nella definizione C.38 pag. 77 con-
sideriamo la seguente

Definizione E.11. Sia 7: X — M un fibrato vettoriale su varieta di Hilbert M. Una connessione
su X & una applicazione V: T (M) x E(M) — E(M), scritta (X, V) — VxV, tale che

C 1. VxV & C*®°(M)-lineare in X:

Vf,gGCDO(M) fo1+gX2V=fVX1V+gVX2V;

C 2. VxV e R-lineare in V:

Va,beR Vx(aVi +bVa) = aVx Vi + bV x Va;

C 3. V soddisfa un’identitd di Leibniz:

VfeC (M) Vx(fV) =fVxV + (X)V.

Se X € T(M) e V € E(M), la sezione VxV & detta derivata covariante di V' lungo X. Una
connessione sul fibrato tangente ad M, V: T (M) x T(M) — T (M) ¢ detta connessione lineare o
semplicemente connessione su M.

Se 0: I — M & una curva in M, dove I C R & un intervallo, una sezione di X lungo o &
un’applicazione V': I — & di classe C*° tale che V/(t) € X, per ogni t € I. Lo spazio vettoriale
delle sezioni di X lungo o verra indicato con £(0), o con T (o) se X = T M. Una sezione V € (o) ¢
estendibile se esiste un intorno U del sostegno di ¢ e una sezione V € £(U) tale che V (t) = V(U(t))
per ogni t € I.

Teorema E.12 ([ ] 3.1, pag. 204). Sia V una connessione su un fibrato vettoriale X — M
basato su varieta di Hilbert M, e o: I — M wuna curva in M. Allora esiste un unico operatore
D: & — & soddisfacente le sequenti proprieta:

(i) & R-lineare:
Va,beR D(aVi + bVy) = aDVy + bDVy;

(i) soddisfa una regola di Leibniz:

v fe () D(fV) = f'V + fDV;

(iii) se V € & ¢ estendibile, e V & un’estensione di' V, si ha:

DV (t) = Vi) V.

Definizione E.13. L’operatore D la cui esistenza ed unicita & garantita dal teorema precedente &
detto derivata covariante lungo la curva o: I — M. Set € I e V € £(0), scriveremo anche D,V in
luogo di DV ().

Definizione E.14. Sia V una connessione su un fibrato vettoriale 7: X — M, e 0: I — M una
curva. Una sezione V' € &£(o) & detta parallela se DV = O.

Osservazione E.15. Sia V una connessione su un fibrato vettoriale 7: X — M, e o: [0,1] — M una
curva. Dato v € X),, allora (cfr. | ] teorema 3.3, pag. 206) esiste un’unica sezione V' € &(o)
parallela lungo o tale che V(0) = v.
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Definizione E.16. Sia V una connessione su un fibrato vettoriale 7: X — M, e o: [0,1] - M
una curva. Poniamo py = ¢(0) e p1 = o(1). Dato v € &),,, 'unica sezione V € £(o) parallela lungo
o tale che V(0) = v € X, ¢ detta estensione parallela di v lungo o. Il trasporto parallelo lungo o
(relativo a V) ¢ 'applicazione ¢: X,,, — &, definita da (v) = V (1), dove V € (o) & 'estensione
parallela di v € &), .

Definizione E.17. Sia V una connessione lineare su una varieta M. Una geodetica per V € una
curva 0: I — M tale che Do = 0. In altre parole o ¢ una geodetica se e solo se il vettore tangente
o ¢ parallelo lungo o.

Definizione E.18. Una connessione V su una varietd M e detta simmetrica se
VxY - VyX =[X,Y]

per ogni XY € 7(M). Una connessione V su una varietda Riemanniana (M,g) ¢ detta una
connessione Riemanniana se ¢ simmetrica e il trasporto parallelo lungo una qualsiasi curva e
un’isometria.

Osservazione E.19. Esiste un’unica connessione Riemanniana corrispondente ad una data metrica
Riemanniana. Essa puo essere calcolata usando I’identita

29(VxY,Z) = Xg(Y. 2) +Y9(X, Z) - Zg(X,Y) + g([X, Y], Z) + g([2,X].Y) + g(X,[Z,Y]).

Questa connessione ¢ detta la connessione di Levi-Civita della varieta Riemanniana.
La dimostrazione dettagliata dell’esistenza ed unicita della connessione di Levi-Civita si puo
trovare nel testo di Lang | ], teorema 4.1, pag. 209.

Proposizione E.20 (| ] 1.1, pag. 231). Esiste un unico campo di tensori
R:T(M)xT(M)— T(M)

definito da

def

R(X,KZ) = nyZ = [Vx,Vy]Z - V[X7y]Z.

Grossman | ] ha fornito alcuni esempi espliciti di sottovarieta chiuse di codimensione
uno di uno spazio di Hilbert reale separabile la cui metrica Riemanniana indotta ha una mappa
esponenziale associata exp,: T, M — M che non e Fredholm di indice zero. Precisamente, egli ha
fornito alcuni esempi in cui d(exp, ), € iniettivo ma non surgettivo, surgettivo ma non iniettivo, e
persino esempi in cui 'immagine del differenziale d(exp,), ¢ un sottospazio denso del codominio
T,,1yM (0, essendo 'unica geodetica in M uscente da x nella direzione determinata da v).

D’altra parte, come dimostrato dal seguente teorema, si prova che sotto opportune ipotesi sul
tensore di curvatura, la mappa esponenziale associata alla connessione di Levi-Civita di una varieta
Riemanniana ¢ sempre Fredholm di indice zero.

Teorema E.21. Sia (M, g) una varieta Riemanniana completa modellata su uno spazio di Hilbert
H. Indicata con V la connessione di Levi-Civita della varieta M, supponiamo che per ogni p € M
e per ogni w € T, M lendomorfismo di T,M definito da v — Ry,w = V,Vyw =V, Vyw — Vi, yjw
sia compatto. Allora la mappa esponenziale in p, exp,: T,M — M, ¢ una mappa di Fredholm non
lineare di indice zero.

Dimostrazione. Sia v € T,M e o, I'unica geodetica in M uscente da p nella direzione determinata
da v. Dimostriamo che la mappa lineare

d(expy)v: To(TyM) — Ty, 1y M, (E.1.1)

¢ un operatore lineare continuo Fredholm di indice zero (si noti che, essendo T, M = H uno spazio
vettoriale, possiamo identificare canonicamente T, (T, M) con T,,M).
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Per ogni p € M, d(expp)o = id, dunque, in particolare, per il teorema della funzione inversa la
mappa esponenziale in p & un diffeomorfismo locale in un intorno dell’origine in 7, M, esistono cioe
intorni U di O in T, M e V di p in M tali che exp, |y: U — V sia un diffeomorfismo.

Il differenziale (E.1.1) di exp, in un generico punto v di 7,M puo essere calcolato usando
I'equazione di Jacobi come segue. Indicata con o,(t) = exp,(tv) I'unica geodetica uscente da p
nella direzione v, per ogni t € RT e ogni w € T, M risulta

d(exp, )y, (tw) = J(8), (E.1.2)

in cui J € 7 (o) & I'unica soluzione del seguente problema ai valori iniziali per I’equazione di Jacobi:

D*J+R;,0 =0
DyJ =w (E.1.3)
J(0) = 0.
Indichiamo con & : Ty 0y M — Ty M il trasporto parallelo lungo o determinato da V da p = o(0)
a o(t). Ricordiamo che il trasporto parallelo relativo alla connessione di Levi-Civita & un’isomor-

fismo lineare isometrico, inoltre, siccome 6; e V,;, commutano, possiamo riscrivere (E.1.3) come un
problema ai valori iniziali su T, M = H:

Lou(t) + A(tyu(t) = O
%(0) = w (E14)
u(0) = O,

incui J(t) =Grou(t) e A(t) :=6,'oR, 06, =6, ' o Rj,;0. Precisamente, da (E.1.3) si deduce
(E.1.4) in quanto:

o 5, ' (D*J) =6, (V;VsG10u) =V,V, (6, oG ou) = %5
[ ]

5—;1(RJ¢§'O'—) - 5;1(V&t0uvo'.d — V(-,Vatoud - v[&tou,o"]o") -

= 5’;1(v&tvd0'—7 Vd.v,itd_ — V[&t’d]d') ou = 5’;1 OR&to'.d'OU;

e 5, (D*J+ R,,0) =6, " (D*J) +6; ' (R,50) = 6; '(0) = O;
e 55" (DoJ) = Do(u) = %(0) = 55 " (w) = w.

Poiché un operatore lineare compatto ¢ limitato (per ipotesi, per ogni ¢, R ;o (t) &€ compatto),
si ha che, per ogni ¢, l'operatore lineare A(t) & continuo; inoltre, la dipendenza ¢t — A(t) & di
classe C*°, quindi dal teorema standard di esistenza ed unicita della soluzione per le equazioni
differenziali lineari negli spazi di Hilbert segue che il problema di Cauchy E.1.4 & globalmente
ben posto e l'operatore di evoluzione U(t): H — H che assegna ad ogni w € H l'unica soluzione
U(t)(w) = u(t) & limitato nella norma di H.

Riscriviamo 'equazione differenziale del sistema E.1.4 come un’equazione integrale, precisa-
mente:

u(t) = tw — /Ot /03 A(r)u(r) drds = tw — /Ot /OS A(r)U(r)(w) drds. (E.1.5)

Sia (w,) una successione limitata in H. Siccome la composizione di un operatore limitato con un
operatore compatto da luogo ad un operatore compatto, la successione y,(r) := A(r)(U(r)(wn))
ammette, per ogni r, una sottosuccessione convergente in H: sia essa (ynk (7")) Chiaramente, ¥y, ()
dipende in modo continuo da r. Posto

1 s
Un,, ::/ / Yn,, (1) drds,
o Jo
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osserviamo che

1 s
[ty — tom 17 < / / o 7) = i, (0 s < 51D 10 ) =, (1) 00

T‘G[O ng,n;—0o0

Segue che la successione (u,, ) € di Cauchy e percio ¢ convergente in H. Cio implica che Poperatore
definito dall’integrale nell’equazione E.1.5 € compatto e conseguentemente,

57to d(exp,), = U(1) =id + K,
in cul K: H — H & un operatore compatto. Siccome &; & un isomorfismo, segue che d(exp,), ¢ un

operatore di Fredholm di indice zero.

O
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Spray

F.1 Campi di vettori

Sia M una varieta di classe C'"*° modellata su uno spazio di Banach F e w: TM — M il suo fibrato
tangente. Ricordiamo che un campo di vettori (indipendente dal tempo) su M & una sezione del

fibrato tangente, i.e. un morfismo
&M —-TM

tale che &(x) appartiene allo spazio tangente T,,M per ogni z in M, o, cid che & lo stesso, tale che
mo& =1idy,. Se TM ¢ banale, ¢ isomorfo cio¢ al fibrato prodotto M x E, allora un campo di
vettori £: M — T'M & completamente determinato dalla sua proiezione sul secondo fattore. In una
tale rappresentazione prodotto, la proiezione di & sul secondo fattore sara detta la rappresentazione
locale di £. Essa ¢ una mappa
f:M—EFE

e {(z) = (x, f(z)). Diremo anche che £ & rappresentato localmente da f se lavoreremo su un
sottoinsieme aperto U di M sopra il quale il fibrato tangente ammetta una banalizzazione.

Sia J un intervallo aperto di R. Il fibrato tangente di J ¢ J x R. Abbiamo una sezione canonica
t: J — J x R tale che ¢(t) = 1 per ogni t in J. Sia a: J — M una curva di classe C'. A partire da
una assegnata curva ¢, possiamo sempre ottenere una mappa indotta sui fibrati tangenti:

Jx R 1M (F.1.1)

L s
J—= M
Denoteremo il prodotto di composizione da ot con o'. La curva o: J — TM sara detta il solle-

vamento canonico di «. In particolare, se o & di classe CP allora o’ & una curva in TM di classe

cr-t,

F.2 Campi di vettori del second’ordine

Sia a: J — M una curva di classe C*°. Un sollevamento di & in T'M & una curva g: J — TM
tale che m o 8 = «. Tali sollevamenti esistono sempre, basti pensare per esempio alla curva o’ (il
sollevamento canonico di «) discussa nella precedente sezione (cfr. diagramma F.1.1).

Definizione F.1 (Campo vettoriale del second’ordine). Un campo vettoriale del second’or-
dine su M & un campo vettoriale F' sul fibrato tangente TM, F': TM — T(TM) tale che, indicata
con w: T'M — M la proiezione di TM su M, risulta dm o F' = idpyy, i.e.

Vv eTM) dm o F(v) =v. (F.2.1)
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Si osservi che la composizione ha senso, infatti dm: T(TM) — TM applica il doppio fibrato
tangente T(TM) nel fibrato tangente T'M, come esplicato dal seguente diagramma:

T(TM) == T(TM)
FT ldﬂ
TM T™M

Definizione F.2. Dato un campo di vettori del second’ordine F', una curva integrale per F' con
condizione iniziale v & una curva 3: J — TM che applica un intervallo aperto J di R (contenente
0) in T'M, tale che 5(0) = v e 3'(t) = F(B(t)) per ogni t in J.

Proposizione F.3. Un campo di vettori F: M — TM ¢ un campo di vettori del second’ordine
su M se e solo se esso ogni curva integrale 8 di F coincide col sollevamento canonico (w3) della
proiezione canonica w3 di 3 su M, i.e. (78) = .

Dimostrazione. La prova ¢ una conseguenza immediata delle definizioni, infatti, presa comunque
una curva integrale 3 di F', si ha che

(7B) =dnoffl =dnoFof=(dnoF)of=0 <= droF =id.
O

Definizione F.4 (Geodetica). Sia a: J — M una curva in M, definita su un intervallo J C R.
Diremo che a & una geodetica rispetto a F se la curva o/: J — T M & una curva integrale per F.

Osservazione F.5. Poiché ma/ = «, possiamo esprimere equivalentemente la condizione di geode-
tica richiedendo che « soddisfi la relazione o” = F(a’). Questa relazione per la curva o & detta
un’equazione differenziale del second’ordine per « determinata da F'.

Si osservi inoltre che se B: M — TM & una curva integrale per F', allora w3 ¢ una geodetica
per il campo vettoriale del second’ordine F'.

F.2.1 Rappresentazione locale di un campo del second’ordine

Sia (V, @) una carta di M e (V) = U il corrispondente sottoinsieme aperto dello spazio di Banach
E,quindiTU =Ux EeT(TU)=TU xTE = (U x E) x (E x E). Allora la rappresentazione di
m: TM — M nella carta data e semplicemente la proiezione 7: U x E — U. Abbiamo il seguente
diagramma commutativo:

(UxE)x(ExE)d’T—>U><E

e

UxFE U

La mappa dm ¢ data da
dr(z,v,u,w) = (z,u). (F.2.2)

Ogni campo vettoriale su U x E ha una rappresentazione locale
f:UxE—-ExE

che ha percid due componenti, f = (f1, f2), in cui f1, fo: U x E — E. La prossima proposizione
fornisce una descrizione dei campi vettoriali del second’ordine in una carta assegnata.

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA



F.3 SPRAY 107

Proposizione F.6. Siano U un aperto dello spazio di Banach E, e TU = U x E il fibrato tangente
sopra U. Una mappa
fUxFE—>EXxXE

(.% la rappresentazione locale di un campo vettoriale del secondo ordine suU sse f(x,v)= (v, fa(z, v)),
o (V (z,v) €U x E) filz,v) =v. (F.2.3)
Dimostrazione. Se f e la rappresentazione locale di un campo vettoriale del secondo ordine allora
per la condizione F.2.1

(V (x,v) € U X E) dmo (x,v,f(x,v)) = d?T(SL‘,’U,fl(J),’U),fQ(.T,U)) 2 (ac,fl (x,v))

o (F.2.4)
( 2 ) (

x,v).

Viceversa, se (V (z,v) € U x E) fi(z,v) = v allora, in virta della forma locale (F.2.2) di dn,
I’equazione F.2.4 precedente ci dice che la condizione F.2.1 che caratterizza i campi vettoriali del
secondo ordine e soddisfatta, quindi f & la rappresentazione locale di un campo vettoriale del
second’ordine. O

Nel seguito studieremo un tipo speciale di campi vettoriali del secondo ordine: gli spray.

F.3 Spray

Sia r un numero reale, e m: X — M un fibrato vettoriale modellato su E. Se v appartiene a X,
dunque appartiene a X, per qualche p in M, poiché X,, ¢ uno spazio vettoriale, 7v ¢ nuovamente
in X,,. Denoteremo con ry: X — X la mappa data da questa moltiplicazione scalare; 7 ¢ invero
un morfismo di fibrati, e persino un isomorfismo di fibrati se r # 0. Inoltre d(ry): TX — TX.

In particolare, quando X = T'M e il fibrato tangente alla varieta M abbiamo

reyt ITM — TM
Popar: T(TM) — T(TM)
d(rpa): T(TM) — T(TM).

Dunque sono definite le composizioni d(r.p ;) © Tppps € Tpras © d(Tpay), inoltre vale 'uguaglianza
d(rear) o rerar = Trrar © A(Trar)- (F.3.1)

In particolare, la relazione (F.3.1) segue dalla linearita di 74, su ciascuna fibra, e puo essere dedotta
direttamente dalla rappresentazione in carte locali fornita nella sottosezione F.3.1.

Definizione F.7 (Spray). Uno spray su M & un campo vettoriale del second’ordine
S:TM — T(TM)
che soddisfa la seguente condizione quadratica omogenea:

SPR 1. Perognir inR ev in TM,  S(rv) = [d(rp)](rS(v)).

d(r
M) —2 e
rS
T S(r)

TM
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E immediato verificare dalla condizione che definisce gli spray (campi vettoriali del second’ordine
che soddisfano la condizione SPR 1) che gli spray costituiscono un insieme convesso. Quindi, se
siamo in grado di esibire gli spray su sottoinsiemi aperti di uno spazio di Banach allora possiamo
incollarli insieme per mezzo di una partizione dell’unita, e ottenere cosi il seguente teorema di
esistenza globale:

Teorema F.8. Sia M una varieta modellata su uno spazio di Banach E. Se M ammette partizioni
dell’unita, allora esiste uno spray su M.

F.3.1 Rappresentazione locale di uno spray

Sia (V, ¢) una carta di M e (V) = U il corrispondente sottoinsieme aperto del modello di Banach
E. In particolare TU = U x E e

T(TU) =TU x TE = (U x E) x (E x E).
Le rappresentazioni di v, 7ppy € di d(rpyy) nelle carte rispettive sono date dalle mappe
roy: (x,v) — (z,10) d(rey): (@,0,u,w) — (2,70, u, rw)
rrro s (T, v,u,w) — (T, v, T, TWw).

Cosi
. _ 2
TrTU © d(TTU) : (1’, U, U, ’UJ) = TTTU(zr rv,u, Tw) - ('Ia TV, TU, T ’LU)
Diamo ora la condizione locale affinché un campo di vettori del second’ordine S sia uno spray.

Proposizione F.9. In una carta U x E per TM, sia S rappresentato da s: U X E — Ex E. Allora
s rappresenta uno spray se e solo se

(Vr eR) sy(x,10) = 1255(2,0).
Dimostrazione. Supponiamo che s rappresenti uno spray, allora
(z,7v, s(w,1v)) = (2,70, 5, (2, 10), 55(2,70)) 2 [d(rpy)](2, 0,75, (2,0), 785 (w,0)) &

= [d(re)|(rere (2,0, 81 (2, 0), 85(x,v))) =

= Trryu ° d(’”TU)(x»Ua51(35’“)732(37,71)) =

» ropy (2,70, 81 (2,0), 85 (,v)) pa (m,rv,rsl(x,v),r232(x,v)). (F.3.2)
Giustifichiamo brevemente i passaggi:

(i) s rappresenta lo spray S, quindi S(rv) = [d(ry,,)](rS(v));

(i) (z,v,ru,rw) = rppy (2,0, 0, w);

(iii) in virtu dell’equazione F.3.1, d(rpy) © ropy = Frpy © APy );

(iv) d(rpy)(z,v,u,w) = (x, 70,4, Tw);

V) rppp (v, u,w) = (2,0, ru, rw).

Dunque, in particolare, da (F.3.2) si ottiene s,(x,rv) = r?

Viceversa, se sy(x,7v) = r?sy(x,v) allora

[d(rTU)}(x,v,rs(xm)) = [d(TTU)](x,v,rsl(:v,v)msQ(w,v))
= [d(TTU)](TTTU(x v, 51(, v),sQ(x,v)))
= ropy o d(rpy) (2, v, 8 (2, 0), 32(x,v))

)(

= (2,710,781 (2,0),r%s55(z,0))
)
)

so(z,v).

(F.3.3)

[l

(:c ru,rsy(x,v), so(x, ))

= (z,7v,8,(x,70), 59(x,70)) = (z,70, s(x,7v)),
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in cui la penultima eguaglianza segue dal fatto che, in particolare, s & la rappresentazione locale di
un campo vettoriale del second’ordine, quindi per la F.2.3 & rs;(z,v) = rv = s;(z,rv). Dunque per
la F.3.3 [d(rTU)}(x,v,rs(x,v)) = (x,rv, s(a:,rv)), i.e. s soddisfa la proprietd SPR 1 di spray. [

Dunque s rappresenta uno spray se e solo se la sua parte principale & omogenea di grado due
rispetto alla seconda variabile, i.e. per ogni 7 in R, sy(x,7v) = r?s,(x,v), se e solo se —e questo
¢ un fatto di algebra lineare elementare— indicato con D2 I'operatore di derivata seconda rispetto
alla seconda variabile,

v,v).

1
52('1:’1}) = 7(D§S2) 2.0 (
2 (2,0)

Segue che, in una carta, uno spray —o meglio la sua parte principale- ¢ indotta da una applicazione
bilineare simmetrica che diremo associata allo spray, data in ogni punto da

1
I(z) = ~5 (D3s,) (2.0)°

T" & detto anche il simbolo di Christoffel dello spray nella carta assegnata. Posto
L(z;v,v) =T(z)(v,0),
risulta chiaramente

I(z;v,w) = %[52(1‘, V) + sy(x, w) — sy(z, v+ w)]. (F.3.4)

F.3.2 Formula di cambiamento di variabile per gli spray

Scopo di questa sottosezione ¢ studiare come varia la parte principale di uno generico spray su
TM quando muta 'intorno coordinato. Se U & un sottoinsieme aperto di uno spazio di Banach F,
indichiamo come consueto la rappresentazione locale di uno spray S su TU con

sy = (sp1su2): (@,0) €U X E v (syy(,v),555(2,0)) = (v,555(x,0)) € E x E.

Sia V un sottoinsieme aperto di £ e h: U — V un diffeomorfismo di U su V. Nel nuovo sistema di
coordinate determinato da h, sia sy, : V x F — F x E la rappresentazione locale dello spray S.

Nel seguito, per comodita di notazione, converra denotare ’operatore di differenziazione con la
notazione T — l'operatore tangenziale — anziché con “d”, mettendo cosi in risalto il suo carattere
funtoriale.
Su TU, il tangenziale di h, Th: U x E — V x E, & rappresentato da Th(z,v) = (h(z), ' (z)(v)).
Consideriamo dunque l'ulteriore sollevamento al doppio fibrato tangente TTU, e la corrispondente
mappa

TTh: UXE)x (EXE)— (VxE)x (ExE)

data da
TTh((z,v), (u,w)) = (Th(z,v), (Th) (z,v)(u, w)). (F.3.5)

Schematicamente la situazione & rappresentata dal seguente diagramma:

TTh=(Th,(ThY)

(Ux E)x (ExE) (VX E)x (ExE)

ﬂUxE\L ) WVXE\L b
Th=(h,H) /

UxFE VxFE
ﬂyl wvl
U b v
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Calcoliamo (Th)'(z,v):

) Oh(x) Oh(x) W (x 0
(Th) (w,v) = (awgfiw o1} (v)) = (h”(ag)()v) h’(m))

ox

e quindi T o)) = () i) () = (@0, F @) e+ @ w),
per cui, in definitiva, sostituendo in (F.3.5) si ottiene

TTh((z,v), (u,w)) = (h(x), () (), 1 (2)(w), k" (2)(v, u) + h'(z)(w)). (F.3.6)

Le rappresentazioni locali s;; e sy, dello spray sono legate dalla formula F.3.7 seguente (si consideri
il seguente circuito commutativo dedotto dal diagramma precedente)

(Th)

(Ux E)x (ExE) ExFE
IdeEXSUT o SVT
UxE - VxE
Th=(h,HK)

v(Th(z,v)) = sy (h(z), b (2)(v)) = (h'(2)(0), sy,5 (h(z), ' (2)(v)))
= (Th) (z,v;sy(z,v)) = ( h) (z,v;v, 5p5(2,v))
= (W) ), (@) (0, 0) + () 0 spial0), - (F37)

da cui si deduce la formula di cambiamento di variabile per la parte quadratica di uno spray:

sy (h(x), h'(z)(v)) = h"(2)(v,v) + I (2) © 55 (w, ) (F.3.8)

In particolare, dalla formula F.3.8 di cambiamento di variabile per la parte principale di uno spray,
si ottiene la corrispondente legge di trasformazione per il simbolo di Christoffel:

Ly (h(x); b () (v), B (2)(w)) = =h"(z)(v, w) + I’ () Ty (230, ).

Si noti che I' non trasforma come un tensore.
Alcune proprieta piu fini riguardanti gli spray sono state introdotte nella sottosezione 2.1.3.

F.4 La mappa esponenziale di uno spray

La condizione SPR 1 che abbiamo considerato per definire uno spray e equivalente ad altre
riguardanti le curve integrali dei campi vettoriali del second’ordine F'. Elencheremo nel seguito
queste condizioni.

Se v & un vettore in T'M, denoteremo con o, 'unica curva integrale di F' con condizione iniziale

v (i.e. tale che 0,(0) = v):
{F(O’v) = o),
0,(0) = v.

Proposizione F.10. Per ogni v in TM la condizione espressa da SPR 1 ¢ equivalente ad una
qualunque delle seguenti:

SPR 2. La curva o, ¢ definita in ¢ se e solo se rt appartiene al dominio di o, ed in tal caso

Ory(t) = Ty (rt).

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA
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SPR 3. Se r e t sono numeri, rt appartiene al dominio di o, se e solo se r appartiene al dominio
di o4, ed in tal caso
o (1) = wo, (rt).

SPR 4. Un numero ¢ appartiene al dominio di o, se e solo se 1 appartiene al dominio di oy,, ed
in tal caso
oy (t) = mog(1).

Considereremo nel seguito ulteriori proprieta delle curve integrali di uno spray. Sia
S:TM — T(TM)

uno spray su M. Sia £ 'insieme dei vettori v in T'M tali che ¢, & definita in un intervallo contenente
[0,1]. Allora £ ¢ un sottoinsieme aperto di T'M, inoltre la mappa

v o,(1)
¢ un morfismo di € C TM in TM.

Definizione F.11 (Mappa esponenziale di uno spray). La mappa esponenziale exp: £ — M
¢ il morfismo definito da
exp(v) = wo,(1).

L’insieme £ ¢ detto il dominio della mappa esponenziale (associata allo spray S).

Se x ¢ un punto della varieta M, indicato con O, il vettore nullo di T, M, da SPR 1, posto
r = 0 si ottiene F(O,) = 0. Quindi

exp(0,) = (00, (1)) = m(0,) = .

Denoteremo con exp, la restrizione di exp a £, :=ENT, M.

RAUL TOZZI






Appendice G

Analisi funzionale lineare

G.1 Richiami di analisi lineare negli spazi di Banach

Se E ed F sono spazi normati, indicheremo con L(FE, F') lo spazio degli operatori lineari e continui
da E a F, equivalentemente lo spazio degli operatori di £ in F' per cui esista una costante C tale che
per ogni z in E, |Tz| < C|z|, ossia, in altri termini, lo spazio degli operatori limitati sui limitati,
comunemente chiamati —con abuso di linguaggio— operatori limitati.

Teorema G.1 (della mappa aperta). Siano E ed F spazi di Banach. Se ¢ in L(E,F) ¢é un
operatore surgettivo, allora ¢ & un’applicazione aperta, ossia per ogni aperto A di E l'insieme p(A)
e aperto in F.

Corollario G.2. Siano E, F spazi di Banach e sia ¢ in L(E,F). Se ¢ é bigettivo, allora ¢ é un
isomorfismo toplineare, ossia o~ ' € L(F, E).

Dimostrazione. Ovviamente ¢~ & lineare; inoltre per il teorema G.1 della mappa aperta ¢ trasfor-

ma aperti in aperti, dunque la controimmagine attraverso ¢! di un aperto & un aperto. Pertanto

@~ 1 & continua e quindi ¢~! € L(F, E). Notiamo in particolare che si ha

VzeE) |zlp <cle(@)p,

ove ¢ = ||<p_1\|£(F7E). O

Corollario G.3. Siano F,G sottospazi chiusi di E tali che F+ G =FE e FNG = {0}. Allora la
mappa F x G — E definita da (x,y) — x +y & un isomorfismo toplineare.

Dimostrazione. Essa € continua e bigettiva, dunque la tesi segue applicando il corollario G.2. [

Definizione G.4. Nelle ipotesi del corollario G.3 diremo che E ¢ la somma diretta di F' e G
e scriveremo ' = F @ (. Diremo che un sottospazio chiuso F' di uno spazio di Banach E &
complementato se esiste un sottospazio chiuso G C FE tale che F = F@®G. In tal caso diremo anche
che F' e (G sono sottospazi complementari. Chiaramente, in generale, la scelta di G non é unica.
In particolare (cfr. teorema G.18) se E ¢ uno spazio di Hilbert e F' & un sottospazio chiuso, allora
E = F ® F*. Dunque ogni sottospazio chiuso di uno spazio di Hilbert ¢ complementato.

Sia E uno spazio di Banach e F' un sottospazio chiuso. Definiamo una norma sullo spazio
quoziente E/F ponendo
|z + F| = inf |z +y|. (G.1.1)
yeF

Lo spazio E/F munito della norma G.1.1 & uno spazio completo. Si osservi che se F' non & chiuso

allora G.1.1 non definisce una norma su E/F, infatti uno spazio normato ¢ uno spazio metrico,
dunque di Hausdorff: se F' non & chiuso in F allora la topologia quoziente su F/F non ¢ di Hausdorff.
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Siano E, G spazi di Banach e ¢ in £(FE,G). Allora chiaramente l'immagine ¢(FE) di E mediante
& un sottospazio di G, non necessariamente chiuso. Sia F’ il nucleo di ¢. Dunque abbiamo 'usuale
mappa lineare E/F — G indotta da ¢, specificatamente, la mappa definita da

z+ F— o(x)=¢(x+F).
Si tratta di una mappa continua, infatti esiste una costante C' > 0 tale che per ogni x in F risulta
le(@)] < Clz + FI.
Siccome ¢(x) = ¢(x + y) per ogni y in F, segue che
VyeF) |e(z+y)l <Clz+Fl,

da cui la continuita di E/F — G. Dunque, per il corollario G.2, se ¢ & surgettiva allora la mappa
E/F — G ¢ un isomorfismo toplineare.

Sia E uno spazio vettoriale ed F' un sottospazio. La codimensione di F in E &, per definizione,
la dimensione di E/F.

Corollario G.5. Sia E uno spazio di Banach ed F un sottospazio chiuso di dimensione o codi-
mensione finita. Allora F ammette un sottospazio complementare chiuso.

Dimostrazione. Se F' ha dimensione finita, il corollario € una conseguenza ovvia del teorema di
Hahn-Banach. Assumiamo dunque che F' abbia codimensione finita, e sia {y1,...,y,} una base di
E/F. Siano z1,...,x, gli elementi di F applicati in y1,...,y, rispettivamente dall’applicazione
naturale E — E/F. Indicato con G il sottospazio generato da 1, ...,2,, G & di dimensione finita,
dunque ¢ chiuso, e F NG = {0} mentre F' 4+ G = E. Possiamo quindi applicare il corollario G.3 e
concludere la prova anche in questo caso. O

Proposizione G.6. Se F' ¢ un sottospazio chiuso di E di codimensione finita e G & un sottospazio
di E tale che F C G C E, allora G ¢ chiuso.

Dimostrazione. L'immagine di G nello spazio quoziente E/F & contenuta in uno spazio vettoriale
di dimensione finita, dunque & chiusa. Ne discende che G € esso stesso un sottospazio chiuso. [

Corollario G.7. Siano E, G spazi di Banach. Sia ¢ in L(E,G) tale che l'immagine ¢(E) C G
sia di codimensione finita. Allora ¢(F) é chiusa.

Dimostrazione. Come nel corollario G.5, possiamo trovare un sottospazio di dimensione finita F' di
G tale che G = p(F) + F. Sicuramente quest’ultima ¢ una somma diretta algebrica, non ancora
topologica. Fattorizzando il nucleo di ¢, possiamo assumere senza ledere la generalita che ¢ sia
iniettivo. Componiamo ¢ con la mappa naturale G — G/F. Allora la composizione

E-% G5 GIF

¢ una mappa lineare bigettiva e continua di E su G/F, quindi & un isomorfismo toplineare in virtl
del corollario G.2. Segue che la mappa inversa (1) o ) ~! & continua, dunque & continua la mappa

po(pop)™
che applica G/F su ¢(E). Quindi ¢(E) & toplinear isomorfo a G/F. Poiché G/F & completo, segue
che ¢(F) & completo, e quindi ¢(E) & chiuso in G, come volevasi dimostrare. O

Definizione G.8. Sia X uno spazio normato. Diremo che una successione (x,) di X converge
debolmente a z in X se

(VoeX™)  o(zn) — ¢(x).

In tal caso scriveremo x,, — .
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Proposizione G.9.
Ty = ¢ = ||z| < liminf |z,|.
n—-+4oo

Dimostrazione. Ricordiamo che il limite inferiore di una successione (s,,) di numeri reali,

liminf s, = lim inf s = sup inf s,,
n—+00 n—+oo k>=n neNk=2n

¢ il minimo limite di tutte le sottosuccessioni convergenti di (s, ). Sia dunque (z,,) una sottosuc-
cessione di (z,,) tale che

— liminf |z, .

”xm i—+oco n—-+oo

In particolare, per ogni € > 0, i termini della successione (z,,) appartengono definitivamente
alla palla chiusa centrata in 0 ed avente raggio € + liminf |z, |. Siccome la palla chiusa & anche
debolmente sequenzialmente chiusa (si ricordi che, come conseguenza del teorema di Mazur, ogni
insieme convesso chiuso & anche debolmente sequenzialmente chiuso), e siccome (z,,) converge a x
debolmente, abbiamo che x appartiene alla palla, i.e.

|| < e+ liminf|z,]|.
n—-+o0o
Per l'arbitrarieta con cui si & scelto € € RT si conclude che
|| < liminf |a,].
n—-+o0o
O

Definizione G.10 (Base di Schauder). Sia V uno spazio vettoriale topologico di dimensione
infinita, i.e., uno spazio vettoriale reale di dimensione infinita con una topologia di Hausdorff in cui
I’addizione vettoriale e la moltiplicazione scalare siano congiuntamente continue.

Una base di Schauder per V & una successione (x;);en+ di elementi di V' tale che per ogni v in
V esiste un’unica successione di scalari (a;) per cui v = Z;';Of a; z; (la convergenza essendo rispetto

alla topologia di V') tale che, per ogni ¢, la funzione f; definita da f;(v) = a, ¢ continua.

Definizione G.11. Sia E uno spazio di Banach di dimensione infinita dotato di una base di
Schauder B = (e;);>1. Diremo che B ¢ monotona se, per ogni = in E, la mappa

ne Nt — |m,(z)] € RT
¢ una funzione non decrescente di n.
Proposizione G.12 (] 1)- B ¢ monotona se e solo se per ogni n in N* risulta |m,| < 1.

Proposizione G.13 (] D). Sia E uno spazio di Banach di dimensione infinita, dotato di una
base di Schauder B = (e;)i>1. Allora E ammette una norma equivalente relativamente alla quale B
€ monotona.

Proposizione G.14. Sia E uno spazio di Banach di dimensione infinita dotato di una base di
Schauder B = (e;)i>1 (per esempio si pud considerare il caso in cui E = H sia uno spazio di
Hilbert di dimensione infinita separabile) e (zp), una successione di punti di E convergente a z in
E. Siam": E — E™ il proiettore canonico su E™ := Span {en+j 1j € N*}, Allora

7" (zn) — 0.
n—-+oo
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Dimostrazione. Risulta 7" = O, i.e. 7"(x)—0 per ogni x in H, dunque, in particolare
|7" (20)] — 0.

Siccome per ogni z in E lim, |7"z| = 0, in particolare deve essere sup,,cy |[7"z| < 0o e quindi, per
il teorema di Banach-Steinhaus, sup, ¢y [7"] < o0, i.e., esiste C in R* tale che, per ogni n in N,
|7™] < C. Infine

0 < 7" (zn)l = 17" (20 — 20 + 20)| = [7" (20 — 20) + 7" (20)]| < |7" (20 — 20)| + 7" (20)]
< 71 - lzn = 20l + |7 (20)] < C'- |20 = 20] + |7 (20) | ¢-0+0=0,

n—-+oo

e quindi 7"(z,) — 0.
Nel caso in cui £ = H sia uno spazio di Hilbert separabile si arriva alla stessa conclusione senza
bisogno di invocare il teorema di Banach-Steinhaus, essendo infatti |7™| = 1 per ogni n in N*. [

G.2 Richiami di analisi lineare negli spazi di Hilbert

Proposizione G.15. Sia (H, (,)) uno spazio pre-hilbertiano. Allora (-,-) é una funzione con-
giuntamente continua nelle due variabili rispetto alla norma indotta, i.e.,

lzn —2z| =0 Ay =yl =0 = (zn,yn) — (2,9).

Dimostrazione. Si tratta di una conseguenza immediata della disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.
O

Definizione G.16. Un insieme di vettori S in uno spazio con prodotto scalare (-,-) & detto un
sistema ortogonale se 0 ¢ S e per ogni z,y € S tali che x # y risulta z L y, i.e. (z,y) = 0.
Un sistema ortogonale S in uno spazio con prodotto scalare ¢ detto ortonormale se |s| = 1 per
ogni s in S. Si noti che se S ¢ un sistema ortogonale, allora I'insieme dei vettori {z/|z| : z € S} &
automaticamente un sistema ortonormale.

Un sottoinsieme convesso chiuso di uno spazio di Hilbert contiene un unico vettore che realizza
la distanza da un vettore assegnato. Precisamente:

Teorema G.17. Se A ¢é un sottoinsieme convesso chiuso non vuoto di uno spazio di Hilbert H,
allora per ogni x in H esiste un unico y in A tale che

d(z, A) = |z =yl

Sia H uno spazio con prodotto scalare. Se A & un sottoinsieme non vuoto di H, allora il
complemento ortogonale A+ di A consiste di tutti i vettori che sono ortogonali ad ogni vettore di
A, ie.,

At = {xEH :x Ly per ogni yGA}.

Dalla linearita e dalla continuita del prodotto scalare e chiaro che At & sempre un sottospazio
chiuso di H tale che A+ = (A)+ e AN A+ = {0}. Inoltre, quando H & uno spazio di Hilbert e A &
un sottospazio chiuso, allora A insieme con A+ genera l'intero spazio di Hilbert:

Teorema G.18. Se M ¢ un sottospazio chiuso di uno spazio di Hilbert H, allora H = M & M*.

Dimostrazione. Siccome M N M=+ = {0}, & sufficiente dimostrare che ogni vettore z in H & della
forma z = y + 2, con y in M e z in M+. Poiché M & un insieme chiuso e (in quanto spazio
vettoriale) convesso, per il teorema G.17 della minima norma esiste un unico vettore y in M tale
che d(z, M) = |z — y|. Posto z = x — y si verifica che z L M. O

IMMERSIONI APERTE IN DIMENSIONE INFINITA



G.2 RICHIAMI DI ANALISI LINEARE NEGLI SPAZI DI HILBERT 117

In uno spazio di Hilbert i sottospazi densi hanno una interessante caratterizzazione in termini
della nozione di ortogonalita.

Corollario G.19. Un sottospazio vettoriale M di uno spazio di Hilbert é denso se e solo se il
vettore nullo ¢ il solo vettore ortogonale ad M, i.e., M+ = {0}.

Dimostrazione. Sia M un sottospazio vettoriale di uno spazio di Hilbert H e denotiamo con M
la. sua chiusura rispetto alla topologia indotta dalla norma. Assumiamo dapprima che M = H
e sia x L M. Si consideri una successione (z,) di punti di M tale che x,, — z e si noti che
0 = (@, ) — (z,z) implica (z,z) =0, i.e., x = 0.

Viceversa, assumiamo che M+ = {0}. Poiché (M)+ = M=, per il teorema G.18

M=Mao {0} =Maeo (M™* =H,
e quindi M ¢ denso in H. O

Siccome il prodotto scalare & una funzione congiuntamente continua (cfr. proposizione G.15)
segue che ogni vettore y in uno spazio pre-hilbertiano H definisce un funzionale lineare continuo
fy: H — R via la formula f,(z) = (z,y). Se H & uno spazio di Hilbert, allora tutti i funzionali
lineari continui su H sono di questa forma.

Teorema G.20 (Riesz). Se H é uno spazio di Hilbert e f: H — R é un funzionale lineare
continuo, allora esiste uno ed un solo vettore y in H tale che

(Ve e H)  f(z) = (z,y). (G.2.1)
Inoltre risulta HfHL(H) = |ylg-

Se H & uno spazio di Hilbert, allora il teorema G.20 mostra che & possibile definire una mappa
da H su H*, y — f, := (x,y). Inoltre, siccome si verifica subito che

fy+fz:fy+z afy:fay ”fy”:"y")

segue che I’associazione y — f, := (z,y) ¢ invero una isometria lineare da H su H* (si ricordi che
un operatore lineare T: X — Y tra due spazi normati ¢ detto una isometria se, per ogni = in X,
|Tz| = ||z|). Per mezzo di questa isometria, si stabilisce il seguente importante:

Corollario G.21. Ogni spazio di Hilbert ¢ uno spazio di Banach riflessivo.
Ricordiamo adesso alcuni fatti riguardanti i sistemi ortogonali ed i sistemi ortonormali.

Definizione G.22. Diremo che un sistema ortogonale S di uno spazio con prodotto scalare &
completo se x | s per ogni s in S implica x = 0.

Eruditi dal corollario G.19 & bene porre in evidenza che, nella collezione di tutti i sistemi
ortonormali di uno spazio di Hilbert H, un sistema ortonormale S € completo se e solo se lo spazio
vettoriale da esso generato (ossia 'insieme di tutte le combinazioni lineari finite di elementi di .S)
e denso in H.

Teorema G.23. Ogni spazio con prodotto scalare ha un insieme ortogonale completo, e quindi, in
particolare, ha un insieme ortonormale completo.

Dimostrazione. 1l teorema segue dal lemma di Zorn osservando che la collezione di tutti i sistemi
ortogonali, ordinata dall’inclusione, ha un elemento massimale. Per concludere la prova, si noti che
un sistema ortogonale € massimale se e solo se esso € completo. O

Un sistema ortogonale completo & un sistema ortogonale massimale. Per il teorema G.23
sappiamo che ogni spazio con prodotto scalare ha un sistema ortogonale completo.
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Definizione G.24. In uno spazio di Hilbert chiameremo base di Hilbert oppure base ortonormale
un sistema ortonormale completo. Riassumendo, una famiglia di vettori (e;);e; di uno spazio di
Hilbert e una base ortonormale se e solo se

BO 1. (e;,e;) = d;;, in cui d;; ¢ il simbolo di Kronecker, e
BO 2. per ogniiin I, {(x,e;) =0 implica = 0.

Si osservi esplicitamente che una base ortonormale non é necessariamente una “base” nel senso
dell’algebra astratta, non € vero cioé che ogni elemento dello spazio ¢ una combinazione lineare di
un numero finito di elementi di una base di Hilbert.

Gli spazi di Hilbert con una base ortonormale numerabile sono precisamente gli spazi di Hilbert
di dimensione infinita separabili:

Teorema G.25. Uno spazio di Hilbert di dimensione infinita é separabile se e solo se ammette una
base ortonormale numerabile. In questo caso, ogni base ortonormale dello spazio é numerabile.

Osservazione G.26. Due spazi di Hilbert sono toplinear-isomorfi, equivalentemente unitariamente
isomorfi, se e solo se hanno sistemi ortonormali completi della stessa cardinalita: infatti ogni iso-
morfismo unitario trasforma biiettivamente un sistema ortonormale completo di uno spazio in un
sistema ortonormale completo dell’altro, ed inversamente ogni biiezione di sistemi ortonormali com-
pleti si estende ad un isomorfismo unitario tra gli spazi. Escluso il caso di dimensione finita, la
cardinalita di un sistema ortonormale completo coincide con il carattere di densita dello spazio, os-
sia con la minima cardinalita di un sottoinsieme (topologicamente) denso nello spazio. Nel caso di
dimensione finita, naturalmente la dimensione ¢ anche la cardinalita di un base ortonormale. Dato
che per ogni cardinale finito n ed ogni cardinale infinito « si ha n+a = «, in uno spazio di Hilbert H
di dimensione infinita ogni sottospazio V' di codimensione finita € unitariamente isomorfo e quindi,
in particolare, toplinear-isomorfo ad H stesso. Infatti, se W e il supplementare ortogonale di V,
con dimW = n, ed uy,...,u, € una base ortonormale di W, prendiamo un sistema ortonormale
completo {u, : ¢ € I} di V, con Card (I) = a, « carattere di densita di V', necessariamente infinito;
allora {u1,...,u,} U{u, : v € I} & un sistema ortonormale completo di H, di cardinale n + o = a.
Un isomorfismo unitario di H su V si trova usando una biiezione di {1,...,n} UTI su I (si suppone
che I'N{l,...,n} = @); a sua volta tale biiezione in genere si stabilisce cosi: si fissa un’iniezione
k— (k) di {1,2,3,...} in I, iniezione che esiste perché I ¢ infinito; detta A I'immagine di tale
iniezione, si definisce n di {1,...,n} U I su I nel modo seguente: n(j) = ¢(j) per j € {1,...,n};
n(e(k)) = ¢(k+n) per ogni k € {1,2,3,...}; n(¢) = ¢ se v € I\ A (si noti che l'insieme I \ A non
viene toccato, quindi & come se stessimo lavorando in un sottospazio separabile). Tale biiezione 7 si
estende ad un isomorfismo unitario di H su V/, isomorfismo che ¢ essenzialmente uno shift applicato
n volte.

In generale, dato uno spazio di Hilbert H, ed una sua decomposizione H =V é_a W in somma
diretta ortogonale di due suoi sottospazi, H & unitariamente isomorfo ad uno almeno dei due: basta
ricordare che una somma di due cardinali, uno almeno dei quali infinito, coincide con il piu grande
fra i due.

Diremo che un operatore lineare L: H; — Hs tra due spazi di Hilbert preserva il prodotto scalare
se (Lx, Ly) = (z,y) per ogni x,y € Hj.

Il seguente lemma € una conseguenza immediata del noto risultato secondo cui una norma su uno
spazio vettoriale € hilbertiana se e solo se soddisfa 'uguaglianza del parallelogramma:

Lemma G.27. Un operatore lineare L: Hy — Hs tra due spazi di Hilbert preserva la norma (i.e.
¢ una isometria) se e solo se preserva il prodotto scalare.

In uno spazio di Hilbert separabile, scelto un sistema ortonormale completo (e;), ogni vettore
x in H si scrive in modo unico come z = Y z;e;. Questa identificazione induce un isomorfismo
di spazi di Hilbert da H su #2 in cui si corrispondono x e {x;}. Innanzitutto, detta mappa ¢ ben
definita ed & un’isometria perché Y |z;|*> = |z|?. La mappa ¢ iniettiva per I'unicita dei coefficienti
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di Fourier, ed ¢ suriettiva in quanto, per ogni elemento (z;) di ¢? risulta > |z;|> < oo, dunque la
formula x := > x;e; definisce un elemento di H. Chiaramente questo isomorfismo non & naturale
infatti richiede la scelta di una base.

Teorema G.28. Uno spazio di Hilbert H di dimensione infinita é separabile se e solo se é linear-
mente isometrico a (2.

Infine, ricordiamo il seguente utile risultato in analisi di Fourier, per la cui dimostrazione
rimandiamo a [ |, pag. 241.

Teorema G.29. Siano p e q esponenti coniugati, f in LP e g in L9. Allora f g(z) esiste per ogni
z, f*g & limitato e uniformemente continuo, e | f* gl < |flylgl,- Sel <p < oo (e quindi anche
1< g <o), allora f*g si annulla all’infinito (anche se né f, né g tendono a 0 all’infinito).

Esempio G.30. Proviamo a titolo di esempio, senza fare ricorso alla teoria della convoluzione, che

+oo
VgeL*R), lim e~ @D g(t) dt = 0.
T—+00 oo
Si osservi che se g € L'(R) allora la maggiorante sommabile dell’integrando & |g| stessa, & ovvio
infatti che si ha |e*(“"’t)2g(t)| < |g(t)| per ogni z,t € R. Quindi, se g € L'(R) si conclude subito
che lim, 4o G*g(x) = 0, in virtu del teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata. Scriviamo
ora

+oo 5
Grg(o)| = | [ e gt < [

— 00

+oo —+oo

P gofde = [ (R 0 g

— 00

(z—1)2 (z—t)2

e applichiamo la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz alle funzioni ¢t — e~ 2 |t —e = 2z |g(t)]
ottenendo

400 , 1/2 400 . 1/2 12
’G*g(x)’ < (/ e—(@=t) dt) (/ e~ (@=1) |g(t)|2 dt> = 771/4(G* |g|2(x)) )

oo

Per quanto appena visto si ha lim, 4 G * |g|?(z) = 0 dato che |g|* € L'(R).

G.3 Piega in dimensione infinita

Proposizione G.31. Sia X uno spazio di Banach dotato di una base di Schauder (e;);>1. Allora
esiste una mappa propria non surgettiva di classe C*° di X in X Fredholm di indice zero.

Dimostrazione. Siindichi con z il generico elemento di X e con (z;);en+ le coordinate di  rispetto a
(ei)ien+- Identifichiamo gli elementi di X con le coordinate rispetto alla base di Schauder (e;);en+-
Si consideri la mappa

f: (mi)ieN+ eEX+— (1‘%7 (-Ti)iZQ) e X.

Allora chiaramente si tratta di una mappa non surgettiva.
Verifichiamo che f é una applicazione propria: vediamo la f come decomposta nell’identita
sugli elementi di X del tipo (0, 29,3, ...) sommata alla funzione x; — x?. Pill precisamente, sia

x = (x1,22,...) = (21,0,...) + (0,22, 23,...) =t x16+y € X,
in cui si & posto x1e := (21,0,...) e y := (0, 22,3, ...). Allora f(x) = z%e + y.

Se K & un compatto di X, sia (z(™));, una successione in f~(K): dobbiamo provare che (")),
ammette una sottosuccessione convergente a un punto di f~*(K). Si ha (z(")), = (tpe + y(h))h e
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(f(m(h)))h = (tie + y(h))h, che € una successione in K. Dunque (f(x(h)))h ammette una sottosuc-
cessione (f(z("))) = (7 e+ y")), convergente a un punto z di K. Segue che esistono’ punti re
ed y = (0,y2,¥s, . ..) tali che (tii e)i e (y(hi))i convergono a re ed y = (0, y2,ys, . ..) rispettivamente,
ed inoltre re+y = z € K. In particolare, a meno di passare a una sottosuccessione segue che (thie)i
converge a un certo te (tale che t? = r). L’elemento te +y € X & invero un elemento di f~1(K),

infatti f(te + y) =t?e+y=re+y=z¢€ K, inoltre
lim M) = lim (thie + y(hi’)) =te+y.

|

Verifichiamo che f & Fredholm di indice zero. Per questo scopo occorre calcolare il differenziale
di Fréchet df,, di f in zo = ae+0b, dove b= (0,b2,b3,...), con a,by, b3, ... € R. Se x = (x1,22,...)
si ha
df,,(x) = (2ax1, 72,23, ...)

di modo che: se a a # 0 allora df, ¢ un isomorfismo, la mappa inversa essendo

(W) j>1 — (W1/(20), 92,93, . ..);

se a = 0, df,, ha come nucleo R e (dimensione 1) e come immagine lo spazio dei vettori con prima

coordinata nulla, supplementare di Re e quindi di codimensione 1.
O

Osservazione G.32. La proposizione G.31 si generalizza a spazi del tipo X = R x V| con V spazio
di Banach, prendendo f(t,v) = (t2,v).

Osservazione G.33. Chiaramente il risultato espresso dalla proposizione precedente continua ad
essere vero quando in luogo dello spazio di Banach X dotato di una base di Schauder si consideri
uno spazio di Hilbert separabile.

1 Siccome (f(a:(hi)))i & convergente, essa & di Cauchy, i.e., “ti,e + yhi) — t%e - y<hj>{|2 LI, g, Segue che
i J

(ti)z e (y(h'i))i sono di Cauchy, da cui, per la completezza di R e X, esse sono convergenti.
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