Grado topologico

1 1l grado topologico in dimensione finita

1.1 Preliminari

Ricordiamo alcuni fatti sull’integrazione di forme e sui valori singolari di una mappa.

Integrazione di n-forme differenziali. Siano X e Y varieta n-dimensionali. Qui e nel seguito
per varieta si intendera sempre varieta senza bordo di classe C* Hausdorff e paracompatta. Sia
a una k-forma su Y, e sia f : X — Y una mappa di classe C'. 1l pull-back di o tramite f & la
k-forma f*(«) su X, definita da

F )@)€ &] = alf@)Df (@), DE@)&], Yo € X, Y&, & € T, X.
Nel caso k = n, « si esprime in coordinate locali (y!,...,y") tramite una funzione reale a,
a(y) = a(y)dy' A...dy",
e la n-forma f*(«a) si esprime in coordinate locali (z!,...,2") su X come
f*(@)(x) = a(f(z))det Df(x) dz* A -+ A dz"™. (1)
L’operazione di pull-back commuta con il differenziale:
£*(da) = df*(a).

Se Y & una n-varieta orientata e la n-forma « ha supporto compatto, ¢ ben definito 'integrale di

asuyY,
/a.
Y

Dalla formula di cambio di variabile negli integrali multipli,
[ ety = [ atgla))|det Do) d,

dove g : R® — R"™ & un diffeomorfismo C!, e dalla formula (1) segue che se f : X — Y & un
diffeomorfismo C' tra varietd connesse orientate, allora

/Xf*(a) = sign det Df/ya. (2)

La quantita sign det D f vale 1 se f conserva 'orientazione, —1 se la inverte.
Il teorema di Stokes implica che se 5 & una (n — 1)-forma con supporto compatto in Y, allora

/Ydﬂzo.

In effetti, vale anche una sorta di viceversa:

1.1 LEMMA. Sia o una n-forma su R™ con supporto contenuto in un cubo aperto Q@ C R™ ed
integrale nullo. Allora esiste una (n —1)-forma 8 con supporto contenuto in Q) e tale che df = a.



Dimostrazione. Possiamo supporre
a(x) = a(x)dz A--- A da™,

con a € C®(R",R) avente supporto nel cubo aperto I"™, dove I = (0,1).

dimostrare che se
/ a(z)dr =0,

allora esistono funzioni b',...,b" € C°°(R",R) con supporto in I" tali che
"~ Ob; n
a(x) = 2 @(x), Vo e R™.

Infatti in questo caso
n

Bx) = Z(—l)j_lbj(ac) de' Ao Ada™

j=1

verifica dff = a.
Ragioniamo per induzione su n. Se n = 1 basta porre

by (x) = / " (s ds.

—00

Il nostro scopo &

Supponiamo che la conlusione del lemma sia vera in dimensione n, ed indichiamo con (z,t) € R" xR

le coordinate di R™*!. Dall’ipotesi

/ a(x,t) dedt =0,
Rn+1

segue che la funzione

“+o0
m:R*" =R, m(z):= / a(z,t) dt,

—00

ha integrale nullo su R™. Inoltre m ha supporto nel cubo I™. Per I'ipotesi induttiva,

mia) =32 25 (@),

Jj=1

con le f; aventi supporto in I™. Definiamo g : R*™! — R come

g(z,t) .= / (a(z, s) — 7(s)m(z)) ds,

— 00

dove 7 € C*(R,R) & una funzione con supporto in I ed integrale 1. Allora il supporto di g &

contenuto in It e

a(w,t) = alz,t) = 7(O)m(x) + T(O)m(x) = 20 (z,0) + Y 7(t) 52 (x

Quindi le funzioni

bj(z,t) :==71(t)f;(x), Vi=1,...,n, byyi(z,t):=g(z,t),

risolvono il problema.



Valori regolari e critici. Sia f : X — Y una mappa di classe C' tra due varietd. Il punto
x € X si dice punto regolare di f se Df(x) & un’inversa sinistra (in dimensione finita, se D f(x)
¢ surgettivo), altrimenti si dice punto critico. L'immagine dei punti critici & I'insieme dei valori
critici. 1 punti y € Y che non sono valori critici si dicono wvalori reglari. Quindi, se y € Y ¢
un valore regolare, 'immagine inversa f~!({y}) ¢ vuota oppure & una sottovarietd C* di X. Se
tanto X quanto Y hanno dimensione finita, dim f~!({y}) = dim X — dimY. In particolare se
dim X =dimY, f~1({y}) & un insieme discreto.

1.2 TEOREMA. (Teorema di Sard) Siano X eY warieta di dimensione finita, e sia f € C*(X,Y),
con
k > max{0,dim X — dimY'}.

Allora 'insieme dei valori critict di f ha misura di Lebesgue nulla in'Y .

Dato che i cambi di coordinate C' mandano insiemi di misura nulla in insiemi di misura nulla,
e dato che 'unione numerabile di insiemi di misura nulla ha misura nulla, la nozione di insieme
di misura nulla si estende dai sottoinsiemi di R™ ai sottoinsiemi di una varieta n-dimensionale. 11
teorema di Sard ¢ banale nel caso dim X < dimY. Anche il caso dim X = dimY" (che & quello
che ci interessera nel seguito) risulta piuttosto semplice (si veda ad esempio [Dei85] Proposizione
1.4), mentre il caso dim X — dim Y presenta difficoltd maggiori (si veda ad esempio [AR67]).

1.2 Costruzione del grado topologico

Siano Xy e Y varieta n-dimensionali orientate, e sia X C X un aperto con chiusura X = X U0X
compatta. Siano f € C°(X,Y) ey € Y tale che y ¢ f(0X). Vorremmo definire il grado di f
su X rispetto al punto y, che indicheremo con deg(f, X,y), come il numero di soluzioni x € X
dell’equazione f(z) =y, contate con opportuna molteplicita algebrica.

Mappe di classe C!. Iniziamo con I'assumere che f € C1(X,Y)NC%(X,Y). Siay € Y\ f(0X)
esia U C Y\ f(0X) un intorno cubico di y. Questo vuol dire che U ¢ diffeomorfo ad un cubo
aperto di R™ (equivalentemente, ad una palla aperta di R™). Sia «a una n-forma su Y, tale che

suppa CU e /a:l.
Y

Definiamo
deg(f, X,y) == /X ().

Mostriamo che questa definizione non dipende dalla scelta della n-forma «. Sia dunque o’ un’altra
n-forma ammissibile. Dato che o/ — « ha integrale nullo ed ha supporto in un intorno cubico, il
Lemma 1.1 implica che esiste una (n — 1)-forma 8 con supporto in U tale che o/ —a = df. Quindi

|- [ re= [ ra-a=[ ra-[ s

Dato che 3 ha supporto in U, che & disgiunto da f(0X), la forma f*(3) ha supporto compatto in
X, e dunque l'ultimo integrale si annulla. Questo prova l'indipendenza dalla scelta di a.
Si noti che la funzione
Y\ f(OX) =R,y deg(f, X,y),

¢ localmente costante: infatti se yo € Y\ f(0X), U C Y \ f(0X) ¢ un intorno cubico di yp € o &
una n-forma con supporto in U ed integrale 1, risulta

deg(f. X,y) = /X £*(0) = deg(f, X, 0)

per ogni y € U.
11 risultato seguente ci dice che se y & un valore regolare, deg(f, X, y) ¢ effettivamente il numero
di soluzioni di f(x) =y, contate con molteplicita algebrica.



1.3 PROPOSIZIONE. Sey € Y \ f(0X) ¢ un valore regolare di f € C*(X,Y), allora

deg(f, X,y)= Y signdet Df(x).
zef~*({v})

Dimostrazione. Innanzitutto il teorema della funzione inversa garantisce che f~!({y}) & un sot-
toinsieme discreto di X. Dato che y ¢ f(0X), f~'({y}) non ha punti di accumulazione in 9.X,
quindi & un insieme finito:

Ty = {z1,..., 21}

Dunque la somma sopra ¢ ben definita. La quantita sign det Df(x) vale 1 quando f conserva
Porientazione in un intorno di , —1 quando la inverte.
Sia U C Y'\ f(0X) un intorno cubico di y, e sia U; un intorno di x; tale che f|y, : U; — f(U;) C
U sia un diffeomorfismo, per ogni j = 1,...,k. Se € una n-forma con supporto nell’intorno di y
_1f(U;) ed integrale 1, dalla formula (2 ) si ottiene

deg(fyX,y)=/Xf* Z/ [ ZSIgn det D f(z; /a—ZSIgn det Df(x;),

il che conclude la dimostrazione. O

La Proposizione 1.3 mostra in particolare che la quantitd deg(f, X,y) & un intero per ogni
y €Y\ f(0X) che sia un valore regolare di f. D’altra parte, per il Teorema di Sard 1.2 I'insieme
dei valori regolari di f & denso in Y, e dato che la funzione y — deg(f, X,y) ¢ localmente costante
in Y\ f(0X), concludiamo che deg(f, X,y) ¢ un intero per ogni y € Y \ f(X). Riassumiamo i
risultati fin qui ottenuti nel seguente:

1.4 TEOREMA. Siano Xo,Y varieta orientate di dimensione n, sia X C Xo un aperto con chiusura
X = X UJX compatta, e sia f € CH(X,Y)NC(X,Y). Allora la quantita

Z sign det D f(z),
e€f~1({y})

definita per ogniy € Y \ f(0X) che sia un valore regolare di f si estende ad una funzione

che & costante su ciascuna componente connessa di Y \ f(0X).

L’intero deg(f, X,y) si dice grado topologico della mappa f su X rispetto al punto y. Se Y7 &
una componente connessa di Y\ f(9X), il fatto che deg(f, X,-) sia costante su Y7 ci permette di
definire l'intero

deg(f, X, Y1) :=deg(f, X,y), Vye.

Esaminiamo il caso particolare in cui Xy = X, e dunque 0X = 0, cio¢ X ¢& una varietd compatta
orientata senza bordo. Se assumiamo Y connessa, la quantita deg(f, X,y) non dipende da y € Y,
e si dice grado di Brower della mappa f, che si indica anche semplicemente con

deg(f) = deg(fa X, Y)

Se in pitt Y & non compatta, dato che f(X) & compatta esistono punti di y che non appartengono
all'immagine di f, dunque deg(f, X,Y) = 0. Quindi il grado di Brower ¢ significativo solamente
quando anche Y & una varieta compatta.



Mappe continue. La teoria del grado topologico si estende facilmente a mappe solamente
continue. Sia infatti f € C%(X,Y). E possibile approssimare f uniformemente con mappe f. €
C®(X,Y)NC°X,Y). Per far cio ¢ sufficiente vedere Y come sottovarietd chiusa di R™, per
qualche m, grazie al teorema di Whitney, usare partizioni dell’'unita C*° su X e la convoluzione
per approssimare uniformemente f : X — Y con mappe g. : X — R™, ed infine comporre g. con
la proiezione da un intorno tubolare di Y in R™ su Y.

Siaoray € Y\ f(0X). Sia (f,) € C°(X,Y)NCY(X,Y) una successione di mappe che converge
uniformemente a f. E facile vedere che se n ¢ sufficientemente grande, il grado di deg(f,, X,y) &
ben definito e non dipende dalla scelta della successione f,. Tale intero & per definizione il grado
della mappa f, deg(f, X,y). Si veda [Dei85], sezione 2.3, per ulteriori dettagli.

Il grado topologico di una mappa continua ¢ dunque definito per approssimazione con map-
pe C'. Per dimostrare le proprietd del grado che vedremo nella prossima sezione sarad dunque
sufficiente considerare il caso C', ed usare la densitd C° delle mappe C?.

1.3 Proprieta del grado topologico

Invarianza per omotopia. La proprieta di gran lunga pit importante e piu usata del grado
topologico ¢ la sua invarianza per omotopie: se

f:01]xX—Y

¢ una mappa continua e y € Y\ f([0,1] x 9X), allora il grado topologico di f(¢,-) su X rispetto
a y non dipende da ¢,

deg(f(t, '),X, y) = deg(f(07 ), X,y), Vte [07 1}'

La definizione del grado che abbiamo scelto rende la verifica di questa proprieta particolarmente
semplice. A meno di approssimazione, possiamo infatti supporre che f sia di classe C'. Dato che
f([0,1] x X)) & chiuso, esiste un intorno cubico U di y disgiunto da tale insieme, e se & & una
n-forma con supporto in U ed integrale 1 si ha

deg(f(t, ), X, y) = /X £t )" ().

Questa quantita dipende con continuita da ¢ € [0, 1], ed essendo un intero deve essere costante.
E utile esprimere l'invarianza per omotopia anche nella forma seguente. Si consideri I'insieme

F={feCX,Y)|y¢ f(0X)},
che ¢ aperto nella topologia compatto-aperta. Allora la funzione
F—2Z, [~ deg(f X, y),

¢ localmente costante. L’equivalenza tra le due formulazioni e conseguenza del fatto che 'insieme
F ¢ localmente connesso per archi, come si puo verificare facilmente vedendo Y come sottovarieta
chiusa di R™ ed usando il teorema dell’intorno tubolare.

Addittivita numerabile. Sia X7, Xs,... una successione di aperti disgiunti contenuti in X, e
supponiamo y ¢ f(X \ Ujoil X;). Allora deg(f, X,,y) ¢ nullo eccetto al pili per un numero finito
di indici j, e

deg(f, X,y) = > _ deg(f, X;,y).
j=1

Per dimostrare questa affermazione, possiamo supporre che f sia di classe C'. Dato che f(X \
U?il X,) e chiuso, possiamo trovare un valore regolare ¢’ che appartiene alla stessa componente

connessa di y in Y\ f(X \ Ujoil X;). Quindi
deg(f, X,y) = deg(f, X,y'), deg(f,X;,y) =deg(f, X;,9), Vi=12,....

Dato che y’ ha un numero finito di immagini inverse, f~!({y’} ¢ contenuto in un unione finita
degli X, e la tesi segue dalla formula del grado rispetto ad un valore regolare.



Escissione. Se K C X & chiuso e y ¢ f(K)U f(0X), allora

deg(f, X,y) = deg(f, X \ K,y).

Si tratta di un caso particolare della proprieta sopra: basta prendere X; = X \ K.

Mappe prodotto. Siano X C X; e Y varietd di dimensione n, X' C X} e Y’ varieta di
dimensione n’, e B o
f:X—=Y, f:X =Y
mappe continue tali che y ¢ f(0X) ey’ ¢ f'(0X’). Si consideri la mappa:
fxf:XxX —-YxY' (v,2") (f(z),f(@)).

Allora
deg(f X f/7X X X/a (ya y/)) = deg(f7 X’ y) . deg(fl7X/7y/)'

Questo segue dal fatto che, se a ¢ una n-forma su Y e o/ ¢ una n’-forma su Y’, a x o’ & una
(n+n/)-formasuY xY' e

/ <f><f'>*<axa>=/f*<a>- £ (o).
XxX' X X

Mappe a valori in R™. Supponiamo Y = R™. Se g : 90X — R™ & una mappa continua, grazie
al teorema di Tiesze ¢ possibile estenderla ad una mappa continua f : X — R”. Supponiamo
che y ¢ g(0X). Allora il grado di f su X rispetto a y non dipende dalla scelta dell’estensione f.
Infatti due qualsiasi estensioni fy e fi risultano omotope tramite la mappa

(t,x) = tfi(z) + (1 —t) fo(x),

che coincide con g su [0,1] x dX, e dunque non assume il valore y su tale insieme. Dunque ha
senso parlare dell’intero

deg(g, X, y).

E anche facile verificare che questo intero dipende solamente dalla classe di omotopia di g : 0X —
R™\ {y}. Infatti grazie al teorema di Tiesze possiamo estendere una mappa continua h : [0, 1] x
0X — R™\ {y} ad una mappa continua h: [0,1] x X — R", e Iinvarianza per omotopia del grado
permette di concludere.

Palle e sfere. Indichiamo con B"™ la palla unitaria aperta di R”. Il suo bordo & la sfera S™~!.
Data una mappa continua g : S"~1 — R" \ {0}, consideriamo la sua normalizzata

g . Snfl N Snfl, Q(x) _ g(ZL') .

Sia f : B» — R"™ un’estensione continua di g. Abbiamo gia visto che deg(f, B",0) dipende
solamente dalla mappa ¢g. In effetti in questo caso si ha una conclusione piu forte: questo grado
coincide con il grado della mappa g:

deg(f, B",0) = deg(g, 5", 5"71).

gno1: 08" —

Infatti, dato che deg(f, B™,0) dipende solamente dalla classe di omotopia di g = f
R™ \ {0}, 'omotopia

h(t,xz) =



mostra che possiamo assumere g = §. Allora |g(x)| = 1 per ogni z € S"~!, e a meno di perturba-
zione possiamo supporre g di classe C*. Possiamo quindi estendere g ad una mappa di classe C!
f: B™ — R™ nel modo seguente:

F0)=0, f(z)=|zg(z/|z]) Yz #0.

Sia y € ™~ un valore regolare di g : S"~! — S"~1. Allora ¢~ '({y}) = {z1,..., 21} da cui, se
e € (0,1),
F({ey}) = {er, ... exy ).

Il fatto che z; sia un punto regolare per g : S"~! — S"~! implica facilmente che ez; & un punto
regolare per f, e
sign det D f(ex;) = sign det Dg(z;).

La conclusione segue dalla formula del grado per valori regolari.

1.5 OSSERVAZIONE. Nel caso si mappe tra sfere, il grado topologico determina la classe di omo-
topia: due mappe continue f,g:S™ — §" sono omotope se e solamente se hanno lo stesso grado.
Questo ¢ il contenuto del teorema di Hopf (si veda [Mil65]).

Una formula integrale generalizzata. Sia Y7 una componente connessa di Y\ f(0X) e sia
[ una n-forma con supporto in Y; ed integrale non nullo. Allora

des(f, %, 1) = 1O 3)

Iy P

Considerando un ricoprimento di Y; mediante intorni cubici e per la paracompattezza, possiamo
trovare una partizione dell’'unita di classe C™ {¢,},es su Y7, tale che per ogni j il supporto di
; sia contenuto in un intorno coordinato U; C Y;. Scegliamo y; € U; e poniamo «a; = ;3. Se
I'integrale di o; & non nullo, dalla definizione del grado risulta

deg(f7 X? Yl) - deg(f, X’ y]) — w,
Y I

des(£.X¥1)- [ o= [ £y (1)

Per il Lemma 1.1, questa l'ultima formula vale anche se I'integrale di a; ¢ nullo: infatti in questo
caso o = dn con suppn C Uj, da cui supp f*(n) C X e

| £@)= [ = [ aw-o.

Dato che 3 =)"._; a;, sommando su j in (4) si ottiene il risultato voluto.

jeJ
Formula di Leray per il grado di una composizione. Siano X C X, Y e Z varieta orientate
di dimensione n, con X compatto. Siano f: X — Y e g: Y — Z mappe continue. Siano Y,
j € J, le componenti connesse di Y\ f(0X) aventi chiusura compatta in Y. Allora per ogni
z € Z\ g(f(0X)),
deg(g of, X, Z) = Z deg(f7 X, }/J) : deg(97 Y}? Z);
jeJ

e la somma di destra contiene un numero finito di termini non nulli.

Nel caso in cui X,Y, Z siano varieta compatte senza bordo, si trova che il grado di go f ¢ il
prodotto dei gradi di f e di g. Per dimostrare la formula di Leray, possiamo assumere che f e g



siano di classe C' e che z sia un valore regolare sia per g che per g o f. Dalla formula del grado
rispetto ad un valore regolare troviamo allora

deg(go f, X, 2) = Z sign det D(g o f)(z) = Z sign det Dg(f(z)) - sign det D f(z)

zeX zeX
gof(z)=z 9(f(x))==
= Z sign det Dg(y) - Z sign det D f (z) = Z sign det Dg(y) - deg(f, X, y).
yey zeX yey
9(y)== f(@)=y 9(y)==

Se y appartiene ad una componente di Y\ f(0X) la cui chiusura non ¢ compatta, deg(f, X,y) = 0:
infatti in tale componente ci saranno punti che non sono valori della mappa f. Allora nell’'ultima
somma sopra compaiono solamente gli y apparteneneti alle componenti Y;, e quindi

deg(gof,X,z):Zdeg(f,X,Yj)' Z sign deth(y):Zdeg(f’vaj)'deg(g’Yj’z)v
jeJd yey; jeJd
9(y)=z

e la tesi ¢ dimostrata.

1.6 OSSERVAZIONE. L’approccio che abbiamo sequito nella costruzione del grado, come molte delle
applicazioni che presenteremo, & tratto dalle dispense di Nirenberg [Nir70]. Si veda anche [Sch69]
e [Dei85] per lievi varianti. Un approccio leggermente pit topologico & quello scelto da Milnor in
[Mil65]. Per una costruzione puramente topologica, tramite l’omologia singolare, si veda [Dol80],
sezione VIIL§4.

1.4 Applicazioni

Esistenza di zeri. La maniera piu diretta di applicare il grado topologico & la seguente: se
deg(f,X,y) # 0, allora I'equazione f(z) =y ha almeno una soluzione in X. Vediamo un esempio.

1.7 PROPOSIZIONE. Sia f : B™ — R™ tale che per ogni x € OB™ il vettore f(x) non punti mai in
direzione opposta a x, cioé

f@)+AXx#0, YA>0, Vx € OB". (5)
Allora lequazione f(x) =0 ha almeno una soluzione in B™.
Dimostrazione. Consideriamo I’omotopia

h(t,z) =tf(z)+ (1 —t)x, (¢t,2)€[0,1] x B™,

che congiunge f all’identita. Per (5),

h(t,x) #0, VY(t,z)€[0,1] x 9B".
Dall’invarianza del grado per omotopie segue allora

deg(f, Bn,0) = deg(id, B",0) =1,

e quindi esiste T € B™ tale che f(T) = 0. O
Esistenza di punti fissi. Il risultato sopra ha come semplice conseguenza il ben noto teorema
di Brower, che enunciamo nella formas:

1.8 COROLLARIO. (Teorema di Brower) Sia f : B* — R" una mappa continua tale che f(0B™) C
B™. Allora f ha almeno un punto fisso in B™.



Dimostrazione. Sia g(x) = x — f(z). Se esistono A > 0 e x € 9B™ tali che g(x) + Az = 0, allora

f(z) = (1 + N, e la condizione f(OB™) C B™ implica che A\ = 0 e z & un punto fisso di f.

Altrimenti, g verifica le ipotesi della Proposizione 1.7, e dunque f ha un punto fisso in B™. O
E utile sapere che il teorema di Brower vale anche nella forma:

1.9 COROLLARIO. Sia C' C R™ un compatto convesso e sia f : C — C continua. Allora f ha
almeno un punto fisso.

Dimostrazione. Per il teorema di Tiesze la mappa f si estende ad una mappa continua g da R™ a
valori nel convessificato chiuso dell’immagine di f. Dato che C' & un chiuso convesso, g(R™) C C.
Se B ¢ una palla che contiene C, il Corollario 1.8 implica ’esistenza di un punto fisso 7 € B di g.
Quindi = g(Z) € C, e z € C' & punto fisso di f. O

Soluzioni periodiche. Sia X € C'(R x R",R") un campo vettoriale, che supponiamo 7-
periodico nella variabile temporale:

Xt+T,z)=X(t,z), VteR, zeR"™
Supponiamo che esista r > 0 tale che
X(t,z)-x<0, VteR, |z|=r (6)

Allora ’equazione differenziale
d
Sult) = X(t,u(t) 7

ha almeno una soluzione T-periodica.

Dato che X ¢ di classe O, il problema di Cauchy associato a (7) ha unicita ed esistenza locale.
Affermiamo che se |z| > r allora la soluzione u di (7) tale che u(0) = = ha tempo massimale di
esistenza +oo. Infatti da (6) segue che

4 u(t))? = 2u(t) - X (t,u(t)) <0, se |u(t)|=r.

Questo implica che le soluzioni che partono in B, non possono lasciare B, per tempi positivi, e dato
che X ¢ limitato su B, queste soluzioni esistono per tutti i tempi positivi. Queste considerazioni
implicano che & ben definita una mappa, continua per la dipendenza continua dai dati, f : B, — B,
che a x associa u(T), la soluzione di (7) con u(0) = x al tempo T Per il teorema di Brower f ha
un punto fisso T. Dato che X & T-periodico in t, la soluzione che parte da T e T-periodica. O

Autovalori ed autovettori positivi. Sia A = (a;;) una matrice reale n x n tale che a;; > 0
per ogni 4, j. Allora esistono z € R™, z; > 0 per ogni j, e A > 0, tali che Az = Ax.
L’insieme
n
C= xelR”|Za:j:1, z; >0
j=1

¢ compatto e convesso. Possiamo supporre che Az = 0 per ogni z € C, altrimenti A = 0 e
x € C'Nker A sono soluzioni del problema. Allora la mappa

Ax
Z;’L:I (Az);’

¢ ben definita e continua. Per il teorema di Brower ha un punto fisso x € C, quindi Ax = Ax con
A= Z;;l(Ax)j > 0. O

f:C—C, flo)=



1.10 ESERCIZIO. Si consideri il rivestimento universale di S* = 0B, B= {2z € C | |2| < 1},
m:R—SY  w(t)=e".

Determinare il grado di una mappa continua f : S* — S' in termini dei swi sollevamenti, cioé
delle funzioni continue g : R — R tali che rog= fom.

1.11 EsErcizio. Sia Q un aperto limitato di C e sia f € C°(Q,C) olomorfa in Q e tale che
f(x) £ 0 per x € 9Q. Si dimostri che deg(f,,0) > 0. Supponiamo ora che  sia semplicemente
connesso, e sia 7y : ST — Q una curva chiusa semplice tale che tutti gli zeri di f stiano nell’aperto
limitato determinato da 7. Si dimostri che

deg(f,Q,0) = 2%”/ J;I<(ZZ)) dz.

1.12 Esercizio. Sia v : S* — C una curva chiusa di classe C*. Dato zg € C\ v(20), definiamo
lindice di avvolgimento di v rispetto a zg come

1 d
Wiy, z0) = / :
;

2mi ), 2 — 2o

(i) Estendere questa definizione a curve solamente continue.

(ii) Sia 4 : St — S la mappa A(t) = (v(t) — 20)/|7(t) — 20|. Vedendo S come il bordo della

palla unitaria B di C, sia f : B — C una qualunque estensione continua di v. Dimostrare
che

'LU(’)/, ZO) = deg(’% 517 Sl) = deg(f7 B7 ZO)'

1.13 ESERCIZIO. Sia f : B™ — R” tale che per ogni x € OB"™ il vettore f(x) non punti mai nella
stessa direzione di x, cioé

flx) =Xz #0, VYA>0, Ve dB™
Allora lequazione f(x) =0 ha almeno una soluzione in B™.
1.14 ESgrciz1o. Sia f : R™ — R™ una mappa continua tale che

flz) =

im
|z|— 400 |£L'|

= 4o00.

Si dimostri che f é surgettiva.

1.15 ESERCIZIO. Sia 2 C R™ un aperto limitato, f,g: Q — R™ mappe continue tali che 0 < |g| <
|f] su 0. Allora deg(f + g,9,0) = deg(f,2,0).

1.16 ESERrcIZIO. Sia M C R® una superficie compatta orientata senza bordo, ed indichiamo con
K : M — R la sua curvatura di Gauss. Sia u : M — S? la mappa che ad x € M associa il
vettore normale unitario u(x) , scelto in modo che se v1,ve € una base orientata di T, M, allora
v1, v, u(r) ¢ una base orientata di R®. Dimostrare che

7

deg(f, M,S?) = 4i /M K(x)dA,

dove A ¢ l'elemento di area su M.
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1.5 1l teorema di separazione di Jordan-Brower.

1l classico teorema di seprzione di Jordan afferma che una curva chiusa semplice divide il piano
in esattamente due componenti connesse. In effetti, vale la seguente generalizzazione, dovuta a
Brower:

1.17 TEOREMA. Siano H, K due compatti di R™, tra loro omeomorfi. Allora R*\ H e R" \ K
hanno lo stesso numero di componenti connesse.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che il complementare di un compatto in R™ ha esatta-
mente una componente connessa illimitata. Quindi ci bastera considerare le componenti connesse
limitate. Indichiamo con Z(K) I'insieme delle componenti connesse limitate di R™ \ K.
Sia IC,, la categoria i cui oggetti sono i compatti di R™ e i cui morfismi sono le mappe continue
tra di loro. Definiremo un funtore controvariante I' da IC,, in G.A, la categoria dei gruppi abeliani.
Se K & un oggetto di K, definiamo T'(K) come il gruppo libero generato dagli elementi di
E(K). Se f : H— K & una mappa continua, definiamo

I(f)=f":T(K) = T'(H)

tramite

f*(Y): Z deg(f’X’Y)X

XEeE(H)

dove Y € E(K) e f & una estensione continua di f a tutto R”. Dato che
F(0X) c f(H) = f(H) C K,

il grado deg( f ,X,Y) & ben definito e non dipende dalla scelta dell’estensione f . Inoltre fissata Y,
deg( f , X,Y’) & non nullo soltanto per un numero finito di componenti connesse X. Infatti, a meno
di approssimazione possiamo assumere f di classe C!, e scegliendo un valore regolare y € Y si ha
che f~1({y}) ¢ finito, e dunque interseca un numero finito delle componenti connesse di R\ H.

Dobbiamo dimostrare che I' € un funtore controvariante. Consideriamo quindi una composi-
zione di mappe continue tra compatti di R™

H-L k4L
Se Z € Z(L), per la formula di Leray sul grado di una composizione si ha

(go /)(2)= Y deg(jof X,2)X

X€eE(H)

X€eE(H) YEE(f(0X))

(8)

Fissiamo X € E(H), esia Y € Z(f(0X)). Siano Y7,Ya,... le componenti connesse limitate di
R™ \ K che hanno intersezione non vuota con Y. Dato che R” \ K C R™\ f(0X), ogni Y; ¢&
contenuta in Y, e Y\ J,;Y; C K, da cui fY\ U;Y;) N Z = 0. Ma allora, usando I'addittivita
numerabile del grado,

deg(f,X,Y) = deg(f, X,Y;) e deg(g,Y,Z) = Zdeg 3.,

quindi la sommatoria interna in (8) puo essere sostituita da una somma sulle componenti connesse
limitate di R™ \ K, ottenendo

(goH)"(Z)=>_ > deg(f X,Y)-deg(§,Y,2) X = f*(g"(2)).

X€eE(H) YEE(K)
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Insieme al fatto che id* = id, questo implica che I' & un funtore controvariante. Dalla funtorialita
segue che se f : H — K & un omeomorfismo, allora f* : T'(K) — I'(H) & un isomorfismo di gruppi.
Dato che due gruppi abeliani liberi sono isomorfi se e solamente se hanno lo stesso numero di
generatori, la tesi segue. O

1.18 OSSERVAZIONE. Il teorema di separazione di Jordan-Brower é in effetti un caso particolare
della pit generale dualita di Alexander: se K C R™ ¢é un compatto,

Hi 1 (R"\ K)= H"(K),

dove H, indica ’'omologia singolare ridotta e H* la coomologia di Cech. Si veda [Dol80], VII1.§8.15.

1.6 Il teorema di Borsuk

1.19 TEOREMA. (Teorema di Borsuk) Sia Q C R™ un aperto limitato simmetrico rispetto a 0 e
contenente lo 0. Sia f : Q0 — R™ una mappa continua, dispari (cioe f(—x) = —f(z) per ogni
x € Q), e tale che 0 ¢ f(0R2). Allora deg(f,,0) é un numero dispari.

Dimostrazione. Dato che f & dispari, f(0) = 0, e se = & soluzione di f(x) = 0 anche —z lo &. Se
f & di classe C1(Q,R"™) e 0 & un valore regolare di f, si ha

deg(f,€,0) = sign det Df(0) + Z sign det D f(x).
e\ {0}
f(@)=0

L’ultima sommatoria contiene un numero pari di termini, ciasuno dei quali vale 1 o —1. Quindi il
numero sopra & dispari®.

Grazie alla continuitd del grado nella topologia di C°(2,R"), il teorema sara dimostrato se
riusciremo a provare che & possibile approssimare f uniformemente con funzioni C', dispari, ed
aventi 0 come valore regolare.

Non ci sono problemi ad approssimare f con funzioni C' dispari. Infatti se g; & un’approssi-

mante C! di f, la mappa
1
92(2) := 5 (91(2) = g1(~2))
¢ ancora un’approssimante C! di f ed & dispari. E anche facile rendere 0 un punto regolare: basta

perturbare ulteriormente go,
93(x) := g2(x) — ax,

per |a| piccolo, tale che a non sia un autovalore di D f5(0).
Supponiamo dunque f di classe C'*(€2, R") e 0 punto regolare. Il nostro scopo sara mostrare che
f € approssimabile uniformemente da mappe che in pitt hanno 0 come valore regolare. Poniamo

Qk:{x€Q|xi7é0perqua1chei§k},

perogni k =1,...,n. Quindi Oy C --- C Q, = Q\ {0}. Realizzeremo 'approssimazione voluta
in n passi, costruendo f, € C°(Q,R") N C1(Q, R™) dispari, con ||fx — flleo < ke, e tale che fi|q,
abbia 0 come valore regolare.

Ponendo fy = f, possiamo assumere di aver costruito la funzione f, per un certo0 < k < n-—1,
e dobbiamo mostrare come si costruisce fr41. Sia ¢ : R — R una funzione di classe C°°, dispari,
tale che ¢’(0) = 0 e p(s) # 0 per ogni s # 0 (ad esempio, ¢(s) = s%). Consideriamo la mappa

g:{mEQ‘xk+1#O}—>[}?”7 g(x):M

p(ahth)

1Si noti anche che da f dispari segue Df pari, da cui sign det Df(x) = sign det Df(—z), quindi il grado di f
puo assumere qualunque valore dispari.
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Dato y € R™ valore regolare di g, poniamo

frr1(@) = fu(x) — p(a* )y

Scegliendo il valore regolare y di norma piccola, possiamo assumere che || fr+1 — fillco < €.
Affermiamo che 0 & un valore regolare per la restrizione di fx41 all’aperto

{x€Q|xk+l7éO}.

Infatti, se « & un punto di tale aperto tale che fr11(x) = 0, risulta g(z) = y, quindi Dg(x) &
invertibile. D’altra parte

- 1 1 /(ph+1 X

Dy(o) = ey DIa) + @)D /o) = — s (D) = £ Autalaat+)
1 ka1 1

= S (Dfulz) — ' (2" )yda 1) = Sy P Fer (),

quindi anche D fi1(x) & invertibile, come volvamo dimostrare.

Per verificare che 0 ¢ un valore regolare per la restrizione di fr11 ad Qgy1, ci restano da
esaminare le soluzioni # € Qp41 di fry1(x) = 0 tali che z¥*! = 0. Se z ¢ un punto siffatto,
necessariamente x appartiene a Q. e fi(z) = frt1(x) = 0. Quindi per le proprieta di fx, D fi(x)
¢ invertibile. D’altra parte

Dfii1(z) = Dfyp(x) — ¢ (" )yda* ™ = Dfy(x) — ¢/ (0)yda* ™ = D fy(a),
dunque D fj41(x) & invertibile, e frx41 ha le proprieta richieste. O
Invarianza del dominio. Il teorema di Borsuk puo essere usato per dimostrare il classico

teorema sull’invarianza del dominio:

1.20 TEOREMA. Sia Q C R™ un aperto e sia f : Q@ — R™ una mappa continua e localmente
iniettiva. Allora la mappa [ ¢ aperta.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che per ogni zo € €, f(xo) & interno a f(2). A meno di
comporre a destra e a sinistra con traslazioni, possiamo suppporre che zg = f(zg) = 0.
Sia r > 0 tale che f |Fr(0) ¢ injettiva. Se dimostriamo che

deg(f, Br(0),0) # 0,

abbiamo concluso. Infatti, in questo caso

deg(f, B,(0),y) # 0,

per ogni |y| piccolo - diciamo |y| < § - il che implica che Bs(0) C f(B,(0)).
Definiamo ’omotopia

h(t,x)zf( v >—f< t ) te0,1], = € By(0).

1+t 14t
Risulta h(0,-) = f, h(1,-) mappa dispari. Se esistesse (¢,z) € [0,1] x 8B,.(0) tale che h(t,z) = 0,

per Uiniettivita di f su B, (0) si avrebbe

x tx
1+t 1+t

ossia x = 0, assurdo. Quindi possiamo applicare l'invarianza del grado per omotopie, ottenendo
deg(fa BT(O)v O) = deg(h’(la ')’ BT(O)v O)v

e per il Teorema di Borsuk 1.19 questo grado € non zero. O
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1.21 EsErcizio. Sia  C R"™ un aperto limitato simmetrico rispetto a 0 e non contenente lo 0.
Sia f: Q — R™ una funzione continua, dispari e tale che 0 ¢ f(0). Dimostrare che deg(f,<,0)
€ um numero pari.

1.22 ESERCIZIO. Sia 2 C R™ un aperto limitato, simmetrico rispetto a 0 e contenente lo 0.

(i) Siano k <n e f: 00 — R¥ una mappa continua dispari. Dimostrare che esiste x € 9S) tale

che f(x) =0.

(ii) Siano k < n e f : Q2 — R¥ una mappa continua. Dimostrare che esiste x € 99 tale che

f(z) = f(=2).

(i4i) Supponiamo che O sia ricoperto dan chiusi X1, ..., X,. Allora almeno uno di essi contiene
due punti antipodali x e —x.

1.23 ESERCIZIO. Siano Ai,..., A, sottoinsiemi misurabili di R™. Dimostrare che esiste un
iperpiano che divide ciascun A; in due sottoinsiemi di ugual misura.

1.24 ESERCIZIO. Supponiamo che f : R" — R" sia una mappa continua, iniettiva, e propria (cioé,
fYUK) & compatto per ogni K compatto). Dimostrare che f & un omeomorfismo (surgettivo).

Sia p € Clz1,. .., 2] un polinomio di grado k, e consideriamo l'operatore differenziale di ordine

k con coefficienti costanti
0 0
P=p|—,...,— ).
0z1 oz"

Ricordiamo che 'operatore P si dice ellittico se, indicando con pj la parte omogenea di grado k
del polinomio p, si ha p(x!,...,2") # 0 per ogni x = (z*,...,2") € R™ \ {0}.

1.25 ESERCIZIO. Dimostrare che se n > 3, ogni operatore differenziale con coefficienti costanti
ellittico ha ordine pari.

2 1l grado topologico in dimensione infinita

2.1 Mappe compatte

Il grado topologico e le sue applicazioni - quali ad esempio il teorema di punto fisso di Brower -
non si estendono alla classe di tutte le mappe continue su spazi di Banach infinito-dimensionali.
Ad esempio, se B indica la palla unitaria dello spazio di Hilbert £5 munito della norma ||y =

1
(Z;io JZJZ) ’ , la mappa continua

f2§—>§, ($(),$1,$2,...) — (\/].— |£E‘2,.’E(),.’E17...)7

manda B in sé, ma non possiede alcun punto fisso: infatti f(B) C OB, ma la restrizione di f a
0B ¢ lo shift iniettivo.

E anche possibile dimostrare che se X & uno spazio vettoriale normato di dimensione infinita
e B ¢ la sua palla unitaria, OB & sempre un retratto di B, cioé¢ esiste una mappa continua
r: B — OB la cui restrizione a B & l'identita (si veda [Dei85], Remark 8.7). Allora la mappa
continua f : B — B, f(x) = —r(z), non ha punti fissi. Cid mostra che il teorema di Brower non
vale mai in spazi vettoriali normati di dimensione infinita.

L’esistenza di una retrazione r : B — OB mostra anche che su spazi vettoriali normati di
dimensione infinita non puo esistere una teoria del grado che goda delle buone proprieta viste nel
caso finito dimensionale. Si consideri infatti 'omotopia

h:[0,1] x B— B, h(t,z)=M(z)+ (1 —\)z.
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Se x € OB, h(\,x) = x, quindi h([0,1] x OB) non contiene 0. D’altra parte, h(0,-) = id, il cui
grado rispetto allo 0 dovrebbe valere 1, mentre h(1,-) = r, il cui grado rispetto allo 0 dovrebbe
valere 0, dato che 1’equazione r(x) = 0 non ha soluzione in B.

Per poter generalizzare il teorema di punto fisso di Brower e la teoria del grado occorrera
restringersi ad opportune sottoclassi dello spazio di tutte le mappe continue.

2.1 DEFINIZIONE. Siano X wuno spazio metrico, Y uno spazio di Banach. Una mappa continua
K : X —Y sidice compatta se manda sottoinsiemi limitati in sottoinsiemi pre-compatti.

Nel caso di operatori lineari tra spazi di Banach, questa definizione coincide con 'usuale nozione
di compattezza. Vediamo le principali proprieta delle mappe compatte.

Ogni mappa R : X — Y continua, limitata, e di rango finito (cioé tale che R(X) C Yy,
con Yy C Y sottospazio vettoriale di dimensione finita) é compatta. Infatti i limitati di Yy sono
pre-compatti.

Limite uniforme di mappe compatte & compatto. Infatti se la successione di mappe K, : X — Y
converge uniformemente ad una mappa K : X - Y e A C X,

K(A) C Kn(A) +§HK”7KHW(O)’

il che mostra che se K, (A) & pre-compatto per ogni n, l'insieme K(A) & totalmente limitato, e
dunque pre-compatto.

Supponiamo che X sia limitato. Allora K € C%(X,Y) é compatta se e solamente se K ¢ limite
unforme di mappe continue e limitate di rango finito. Queste mappe si possono prendere a valori
in conv K(A). Per quanto visto sopra, se K ¢ limite uniforme di mappe continue e limitate di
rango finito allora K & compatta. Se K & compatta e € > 0, dalla compattezza di K(X) segue che
esistono y1,...,y, € K(X) tali che

K(X) c [ Bely;).
j=1

Sia {¢;}}_; una partizione dell'unita su K (X) subordinata al ricoprimento {Be(y;)}7_;: le ¢;

sono funzioni continue a valori in [0,1] tali che suppy; C Be(y;) e 2?21 p; = 1su K(X). La
mappa

R(z) = ¢;(K(x))y;,
j=1

& continua, limitata, ed ha rango finito, prendendo valori nel sottospazio vettoriale generato dai
vettori y1,...,Yn. Inoltre se z € X,

1K (z) = R(x)]| = Z%(K(w))(f((x)—yj) <

dato che nella somma compare una combinazione convessa di vettori di norma minore di €. La
mappa R & 'approssimante voluta. Si noti che R prende valori in conv K (X).

2.2 OSSERVAZIONE. In generale, un operatore lineare compatto tra spazi di Banach non é appros-
stmabile in norma con operatori lineari di rango finito (questo € vero ad esempio se lo spazio di ar-
rivo & un Hilbert). La proprietd appena dimostrata mostra che é comunque possibile approssimarlo
uniformemente sui limitati con operatori nonlineari di rango finito.

Sia Q C X un aperto di uno spazio di Banach, e sia K : Q) — Y una mappa compatta. Se K
¢ differenziabile in x¢ € Q allora Uoperatore DK (xg) € L(X,Y) ¢é compatto. Infatti

DE ()¢ = Jim 12021 = Kl0),
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ed il limite & uniforme per ||¢|| < 1. Quindi la restrizione di DK (xg) alla palla unitaria & limite
uniforme di mappe (nonlineari) compatte, ed ¢ dunque compatta.

Sia A un sottoinsieme chiuso e limitato di uno spazio metrico X, e sia K : A —'Y una mappa
compatta. Allora esiste un’estensione continua K : X — Y di K che risulta ancora compatta.
Ricordiamo infatti il seguente teorema di Dugundji:

2.3 TEOREMA. ([Dug78], capitolo IX.6) Sia X wuno spazio metrico, A C X un chiuso, e Y uno
spazio vettoriale normato. Ogni mappa continua f : A — Y ammette un’estensione continua
f: X =Y awalori in conv f(A).

Inoltre ¢ facile dimostrare che in uno spazio vettoriale normato il convessificato di un insieme
totalmente limitato ¢ totalmente limitato. Metendo assieme questi fatti si ottiene il risultato di
estensione voluto.

Sia A un sottoinsieme chiuso limitato di uno spazio di Banach X, e sia K : A — X una
mappa compatta. Allora la mappa F = I + K ¢é propria e chiusa. Infatti, se la successione
(F(x)) = (2 + K(x,)) & compatta, dalla compattezza di K (z,) segue la compattezza di (x,).

2.2 1l teorema di punto fisso di Schauder

Possiamo ora generalizzare il teorema di punto fisso di Brower agli spazi di Banach di dimensione
infinita:

2.4 TEOREMA. (Teorema di punto fisso di Schauder) Siano X uno spazio di Banach e sia C C X
un sottoinsieme convesso, chiuso, e limitato. Se K : C — C e una mappa compatta, allora K
possiede almeno un punto fisso.

Dimostrazione. Sia K,, : C' — X una successione di mappe continue tali che K,(C) C X,, con
X,, sottospazio vettoriale di dimensione finita di X, e K,, — K uniformemente. Possiamo anche
assumere che K, (C) C conv K(C) C convC = C. Quindi K,, manda il convesso C'N X, in sé,
e dato che X,, ha dimensione finita per il teorema di Brower la mappa K, ha un punto fisso
zn € CNX,. Dato che K ¢ compatta, a meno di sottosuccessioni K (z,,) converge a € C. Dato
che K,, — K uniformemente, anche z,, = K, (z,) converge a z, da cui K(z) = x. O

Come prima applicazione del teorema di Schauder, dimostriamo il celebre risultato di Peano
sull’esistenza di soluzioni dei problemi di Cauchy.

2.5 TEOREMA. (Teorema di Peano) Sia Q@ C R™ un aperto, e sia f : [to,t1) X Q& — R™ una mappa
continua. Per ogni yy € Q esiste 7 > 0 ed una curva u € C([tg,to+7),Q) che risolve il problema

di Cauchy
{ w'(t) = f(t,u(t)),
u(to) = yo.

Dato che stiamo studiando un problema locale, ci interessa solamente il germe di f in (to, yo)-
Possiamo quindi modificare f fuori da un intorno di (¢g,yo), e dedurre il teorema di Peano dal
seguente risultato di esistenza globale:

2.6 TEOREMA. Sia f: R x R™ — R™ una mappa continua tale che
[f(t,2)] < (1 +[a]), V(E,z) € RxR"
Allora per ogni (to,yo) € R x R" esiste u € C1(R,R") che risolve il problema di Cauchy

{ w(t) = f(t,u(t)),

u(to) = Yo-
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Dimostrazione. Possiamo supporre o = 0. Fissato 7" > 0, il problema di Cauchy su [-T,T] &
equivalente a trovare un punto fisso della mappa

F:CY[-T,T)) — C°([-T.,T]), F(u)(t) =yo+/0 f(s,u(s)) ds.

Dalla stima di crescita per f segue che se ||y|lcc < R allora
[E(u)llse < lyol + ¢T'(1 + [Julloc) < [yol + cT'(1 + R).

Se scegliamo T' < 1/c e R := (|yo| +¢T)/(1 — T, deduciamo che F manda Bp, la palla chiusa di
raggio R di CO([—-T,TY), in sé.
Se u € Bp,
[F(u)(t) = Fu)(t)] =

tf(s,u(s))ds <[t —#[(1+cR),
”

quindi l'insieme F(Bg) & equi-Lipschitz. Essendo anche equilimitato (da R), per il teorema di
Ascoli-Arzela I'insieme F(Bg) ¢ pre-compatto in CO([—7,T]). Quindi la mappa F & compatta, e
per il teorema di Schauder F ha un punto fisso in Bg.

Pertanto esiste soluzione del problema di Cauchy in [-7,T]. Dato che la costante T' non
dipende dalla condizione iniziale yg, € possibile iterare il procedimento ed ottenere una soluzione
globale. O

2.3 1l grado di Leray-Schauder

Estenderemo la teoria del grado alla classe di mappe su aperti di spazi di Banach che siano
perturbazioni compatte dell’identita. Premettiamo il seguente risultato di riduzione per il grado
finito-dimensionale:

2.7 PROPOSIZIONE. Siano R™ = R™ @R"2, Q C R™ un aperto limitato, f € C°(Q, R™) una mappa
della forma

flz) =z +g(z),
cong:Q— R, SiayeR™\ f(Q). Allora

deg(fa Q7 y) = deg(f‘QﬂR”l ) QNR™ ) y)

Dimostrazione. Possiamo assumere che f sia di classe C! e che y = 0. Siano a; € C°(R™),
i = 1,2, funzioni con integrale 1 e supporto contenuto in un piccolo intorno di 0. Per definizione,

deg(f,9,0) = / ax(21 + g1, 32))az(ws)| det D (a1, 22)| dy das.

n

Dalla forma di f segue che
det D f(x1,z2) = det(I + D1g(z1,x2)).
Quindi,
deg(f,9,0) = / a1 (z1 + g(x1, x2))as(x2)| det Dyg(x1, x2)| dzy dxs.

n

Facendo tendere la funzione ay verso la distribuzione § concentrata in 0, si ottiene

deg(f,9,0) = / ay(z1 + g(x1,0))|det(I + D1g(z1,0))| dzy = deg(flanrri, 2 NR™,0),
R71
come si voleva dimostrare. - O
Sia X uno spazio di Banach, sia 2 C X un aperto limitato, e sia f : Q@ — X una mappa
continua della forma

f(@) = 2+ K(2),
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con K : Q — X mappa compatta. Sotto la consueta ipotesi y ¢ f(9€2), vorremmo definire 'intero

deg(f,Q,y),

generalizzando il grado topologico. Dato che f & una perturbazione compatta dell’identita, f(9€)
¢ un chiuso. Quindi possiamo trovare € > 0 tale che B.(y) N f(9Q) = 0. Sia R: Q@ — Xy C X
una mappa continua a valori nel sottospazio di dimensione finita Xy tale che ||R — K||o < €/2.
Possiamo supporre che X contenga il vettore y. La mappa

9(x) = o + R(2)
manda QN Xy in Xy e
9(0(2N X)) C f(O(2N Xo)) + Bey2(0) C f(992) + Bey2(0),
non contiene y, quindi possiamo definire il grado di Leray-Schauder di f su 2 rispetto a y come

deg(fv Q7 y) = deg(g‘QﬂXoa an X07 y)

Verifichiamo che questa definizione non dipende dalla scelta dell’approssimante di rango finito.
La Proposizione 2.7 implica che se rimpiazziamo Xy con un sottospazio X; che lo contiene si
ha

deg(glonx,, 2N Xo,y) = deg(glanx,, 2N X1,y).

Se ora R’ & un’altra approssimante a meno di €/2 di K a valori in X, e ¢’'(x) = x4+ R'(x), scegliendo
X1 :X0—|—X6 si ha

deg(ngﬁX()?Q N X()ay) = deg(g‘QﬁXNQ N X17y)7
deg(g'|anxy, 2N Xo,y) = deg(g'lanx,, 2N X1, ).

Infine, posto
h(A z) = Ag(@) + (1 = A)g' (@),

dato che le stime ||g — flloo < €/2 € ||¢’ — flloo < €/2 implicano
y ¢ h([0,1] x 8(2N X1)),

per linvarianza per omotopia si conclude

deg(g/|QﬂX17Q N X17y) = deg(g|QﬂX17Q N Xlu y)7

come volevamo mostrare.

2.4 Proprieta del grado di Leray-Schauder

Elenchiamo le principali proprieta del grado di Leray-Schauder. Le dimostrazioni seguono per lo
piu in maniera immediata dalle corrispondenti proprieta del grado finito-dimensionale, oppure si
dimostrano in modo analogo.

Esistenza di soluzioni. Sedeg(f,,y) # 0 allora 'equazione f(x) = y ha almeno una soluzione
x € Q. Infatti se f(2) non contiene y, essendo questo insieme un chiuso possiamo trovare § > 0
tale che Bs(y) sia disgiunto da f(). Se scegliamo ora l'approssimante g nella definizione del
grado in modo che ||g — f|l~ <, si ha che y ¢ g(Q), da cui

deg(f, €2, y) = deg(glanx,, 2N Xo,y) = 0.
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Locale costanza in y. La funzione

y — deg(f,Q,y)

¢ localmente costante in X \ f(02). Pertanto, se I' &€ una componente connessa di X \ f(09), ¢
ben definito I'intero
deg(f,Q,T) :=deg(f,Q,y), VyeT.

Dato che una perturbazione compatta dell’identita manda limitati in limitati, X \ f(9) ha
esattamente una componente connessa illimitata I', e vale

deg(f,2,T) = 0.

Invarianza per omotopia. Se B
h:[0,1] xQ— X

¢ una mappa continua della forma
W(t,) = o + K(t,2),

con K :[0,1] x Q — X mappa compatta, allora dato y € X \ h([0, 1] x 99) il grado di A(t,-) su Q
rispetto a y non dipende da t,

deg(h(t,-),Q,y) = deg(h(0,-),Q,y), Vte][0,1].

Addittivita numerabile. Sia (21,(s,... una successione di aperti disgiunti contenuti in , e
supponiamo y ¢ f(Q\ U;il ;). Allora deg(f,€;,y) € nullo eccetto al pilt per un numero finito
di indici j, e

dEg(fa Q, y) = Z deg(f7 Q], y)
j=1

Mappe prodotto. Siano X e Y spazi di Banach, 2 C X e I' C Y aperti limitati, e
f:Q—=X, g¢g:T =Y,
perturbazioni compatte dell’identita tali che z; ¢ f(92) e zo ¢ ¢g(OT'). Si consideri la mappa:
fxg:QxT =X xY, (2,9) (f(z),9(y)).

Allora
deg(f x g, Q2 x T') (21, 22)) = deg(f,Q, 21) - deg(g, T, 2z2).

Dipendenza dai valori al bordo. Se due perturbazioni compatte dell’identita f,g : Q — X
coincidono su 952, allora

deg(f,Q,y) = deg(g, 2, y).

Piu in generale: se le restrizioni di f e g a ) sono omotope tramite un omotopia
h:]0,1] x 02 — X \ {y},
della forma h(t,z) = x + K(t,z) con K : [0,1] x 9Q — X mappa compatta, allora

deg(f, 2, y) = deg(g,2,y).
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Formula di Leray per il grado di una composizione. Siano € e I' aperti limitati di X.
Siano f : 0 = I'e g : I' = X perturbazioni compatte dell’identita. Siano I';, j € J, le componenti
connesse di X \ f(09Q) aventi chiusura limitata in X. Allora per ogni z € X \ g(f(092)),

deg(g o f7QaZ) = Zdeg(f79arj) : deg(g,Fj,Z),
jeJ

e la somma di destra contiene un numero finito di termini non nulli.

Teorema di separazione di Jordan-Brower generalizzato. Siano F,G due chiusi limitati
di uno spazio di Banach X, tra loro omeomorfi tramite un omeomorfismo f : F' — G della forma
f(z) = z 4+ K(x), con K mappa compatta. Allora X \ F e X \ G hanno lo stesso numero di
componenti connesse. Si osservi infatti che in queste ipotesi anche f~! risulta una perturbazione
compatta dell’identita.

Teorema di Borsuk generalizzato. Sia @ C X un aperto limitato simmetrico rispetto a 0
e contenente lo 0. Sia f : ) — X una perturbazione compatta dell’identita, dispari, e tale che
0 ¢ f(0N). Allora deg(f,2,0) & un numero dispari.

Teorema di invarianza del dominio generalizzato. Sia ) C X un aperto esia f: Q — X
una perturbazione compatta dell’identita localmente iniettiva. Allora la mappa f ¢ aperta.

2.5 Formula del grado per mappe di classe C!

Abbiamo visto che se la perturbazione compatta dell’identita f & differenziabile, allora D f(z) =
I+ T(zx), con T'(z) operatore compatto su X. Gli operatori lineari del tipo identita pitt compatto
non posseggono un determinante. Mostreremo pero che il segno del determinante risulta ben
definito. Questo permettera di estendere agli spazi di Banach 'usuale formula del grado nel caso
di un valore regolare di una mappa di classe C.

Sia dunque T' € L.(X) un operatore compatto e sia L = I — T'. Per l’alternativa di Fredholm,
L & un isomorfismo se e solamente se il suo nucleo & (0). Se L non & un isomorfismo poniamo

sign det L := 0.

Se L = I — T ¢ un isomorfismo, 1 non appartiene allo spettro di 7. Dato che lo spettro di un
operatore compatto meno lo 0 consiste di autovalori di molteplicita algebrica finita che hanno al
piu lo 0 come punto di accumulazione, T possiede un insieme finito Aq, ..., Ax di autovalori reali
maggiori di 1, ciascuno dei quali ha molteplicita algebrica finita

m(};) = dim | Jker(\;T — T)" < +o0.
i=1

Definiamo allora
k
sign det L = sign det(/ — T) = (-1)™, dove m = Zm()\j). 9)
j=1

La proposizione seguente giustifica questa definizione:
2.8 PROPOSIZIONE. Valgono i sequenti fatti:
(i) Se X =R", il numero definito in (9) coincide con lusuale segno del determinante di L.

(ii) Se L=1—-T conT € L.(X) é un isomorfismo e B C X ¢ una palla centrata in 0, si ha

deg(L, B,0) = sign det L.
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(i4i) La funzione L +— sign det L ¢é localmente costante su GL.(X), il sottogruppo di GL(X) che
consiste degli isomorfismi che sono perturbazioni compatte dell’identita.

(iv) 1l sottogruppo GL.(X) ha esattamente due componenti connesse, su cui la funzione sign det
assume valori opposti.

Dimostrazione. (i) Sia L = I —T un operatore lineare invertibile su R”. Dato che il determinante
¢ il prodotto degli autovalori complessi contati con molteplicita algebrica, se A € un autovalore
reale di T di molteplicita algebrica m(A) risulta

sign det(A + € — T) = (—1)™Msign det(A — e — T),

per ogni € > 0 piccolo. Se A € reale e molto grande, il determinante di A\ —T' & positivo. Facciamo
decrescere \ fino ad arrivare ad 1. Il segno del determinante puo cambiare solamente quando A
coincide con uno degli autovalori di T reali e maggiori di 1, ed in questo caso il segno cambia se e
solamente se 'autovalore in questione ha molteplicita dispari. Questo dimostra (i).

Per dimostrare (ii), decomponiamo X in somma diretta di sottospazi chiusi T-invarianti X =
X1 @ X5, dove X, & 'autospazio generalizzato corrispondente agli autovalori di T reali e maggiori
di 1, e dove X5 e 'autospazio generalizzato corrispondente alla rimanente parte dello spettro di
T. Per la formula del grado per mappe prodotto si ha

deg(L, B,0) = deg(L, (BN X1) x (BN X3),0) =deg(L|x,, BN X1,0) - deg(L|x,, BN X2,0).

La restrizione di L a X5 N B & omotopa all'identita tramite 'omotopia della forma identita pitt
mappa compatta
(A z) =z —ATz.

Questa omotopia ¢ ammissibile poiché z — ATx = 0 con A € [0, 1] implica = 0. Quindi
deg(L|x,, BN X5,0) = 1.
D’altra parte X; ha dimensione finita, e per il punto (i),
deg(L|x,, BN X1,0) = sign det L|x, = sign det L,

il che conclude la dimostrazione di (ii).

L’enunciato (iii) segue dal punto (ii), insieme alla proprieta di omotopia del grado di Leray-
Schauder (ma si potrebbe anche darne una dimostrazione diretta usando i risultati sulla continuita
degli autovalori).

Per dimostrare (iv), iniziamo con 'osservare che sign det I = 1, e che se L & una riflessione
rispetto ad un iperpiano, cioe se ¢ un isomorfismo del tipo

Lz =z — 2(n, x)y,

dove y € X e n € X* sono tali che (n,y) = 1, allora sign det L = —1. Ricordiamo inoltre che le
componenti connesse di GL(n,R) sono il sottogruppo ed il suo laterale

GL"(n,R) = {A € GL(n,R) | det A >0}, GL (n,R)={A € GL(n,R)|det A < 0}.

Siaora L =1 —T € GL.(X). Decomponendo X come nella dimostrazione di (ii), si trova che
L|x, pud essere connesso all’identitd su X5 tramite una curva continua di operatori in GL.(X3).
Se sign det L = sign det L|x, = 1, dal fatto che GL*(n,R) & connesso, deduciamo che L|x, puod
essere connesso all'identita su X; tramite una curva continua di operatori in GL(X;) = GL.(X1).
Quindi se sign det L = 1, L sta nella stessa componente connessa dell’identita di GL.(X).

Se sign det L = sign det L|x, = —1, dal fatto che anche GL™ (n,R) & connesso, deduciamo che
possiamo connettere L|x, ad una riflessione rispetto ad un iperpiano di X; in GL(X;) = GL.(X1),

Lz =z — 2(n,z)y,
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cony € Xy en e X5, (n,y) = 1. Estendendo n ad un elemento di X* ponendolo uguale a 0 su
X5, troviamo che L & la restrizione di una riflessione su X rispetto ad un iperpiano che contiene
Xo. Quindi nella componente connessa di GL.(X) contenente L troviamo una riflessione rispetto
ad un iperpiano. Per concludere ci basta verificare che due riflessioni rispetto ad iperpiani stanno
sempre nella stessa componente connessa di GL.(X). Consideriamo prima due riflessioni rispetto
allo stesso iperpiano,

Loz =z —2(n,x)yo, L1z =z—2(n,z)y,

con (n,yo) = (n,y1) = 1. Possiamo connetterle in GL.(X) tramite il cammino di riflessioni
Lz =2 — 2(n, z)(tyr + (1 = t)yo).
Analogamente, due riflessioni aventi lo stesso autovettore vy,
Loz =2 —2(no,z)y, Liz=xz—2(n,2)y,
sono connesse in GL.(X) dal cammino
Liz =z —2(tn; + (1 — t)no, x)y.

Questo mostra che due riflessioni qualsiasi sono connesse in GL.(X) da un cammino di riflessioni.

O

Supponiamo che y sia un valore regolare di una mappa f € C'(Q, X) che sia una perturba-

zione compatta dell’identitad. Dato che Df(x) & una perturbazione lineare compatta dell’identita,

deduciamo che Df(z) ¢ un isomorfismo per ogni z € f~!({y}). Quindi f~*({y}) ¢ un sottoin-

sieme discreto di Q. Dato che f & propria, questo insieme & pre-compatto in Q. Se supponiamo
y & f(09), concludiamo che f~!({y}) ¢ un insieme finito.

2.9 PROPOSIZIONE. Sia f € C°(Q, X)NCY (2, X) una perturbazione compatta dell’identita, e sia
y € X\ f(0Q) un valore regolare di f. Allora

deg(f,Qy)= Y signdet Df(x).
e/~ ({y})

Dimostrazione. Sia e > 0 tale che le palle B(z) per = € f~!({y}) siano contenute in 2 e risultino
due a due disgiunte. Per la proprieta di addittivita del grado, e sufficiente dimostrare che per ogni

z € f'({y}) si ha
deg(f, Bc(x),y) = sign det D f(x).

Possiamo assumere x = y = 0. Usando 'omotopia

_ [ if(tx)  perte(0,1],
ht, z) = { th(O)m per t =0,

si trova che
deg(f, BE(O)a 0) = deg(Df(O)a Be(o)a O)

La conclusione segue dal punto (ii) della Proposizione 2.8. O
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