6 Dimostrazione della congettura di Weinstein e del teorema
non-squeezing

6.1 Dimostrazione della congettura di Weinstein in R?"
Scopo di questa sezione & dimostrare il seguente teorema:

TEOREMA 6.1. Sia ¥ una varieta di dimensione 2n — 1 compatta, connessa, senza bordo, e sia
p:Ix¥ —>R™

un embedding su un aperto di R*", dove I C R ¢& un intervallo aperto. Allora esiste un sottoinsieme
Iy C I denso tale che per ogni s € Iy l'ipersuperficie

Ss = ¢({s} x D)
possiede una caratteristica chiusa.

La congettura di Weinstein in R?" & una conseguenza immediata di questo teorema. Infatti, abbiamo
visto che un’ipersuperficie ¥y C R2" compatta connessa e di contatto pud essere vista come foglia di una
foliazione in ipersuperfici {¥}se]—c,[ tale che le foliazioni caratteristiche delle varie X siano tra loro
isomorfe. L’esistenza di una caratteristica chiusa per un certo s €] — e, e[ implica allora I’esistenza di una
caratteristica chiusa per Y.

Osserviamo inoltre che, a meno di considerare un sottointervallo di I, ci basta dimostrare che esiste
un s € I tale che X, possiede una caratteristica chiusa. Possiamo supporre I =|0, 1[.

Cominciamo con il costruire una Hamiltoniana H € C*°(R?") che abbia le ipersuperfici ¥, tra i suoi
insiemi di livello. L’insieme

U= J %

s€]0,1]

divide R?” in due componenti connesse A e B, con A illimitata e B limitata. A meno di una traslazione,
possiamo supporre che l'origine appartenga alla parte interna di B. Fissiamo un numero d maggiore del
diametro di U, una costante a tale che

3
a > §7rd2,

una funzione f € C*(R) tale che f = 0su|— 00,0, f = a su [1,400[, f/ > 0 su ]0,1[, e una funzione
g € C([0,+00]) tale che

g(’f’) = a, Vr e [Oad]a (1)

g(r) > %71'7“2, Vr >0, (2)

g(r) = 3mr?, per r sufficientemente grande, (3)

0<g'(r)< 3, Vr > d. (4)
Definiamo H : R?" — R nel modo seguente:
0 sex € B,
) f(s) sexeXscon0<s<I,
Hz) = a sex € Ae x| <d,

g(lz]) sexeAelz|>d

Osserviamo che H € C°°(R?") e che H & non negativa.

LEMMA 6.2. Sex € E = HY?(T,R?") ¢ un punto critico di Ay tale che Ag(x) > 0, allora x ¢ un’orbita
1-periodica del campo Hamiltoniano JV H che appartiene ad una ipersuperficie X5, per qualche s €]0,1].

Dimostrazione. Sappiamo dalla Proposizione 5.4 che x ¢ un’orbita 1-periodica del campo Hamiltoniano
JVH. Dato che H > 0, le orbite costanti hanno azione negativa o nulla, quindi = & non costante. Dato
che H non dipende dal tempo, H(x(t)) ¢ costante. Per come ¢ stata definita H, & sufficiente mostrare



che le orbite 1-periodiche = con |z(t)| > d per ogni ¢t hanno azione negativa o nulla. In un intorno di una
tale orbita, H(z) = g(|z|), quindi |x(¢)| = r, per qualche r > d, e

2(t) = IVH(@(t) = Jg (le(t)) an = L Ja(e).

Dunque, usando le proprieta (2) e (4) della funzione g,

Apg(z) = —f/Jx t)dt—/H ;/Tglir)x(t)-x(t)dt—/Tg(|x(t)|)dt
3

= I —g(r) < Swr? = Sm? =,

come volevasi dimostrare. O

Grazie a questo lemma e alla Proposizione 5.4, ¢ sufficiente dimostrare che Ay possiede un valore
critico positivo.
Per costruzione, la funzione K € C*°(R?"),

3
K(x):= H(z) — §7T|x\2, Vr € R*",

ha supporto compatto. Se H € L(E, E) ¢ 'operatore autoaggiunto tale che
(HLx)=3w/ﬁﬂﬂPdm
T

si ha

Ag(z) = ((PT =P~ —H)z,z) + b(z),

- / K(z(t)) dt
T

LEMMA 6.3. L’operatore autoaggiunto PT — P~ —H ¢ invertibile. Il gradiente di b é una mappa compatta
e limitata.

DN | =

dove

Dimostrazione. 1l sistema Hamiltoniano lineare associato all’Hamiltoniana quadratica 37 /2|z|? &
2/ (t) = 3rJx(t). (5)

Le sue soluzioni sono della forma
z(t) = 3™ 2(0).

In particolare,
z(1) = 3™ 2(0) = —x(0),

dunque il sistema 5 non ha soluzioni 1-periodiche non banali. La prima affermazione segue allora dalla
Proposizione 5.6. La compattezza di Vb segue dalla Proposizione 5.5, e dalla limitatezza di dK deduciamo
quella di Vb: infatti risulta

|db(x)[u]| =

/TdK(w(t))[U(t)] dt| < [|dK ool L1 < ClldK |[oo]full,

dove C' & la norma dell’immersione E < L(T), da cui

sup [[Vb]| = sup [|db]| < C|dK || < +o0.
zEE zel

Passiamo a studiare ora la geometria del funzionale A .



LEMMA 6.4. Sia S :={xz € ET | ||z]| = p}. Se p> 0 ¢ sufficientemente piccolo, risulta
;Ielfs Ap(z) > 0.
Dimostrazione. Dato che H si annulla in un intorno di 0, si ha H(0) =0, dH(0) = 0, d*H(0) = 0 e, per
la Proposizione 5.3,
Ap(0)=0,  dAg(0)=0,  d®Ag(0)[u]* =[P ul® - [|P7ul?,
per ogni u € F. La tesi segue allora dalla formula di Taylor con resto di Peano. O

Sia eg un vettore unitario di R?" e poniamo

La curva e appartiene a E1 e si ha

1
el =1, el = —. 6
el lellir = = (©

Dato un numero R > 0, definiamo 'insieme
Q= {x =242  +se|a® cE° am c BT, |2 + |z P < R?) 0<s< R}.

L’insieme @ ¢ contenuto nel sottospazio vettoriale E° @ E~ @ Re ed indichiamo con 0Q il suo bordo
relativo in tale sottospazio, ossia l'insieme

0Q={z=2"+2" +se€Q||z°)* + ||z~ ||> = R? oppure s € {0, R} } .
LEMMA 6.5. Se R > 0 ¢ sufficientemente grande, allora Ay <0 su 9Q.

Dimostrazione. Sia x = 2 + 2~ + se un elemento di dQ. Se s = 0 si ha
Ag(z) = ||ac % — /H ))dt <0.
Per la proprieta (3) della funzione g, abbiamo
3 2 2n
H(x) > §7r|x| —c, Vo € R*",

per qualche ¢ > 0. Allora, se z = 2°+2~ +se & un elemento di dQ con s = R oppure ||2°]|2+|z~||? = R?,
troviamo, grazie a (6),

_ _ 3 )
Ag(x) = 2 | 12— /H dt<fs —fo ||2—§7THS€+.%O+.%‘ |- +c
1 _ 3 3
= 2~ ol = SasPlellts — orlla®lEa — Sl + e
L .t ) L Ty PRI L ey PSS PRI TES
4 2 2 2 Lz = 4 2 2 ’

dove abbiamo usato il fatto che gli spazi E°, E~, ET sono L?-ortogonali ed il fatto che su E° la
norma di F e quella L? coincidono. Questa disuguaglianza mostra che se R & sufficientemente grande,

Fissiamo p > 0 sufficientemente piccolo e R > 0 sufficientemente grande, in modo che R > p e che
valgano le conclusioni dei Lemmi 6.4 e 6.5. La figura seguente schematizza la posizione degli insiemi che
abbiamo definito.



OSSERVAZIONE 6.6. Se E° @ E~ avesse dimensione finita, si potrebbe mostrare che gli insiemi S e 0Q

sono allacciati, nel senso sequente: se
h:[0,1]xQ— E

& una mappa continua tale che h(0,-) sia immersione di Q in E e h(s,-)|aq sia Uimmersione di 0Q in
E, per ogni s € [0,1], allora risulta

h({1} x Q)N S # 0.

Quando, come nel nostro caso, E° @ E~ ha dimensione infinita, questo non & vero: dal fatto che Q é
omeomorfo ad una palla chiusa di uno spazio di Hilbert di dimensione infinita e che questa & retraibile
con continuita sul suo bordo, deduciamo l’esistenza di una mappa continua h con le proprieta elencate

sopra e tale che h({1} x Q) = 0Q.

Per la seconda affermazione del Lemma 6.3, il gradiente del funzionale Ay ha crescita lineare, dunque
il flusso ¢ di —V Ay e globalmente definito. Per la Proposizione 5.9, ¢ ha la forma

d(s,x) = e *Pra+ Pz +eP a+ K(s,z), (7)
dove la mappa K : R x E — FE & compatta. Poniamo

I'={$s(Q) | s = 0}.

La classe T’ & ovviamente positivamente invariante rispetto a ¢ (& la pilt piccola classe positivamente
invariante che contiene Q). Usando il grado di Leray-Schauder e la forma (7) di ¢, dimostreremo in
seguito la seguente:

PROPOSIZIONE 6.7. Per ogni v € T risulta vy NS # (.

Consideriamo il livello di minimax:

c:= inf sup Ay (x).
WEFJEE H( )

Dato che @ € T' e Ay & limitato su @, risulta ¢ < 4+oco. Per la Proposizione 6.7 ed il Lemma 6.4, per
ogni v € I' si ha

sup Ay (z) > inf Ay (z),

TEY eSS

da cui ¢ > 0. Per il principio di minimax generale, esiste una successione (PS).. Per la Proposizione 5.8
ed il Lemma 6.3, Ay soddisfa la condizione di Palais-Smale. Quindi c e il valore critico positivo di Ag
desiderato.



6.2 Dimostrazione del teorema non-squeezing
Scopo di questa sezione & dimostrare il teorema non-squeezing di Gromov, ossia:

TEOREMA 6.8 (Non-squeezing). Se 0 < s < r non esiste alcun diffeomorfismo simplettico ¢ : B, — R*"
dalla palla di raggio r di R?™ in un sottoinsieme del cilindro di raggio s

Zs={(q1,- - qnsp1,- -, Pn) ER | g5 +pT < $*}.
Dedurremo questo teorema dal seguente risultato di esistenza di orbite periodiche:

TEOREMA 6.9. Sia H € C*°(R?*") tale che 0 < H < m, H=(0) abbia parte interna non vuota ed esista
un sottoinsieme compatto K C Zy tale che H = m su R?>" \ K. Allora il sistema Hamiltoniano

x(t) = JVH(x(t))
possiede soluzioni 1-peridodiche non costanti.

Mostriamo dapprima come il Teorema 6.9 implichi il Teorema 6.8. A meno di riscalamenti, ¢ sufficiente
assumere s = 1. Supponiamo per assurdo che esista un diffeomorfismo simplettico ¢ che mandi la palla
B, di raggio r > 1 in un sottoinsieme di Z;. Dato che r > 1, possiamo trovare costanti m > m, € > 0 ed
una funzione f € C*°(]0,+o0|) tale che

flp)=0VYp<e,  flp)=m Vp>r—¢ 0< f(p)<m Yp>0.
Consideriamo I’Hamiltoniana F : R*® — R,
F(z) == f(|z]?).

Le soluzioni non costanti del sistema Hamiltoniano associato stanno sugli insiemi di livello F~!(a) con
0 < a < m, che sono delle sfere. Dunque ciascuna soluzione z(t) non costante ha norma costante
|z(t)| = p e dall’equazione

i = JVF(z)=2f"(|z*) Jz,

ricaviamo che la norma della velocita & ¢ costante e vale
|| = 2f’(|x\2)|;v| = 2f/(p2)p < 27p.

Dato che la lunghezza dell’orbita z(R) & 2mp, il suo periodo & strettamente minore di 1. Dunque il
sistema Hamiltoniano associato a F' non ha orbite periodiche non costanti di periodo 1.
Definiamo ora I’'Hamiltoniana

o) F(¢_1(a:)) se x € ¢(B,),
Hw={ ], sz ¢ 6(B,).

che risulta di classe C*°. Le orbite non costanti di JVH sono le immagini tramite ¢ delle orbite non
costanti di JVF, quindi neanche JVH possiede orbite periodiche non costanti di periodo 1. Pero
per il Teorema 6.9, il sistema Hamiltoniano associato H deve avere soluzioni di periodo 1. Questa
contraddizione dimostra il Teorema 6.8.

Dimostriamo adesso il Teorema 6.9. La prima osservazione € che possiamo assumere che l'origine
appartenga alla parte interna di H~1(0). Infatti, sia o un punto nella parte interna di H~1(0) e sia Y
un intorno chiuso del segmento [0, 1]z¢ contenuto in Z;. Sia ¢ € C°°(R?*") una funzione che vale 1 su Y’
e che ha supporto contenuto in Z; e consideriamo ’Hamiltoniana

K(z) :=¢(x)(Jx - 29).

Dato che
JVK () = J((Jx - 20)Vib(z) — (x)Jmo),

deduciamo che JVK(z) = xg su Y. Percio il flusso ¢; di JVK, che ¢ l'identita fuori da Z;, manda 0
in txg, per ogni t € [0,1]. In particolare, ¢; manda 0 in xy. L’'Hamiltoniana H o ¢ sodisfa ancora le



ipotesi del Teorema 6.9 e in piu 0 appartiene alla parte interna del suo livello 0. Questo dimostra la
nostra prima osservazione.

Vorremmo dedurre 'esistenza di un’orbita 1-periodica di JVH dallo studio del funzionale azione.
Per far si che questo soddisfi la condizione di (P.S.), & conveniente modificare H in modo che fuori da
un compatto coincida con un’opportuna forma quadratica.

A tal fine, consideriamo la forma quadratica

1 n
e(x) = q% +p? + m Z(Q? +p?)a r= (qh ceeynyP1y - apn)a
Jj=2

dove N ¢ un intero positivo cosi grande che
{H <m}c{0<1}.

Fissiamo una costante u tale che
m < pr < min{m, 27},

e una funzione xk € C*°([0, +o00[) tale che
k(s) =m Vs <1, k(s) > us Vs >0, k(s) = ps per s grande, 0<r(s)<p Vs>1.
Definiamo I’'Hamiltoniana
K(x) = { fiéﬁ)) Ziirie{natf i

che per costruzione risulta di classe C'"°. 1l seguente Lemma dice che le orbite 1-periodiche di JVK con
azione positiva sono in effetti orbite 1-periodiche di JVH.

LEMMA 6.10. Sia x € E un punto critico di A con Ag(z) > 0. Allora x(R) C {0 < 1} e z é un’orbita
1-periodica non costante di JVH.

Dimostrazione. Dato che K > 0, il funzionale azione Ak € non positivo sulle curve costanti. Dunque x
non ¢ costante e, se per assurdo non ha immagine contenuta in {§ < 1} allora 6(z(t)) = s > 1 per ogni
t, visto che {0 = 1} & costituito da orbite costanti. Allora

VK (z) =& (0(z))Vl(z) = £'(s)VO(z),
e, dato che & = JVK (z),

—5 [Jaeaar- [ K@= [ VK@ war- [ o) a

%H’(s)/TV(‘)(x) cxdt — K(s).

AK({E)

Insieme all’identita
Vo(z) -z =20(z) = 2s,

questo implica
Ag(z) =r'(s)s — K(s) < pus—ps =0,

contro 'ipotesi Ag (x) > 0. Questa contraddizione mostra che z(R) & contenuta in {§ < 1} e, dato che
qui K = H, x ¢ anche un’orbita 1-periodica di JVH. O

L’Hamiltoniana K (z) coincide con k(6(x)) = pb(x) per |z| grande. Per |z| grande il sistema & =
JV K (z) coincide dunque con il sistema lineare

i = pJVo(z). (8)

Affermiamo che (8) non ha soluzioni 1-periodiche non banali. Infatti, posto z; = (¢;,p;), (8) puod essere
riscritto come

By =2pdxy, iy =2

N2J$j perj=2,...,n,



le cui soluzioni hanno la forma
z1(t) = e 2,1(0), x;(t) = 62(“/N2)“xj (0) perj=2,...,n

Se x1(0) # 0, allora x; & 1-periodica se e solamente se u € 7Z. Se x;(0) # 0 con j > 2, allora z; &
l-periodica se e solamente se u € N27Z. Dato che 7 < u < 2, concludiamo che (8) non ha soluzioni
1-periodiche non banali. La Proposizione 5.5. assicura dunque che il funzionale Ay soddisfa (P.S.).

Mostriamo adesso che il funzionale Ay ha la stessa geometria del funzionale Apy studiato nella
dimostrazione della congettura di Weinstein. Innanzitutto, dal fatto che K (0) = 0, dK (0) = 0, d2K(0) =
0 deduciamo il seguente risultato, la cui dimostrazione e identitca a quella del Lemma 6.4:

LEMMA 6.11. Sia S :={x € E* | |z|| = p}. Se p > 0 ¢ sufficientemente piccolo, risulta
;Ielg Ag(z) > 0.

Sia

dove eg & un vettore unitario nel piano corrispondente alle coordinate g, p;. La curva e appartiene a E™

e si ha
1

e = —.
Jellzs = —=

Come nella sezione precedente, definiamo per R > 0 'insieme

el =1, (9)
Q={z=2"+2"+se|2€E’, = € E7, |2°|°+[lz7 | < R* 0<s <R},
ed indichiamo con 0Q il suo bordo relativo in E° @ E~ @ Re.

LEMMA 6.12. Se R > 0 ¢ sufficientemente grande, allora Ax <0 su 0Q.

Dimostrazione. Sia x = 2% + 2~ + se un elemento di Q. Se s = 0 si ha

hila) = —5la” P = [ Klale)dt <o
Supponiamo allora che s = R oppure che 0 < s < R e ||2°]|? + ||z 7||> = R%. Dato che K coincide con pf
fuori da un compatto, esiste una costante ¢ > 0 tale che

K(z) > pb(x) — ¢, Vr € R*™.

Allora, usando il fatto che la decomposizione E° @ E~ @ Re & ortogonale anche rispetto al prodotto
scalare associato alla forma quadratica
x / O(x)dt
T

1
Ag(z) = 532—7\@ I? - /K dt<75 - ||x_||2—u/9 dt+c

= 53— \x ||2—u/986dt— /9 )dt — /9 )dt +c

1
= 5o Ha:’||27£fu/ﬁ(xo)dtfu/e(:zf)dt+c
T T

2 2

1 1
= (% - 1) s = 5l —,u/TO(xo)dtJrc.

- 2

si ha

Dal fatto che u > 7 e dalla positivita della forma quadratica 6, segue che se R & sufficientemente grande,
allora la quantitd sopra & non positiva ogni qual volta s = R oppure [|z°||* + ||z~ ||* = R%. O

La conclusione della dimostrazione e identica alla fine della dimostrazione della congettura di Wein-
stein, come descritta dopo 1’Osservazione 6.6.



