CAPITOLO SECONDO

CALCOLO INTEGRALE PER FUNZIONI REALI DI PIU’ VARIABILI

I.— Insiemi misurabili secondo Jordan.
Sia A un insieme di R™; si chiama funzione caratteristica di

A la funzione

i se XeA

Diciamo che A ¢ un insieme misurabile secondo Jordan, o semplicemen-
te misurabile, se ¢, ¢ una funzione integrabile secondo Ricinann su R®?

e definiamo la misura di A (im(A) oppure mis (A)) nel seguente modo

(1.2) m{A) =/ gaA(x)dx
. an

Per le proprietd della misura di Jordan cfr. (T.Cap.2,n.5). Condizione
necessaria perche un insieime sia misurabile secondo Jordan ¢ che sia
limitato oppure vuoto. Se A ¢ I'insieme vuoto, m(A) = 0.

Sono certamente misurabili gli insiemi normali (T.Cap.2,pag.
74 ¢ pag. 83).

Per il calcolo della misura degli insiemi che proporremo negli
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esercizi successivi € necessaria la conoscenza delle formule dj riduzione
di un integrale doppio o triplo (T.Cap.2,n.n. 10e 11) .

Esercizio 1 — Si consideri Uinsieme A del piano R, X Ry tratteggiato in
figura

0 X

Liinsieme A é misurabile. Se ne calcoli la nisura (Uarea).

L’insieine A & normale rispetto all’asse v ¢ pud essere definito
nel seguente modo
A={xyro<x<1 , 1 —x<y<\/l —xz}
Quindi A & misurabilce e la sua misura ¢ data da

/1"_2
fl /-V - X
m(A) = Palxy)dxdy = | 1 dxdy = d.\;} dy =
“0 1-

R? A

!4'——-

1
—f(m —J % X)dx :3—
o

Si controlli il risultato ritrovando m(A) per via elementare.



15

Esercizio 2 — Si consideri Uinsieme A del piano (x,y) tratleggialo in figu-

ra
YA

2

lk""l"

-2 -1 0

<Y

L’insieme A é misurabile. Se ne calcoli la misura.

Indicata con f(x) la funzione

Vi-x? per (x| <1
0

f(x) =2
() =< per |x| > 1

Iinsicme A € normale rispetto all’asse y e puo essere definito nel seguen-

te modo
A={(xy)—2<x<2, flx)<y<2-— x|}
Quindi A € misurabile. Calcoliamo m(A):

’ 2 2—|x]| 2
m(A) =]} 1 dx dy :[ dx f dy =j {2—Ix|—f(x)]dx =
- -2 f(x) -2

A

:[M(12+ x)dx +fo (2+ X —\/l_:;z)dx+fl(2—x—\/ l—xz)dx+
1 o

i

2 .
| Il /3 = 3 0 1 U
RSP B A N E A P
2 \2 4 2 4/ 2 2
|
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Esercizio 3 — Sia A linsieme chiuso dello spazio R3= R, X R X R,
che si ottiene come intersezione del cono z >/xT+ y2 e della sfera dl
centro Lorigine e raggio 1. L'insieme A ¢ misurabile; se ne calcoli la mi-
sura (il volume). '

L’insieme A & misurabile perché normale rispetto all’asse z.

Per calcolare m(A) ci serviamo della formula

‘1
m(A) =/ m[C(z)] dz

Z)

<Y

dove C(1),0<t <], ¢ la proiezione sul piano (x,y) della sezione di A con
il pianoz =t,
C(t) ¢ un cerchio con centro nell’origine e precisamente:

1
{yx?ey?<i—e} s $<t\<, !
C(t) =

{xyrx?ey? < (2} e 0<t<

m[C(t)] si calcola per via elementare. Si ha pertanto




1 1/V2 i N
m(A)={ m[C(z)]dz=m z22dz + (1—2z%)dx=

0

o
—
—
7!

Esercizio 4 — Sia A linsieme del piano (x.y) delimitato dalla parabola di

equazione y=x* ¢ dalla retia di equazione y=x+2; se ne calcoli la misu~

ree.

L insieme A € normale rispetto all’asse y ¢ quindi ¢ misurabile.

YA

Q
l
I
A |
A :
,ﬂ :
A |
i
P |
! / l
1 |
/A 0 2

X

La retta y=x-+2 incontrala parabola y=z% in duc punti P e Q
di ascissa rispettivamente —1 ¢ 2. Queste ascisse si determinano risolven-
do 1l sistema:
v
) y=x+2

Linsicme A ¢ definito dalla relazione
x*<y<x+ 2}
Quindi si ha

S, Companato - Faeverzndianalist matematica IT parte - 2




2
m(A) 2/] 1 dxdy = f dx
A 1

/ = X =1

Esercizio 5 — Si calcoli lu misura (il volume) dell'insicme limitato
ACR? = Rx)(RyXRZ delimitato dai grafici delle Junzioni z=2(x%y?)
0 7= xtry2e].

L’insieme A ¢ normale rispetto all’asse z quindi ¢ misurabile.
Indichiamo con C(t) la proiezione sul piano (x,y) dell’insicme che si ot-
ticne sezionando A con il piano z=t. C(t) ¢ un cerchio. oppure una co-
rona circolare di centro Porigine, secondo che t ¢ {0,1] oppure t e [1,2];

ZI}

y
piu precisamente
t
/ {(x,y): x? +y? <;—} se  te[0.1]
C(t) = - t
[y -1 <x? 42 <) s te[1.2]

5

In entrambi i casi la misura di Ceoy si caleola clementarmente,

Si ha allora:




m(A) =

(8]
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2 I 2 3
o i R z 5
miC(z)|dz = — zodz +m (4 —(Z *l)) dz =
!

QO

Esercizio 6 — Si verifichi che la misura della sfera S_(r)= {XER“ X< r}

¢ ugnale a w(myr'™ dove w(n) é una costante che dipende solo da n.

Indichiamo con m_ Ia misura (di Jordan) in R" e ragioniamo

per induzione:

Pern = 1si ha

m (S, (r) = 2r

Supponiamo che sia

allora

dove

1nn(Sn(r))

m I(Snﬁl(r)) = w(n—1)m—!

-

r

T Maoa(s, dt=w, gy | P oA

T

] n-—1
= w(n—1)m (1—£%) 2 d§ = win)”

1 oot
wn) = win-1) j (1 -£2) 2 d& = m_ (S _(1)).

1

Frercizio 7 — Caleolure Uarea dellellisse

e S Y <)
A l(.\‘_\"). *12‘ Jrl:{ < |
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dove a e bsono numeri > 0.
Indichiamo con S(1) il cerchio di centro Iorigine e raggio 1.

Risulta

=5
=
=Y

Effettuando il cambiamento di variabili x = af si ottiene

a 2 1
2b f 1—(3‘—) dx = 2 ab f VI—£ dg = ab m(S(1))
a
1

Conclusione

m(A) = abm(S(l))=mab

Fsercizio 8 — Calcolare il volume dell ellissoide

X
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dove ab,c, sono numeri > 0.

Fissiamo te(—c,c); sezioniamo ['cllissoide A con il piano z = t,
si ottiene un’ellisse che proiettiamo sul piano (x,y). Se indichiamo con C(t)
questa proiezione, si ha
2,2 2,2

LOX Y 2.2
(x.y): 2 + b2 <c t}

C(t) =

Quindi, tenuto conto dell’esercizio precedente,

m(A) = [ m[C(z)ldz =7 %g— [ (c2—z%)dz = :—ﬂ abc.

£ c =C

Esercizio 9 — Si considerino le due ellisst

A=

X2
(x,y): 5 +y2 <]

2
(x.y): x2+ §~<\ li B

Si calcoli larea dell’insieme ANB.

Osserviamo innanzitutto che | insieme ANB & misurabile perche
intersezione di insiemi misurabili.

Riferendoci alla figura sottostante, le coordinate dei punti P e Q
sono rispettivamente

xY
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Pertanto
V3 2 2
o3 1— ’_‘3_ 1 3--3x
m(ANB) = dx 2dy+2 dx dy =
‘ g V4 x_g_ 3 3_3x?

M]@

Esercizio 10 — Nello spazio R3= RXX RyX Ry st consideri Uinsieme A che
st ottiene proiettando dal punto (0,0,2) Uinsieme BC RXXRy definito in
questo modo

B={(xy) XI<1 , o<y<1-x?}

Linsieme A é misurabile. Se ne calcoli la misura.




T

-1

L’insieme B ¢ un insieme misurabile del piano RXXRy in quan-
to € normale rispetto all’asse y.
L’insieme A puo essere definito in questo modo

A={(xy2)  (uy)eB , 0<z<2—y—Vy%ax |

quindi A & normale rispetto all’asse z ¢ come tale € misurabile. La misura

m(A) =m dxdydz
A

si pud calcolare in vari modi. Ad esempio si possono utilizzare le formu-
le (11.1) e (11.2)di (T. Cap.2. n.11) dalle quali si ha

2-y— \lyz#}x2 1 1—x?2
m(A) =f[ dxdy[ dz = f dxj {Z—y— Vy2+ 4x? }dy
B 0 (o]

Ma ¢ pilt comodo utilizzare la formula (11.3) di (T.Cap.2, n.11).

Per ogni te(0.2) indichiamo con C(t) la proiezione sul piano (x y) dellin-
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siecme che si ottiene sezionando A con il piano z = t:

Ct'_( ||<l t < <_g_ 2+k.t
) ={xy) xls 5 , Oy S o 5
Si ha, per la formula succitata,
2
m(A)=[ m[C(t)]dt
(8]
dove
I— t 2 2 t t
m[C(t)] = 2d =2t l_fd T o
t * a 277 (7
o t
g1 71
4 t\2
44
2
Quindi
2 A 5
_ 40 ty, _8
m(A) = ] 3 (1 2) dt =73
O

Osservazione. — Si ¢ visto nella parte teorica del corso (T.Cap.2.n.5)
che la misura di Jordan ¢ semplicemente additiva ma non € numerabil-
mente additiva; questo significa che se{Ak}é una successione di insicmi
di R™, misurabili e disgiunti, ¢ se

oo

Z m(Ak) < + o0

k=0

non ¢ detto che I'unione t"Ak sia un insicme misurabile.
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2.— Insiemi di rotazione misurabili in R?.

Sia B’ un insieme del piano (y,z) normale rispetto all’asse y;
per fissare le idee supponiamo che sia

B'={(y,z): a<z<b, o<y<a(z)}

con az) continua in [a,b].
L’insieme di R3®= Rx)(RyXRZ cosi definito

A "——"{(x,y,z): a<z<b,o<x*+y? <a2(z)}

si chiama insieme generato dalla rotazione di B’ attorno all’usse z

(2)D

X

Abbiamo visto nella parte teorica del corso (T.Cap.2,n.11,es.3
pag.98) che A ¢ un insieme misurabile ¢

b
2.1 m(A) = [ o?(z)dz

"ll




Pit in generale se
B'={(yz):a<z<b p2) <y <alz)}

con a e B continue in [a,b] € §= 0 in [a,b], ¢ se A ¢ linsiene generato dal-

. . [ ’
la rotazione di B attorno all usse z

A={(xy2):a<z<b,f2)<x*+y'<o(z)}

i

B
m
|

a@}

y
y

<Y

A ¢& un insieme misurabile di R? e

b
(2.2) m(A)=r| [a?(z) B2 (2))dz

. Esercizio 1 — Utilizzando la formula (2.1) si calcoli il volume di una sfe-

ra di R3 di raggio r.

Indichiamo con S la sfera in questione. Possiamo supporre che il centro
della sfera sia Porigine delle coordinate. La sfera S si puo ottenere per ro-

tazione attorno all’asse z del semicerchio C del piano (y,z) cosi definito
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s
y
Quindi utilizzando la formula (2.1) si ha
T 3 r
mS)y=m | (r*- sz =7 |tz 23“ = %n 3
T
X

Esercizio 2 — Sia Cil cerchio del piuno(x.y) di contro Uorigine e raggio v e

sia A il cono circolure di buse Ce verlice (0.0.h).h > 0. 81 caleoli il volu-

me di A utilizzando la formuda (2.1).
Y )
h

<y

A si pud ottencere per rotazione attorno allasse 7 det triangolo T del pia

no (y.z) definito dalla relazione




T={(yz);o<z<h , ogygr(lgiﬁ_)i

Utilizzando la formula (2.1) si ottiene
h 2
_ 2 (1L _1ar?h
mA)= | (1 h) dz =3
0

Esercizio 3 — Sul piano (y,z) st consideri il cerchio C di centro (a,0),a>0,
7 . . » '
> e raggio r <a. Per rotazione attorno all’'asse z questo cerchio gerera un to-

ro. Si calcoli il volume del toro.

)

<Y

¢ L3I
y

(
T

L

Poiche

C={(y,z):*r<z<r, a—Vrt—z? \<~Y<\a+\/r2~—zz}

utilizzando la formula (2.2) si ottiene:

r 2 2
Folume del toro =m f [(zu 2 "‘Zz) - (d — Vit —z? ) ]dz =

- T

r /2
= dan Vit-—2 (7 = 4al7rr2f cos?t dt = 2am?r?
Ty /2
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Si osservi che 2am?r? ¢ uguale all’arca del cerchio C moltiplicata per la
lunghezza della circonferenza descritta dal punto (a.0) nella rotazione
attorno allasse z.

Ksercizio 4 — Sul piano (y.z) si consideri Uinsieme

B‘—:{(y,z): oKy <1, y3<2<l}

tuotando attorno all'asse z. questo insicne genera wn insiene misurabi-
le A. Si caleoli il volume di A.

ZA
e =
= |
7 |
7
'
—— B '
- |
|
— i
' »
! y
V'3
L'insicme B si puo anche definire in questo modo

1
B=dyz):osz<1, ()gy'éxa %

quindi B ¢ normale rispetto all’asse v. Utilizzando la formula (2.1) si ha

nmiA) = 23 dz =

[V N1V




Fsercizio 5 — Si caleoli il volume del tronco di cono A generato dallu ro-

tazione attorno all asse y del trapezio

ZA

<Y

Esercizio 6 — Si calcoli il volume dell'insienie A generato dalla rolazione
altorng all usse y dell iusieme
e

B —_—{(y,z): "g—éy <§—, o0xKzI< seny}

Esercizio 7 — Si caleoli il volume dellinsieme A generato dalla rotazione
altorno all usse z del triangolo B, del piano (y,z), di vertici (1,1}, (3,2),

(2.3). z)
3 -

<Y

$. Campanato  Fsercizi di analisi matematica 11 parte 3
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