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17. Determinare I'insieme di convergenza della serie:

Vit
(x =2

o=
.
1

[x <1, x> 3]

Cap. IV
SERIE DI POTENZE

1. Determinare lintervallo di convergenza delle seguenti serie di potenze:

- 1 i 1
/d)/x+—x2-i-u—x3+...+—x"+.... [-1=sx<1]
e 2 3 71
: 1 1 1
b =D+ G2+ — x = 4. — (x4 ... . [1<x<3]
22 32 2
I a2 x3 xn ) '
)y —+ + ——t L+ R T [(Per ogni x)]
o 1! 2 3l nl
) Mz = 5) 2 — 5 I 5P ol — By [x = 5]
x x5 x? _
e} 1+ + + — [— ¥10 < x < ¥10]
S 10 12 103
{/ 4x10 8x15 16x%0 . : 1 . 1
/f 225 + + e - + ... . ~~—€x<—]
. 5 7 V2 ¥
x4 {(x + 1)? (x + 1)3
ar + + + ... [Per ogni x]
1 3! 5!
B ) e ey — 4y
1 {x — 4} - —— (x— 42 {(x - + ... 3 x< 5]
7 vz V3 :
)x —1 x—12 (=z-1p
A + e -
3 p” + p» + L 1<x<3]
A 2 (2P GEP (A o ()L, [x=0]
522 533 Séxs Srxn
A1) X — o — + .+ + [Per ogni x]
3! 41 - !

{Porre x2 = 1). [-1<x«<i]
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3 %5 P £12
4y — + + + +.... f-2xx<2
// B 8.5 8.0 8 .13 ]
x x2 23
D) + + +.e [-3<x<3)

243 243 B4

x 1 2 fx—13Y2 3 fx—113 4(x—1)4
— — + — + — +
/Q)/ 3( 2 ) 4( 2 ) 5\ 2
[—1<x<3]

Ve x2 x3 x

/) +— .. [-1<£x<1]
1

+ —+
2 2.3 3.4 4.5
S S N ! ( 1
b3 x — 2)2, % Usare la formula; R = ——m8m vt | |
5 Ik(n-f-l) ¢ im {Ta]

r—+
[2—VI<zx<2+ VI

% (x — ])ntn+l)
1" X, weemsmmee—— o (@applicare il criterio di CaucHy). [0=x=2]
1

f7id

uln=1)
I } - -
——, (applicare il criterio di d'ALEMBERT). [tx] < 1]

]

N
—1413

n!

2, Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze:

= nxn

T, 5 . . 1
1) %,. L, N L e i[1.] /b) R {1
AL A G
e x)r l
ISV o 5 & [_}
’d . /"/ 1 o2 2
. oa xn
o Ti-0sn+ 22 =-4 1 =, : 2]
A7 R [T
- 1 ,11)”; Intign [ijl
A T 3 [?] I —— 3
et n x " oo
HE, —=1. (23 A T In(n + Dan, [13
d b In41 ( 2 ) e E
- Hixe
5, nlxe, 0] n)” E. lel
/m)/ ‘(; nlx [ ez ”
1 o (= 1)=1(x — 5
( I, (27 + 3 [—] B, [3]
3 - i . 3n .




718 Esercizi
. om (x -+ 5)21:+! P
9 Lo —e—— (21 7} Za nfn + 1, [11
A1 g A1
P xH — e Du-lyIn—| i
A x . [+ co] 11})! By — —
1 nl L G ) 2
e M -1 . . xin-1
/[.c’)/ z, (H- ) - xn, [4] 1.7)—: Zo{= 1)) e [ o]
1 Zn 4+ 1 L1 (Zn — N1
7 s xn . ea
/}%f{i, —— [2] /2)’ E. pnxn, [01
L S L -
e [ l ] P
w) X, Fnt . pnl — ) T Jp—— [1]
S 3 N
.,: xn oo
¥l E. - fes 4] &) I, xre-n, fe]
. // 1 3 ‘/ 1 -
), e xi’! [I
g E, ; ]
VAN

3. Applicando i teoremi di derivazione e integrazione per serie, calcolare la
somma delle seguenti serie, dimostrando che ¢ R =1 e che risulta:

1
(1—x2’

[5i osservi che la serie data & la derivata della serie: 1 + x + 22 + 3 + ...
-1

a) 1+2x 432+ 483 + ., =

che, per |x| < 1, ha come somma

, la cui derjvata & —_]
(1 - xp?

1—x
x? x3 xt
B x4+ — + + — +...=—In(l - x).
3 4
. 1
[Integrare V'eguaglianza 1 + x 4 224+ B 4 ... = tra gli estremi 0 e x...]
- X
- o 2
¢) I (n4 Dan= —— d) E.on(n+ Dant= —
o (x -1 i (I —x)?
I 1 — a2
g) . (— =12 — )an-2 = -
1 1+ x22
5 - xin-1 1 . 14+ x - -1
*f) By ———— = In . Y Eo(— Dl —— . — arcter.
1. 2m—1 2 1—x & 1 ) 2n 1 ¥
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v xi=3 1 / 1 1—-x
) %, ———— = — arctgy — — In . :
I 4p -3 2 4 1+ x
= _, ’ 2x
D) Iy (—1)"2nx™ = — 2% + 4% ~ 6% + 8x7 = )
0 (1+x%?

4. Urilizzando gli sviluppi in serie di MAG-LAURIN delle funzioni &%, senx, cosx,
In{1+x) e (1 +x)™, dimostrare che valgono [ seguenti sviluppi in serie dj
Mac-LAurRm, negli intervalli a fianco indicar:

xUn3 2333
1) 3 = + xln3 + o + | + ... [— = <2< + oo
21 3!
2x 4x2 Bx3
Det=] - —p — [—ce<x< + 0]
1 21 31
2 2 r
Deosta=1— —a24 —xb— — 54, . [—e= < x < +o0]
21 4 6!
2 »n 25 77
dyehtr= —x2+ —xp —xb 4 o xb .., . [—eo<x <+ 00]
2 41 6! 8!
23 x5 206 P37
5)e-'-senx=x+x2+———~~——---———~—+ [—=<x< +0a]
3l 51 6l 7!
In{l + x) 1 1 1
) ————=x | 14— :c2+(1-§-—+— x—
14z 2 2 3

1 1 I
—(1+—+—+—):¢4+... . Elx]| <11
2 3 4

[Cansidemrs gli sviluppi di In{l +x) e

, ¢ moltiplicare secondo
+ x

Caucuy ... ]

xt xt  xd
.. ) [lxl=1]

1
7)11'1\/1-!—,11:—(3:2—— G—_— —+
2 2 3 4

1
[ Si osservi che InVT £ =—1In(l + ), e porre X2=1t,.. ] .
2

1+x =yl ) 1+x
8) In =27, .{Sihaln =In{l+x)~in(l-x),...}.
1—-x ¢ 2n+1 1—x :
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R I | 1 1
Omn(l 4+ x - 23 =X, Lxn, -— X
1 #H 2 2
10 1 ) 1 2 14
—— =14 —x+—xp—xi+ ... E i
[—=x 3 9 81 [zl <1
Ix—4 o
11y —————— = —Z, (1 + $xn. E
P z [lxf<1]
Ix— 4 3 1
Si asservi che: = — — e ]
(x— 132 1—=x (1 - x)2
12) x - x2n+1
—_—— =%, (= I R —
25 + x2 0 ) 25n+1 =5 <x <5l
) x x 1
Si osservi che: =— .
29 + &7 25 x 2
- ( _)
3
) ;; (- 1}n-1. 2n-1
xeF =y 4 By e, [—
2 {n — 1)t i b= s < < 4 o)
o= n—1
14} (x + De-= =1+ %H {(— 1)=-1 X, [—oo<x<+a]
2 !
2x - 3 o
1) —— = — %, (n + 3am. .
1 = Clxl<1]
3x—3 i 2 '
1) ——— =%, [ 1+ EL
2 —4x 4+ 3 ] ( 3n+l * - [|x|<1]

22nyln

(2t

1) coslx =14 %, (— 1)x
1

{1 + 2)32n . x4l
n

18) sen3x + xcosdxr =2 %, (- 1 _
2 (= 1) [~ 0o <x< + oo]

(2 + 10
x o xin+l
19 =Z, (— 1) -
)9+x1 ¢ =D Qi+l e
Wt 1yt 13 o
= +_x + x“ .6 e a -
Vi-= 2 2.a T gt i<t
1 LI
[Risulta: T—==010-x) 2, ¢ porre —~x1=
Y R
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1 1 1 2 1.3 = 1-3-5 =«
21y ——— m — o — s — b s —
) Vi 2 2 2 2.4 A 2-4.6
1-3.5....2n—-1) xn
+ : + [-2<x=<2]
2.4.6:2n i+l
1 1 1-3 , 1-3.5 o
NVt xr=14+—x— —22+ E + o
)V +2 2.4 2.4-6 2.4.6-8
[lx|<1]
a x a o xin -
23 —ch —=— %, ———. [—oo<x< + o)
2 r 2 0 (2n)lp™ .
ca xn
24) 1n(2+x):ln2+%,, {— 1yn+t - [-2<a<2]
-2
: . g [ 3 3]
x} = In3 4+ . {(— Pn#! ELR —_— -
25} Ia(3 + 5x}) n +1 { ) P P S
o xﬂ
26) In(x? + 5x+4) =lnd + Z. (- )t | |+ P —. [-1<x=x1]
1 " 1

- \3 P A
27) sen {x+— )= l+x—————t+t—+—=—... |].
1 2 27 31 4 st

[— e <x< 4 o0l

= n+1 x"
28} cos(x +u) =L, sen| -+ " n .
0

2 n!
w 1:.3.5....-@2nrn—-1)
29) In{x + V1 + 28 ==z + Z. Xl [-i=<x<1]
1 222n + 1) - n!
Fol
[ Servirsi della formula: In(x + \/I T+ 2% =fm dt, e della sviluppo
0
it serie df —— ... | .~
V14 x
2 1 4
X x x x <
+aq)y=1lna+—— + - +...[cona>0; —a<x=xal
30) In(x +a) PR 2 aa
x x? 1.3-4 I1-3.5.45
MM vVvxt+ta=vailt+—-— + - e |-
) 2a (2a)? - 21 (2a)3 - 3! (2a)5 - 41
fcona>0; —a<x<al
2 2 25 27
M chE) =1+ —xtp —xf + —x2 4 —xb 4 L f—oo<x <+ o2l
21 41 6! 81
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2x3 45 HE A"
13) emsenx = x + 1! + —m — 4+ ... -+ vImsen —
3 5! 4l

f—oo <x < + eo]

+ ... [—eo < x< + ol

+ x x3 xIntd

=Xt —F b — [-1l<x<l]
l—x 3 In+1

X
14 =x dt
Servirsi della formula: In :f S I
1—x 1—2
0

35} In

. o 3
Me=senvVIx=X, —— . 4n.

Irn
* cos =+ a)
vy 1 4
Ble cos| —x+al=
4

Inn’
x sen ] — 4+ o
4 i 4

e sen (—x+ m) = E xe.
4 [}

. Sviluppare in serie di TAYLDR di punto iniziale a ffanco indicato, le seguenti
funzioni:

'n:
a) f{x) = cosx, x = —.
4

[ 1 1 ( = 1 my? 1 EAY
VI v ‘:)”m("‘:) *m(“:) ’ ]

El 2
B fm)=e, x=2. [e2+e2(x_2)+ ;(1—2)2+ ir(x—z)wr ]
- 1 3t
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c} fx)=e3x, x=—32,

[e-z (1 L5 B )]
: i n!

d) @ =2 -2+ 557, x=1. [=3+4x— 1) 4 (x— 124 (x— 13
g) flxl=x—2x2 _52 -2, x= —4.
: [— 78 + 59(x + 4) — 14(x -+ 4 + (x + 4]

1 1 1
N fEy=Ihx, x=1 [(x—l)—T(I"1)2+E-(-'C—l)3—7(x—1)4+ :l

[Sostituire x con x — 1 nello sviluppo di In(1 + x); per 0 <x=2]

Ty -1 .
4r-1 (x - —~)
ki 1 va 3
g) f(x) = coslx, x = —. — 4+ R (= )
4 2t (2n — B!
1 2 7]
By fix)=—, x=1. [gn ()" (x—D"; per0<x<2
X
1 . 5
) flx)= —, x=—1. ,‘E‘,..(:z+1)(x+l)", per —2 <x<{
x? A
! 4
hfx)= ——————, x=— 4.
" x4+ 3x+2 -
T, (211 — 3-n=t)(x 4 47, per — 6 < 1< — 2
ﬂ -
1
m) flx) = v x= -2
x4 dx 7
e (x + 2 :
[E,.(~«1)ﬂ—-, per —2— V3i<x< -2+ V3
0 Ju+l

H) f{x) = Vx, x=4.

I L4 - ——+ ..y per0<Lx<8

]
o) fx) = tgx, x=; [ ( ) (f__) ]
]

1_1 4
i [ ) 0‘(\'("{‘&3

(%)
O_H'E

{—x "
f(x} =lnx, x = . -
P) I+ x 2 I+ x

+

] —x

Parre = { e sviluppare Inz,
P
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7.

[ X I( x )2 1‘3( x )3 1.3.5...(2n—13)
+— o — + -
14+x "2\ \1+=x 2-4\14+x 2.4.6...03n—-2

x " 1
N , PeT —— < x <<+ @
14+ =x 2

6. Trovare i primi termini (tre o gquattro) dello sviluppo in serie di potenze

delle seguenti funzioni, provando che risulta:

x? x5 17x7
ga) tgx = x + — 4 ———+
3 15 315

x? 4xt  3lxb
b) pcost = g | | — — f —— — +...).

2! 4 |

x? 3 Txt

¢} et = ] b X — — — ——
2 6 24
x x? xt
dy In(i +e) =In2 + —+ ——
2 8 192
2  xf . x3 5
@) et = | X —— — A4 .. ) ()l
2 8 2 6
X xt xb ] 1
£) Incosx = —~ — — — — — — v L hy essgnx=x x4 —x 4 L.
2 1245 3
) x} 2x5 ¥ 5
i) tht=x— —+ _ . N secx=1+4 — 4+ —4 ... .
3 15 2 24

Con T'uso delle serie, calcolare le seguenti espressioni, con U'approssimazione
indicata nel risuliato:

b4
a) cosl0% senld; sent8; cosl? senlD® cosig; sen9®:  sen-—; cosi.

[0,9848; 00175 0,3090; 0,9998; 0,17365; 09511 0.i564; 0,7071; 0.5403]

1 1 1
By Ve yo— e —

€ ¢ Ve

[1,64872; 060653; 03679; 7.38%; 0,7788]

q) In5; logs; loge; In098; Inll; In3; Inld.
[1,609; 0,699; 043429; — 0,0202; 0,0953; 1,0586: 23026]

|
S
o]
i
1
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10.

11.

12.

3.

4y ¥30; V70, Y500, VIS0 V8, VI Y10
) [3,107; 4121; 8367; 3017, 9,165 1,2398; 1,0196]

1
e) arctg—; ch0,3. [0,1973; 1,0453]
5 .

Qual & errare commesso se Si prende approssirnativamente:

. to1 1 e 1
g2+ —F — 4 —2? |[Rl<—<—
03 4 51 40

™

Con guale precisione si calcola il numero — se si ricorre alla serie:
4

3 x5
arctgv = x — —+ —— ...,
3 5

guando si prende la somma dei primi 5 termini, per x = 12 [I R| <e—:l
11

Determinare per quali valori dell'angolo x, si pud sostituire a senx, la ridotta
s; del suo sviluppo in serie, affinché l'errore che si commette sia minore
di 0,0001. [ x| < 14°55°33"]

x
Dimostrare che la catenaria, di equazione f(x) = ch— pud essere approssi-

mata, nellintorno dell’origine, da una parabola.

Per quali valori di x, la formula approssimata:
senx = X,
da un errore minore, rispettivamente, di 0,01 e 0,001?

[|x] <039 jx|<018]

Con uso delle serie, calcolare @ seguenti integrali, con l'approssimazione
indicata nel risuliato:

X

1 1
Senx
a) f dx = 094608, b) f e~=2dx = (,7468.
i

(=1

| &

d) [e"'?dx =25,13.

4
) f sen{xdx = 0,1571.
2 0
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a5 i
arcigx _
e) ——m i = 0,487, ) cosV xdx =-0,764.
x . k
i} 0
0,35 p _F
.. 4
£2) fln(l + VX)dx = 0,071. h) fe dx = 0,9226.
o 0
0,2 0.5
SEenx dx
i f dx = 0,0214 n f = 0,494,
1—-=x 14
i 0
4.2 0,1
: senxt - es— 1
m) f dx = (,1896. 1) f dx = 0,102,
x x
] i
3 . 1
n z
cOsX dx
0) dx = 0,3230, P = 0,4971.
x V14 xt
~ ¢}
-
vT
N 3
ex
q) —dx = 3518, ] f.xlarctgxdx = 0,012,
x
0,1 [
1
1 n
senx
5) f dx = 0,621. t) f V1 4+ x3dx = 02505,
L E
a 0
1
K}
u) f Vxesdx = 0,026.
¢
14, Tenendo presenti le eguaglimize:
PN | 2 = 1 2 w (= 1yl
— =X, — —= I, — ==L —
6 1 n R 1 (2n—13? 12 i n?

(che verranno dimostrate al cap. V, n. 5), calcolare i seguenti integrali,

provando che risulfa:
1

In(1 + x) 2
o [rs0, _®

x 12
g

1

1

In(1 — x) . w?
b) ————————ee X = —
x 6

0
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15. Calcolare, mediante integrazione per serie, [ seguenti integrali, provando che

risulta;
T X
* x = xt—a"
a) J i dc=Ihn—+ L, ——, (a>0).
x a 1 alen
H a
: :
1 = 3-5-...-@n-1) xintt
| b)f—w—dx=x+2,, (-1)" . ,
1+x* t 2 6 < 2n 4n+1
o x| < 1.
: @ I~in+3
e) | sen{xNdx =2, (-1
)J (e = @n + 1)1(4n + 3)
0
a 3 .
J )— 1 1 Ina +l (lna)” N
d VInvdx = 2(lna)* | — +—- —_
) ( 3 5 1! 7 2!
1
1 Ina)’
+_.<_>_+,_,],
g 3!
(a>1. 8i trasformi dapprima Uintegrale ponendo x= E':).
1 e 1:3.5...-(Zn—-1) xnl
¢) | —=———dx=x+1L, . . x| <1.
1—x' l 2-4-6 2n 3n+1
Q
o
2 @2n = 1)
n+2 = 1 1-3:5-...-(Zn—1 k)
hH {e““’dx= + £, +
2 T (2n)! 2-4-6-...-2n 2
0
= 1 2-4.,..-2n
+Z,
U@+ 1) 1-3-...-(2n—1)
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: = E dn+1
g JCOS(xZ)dY =5, (-)y—
p L @m)t(dn + 1)
1 4 1 10 1-3 13
h)J 3(1-&-1:3) d = ¢ e e 2L x

16.

4 27

2.4 10 2-4-6 13

1
(Si trasformi dapprima lI'integrale ponendo x = 1‘3) .

(2!1 —_ 1) x3n+2

2-4:6-

1 xl =) 1-3.5....-
D | mde = 4 E,
¢

2n 3n+2

Con l'uso delle serie, calcolare i seguenti limiti, provando che risulta:

X — arcigx i
a}l Hm ————is = —;
x-50) x3 3

E=S 1] x?
x4+ 1n(V1 + 2 — x) 1
E) lim = —
x—l Pl &

I(l + x4+ x3 + In(l — x + x7)

k) Hm
x—0 x(ex — 1)
i 2
[y m | ——ctgix | =—;
x-30 x? 3
: 2 + cosx 3 1
oy m o —————— - — ] = —;
-0\, tisenx x a0
x24+x-2
o} lim —— = 3;
x>l Inz
x—In(l + x)
q lm-— = _ 1
=l cosx — 1

1 — cosx
=0 oer ] —x
senx — arctgx 1
d) lim ———————— =
x>0 x3 &
Do 2{tgx — senx) - x3 1
fi lim =—
—0: x5 4

1 1
= 1; g) lim [:c—xlln(1+—-)]=—;
X x 2

1 ctpx 1
I} Lim ( —— £ ) =—
x—0 32 x 3

(1 - erNsen(x — 2)
#) Hm = _1
=2 tg(x - Dinfx — 1)

, x| < 1.
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i7.

18.

15,

1 24 =x
(l—cos—) In
x x

§)  lim = —2;
Z—p+ oo 1 3
Isen —— — ——
x x
cosx - senx « (1 — senx) i
1) lim = ——
w 24+ 2x—m 2
PRSI (_____
- 2
1 — V1 + x%cosx 1 VT3 - VT +2x 1
) lim =—; vy lim . EEp—
x—=0 tg4x 3 x-30 x? . 2
x'l
cosx — 2—3 i esgsenx — x(1 4+ x) 1
i —— e 7 2z} Hm =—,
w) i:_r; = " : \m s 3

Serie a termini complessi:

Mettere sotto formd Higbnomerri;:a ed esponenziale il munero complesso:

Z=3+i\/§.

It

T Zi

23 cos—+asen—); 24/3eb
6 6

Mettere sotto forma esponenziale §omnmeri complessi
a) z= VZ—ivi

;f
b) z= V3+i - [23 i

Applicando le formule di Evlero, dimostrare che:

1 3
a) cosix = — cos3x -+ — cosx.
4 4

i 5 5
b)Y cosix = — cos5x + ~— cosdx 4+ ~— cosT.
16 i6 8
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21,

23,

24,

25

. Esprintere sendx come combinazione lineare di senx e senlx:

3 1
senix = — senx - —senldx
4 4

Determinare il modulo p e l'argomento g dei seguenti numeri complessi:

a) ef, [e=1, @=11].

C) —_ gl+l"

b) el-¥, [p=1e g=—3L

lp=e, p=n-+1L

Determinare la parte reale « a» e il coefficiente « b » dell'unita immaginaria,
dei numeri complessi:

e?—1 1+ et
1} seni. a=0 b= 2) cosi. a4 = , =0
2e 2e
14 &2 1—g?
3) cos(3 4 4). a = cos3, = sen3
2e 2e

Provare che risulta:

T
sen § — — 7 | = cosi.
2

Applicando upa formula di EULERD, provare che if ammette un numero in-
finito di valori, che sono tuiti reali:

Esercizi di riepilogo.

-Sia data la funzione:

flx} =

1 —x

a) Calcolare le derivate d'ordine 19, 20 e 30 & dedurre una legge per la de-
rivata d'ordine #n.

b) Scrivere lo sviluppo di Mac-Laurin d'ordine (n + 1).

) Calcolare in funzione di x e di n il resto di Lacrange dello sviluppo di cni
il punto B). Dedurre, poi, il valore del numero 8 in funzione di x e di n.

d) Applicazione numerica: per x = —,- 1 =3, calcolare 8.
o .32
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r nl : 1 sl
a) fx) = ; R s N 'L b
(1 — x)u+t 1—x : (1 @xyn+2
n+l
1—vV1 "=z 16
) b= — . e=_]
x 31
26. Scrivere lo sviluppo di MacLavmn, del 4¢ ordine della funzione:
1
flx) = ,
14+
e calcolare il valore del pumero & che interviene in questo sviluppo per
211
= - —
243

27. Sviluppare in serie di potenze la funzione:
flx) = mmo——
I+ x4 x?
(Qual & il suo raggio di convergenza R?

Usando la serie trovata calcolare l'integrale:

1

1
f—-mm»-—-»——dx.
1+ x4 42

o

1
[Posto: —— = (1 — x) - ———, 5i lrova:
14 x4 22 1 — a3

fy=1-x+x3 —x L xf—x + .. fxhmxintly

1
1 1 1 1 13
lesz(:c)dx=l——+—m—+...+ - — 4 ..
2 4 5 ngt 342
o
28. Caicolare l'integrale: h
dx
I= ,
1+x -

sviluppando in serie la funzione f(x) = . Dedurre un valore approssi-
Cl14=x i

mato dé]l'integrale I, & meno di 01.

11
=1l — 4 —— ...+
2 3

o Si=—

n+1 2520

(= 1 1879]
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29, Sviluppare in serie di potenza le seguenti funzioni f(x), trovando il raggio

ap.

31.

32.

1

di convergenza. Calcolare, poi, I'integrale f f(x)dx.
i

i
a} fix) = .
l+x+x24+3
1
. 11 1
[1—x+x‘—x=+...': flodx =1 —— 4+ ———++ ]
3 6
0
1
b) f(x) =
1 x4 22
- 1
i i
[1+x—x3—r‘+...:ff(x)dx:1+ ————— + ]
7 3
1
) flx) =

—xt+xi—2

1
1 1 1
[}+x+x‘+x5+---;ff(:c)dx=1+——+—+—-i-...]
2 2 5 @6

Calcolare modulo e argomento del seguente NUMEro complesso:

g o In
= ; . p=—i @ =2+——"
(—1+iV3P 4 3

Calcolare l'area limitata dalla curva 3? =% + 1, dell'asse y ¢ dalla retta
1 o .
x = E' con un'approssimazione a meno di 0,001,

[1,015]

Calcolare V'area della parte di piano limitata dalla curva x4+ yt=1, con
un'approssimazione a meno di 0,01.

1
[Ncn & conveniente calcolare l'area con la formu']a S= 4J. v'd 1 — x*dx, per-

. . N 0 .
ché p::r x =1 la corrispondente serie converge lentamente. Conviene calco-
lare larea del settore limitato dalla curva, dall'asse y e dalla bisettrice del

primo quadrante, perché questo conduce a una serie rapidamente conver
gentel. ' -

Bl ..
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33.

34.

35,

36.

Calcolare la lunghezza dell'arco di curva 25y* = 4x5 tra la cuspide e il punto
di intersezione con la parabola 5y = &%, a meno di 0,0001. [0,25051

Calcolare la lunghezza dell’arco di sinusoide v = senx per un IMezio periodo,
approssimata a meno di 0,001, [3,821]

: 1
La figura limitata dalla curva y = arctgx, dall’'asse x e dalla retia x=—
2

ruota attorno all’asse x. Calcolare il volume del solido di rivoluzione cosl
generato, a IMeno di 0,001. {0,119]

Calcolare {a meno di 0,001) le coordinate del baricentro dell'arco- di iperbole

1 i 1
y = —, avente come estremi i punti di ascissa x = —4— e X = —2'
X
[xc = 0347; ¥s= 29961
Cap. V

SERIE DI FOURIER

Dimostrare che se la funzione continua f(x) soddisfa la condizione:
flx + ) = — f(x),
allora i coefficienti pari della sua serie di FoURIEr sono eguali a zero, cing:

G=m=hh=a=b= ... = 0.

Dimostrare che se la funzione continua f{x) soddisfa la condizione:
flx + =) = fx),

allora i coefficienti dispari della sua serie di FOURIER sono eguali a zero.

. Dimostrare che se Ia funzione continua f{x) soddisfa le condizioni:

fix 4w = — fx),

Qo= = &= ..~ = ).

fl-m=f e

allora: bh=b=b=..=0 e

. Dimostrare che se la Funzione continua f(x) soddisfa le condizioni:

flx +m) = —flz),
bi=bi=be= ... = 0.

fi-x=—-fx) ¢

allora: @ = Qr=8: = .-- =0 €
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5. Dimostrare che se la funzione continua f{x) soddisfa le condizioni:

f(=x)=—-fx} e flz+=)=flx),

allora: by=b:=by=...=0 e = =dy = .,, =0.

Dimostrare che se la funziope continua f(x) soddisfa le condizioni:

f{l—x)=~flx) e fla+ =) =),
allora: =y =a:= ... =0 e bh=by=b= ... =0

Sviluppare le seguenti funzioni in serie di FOURIER, nell'intervallo a flanco
tndicaio:

(4

o 2 1 w {— B 7
LAY Hx) = e, [—w wl [w shx - (— + I, ——mr (COSHX — nsennx))
] 2 1 241 ]

- 22y 7
[Eﬂ {— 1) (-—-— ,-__._.._) senmx
y 1 1 n |
1 4 o cb‘s‘in+1 ]
/7/;=(x)=;x|, -1, 1]. [_aﬁﬁn;ﬂ

{(2nn -+ 1)2
—_ ; N — T -‘S A S 0 ; og
/{ = { t, DPer T ! th sen(2n + 1x I

per 0 < x < m, k1S 0" In +1

A @ =% [l

i
[Considerare il caso particolare: h =_—:|

k, per 0 <x <. 2

7 h per —wn<x<0[ h4+k .2}:—']( = sen{2n + Dx
o s = { [ ( ) = ( )
s 2 b1 0 2n+1

b—a 2b — a); z cos(2n + I)x

7 ax, per—-n:<x$.0l: 4 T ] 0 (2n 4 1)2
fx) = ' ,

bx, per 0 x <

o senmnx I
+ (a + b} f (— 1)=-1 ] ¥

n
{Considerare i casi particolari: a=b=1; a=—-1,b=1; a= g'b - 1;
a = 1, b = U]

Y f = {

—2x, per —n<x<0

3x, per 0 s x<m
5 10 { cosx coslx cosix senx senZx
—_—— + + + ) - S
4 0 12 3 52 1 2
—
(=]
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—x, per —n<x<0
B flx} = {
o 0, per 0 < x < m.
T 2 =~ cos(2n + 1)x w SenHx
_— 5, ——— + E (-1 ——
4 x @ (Zn + 132 1 1

per —m<xs0

e x,
/9) ) = {2.1:, per b x s

i 2 cosx cos3x cosdx )
[—»- n—— + + + L+

4 T 12 32 52
senx senlx sen3x 7]
+3( - = 3 -
- 9! ' = : 2T e nlnd T
b + X R - S el W0
- per —msx<0 \cl‘“" . _
= senx + —senx + —sendx + ...
1y f(x} o x { 3 3 |
, per d=sx<m
1, per —n<xEl 1 6 « sen(in 4+ Hx 7
11} fix} = -———— %,.—2-—‘
— 2, per<x<m 2 b 4+

12) f(x) = cosax, per —n < x < W

2senarw i o acosnx L. .
- | — 4 ® (-~ 3y ———. se @ non & intero; cosax, s¢ 4 & intero
b4 2a 1 at — n?

13) f(x) = senax, per — T < X < T.

Jsenan e nsennx . . 7]
- e E {—1"———, se a non & intero; senax, se 4 ¢ InNtero
7 1 al — n? E
n4x per —n€x<l [‘n 4; cos{(Zn + 1)x 7
= — Ty —————
R {1-: —x, per0€x<mw 2 w0 (Zrr + 13
1 - n -
15) f(x) = xcosx, per — S X € T [T ? senx + ZIE'ZZH (— T_Tsennx_
—~x+x, per —nEx<0 o SETHX |
16) f(x) = 2%
T — X, per 0 s x <™. n |
T sxz<l
_—— —-TE X
2 TopeE T w senZnx |
— Ly ——
17) f(x) = - - v
——x per i€ x <=
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b1
—f—X pET —REXE ——
2
- = Fs 4 e sen(2n + 1)x
18) flx) = =%, per —— S x€— — T {— 1)
2 2 r 0 @n 4+ 1)2
T
® — X, per — S X ST
b
— 4+x, per —msxs0
2 4 » cos(2n+ I)x
19) f(x) = — X
= n 0 (2n + 1)?
— —x, per 0£x<m i
b4
x4 2% per —msx<0 w SENIX
0 flx) = { T —-2Z,
x, perdsx<w 1 n
g, per —s=x=<0
21 f(x) =
x, peroszs=
7 o cosaw — 1 1
— +Z. COSHX — —— COSHTSentx
4 L e 1
™
-1, per ——=x<l
w 4 = sen(Zn + l}wx
) flx) = — Z.
7t x 0 In+1
1, per 0 x € —. ‘
W .
™
g, per —— Sx =0
w 1 1 2 = ceoslnwx
23) =)= — 4+ —senwx — — Z.
= T pA x 1 (2?1
' | senwx, per 0 <x < —.
2
f I Im
1 per — ® € X< - —— —— ST KT, :
3 3
2 T T 2w
24) fix) =10, per——£x<ﬂ——,—~£x<ﬁ—
3 3 13
T T
—1, per ——Ex<—.
3
T
4 cos(2n + 1} —
— — Z. (= 1) cos(Zn + 1x
= 0 In+1

i Esercizi, V

{ . 2%
: —_—Xx -, pEI‘—ﬁﬂxS-————
i 3
: T In T
| - per — — S X% — —
! 3
: T T
25) f{x) = { % per — — £ X< —
) f{x) 3 3
r .
: i ™ In
! —, per — < X € ——
: 3 3
27
" —X per — S X € ®
i 23 - sen{2nt - Dx T
—_ 1 senxt + . (— Dtt —————
i ke 2 (2r + 1)? N
%) y=e5 [—1 1.
ML HEX ?
(— L)ncos {(— Dn-tnsen ——-
el — g-t - H
+ el — e~} X + el — e-T) Ly ——————
2 1 2+ m2nl 1 B+ pin? |
§. Dimostrare che risulta:
1 1 2a 2a
: a) =—+ 4 e (= B! + o
senamn a 1-4a n? — a?
, 1 2a 2a
i By mctgam =— + -— oo+ -
: : a a? -1 a? —n?
(8i tenpga presente Tesercizio 12) del n. 7)
9. Dimostrare v.':hé risulta:
’ 1 = (=)
— = Za .
. -4 0 Zn41
(Si tenga presente l'esercizio 16) del n- 7)
10, Sviluppare in serie di Fourier la funzione data sull'intervallo [0, =] dal-

I'equazione f(x) =7 — 2x, prolungandola su [— T, 01,

8 =
— L.
. m 0

a) in modo pari,

cos{2n + 1)x ]
(2n + 132

- Senux
[ P
1 n

b) in modo dispari.

- P e e meend A Amaalied
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11. Sviluppare in serie di Fourier la funzione data sull'intervallo [}, =] dal-
V'equazione f{x) = x%, prolungandola in modo dispari:

senx sen2x sendx 8 senx senlx sendx
In — + + ]| =—— + + + ...
1 2 3 T 13 » 53

12, Sviluppare in serie di soli seni sull'intervallo [0, =] la funzione f(x} = cos2x.
4 ¢ senx 3senix Ssen3x
-— + + + o
w2 —-1 n_3 22 52

13, Sviluppare in serie di soli seni sull'intervallo {0, 1] le funzioni;

2 = SENHREX
a} f(x) = x. I:H._ T, (- I)rH-[—]

F n

4 = SENNTX
b) f(x) = 2x, l:_ T" {_. 1)u+1—7_]

13 e

14. Sviluppare sull’intervallo [0, 2] Ia funzione:

X, per < x =1
f(=x} {

2—x, per l<x<2.

a) in serie di soli coseni:

[ 1 4 = cos(Zn 4+ 1)rx ]
-y,
2 x20 (2n + 1)2
(2n + Dr=x
sen ————— 8 —-
8 2
b) in serie di soli semi: _ . (— 1)n—..._
7l U (2n + 112

15. Sviluppare la funzione f{x) =

Sennx
T
1 n

16. Sviluppare in serie di soli seni nell'intervallo [0, !] la funzione flx) = x.

e
sen —
2l e
— E. (— 1)1
1 1

in serie di Fourier nell'intervallo [0, 2x].
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=
17. Sviluppare In serie di soli seni nell'intervallo [0, =] lz funzione f{x) = —-.

Utilizzare questo risultato per calcolare le somme:

1 1 1 1 1 1 1 1
Si=l-—d—+—+...; S=ld————— et —— ..
3 5 7 5 7 11 13 17
1 1 i 1 '
S=l-—+—=———+—
5 .7 11 13 E
T sen(2r - 1)x T i b
L Si=— &= 8= —
1 Zn—1 4 3 2v3

18. Sviluppare in serie di soli senf nell'intervalle [0, =] le seguenti funzioni:

A 1
x, per 0 < x < —

2
a) f{x) =

1
[Z b.sennx, ove: ba = (— 1)}%-1 X

b
0, per — < x < T, e bpy=(—hHe—
2 w2k 4 132

[ 8 - sen(2n-— Lix ‘I
—_— E,
n 1 (2 — 1)

b) flx} = x(= — x).

HSERRX

Cox 8§ =
&) f(x) = sen—. [u I (-1 ——
2 m 1

19. Sviluppare in serie di soli coseni nell'intervalio [0, ©] le seguenti funzioni:

] l, perO<x=xh 2h 1 ~ sennh V
a} flx} = — (— + X, cosnx)]

0, perh<x<m I 2 1 nh
1 _x 0 2h 2h 1 Ly 2
- , peri<x = a f SENF
b fix) = 2h P [ e [? + f.. ( ) casn:c]
0, per 2h < X < T, ¥ ' s
i
Cleosx, perl<ax<—
2 4 b1 oo . cos2nx
€) fix) = — | — 4 Eu (~ n-1
. T w2 i 4n? — 1

— cosx, per — < x < %.
2

d} f{x} = xsenx.

cosx o . cOsHx
1- + 2%, (= 1=t
2 2 -nt—1



