X
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3 Caleolo di integrali doppi e tripli.

Fsercizio | — Calcolare Uintegrale doppio

]f e**Y dxdy
A

doveA={(x,y): 1<x<2, O<y<logx}.

y {\
5 ) ....mlllmmmn i :

L’insieme A & normale rispetto all’asse y, quindi

. 2 logx
fj eX*Y dxdy =/ dx/ XY dy =
A 1 s}

1

2 logx 2 r 2
:f exdx[ e¥dy =J e"[ey]g’g"dx =j (x —1edx=e
1 0 1

Esercizio 2 — Calcolare Uintegrale doppio 8

ﬂ Vx + vy dxdy

A

dove A ¢ il triangolo di vertici (0.0, (1.1), (2.1).7

xy




(9]
N

L’insicme A ¢ normale sia rispetto all’asse y che rispetto all’asse x. Con-

viene considerarlo normale rispetto all’asse x:
A={xy)r0<y<1 . y<x<2y}

Si ha pertanto

f[\/x:—y_dxdy=[
A

1
:2_(33/2_23/2) y3/2 dy:_4__(33/2w23/2)
3 [s
O

1 2y 1
““ 2
dyj Vi y dx =3—[ [(X+y)3/2]iy dy =

y o

@)

Esercizio 3 — Calcolare Uintegrale doppio

X+
ﬂ F:%;dxdy
A

I

dove A={(x,y): x>%—, y=o0.1<x2+y? <4}.

yA

iy

i

/
m
>
il

-~

xYy

~t
o —— — —
no
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Decomponiamo A nei due insicmi normali rispetto all’asse y

o [

E poiche

X
¥XFo0 f 5 2dy:arctangz-+c
X‘+y X

dy = —E-Iog(x% yi)y+ ¢

¥X F 0
X2+ y2

2__x2

¥x#o0 e a*—x*>=o0 farctang

= X arctang "”—;-——— Va —x% 4+ ¢
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dalle (3.2) ¢ (3.3) segue che

1
B 4—x
X+
ff 5 yzdxdy = ] arctang 'i— + },—log(x2+ yzﬂ dx =
X"+ e *( .2
A, Y 1 17

gL

r V4—x? V]—x?
X X
12

arctang — arctang

+ log?.] dx =

V15—3V3 + log?
= 3~urctang V3 — wl—urctang\/l—’j + 8-
2 2 2

Similmente

2 .{ __ 2
X+y _ y .1 , L
5 2dxdy-~ arctang —+ Q—log(x +y%) dx =
X+ Yy X
A 1

(8]

L

T V4—-x2 Iy =
< dx =
1

arctang —+ log2 — logx

-

=1 +\/3—— log2 — arctang\/;»

E quindi, per (3.1),

X2+ y2

ﬂ ki dxdy = é— {arctang\/}:—— arctang\/lg —I—\/l_S —\/§+ 2— log?_}

A

Esercizio 4 — Calcolare integrale doppio

1
ﬂ Wﬁﬂyl)a dxdy . x>0
A
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dove A={(x,y): as<|xi+ lyl<b, a>0}.
YA

A
N

=Y

Osserviamo innanzitutto che (1)

1 i
————dxdy = 4 ——— dxd
HA (xlHyhe jf\ (xl+yhe

1

dove Al ={(x,y): asx+y<b ., xy= 0} . Posto

a— X per OosX<a

~
I <

0 per as<x<b

p(x) =

Pinsieme A € normale rispetto all’asse y e si pud definire in questo modo
A1={(x,y): o<x<b. w(x)éyéb“x}

Allora

b b—x - h -b
L dx{ (N+y ) Qo dy == / d.\[ AN
(IxI+lyfe } ’ ' |
A 0 w(x) ‘

1 Y0 JNdSEN)

(1) Il lettore giustifichi questa atfermaziounce!
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b2 o __32—

b t b 71—«
=[ [ dt[ dx :] t10 dt =/
a (o) a \

logb—loga Se a=2

Se ot2

L’integrale esteso ad A si ottiene moltiplicando per 4 questo

risultato.

Esercizio 5 — Calcolare Uintegrale duppio(l)

ﬂ max [x,y] dxdy

A

dove A={(x,y): a< max[x,y]<b , a>0 ,xy>0} .

Yﬁ ,;'r/
“\,’
b
At
a
// AZ
Vd
w4
Vd
V4
a b X

Decomponiamo A negli jnsiemi A, e A, dove
A ={y)a<y<b . 0<x<y}
A, ={xy)a<x<b, 0<y<x}

A, ¢ normale rispetto all’asse x ¢ in A

(1) . max[x.y] ¢ la funzione che nel punto (x,y) assume come valore il

piu grande trax ¢ y .




max|x.yl =y

A, e normale rispetto all’assey ¢ in A,

max[x,y] = X

Quindi si ha

ﬂ max|x.yldxdy :Jf y dxdy +ﬂ x dxdy =

A A A,

b Yy b X b
=J ydy[ dx +[ xdxf dy=2J t2dt=%-[b3-—a3].
o Ja o a

a

della funzione f(x y) = Xy senx

Esercizio 6 — Calcolare lintegrale doppio

sull’insieme
A={xyr0<x<m, 0<Yy <lcos x|} -

yA

T AL

I’insieme A ¢ normale rispetto all’asse y quindi

m \cos x|
ﬂ xy sen x dxdy = [ dXJ xsen xtydy =
A

QO [§]
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m T
= %*] X sen x[yz] L‘"’S"]dx = ,1)[ X senx cos? x dx =
[&] O
3 1 T
_Lyy_ cos?xim 1 3 T
_2;[ X3 ]0+3[ cos’ x dx -
[0

Esercizio 7 — Calcolare Uintegrale doppio

ff y dx dy
A

dove A =[(x,y): y*—x (1-x)° <0} .
Precisiamo innanzitutto la natura dell’insieme A:

x(1—x)=20 0<xx1
(x,y)eA =« y? <[x(1—x)]® = - ’

IyI<[x(1—x)1¥?  ({lyI<[x(1—x)]*?

Quindi :
A={xy) 0<x<1 | — [x(Im0P?< y < [x(1—0)1*)

¢ I'insieme A € normale rispetto all’asse y .

YA
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