3 Settimana 10-14 ottobre

Esercizio 3.1 Dimostrare le sequenti proprieta dell’estremo superiore ed inferiore di sot-
toinsiemi di R.

1. sup A < sup B se e solamente se
{maggioranti di A} D {maggioranti di B}.

(a) Se ogni elemento di A é maggiorato da qualche elemento di B (cioe Ya € A
dbe B :b>a) allorasup A < sup B;

(b)) AC B = sup A <supB.

2. (Associativita del sup) sup (U,c; Ai) = supe; (sup A;). In particolare, sup AU B =
max{sup A, sup B}.

3. sup(A+ B) = sup A+ sup B. Pit in generale, supy ., A; = > sup A;.

4. Se AABC Rt :={zreR|z>0}, sup(A- B) = supA -sup B. Pit in generale, se
A CRY ce{l,... n}, sup[[i, 4 =[], sup A;.
5. Date f,g: X — R, supy(f +9g) <supy f +supyg.

6. Date f,g: X — R", supx(f-g) <supy f-supyg.

7. Mostrare che inf A = —sup(—A) e dedurre le proprieta dell’estremo inferiore analoghe
a (1)-(6).
Soluzione.

1. Il minimo dei maggioranti di A € minore o uguale al minimo dei maggioranti di B se
e solamente se il minimo dei maggioranti di A € minore o uguale ad ogni maggiorante
di B, se e solamente se ogni maggiorante di B € anche maggiorante di A.

(a) Se ogni elemento di A ¢ maggiorato da qualche elemento B, allora ogni maggio-
rante di B ¢ anche maggiorante di A, e la conclusione segue da (1).
(b) Caso particolare del punto precedente.

2. Ogni elemento di A := J,.; A; ¢ maggiorato da qualche elemento di B := {sup 4; | i € I},
quindi per (1-a) vale il <. Per (1-b) B ¢ maggiorato da sup A, quindi vale il >.

3. Iniziamo con l'osservare che ’estremo superiore si comporta addittivamente rispetto a
traslazioni di un insieme:

VAeR, VACR, sup(A+A)=\+supA.
Dato che A+ B = J,.4(a + B), per la (2) si ha

sup(A + B) = sup U (a+ B) = supsup(a + B) = sup(a + sup B)

acA acA acA

= sup(sup B + A) = sup B + sup A.



4.

Iniziamo con 1'osservare che l'estremo superiore si comporta moltiplicativamente ri-
spetto a dilatazioni di un insieme:

VA ERY, VACR, sup(AA) = Asup A.
Dato che A - B = J .4 aB, per la (2) si ha

sup(A - B) = sup U (aB) = supsup(aB) = sup(asup B)

acA acA

= sup((sup B)A) = sup B - sup A.

acA

. L'insieme {f(z) + g(z) | x € X} & contenuto in f(X) + ¢g(X), quindi la conclusione

segue da (1-b) e (3). Sinoti che, dato che appena X ha almeno due elementi 'inclusione
¢ stretta, anche la disuguaglianza puo essere stretta.

L’insieme {f(x)g(z) | x € X} & contenuto in f(X) - ¢g(X), quindi la conclusione segue
da (1-b) e (4). Si noti che, dato che appena X ha almeno due elementi 'inclusione e
stretta, anche la disuguaglianza puo essere stretta.

Un numero x € minorante di A se e solamente se —x € maggiorante di —A. Quindi z
¢ il massimo dei maggioranti di A se e solamente se —x ¢ minimo dei maggioranti di

—A, da cui I'identita inf A = —(sup(—A4)).

Elenchiamo la proprieta dell’estremo inferiore analoghe a (1)-(6).

1.

[\)

inf A > inf B se e solamente se
{minoranti di A} O {minoranti di B}.

(a) Se ogni elemento di A ¢ minorato da qualche elemento di B (cioé Ya € A 3b € B
: b < a) allora inf A > inf B;

(b) ACB — infA > infB.

(Associativita dellinf) inf (\J,; A;) = infier (inf 4;). In particolare, inf AU B =
min{inf A, inf B}.

inf(A+ B) = inf A + inf B. Piu in generale, inf >  A; => "  inf A,.

Se A, B C R*, inf(A- B) = inf A - inf B. Piu in generale, se A; C R i € {1,...,n},
inf H?:l Az = H?:l inf Az

Date f,g: X — R, infx(f +¢g) > infx f +infx g.

. Date f,g: X - R, infx(f-g) > infy f-infx g.

|

Esercizio 3.2 Siano x > 0, y > 0 numeri reali, n € Z*. Verificare che x < y se e solamente
sex™ < y".



Soluzione. Per induzione su n € Z*. L’equivalenza ¢ banale per n = 1. Supponiamo
I’equivalenza vera per un certo n € Z". Da z < y segue quindi 2" < y", e moltiplicando per
il numero positivo x si ha 2" < y"z < y"y = y"*L. Da 2" <y moltiplicando per il
numero positivo 1/z segue 2" < y"™!/x = y"(y/x). Se per assurdo x >y, si ha y/z < 1e
la disuguaglianza precedente implica x™ < y", che per l'ipotesi induttiva implica x < y, una
contraddizione. O

Esercizio 3.3 Provare che le sequenti serie sono convergenti e calcolarne la somma
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Soluzione. Si tratta di serie telescopiche, cioe della forma Z;’LOZO Gy con a, = b, — byy1.
In questo caso la somma parziale k-esima vale

k
n = Z(bn — bng1) = bo — biy1-
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Per la prima serie si ha:
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Per la quarta
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Per la quinta
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