1 Settimana 26-30 settembre
Esercizio 1.1 Consideriamo la successione di Fibonacci, definita ricorsivamente da

{ f0)=1, f(1) =1,
fn)=fln=1)+ f(n-2) Yn=2.

Trovare una formula esplitica per f(n), della forma
f(n) = az™ + By",
con o, 3, x,y numeri da determinare.
Soluzione. Consideriamo le successioni g(n) che verificano la condizione
g(n)=gn—1)+g(n—-2) V¥n=>2, (1)

senza specificare le condizioni iniziali g(0) e g(1). Vediamo se per qualche valore z # 0 la
successione g(n) = 2" verifica la condizione (1). Si trova

M=l — 2=+,

dove abbiamo diviso per il numero non nullo 2”2

secondo grado sono

1+5 1-+5
2 2
Dunque le successioni (") e (y") verificano entrambe la (1). Notiamo che se g ed h verificano
la (1) e o, § sono numeri qualsiasi, allora ag + $h verifica ancora la (1) (una conseguenza
della linearita dell’equazione (1)). Per trovare l’espressione della successione di Fibonacci,
determiniamo « e (3 in modo che la successione

f(n) = az™ + By"
verifichi le condizioni iniziali f(0) =1 e f(1) = 1. Si trova il sistema

{a+6=L
1+v5 1-v5 _
aih? o+ B =1,

Le soluzioni di questa equazione di

T

che ha per soluzione

_ 1,45
{O&—?—F\l/—%,
f=2-T-

Concludiamo quindi che la successione di Fibonacci ha la forma

1 Va) (1+v5) (1 VB\[1-v5\
) (95

1




Vogliamo definire a?, per a numero reale positivo e ¢ numero razionale. Si pone

1
a®:=1, a":=a---a(nvolte), a™™ := — pern € Z",
an

a™" = {/am per m/n € Q (m € Z, n € Z7F).
Per radice n-esima di a si intende I'unico numero positivo x tale che " = a (I'esistenza e

I'unicita di tale numero verra dimostrata in seguito, dopo aver chiarito il concetto di numero
reale).

Esercizio 1.2 (a) Dati a,b reali positivi e p, q razionali, dimostrare le proprieta delle potenze
aPt = alal, (ap)q = a", (ab)p — aPbP.

(b) Dimostrare che se a > 1 la funzione f : Q — R, f(q) = a9, é strettamente crescente
(cioe p < q implica f(p) < f(q))-

Soluzione. (a) Iniziamo con l'osservare che le tre proprieta valgono banalmente se
p,q € Z. Poniamo p = m/n, ¢ = {/k, con m,{ € Z, n,k € ZT. Siano x = a?, y = af,

mk+4€n N . . . . .
z=aPt™ =qa nr , cio® siano x, y, z le soluzioni positive di

xn — am) yk — CLZ, an — akarfn.

Allora
((L’y)nk — xnkynk _ (xn)k(yk)n — (am)k(a£>n — amkaén — amk—l—Zn — an’

dunque xy = z, cioe vale la prima identita.
Con le stesse notazioni, siano u = (a?)? = 27 e v = a?? = anr, cioe le soluzioni positive

di
Allora

dunque u = v, cioe vale la seconda identita.
Con le stesse notazioni, siano w = b e t = (ab)?, cioe le soluzioni positive di

wh=0", t" = (ab)™.
Allora
(zw)" = 2"w" = a™b™ = (ab)™ = 1",
quindi zw = t, cioe vale la terza identita.

(b) Iniziamo con l'osservare che per n,m € Z, n < m, il fatto che a > 1 implica che
a™ "™ > 1, dunque



e la restrizione di f agli interi e strettamente crescente. Osserviamo anche che dato n € Z,
la funzione R™ — RT, x — ¥z ¢ strettamente crescente. Siano p,q € Q, p < ¢. Ponendo
p=m/n,q="L/k, m €L nkeZ sihamk<nl, edunque

(@™ = a™ < o™ = (a")".
Prendendo la radice nk-esima di entrambi i membri, troviamo
a? = Yam < Val = a?,
come si voleva dimostrare.

Esercizio 1.3 Dimostrare per induzione le sequenti identita

Zk— ZkQ 2n+ st ( n—i—l)),
1—x”+1

Zaz Vo # 1.

Soluzione. Le prime tre indentita per n = 1 si riducono a 1 = 1. Se la prima identita e
vera per n, troviamo

n+1

Z’f—”+1+zk—n+1+ (n;l):(n+1)2(n+2)7

ed il passo induttivo e verificato. Se la seconda identita e vera per n, troviamo

n+1

1)(2 1 1)(2n%2 4+ 7 6
d K =(n+1) +Zk2 (n+1)? pnt Dintl) _ (n+H@n" +7n+6)
p 6 6
(n+1)(n+2)2(n+1)+1)
— c 7
ed il passo induttivo e verificato. Se la terza identita e vera per n, troviamo
n+1 2
+1) (n+1)2(4n + 4 + n?)
k3 = 1)3 k3 = 1)3 nn+1)\" _
; (n+1)°+ Z (n+ < 5 1
B ((n+ 1)(n—|—2)>2
= > 7

ed il passo induttivo e verificato.
Per n = 0 'ultima identita si riduce a 1 = 1. Se I'ultima identita e vera per n, troviamo

n+l n n+1 n+1 n+2 n+1 n+2
k_ on+l Kk onp1 , L2t ="l =" 1w
¥ =T + ¥ =x + = = ,
— 11—z 11—z 11—z
ed il passo induttivo e verificato. O



Esercizio 1.4 Data la funzione f(r) = ax + b, trovare l’espressione di f* = fo---o f (f
composta per se stessa n volte).

Soluzione. Esaminando i primi casi,
flz)=ar+b, [ z)=d*z+ab+b, [} z)=az+ (a®+a+ 1),
si congettura X
fY(z) =d"x+ bni a”.
k=0

Questa formula si verifica facilmente per induzione: e vera per n = 1, e se & vera per n si ha
n—1 n
@) = f(f@) =a"(az +0) + by a*F =a"Tz+b> a".
k=0 k=0

Sfruttando la formula per la somma dei primi n termini di una progressione geometrica
(ultima identita nell’Esercizio 1.3), troviamo infine

n a® + b= sea #£1,
pa =l we?

|l a*z+bn  sea=1.



