
Proposte seminari

Teoremi di coniugio per diffeomorfismi del cerchio. Il problema di stabilire se un diffeo-
morfismo del cerchio è coniugato ad una rotazione [Arn61] è per molti versi simile al problema
di linearizzare una funzione olomorfa, studiato nella sezione 3.6. Usando la derivata Schwarziana
è però possibile evitare l’uso di teoremi di inversione alla Nash-Moser, riconducendosi al teore-
ma di inversione classico. Si presenti la dimostrazione di Michel Herman del teorema di Arnold,
contenuta nella prima parte di [Her85].

Calcolo differenziale in spazi di Frechet. Uno spazio di Frechet è uno spazio vettoriale
topologico localmente convesso, completo, e metrizzabile. La non metrizzabilità del duale fa śı
che il calcolo differenziale su spazi di Frechet sia sostanzialmente diverso dal calcolo in spazi di
Banach. Si presentino le sezioni I.1, I.2, e I.3 di [Ham82] (si consiglia di guardare anche la sezione
I.4 ed i controesempi in I.5.5).

Il teorema della funzione implicita in spazi di Frechet. Gli argomenti alla Nash-Moser
visti nel capitolo 3 permettono di dimostrare un teorema di funzione implicita per mappe di una
certa classe tra spazi di Frechet. La formulazione più elegante, e più categoriale, è dovuta a
Richard Hamilton. Si presentino i risultati della Parte II e della Parte III.1 di [Ham82].

Problema di Plateau per superfici parametriche. Il problema di Plateau si persta bene
ad essere studiato con metodi variazionali. Si presentino risultati di esistenza e regolarità dal
volumetto di Struwe, [Str89].

Embedding di superfici con curvatura positiva. Si presenti la dimostrazione di un classico
risultato di Louis Nirenberg: ogni superficie compatta orientabile con curvatura strettamente
postiva può essere immersa (embedded) isometricamente in R3 come bordo di un aperto convesso.
La dimostrazione originale è in [Nir53]. In alternativa, si può presentare questo risultato come
applicazione del teorema di inversione in spazi di Frechet di Hamilton (seminario precedente),
seguendo [Ham82], sezione III.2.1.

Teoria KAM. In un sistema Hamiltoniano completamente integrabile, lo spazio delle fasi è
foliato da tori invarianti, su cui il flusso è una traslazione di un vettore (frequenza) ω ∈ Rn. La
teoria KAM (dai nomi dei matematici Kolmogorov, Arnold e Moser), studia perturbazioni piccole
di sistemi Hamiltoniani completamente integrabili: se ω soddisfa una condizione di tipo diofantino
(l’equivalente multi-dimensionale della condizione vista nella sezione 3.6), il toro di frequenza ω
sopravvive. Si presenti la dimostrazione nel formalismo Lagrangiano, contenuta in [SZ89].

Teorema delle 3 geodetiche chiuse. Si presenti la dimostrazione del seguente risultato classico
di Lusternik e Schnirelman [LL29]: sulla sfera bidimensionale munita di una metrica qualsiasi
esistono tre geodetiche chiuse senza auto-intersezioni. Per una dimostrazione moderna si veda
[Kli82].

Categoria di Lusternik-Schnirelman e geodetiche. La categoria di Lusternik-Schnirelman
e’ un invariante topologico che stima dal basso il numero di punti critici di un funzionale. Se
ne discutano le proprietà, dimostrando il seguente teorema di Serre: su una varietà Riemanniana
completa non contrattile esistono infinite geodetiche che congiungono due punti arbitrari [Sch64],
[Pal66].
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Infinite geodetiche chiuse su S2. Bangert e Franks hanno dimostrato che su S2 munita di
una metrica qualsiasi esistono infinite geodetiche chiuse. Lo strumento fondamentale è il seguente
risultato di Franks: un omeomorfismo del disco aperto in sè che conserva la misura e che ha almeno
due punti fissi ha necessariamente infiniti punti periodici [Fra92]. Si presenti la dimostrazione di
questo fatto insieme all’argomento di Bangert [Ban93] per arrivare alle infinite geodetiche su S2.

Caratteristiche chiuse su ipersuperfici. Sia S un’ipersuperficie regolare in R2n, munito della
struttura complessa data dall’identificazione R2n ∼= Cn. Una curva caratteristica su S è una curva
sempre tangente a iν, dove ν è la normale a S. Un problema classico è l’esistenza di caratteristiche
chiuse. Si presenti la dimostrazione dell’esistenza di una caratteristica chiusa su una ipersuperficie
S compatta e “generica” ([HZ94] capitolo 4, [Str00] sezione II.8).
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