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1 Varieta compatte senza bordo

Siamo interessati a studiare il grado di mappe v : X — Y, con X e Y n—varieta regolari compatte
orientate senza bordo e Y connessa. Nel caso classico, se u € C' e y € Y & un valore regolare
(ut(y) = {z1,..., 21}, Ju(z;) non singolare), allora il grado non dipende dal valore regolare y e
si ha
deg(u, X,Y) = deg(u, X,y) = Z sgn det Jy(z;).
1

Per densita si estende poi il grado a mappe C°.
Proprieta di base:

(i) deg(u, X,Y) # 0 = u surgettiva;
(ii) il grado & invariante per deformazioni continue (omotopia).

Una formula integrale per il grado per mappe C! ¢ data da

#
deg(u, X,Y) = Jy o

Jya
con a n—forma regolare su Y con integrale non nullo;
in coordinate locali, se a = f(y)dy; A ... A dyn,
det Jy(z)dxy N ... Ndzxy,
degtu x,y) — xS (@) det Sy A N da
Jy F@)dys A A dyn

Se poi X e Y sono varieta Riemanniane,

deg(u, X,Y) = Jx det j:l((xy))d”(x), (1.1)

con dox elemento di volume di X e J, € calcolato usando coordinate geodetiche normali in x e
Nel caso particolare in cui X = 95, dove Q & un dominio limitato regolare di R"*! e Y = S”, detta
@ = (@1, ..., 1y 1) una qualunque estensione C' di u dentro Q a valori in R"*!, ¢’& un’ulteriore
formula integrale per il grado:

1
deg(u, 00, S") = B /Q det Ju(x) dx,

dove Bj denota la palla unitaria. Si puo vedere che le due formule coincidono usando Gauss-Green
e il fatto che det J; € una divergenza; infatti, usando il linguaggio delle k—forme, ricordando che
la n—forma di volume su S™ & data da
n+1
dogn = (=1)"'wdi;, di; =dxy A Adzig Adwigy .. dag,
i=1

si ha, detta oyq la n—forma di volume di 912,

n+1
(det J,) dogg = uf (dogn) = uf (Z(—l)i_lxidii>

=1

=g

n+1 - n+1 A
f (Z(—l)l_l.%idi'i) = Z(—l)l_lﬂidﬂl A AdUi—1 AN dtgyy ... dUger,
=1 =1
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da cui
1 1 n+1 ‘
577 Joo det Jy(z) dopa(x) = Q zZ;(—l)z1 /{m @idiy A ... Aditi—1 A diiy . . . diipy
n+1
|Sn| Z / (Widiig A ... Aditi_1 A ditiyq ... diig1)

n+1/ . - 1 /
= dig A ...dupi1 = —— | det Jz(x)dzx.
7 Jo ] fy 1)

1.1 BMO e VMO

Sia X una n—varieta regolare compatta senza bordo dotata di una metrica Riemanniana (come
si vedra la nozione di BMO ¢ indipendente dalla scelta della metrica). Definiamo

ro =19(X) =injrad(X), B:(x) palla geodetica in X di raggio € < ry.

1.1.1 Mappe BMO a valori reali

Data f € L'(X) (usando la misura associata alla metrica), definiamo

Ifllsso == sup fB M) = T@ldox (),

e<ro,z€X

dove

7o) = ][Bs(r)f(y) dox (4);

si ha allora BMO(X,R) := {f € LY(X) | ||f|lBmo < +oc}. Questo spazio, quozientato rispetto
alle costanti, diventa uno spazio di Banach rispetto alla norma BMO. Poiché

f () = Fo(@)| dox(y fg(z ][ ) F(2)| dox (y) dox (2) =

][ . f Fole)+ Fole) — (Z)|dUX(y)dUX(Z)§2][ ) =T dox(w)

1f]ls = €<f$?£ex7[ ) f ) £(2)] dox () dox (2)

¢ una norma equivalente su BMO.
Una prima proprieta utile (che si dimostra facilmente per assurdo) &

Lemma 1.1. 3 C = C(X) tale che

11l < Cllflzaro + '/X f‘

0, equivalentemente,

< C||fllBmo-
Ll

|-
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Corollario 1.2. Sia 0 < 11 < rg e definiamo
1= s f - 15w) - T dox(w)
e<r1,x€X J B.(x)
Allora || - ||1 e || - ||Bmo sono equivalenti.

Dimostrazione. Ovviamente
[l < [l fllBamo-

Viceversa, supponendo f a media nulla (cosa lecita dato che le due norme non cambiano), poiché
il lemma precedente vale sostituendo || - ||1 a || - ||smo (la dimostrazione & identica), per ogni
r1 <e <rgsiha

f 2
f, o -Twiaoxtn <2f, i<t [in<einn
g

Lemma 1.3. Siano X e Y n—wvarieta Riemanniane regolari compatte senza bordo, p : X — Y

diffeomorfismo C*. Allora
fe€BMOY)= fope BMO(X)

1f o ollmox) < ClIflIBmoyy-

Da questo lemma segue che, cambiando metrica, la norma BMO che si ottiene € equivalente
alla precedente.

1.1.2 Mappe BMO a valori in varieta

Sia Y una n—varieta regolare compatta senza bordo che possiamo supporre embedded in RY.
Definiamo allora

BMO(X,Y) :={u € BMO(X,RY) | u(z) € Y ¢.0.},
dove u € BMO(X,R") se ogni componente & in BMO(X,R). Si pud dimostrare che la nozione
di BMO(X,Y) non dipende dalla metrica di X né dall’embedding di Y (questo segue da: F
Lipschitziana, u € BMO = ||F o u||pmo < 2 Lip(F)||u||pmo)- Fissati la metrica Riemanniana
su X e un embedding regolare di Y in RN, BMO(X,Y) ¢ dotata della metrica

d(u,v) = |[u — UHBMO(X,RN)-

Osserviamo che, ovviamente, C°(X) ¢ BMO(X) (||f||samo < 2||fl|co)-

1.1.3 Mappe VMO

VMO ¢ la chiusura delle funzioni regolari (o equivalentemente continue) con la norma BMO
e viene dotato della norma || - ||garo- In questo modo si definisce VMO(X,RY) e da questo si

ottiene
VMO(X,Y) :={uec VMOX,RY) | u(z) €Y q.0.}

e, come prima, tutto & indipendente dalla metrica di X e dall’embedding di Y. Vale la seguente
caratterizzazione di VMO :
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Teorema 1.4. u € VMO(X,RY) & u € BMO(X,RY) e
_ e—0 . .
f lu —Te(z)] — 0 unif. in z.
B (z)

Notiamo che una delle due implicazioni ¢ banale, mentre la dimostrazione dell’altra ¢ molto
piu complessa.

Corollario 1.5. 3 C = C(X) tale che
|[@e||Baro < Cllullsmo  Vu € BMO(X,RY).

Inoltre, se u € VMO(X,RN),

_ _ 0
||u - UEHBMOa ||u - UEHL1 ==o.

Osserviamo che, se u € C%(X,Y), x — %.(x) mappa X in RY ma non in Y, ma comunque, per
€ piccolo, ¢ vicina a Y. Grazie al teorema 1.4, vediamo che lo stesso ¢ vero anche in VMO(X,Y) :

dist(u(z),Y) < ][ |lu —us(z)] = o(1) wunif. in z,
B.(z)

e questa disuguaglianza vale anche nel caso in cui Y sia un qualunque chiuso di RY. Cio permette
di definire, detto P Poperatore di proiezione di un intorno tubolare di Y in RY su Y,

U£($) = Pﬂg(l‘)
Corollario 1.6. Seu € VMO(X,Y),
||ue — ul|BMO — 0, us — u q.o.

Dimostrazione.

l|ue — ul|Bro < ||ue —Tel|Bmo + ||@: — ul||Bmo
< 2[|ue — Uel|co + [[ue — ul[BMoO
= 2sup dist(u:(z),Y) + ||ae — u||Bpmo — 0.
X

g

Corollario 1.7. © € VMO(X,Y) = 3(u;) C C*°(X,Y) tale che

l|u; — ul||lBMo — 0, uj — u q.o.

Dimostrazione. Poiché C*(X,Y) & denso in C°(X,Y), la tesi segue dal corollario 1.6. O
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1.1.4 Esempi di funzioni BMO e VMO
(i) C°(X) < VMO(X) con continuita:

1l Baro < 21| fllco-

(i) Win(X) < VMO(X) con continuita: per Poincaré (che vale anche su varieta) e per Holder
si ha, Ve < rg,

/ - ()| < cg/ Vu| < Ce </ |Vu”>
= (z) Be () Be(z)
1
- lu — ()| gC(/ |Vu|"> ,
B:(x) B:(z)

e dunque WhH"(X) — BMO(X) con continuitd. L’immersione in VMO(X) segue allora
dalla disuguaglianza sopra e dal teorema 1.4.

(iii) W*P(X) — VMO(X) con continuita, dove p e I'esponente critico per le immersioni di
Sobolev (sp =mn, 0 < s < n anche non intero):

(a) s > 1: grazie alle immersioni di Sobolev W*?(X) — Wh*(X);
(b) 0 < s < 1: ricordiamo che

wer) = {ul [

e nel nostro caso (sp = n)

|P
< )
X |dlst x,y ]5P+" oo

_ P
[ [l —vr )
x Jx |dist(z, y)[>"
Come prima basta vedere che W*P(X) — BMO(X) con continuita ed infatti, per
Holder, si ha, Ve < rg,

][ ]Z lu(y) — u(z)| < (2¢) 2n][ ][ Zl’
() Be(x) <( =(x) |dlst y,z)| P
1
2 11 / / luly) w2l _ (/ / )|p>
B s 5($ ’dlSt Y, Z 5($ s |dlbt Y,z ‘

1.2 Grado per mappe VMO

WP (X) = {u

Siamo interessati a studiare il grado di mappe u € VMO(X,Y), con X e Y n—varieta regolari
compatte orientate senza bordo e Y connessa.

Definizione 1.8. Sia u € VMO(X,Y). Per ¢ piccolo ricordiamo che é ben definita us(z) :=
Pu.(z). Si definisce allora
deg(u, X, Y) = deg(uz, X, Y).
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uesta ¢ una buona definizione: presi € e &’ piccoli, essendo u. e u, continue, sono definiti
P p
deg(ues, X,Y) e deg(u.r, X,Y) e, considerando I"'omotopia
[0,1] 3t = wpey (1-p)ers

si vede che sono uguali.

Vedremo inoltre pitt avanti che deg(u, X,Y) ¢ indipendente dalla scelta della metrica su X e
dall’embedding di Y.

Per prima cosa vediamo qualche proprieta del grado in VM O. Avremo bisogno del seguente:

Lemma 1.9. Sia u € VMO(X,Y) e supponiamo che, per un certo vettore costante & € RV,
u(x) +£€Y qo.

Allora
deg(u +€) = deg(u).

Dimostrazione. Ovviamente possiamo supporre £ # 0 (altrimenti la tesi ¢ banale) e in questo
caso vedremo che entrambi i gradi sono 0. Possiamo inoltre supporre, senza perdita di generalita,
che si abbia & = (£1,0,...,0), con & > 0, e inoltre che 0 € Y e che y; <0 Vy € Y. Allora

w() < —& go we X,

e di consequenza, per € < 19, la prima componente di u.(z) ¢ < —¢&;, da cui, per € piccolo, la
prima componente di Pu.(z) = u:(z) & < —%1. Allora I'immagine di u. non ricopre Y e quindi
0 = deg(us) = deg(u).

Scambiando i ruoli di u e u + £ concludiamo che deg(u + &) = 0. O

Possiamo ora dimostrare la prima importante proprieta del grado:

Teorema 1.10 (stabilita per perturbazioni in VMO). Sia u € VMO(X,Y). Allora esiste 6 > 0
(dipendente da u) tale che

ve VMO(X,Y), d(u,v) < § = deg(v) = deg(u).

Dimostrazione. Per assurdo, esiste una succesione (v;) tale che
[lvj = ullspo — 0 e [deg(vj) — deg(u)| > 1.

Grazie alla compattezza di (v;) in VMO non e difficile dimostrare che

sup][ lvj(y) —Tje(x)] =o0(1) unif. injeinz e X,
zeX J B.(x)

da cui
dist(7;.(x),Y) =90 unif. in jeinx € X.
Esiste allora g > 0 tale che, per 0 < € < gq, € ben definita per ogni j

vj"s = Pﬁj:‘s’

e si ha, per definizione,
deg(vj) = deg(vje) Vj, Ve < eo. (1.2)
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&= (-

e, a meno di passare ad una sottosuccessione, supponiamo &; — ¢ (ricordiamo che Y & limitata);
allora, per il lemma 1.1,

Definiamo

/ lvj —u—&| < Cllv; —ullpyo — 0= ||lv; — (u+&)|[r — 0, v; = u+E q.o.
X

Allora u 4+ £ € Y q.o. e inoltre, a ¢ fissato,
Uje — Ue + & unif. per j — 400 = vj. — (u+ &), unif. per j — +o0,
da cui, per j grande, grazie alla (1.2) e al lemma 1.9,

deg(vje) = deg((u+§)e) = deg(vj) = deg(u + §) = deg(u),

il che & assurdo. O

Corollario 1.11 (Invarianza per omotopia). Sia t — Hi(-) € VMO(X,Y) una famiglia a un
parametro continua rispetto alla topologia BMO. Allora

deg(Hy;) ¢ indipendente da t.

Corollario 1.12. deg(u, X,Y) ¢ indipendente dalla scelta della metrica Riemanniana su X e
dall’embedding di Y.

Dimostrazione. Sia d = deg(u) rispetto ad una certa metrica e ad un certo embedding.
Supponiamo poi di avere un’altra metrica su X e un altro embedding regolare in un qualche R”.
Si ottiene allora un’altra famiglia @, di funzioni da X in Y alle quali corrisponde un grado d.
Per il corollario 1.6 4. — u in BMO(X,Y) e dunque, per il teorema appena dimostrato, d=d.

a

Commenti:

(i) Definizione di grado: abbiamo definito il grado di u come deg(u) = deg(uc), dove u.
sono funzioni continue opportunamente costruite in modo che v, — v in BMO(X,Y). Il
teorema sopra ci dice allora che, in verita, per definire il grado, avremmo potuto scegliere
una qualunque famiglia di funzioni continue convergente a v in BMO.

(ii) Non esistenza del grado in LP: la convergenza in BMO ¢ piu debole di quella uniforme
ma piu forte di quella in LP Vp < oo. Si pud vedere come il grado non si conservi per
perturbazioni piccole in LP :

uj: St — St w(9) = i)

0 su (0,27 — 1
ng(@) = . ( 1 ])
lineare da 0 a 27 su [27r -5 271} ,

u;j L, 0, deg(uj) =1, deg(0) =0.
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(iii) Non uniformita della stabilita del grado: quando si lavora con la norma C?| esiste un
9 > 0 uniforme tale che

l|u —vl|go < 6 = deg(u, X,Y) =deg(v, X,Y)

(basta infatti considerare 'omotopia t — P(tu + (1 — t)v)). Invece, nel teorema 1.10, il §
dipende effettivamente da w. Si puo infatti dimostrare che, Ve > 0, Vk € Z, esistono due
mappe u,v : ST — S tali che

[lu — 'UHH% <e, deg(u) =0, deg(v)=k.

(iv) Possibili estensioni: abbiamo definito il grado solo per u € VMO; in verita & possibile
definire il grado anche per alcune mappe in BMO : 35 > 0 tale che, se

dist(u, VMO(X,Y)) := 61‘51{40 d(u,v) < 0,

¢ ben definito deg(u). Osserviamo che la distanza d, e quindi d, dipendono dalla scelta della
metrica Riemanniana su X e dall’embedding di Y.
1.3 Proprieta del grado in VMO

In questa sezione considereremo sempre mappe in VMO.
Proprieta 1. Se deg(u) # 0, allora
ess R(u) =Y,

dove ess R(u) ¢ il piu piccolo chiuso ¥ in Y tale che u(x) € ¥ q.o.
(X =Nperla = NjenYa; per certi ay, dove (Xa)aea € la famiglia di tutti i chiusi in Y tali che
u(x) € Xy q.0.).

Dimostrazione. Per assurdo, Jyp € Y \ ess R(u) = Ir > 0 tale che
ess R(u) N By(yo) = 0.

Sia X =Y \ B,(yo); allora u(z) € ¥ q.0. Poiché u € VMO,

][ |u —Te(x)] — 0 unif. in x = dist(de(z),X) — 0 unif. in z =
Be(x)
dist(us(x),>) — 0 unif. in x = deg(u) = deg(us) =0 per € piccolo,

il che ¢ assurdo. O

Proprieta 2. (Hopf) Se u,v € VMO(S™,S™) e deg(u) = deg(v), allora le due mappe sono
omotope in VMO(S™, S™).

Dimostrazione. Per costruzione deg(u.) = deg(u) = deg(v) = deg(v:) = u. e v sono omotope
in CY(S™,S™), e quindi in VMO(S™, S™). D’altra parte

t— U, T Vg

sono omotopie tra u e u. e tra v e v.. O
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Proprieta 3. (Borsuk) Siano U,V C R™ due aperti limitati simmetrici rispetto all’origine con
OU e OV regolari e connessi. Allora, se u € VMO(OU,0V') & una mappa dispari, deg(u) € dispari.

Dimostrazione. Basta applicare il teorema di Borsuk a wu. che € una mappa dispari. O

Proprieta 4. Sia v € W™ (X,Y). Allora,
deg(u)/ ! :/ ut o
Y X

Dimostrazione.  Come ¢ noto C®(X,Y) ¢ denso in W™ (X,Y), e quindi esiste (u;) C
C*(X,Y) tale che

per ogni @ n—forma regolare su Y.

[luj = ullwrn =0,

da cui, grazie all’esempio (ii) nel paragrafo 1.1.4,

|[uj —ul|Brpro — 0.

/ugaﬂ/uﬁa
X X

deg(uj) = deg(u) per j grande.

Allora

g

Proprieta 5. Sia 2 C R" un dominio limitato con bordo connesso regolare. Sia poi u €
WLn(Q,R") e si supponga che u|gq sia a valori in S"~! (da intendersi nel senso delle tracce).
Allora

1
deg(u|opq, 09, 5" 1) = \Bﬂ/g)det Ju

(si noti che il membro di sinistra ha senso perché u|spg € Wl_%’”(aﬁ) C VMO(09) grazie
all’esempio (iii) nel paragrafo 1.1.4).

Dimostrazione. Essendo la formula nota nel caso di mappe regolari (si veda l'inizio del
primo capitolo per la dimostrazione nel caso C' usando le formule integrali per il grado), la
dimostrazione ¢, come ci si aspetta, per approssimazione e si basa sul seguente:

Lemma 1.13. Siano Q2 C R™ un dominio con bordo connesso regolare, Y una varieta compatta
senza bordo embedded in maniera regolare in RY e u € WH™(Q,RY) tale che u(9Q) C Y. Allora
J(u;) € C=(,RYN) tale che
1,n
uj(0Q) CY Vi, wuy o
Allora uj|an — ulaq in Wl_%’”(aﬁ) e quindi in BM O, da cui
deg(ulaq, 09, S”_l) = deg(uj|aq, 09, S”_l)

per j abbastanza grande; la tesi segue allora osservando che

il an
—— | det J,, — —— [ det J,.
|B1] Ja 7Bl Ja
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Corollario 1.14. Se Q C R" é un dominio limitato con bordo connesso regolare,
w e WH(Q, ") = deg(u|oq, 0Q, ") = 0.
Vogliamo ora usare il corollario per dimostrare il seguente risultato piu forte:

Teorema 1.15. Siano 2, Z C R™ domini limitati con O e 0Z connessi regolari, u € W1 (Q, R")

tale che
u(0N) C 0Z, deg(ulgn,dN,07) # 0.

Allora
ess R(u) D Z.

Dimostrazione. Essendo ess R(u) chiuso basta dimostrare che ess R(u) D Z. Per assurdo,
esiste zp € Z \ ess R(u). Allora 3r > 0 tale che

B.(20) C Z, ess R(u)N By(2) = 0.

Sia P la proiezione sul punto di minima distanza in B,.(zp) e poniamo v = P o u. Allora v €
Whn(Q,R") e v(Q) C B, (20), da cui, per il corollario sopra,

deg(v|pq, 092, 0B (z0)) = 0.
Per concludere basta dimostrare che
deg(ulon, 0, 07) = deg(v]aqn, 0, 0B, (20))

e, a meno di approssimare u in W™ con funzioni u; regolari grazie al lemma 1.13 e v con
v; = P owuj, possiamo supporre u regolare. Allora, in questo caso, sono note le identita

deg(U|8Q, 897 aZ) = deg(“? Q7 20)7

deg(v|oq, 00, 0By (20)) = deg(v,Q, 2p),

e dunque, grazie all’omotopia
Hy(xz) = tu(z) + (1 — t)v(x),

si ottiene 'uguaglianza dei gradi di u e v O

Osservazione: I'assunzione v € W™ ¢ ottimale e non & possibile rimpiazzarla con u € WP con
p<n:pern>2 Q= B;(0), consideriamo u(x) = ﬁ; allora u € WHP(Q,R™) Vp < n, ulsq = id
(e quindi deg(ulsn, S* 1,877 1) = 1), ma ess R(u) = S"~ L.

Osservazione: ci si potrebbe chiedere se la condizione u € W1 (£, R™) possa essere rimpiazzata
con u € VMO(Q,R"). Il problema & che in generale le mappe in VMO(£2) non ammettono
traccia al bordo. Bisogna allora considerare una sottoclasse speciale di VMO(S2) che consiste
delle funzioni che ammettono traccia in VMO(9) (classe che include W1 (Q)).

Topologia di BMO e VMO: ¢ possibile studiare mappe BMO e VMO da X (compatta) in
Y (compatta) anche se le loro dimensioni sono diverse (per esempio mappe da S™ a S¥). Come
le mappe continue da X a Y si dividono in maniera naturale nelle loro componenti connesse, lo
stesso accade in VM O. Esistono due diverse nozioni di omotopia in VMO :
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(a) u,v € VMO(X, ) sono omotope in VMO N L! se esiste H € C°([0,1], VMO N LY(X,Y))
tale che H(0) = u, H(1) = v;

(b) u,v € VMO(X ,Y) sono omotope in VMO se esiste H € C°([0,1],VMO(X,Y)) tale che
H(0) = u, H(1) =

Ovviamente la prima definizione ¢ piu forte della seconda e, in generale, e strettamente piu forte.
Pero le due nozioni sono equivalenti nel caso speciale Y = S, k > 1.

Le classi di omotopia di VMO(X,Y) rispetto alla prima definizione sono in corrispondenza
biunivoca con le classi di omotopia C; di C°(X,Y) (esse sono semplicemente la chiusura delle
componenti C; in VMO N LY).

Invece, gli spazi LP(X,Y) e BMO(X,Y’) sono connessi per archi; per dimostrarlo basta conside-
rare il caso p = co. Diamo un’idea della dimostrazione:

(i) dette PC(X,Y) le funzioni che prendono solo un numero finito di valori in Y, queste sono
dense nella norma di L* : per ogni f : X — Y esiste g € PC(X,Y) tale che ||f — g||cc < €;

(i) [0,1] >t tf(z)+ (1 —t)g(x) dista al pin € da Y, e dunque
[0,1] 5 t = hu(z) = P(tf(x) + (1 —t)g(x)) €Y
connette in maniera continua f a g in L*(X,Y);

(iii) date go,g1 € PC(X,Y), con

g0 =Y aixe, go=Y bixe, ab€Y,
detto ~; : [0,1] — Y un arco che collega a; con b;,

0,1]5t— g =Y i(t)xe, €Y

connette in maniera continua gg a g1 in L (X,Y).

1.4 Lifting di mappe BMO

Siamo interessati al sollevamento di mappe da X, n—varieta compatta connessa senza bordo, in

St

Teorema 1.16. v € VMO(X,S') ¢ omotopa in VMO(X,S') a una costante sse puo essere
scritta in modo unico come

u=e" con p € VMO(X,R), 0 S][ » < 2. (1.3)
X

Inoltre la mappa u — @ & continua da VMO N L' (risp. VMO) in VMONL' (risp. VMO).

Dimostrazione. Un’implicazione ¢ ovvia (se u = €'?, Pomotopia & data da t — e'¥). Per
quanto riguarda il viceversa si ragiona nel modo seguente:
Esistenza:

(i) si approssima u con u. (costruite nel solito modo partendo dalle medie %, e proiettando su

S



1 VARIETA COMPATTE SENZA BORDO 13

(ii) si sollevano le u. come u. = €"?¢ e si deducono stime sulla norma BM O delle ¢, in funzione
di quella delle u. che siano uniformi in &;

(iii) I'esistenza della ¢ segue osservando che, poiché lim. .o u.(x) = lim._.q €'#< esiste ed & uguale
a u(x) per ogni z punto di Lebesgue di u, essendo ¢ — @.(x) continua per ¢ > 0, in tali
punti esiste lim. o p-(z) =: p(x);

(iv) le stime trovate al punto (ii) permettono di dimostrare che ¢ € VMO.
Unicita: date ¢; e g soluzioni di (1.3), si ha che

1

= — — €7 q.o.;
n ZW(% ©2) q.0

ma, poiché n € VMO, ess R(n) ¢ connesso (se per assurdo fosse unione di due chiusi disgiunti si
troverebbe che anche I'immagine di 7. sarebbe sconnessa per € abbastanza piccolo ma questo e
assurdo perché 7. ¢ continua e X & connessa); dunque 7 € costante e, per la (1.3), n = 0.

Continuita di u — ¢: si utilizzano le stime trovate al punto (ii) nella dimostrazione dell’esi-
stenza. g

Osservazione: grazie al teorema sopra e al lemma di Hopf per mappe VMO otteniamo: se
u € VMO(S!, S, ‘
deg(u) =0 < u=¢%, o€ VMO(S',R).

Pit1 in generale, considerando e~*%u(f) con k = deg(u), si ottiene
deg(u) = k < u(f) = &*0°0) ", e VMO(S',R).

Utilizzando sempre un ragionamento per approssimazione con funzioni continue per le quali i
risultati sono gia noti, si possono dimostrare i seguenti teoremi:

Teorema 1.17. Se m(X) = 0, ogni funzione u € VMO(X, SY) si puo scrivere come

u=e" conp e VMO(X,R), 0 S][ p < 2m,
X

e dunque é omotopa a una costante in VIMO.

Teorema 1.18. 35 > 0, con § = (X)), tale che, se ||u||ppo < 0, allora
u=e" con o € VMO(X,R), ||l¢|lzmo < 4||ul|sro,

e dunque é omotopa a una costante in VIMO.
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2 Varieta compatte con bordo

Siamo ora interessati a studiare il grado di mappe u :  — R”, con 2 C R"™ dominio limitato
oppure 2 CC X, con X n—varietd regolare aperta. Nel caso classico, se p € u(0f2), allora ¢
definito il grado di u in p per ogni u € C°(Q, R") e viene denotato con deg(u, 2, p).

2.1 BMO e VMO su domini di R"

Consideriamo ora il caso di 2 C R" dominio limitato.

2.1.1 Mappe BMO
Definizione 2.1. Sia f € L} (). Diciamo che f € BMO() se

loc
1 llsar0 = supf 1 — Tl < +oo, (2.1)
BeCJ B

dove C ¢ l'insieme delle palle la cui chiusura é contenuta in €2 e

Ti = ][Bf-

In questo modo, quozientando rispetto alle costanti, si ottiene, come era nel caso di varieta
senza bordo, uno spazio di Banach. A questo punto si dice che uw € BM O(Q,RN ) se tutte le
componenti di u sono in BMO(2) o, equivalentemente, se vale la (2.1) con |-| che denota la norma
euclidea in RY. Sempre come nel caso delle varieta senza bordo, la norma BMO & equivalente

ul], = sup f f lu(y) — u(z)| dy dz;
BeCJ BJ B

lullBaro < |ull« < 2|ullBro-

alla norma

infatti

Definizione 2.2. Per 0 < k < 1, sia Cy, l'insieme delle palle B,(z) C Q tali che
r < kdist(z, 08).
Usando Cy, al posto di C nella (2.1) si ottiene una norma piu piccola

1 1lBr0 k-

Si puo dimostrare che se 0 < k1, ko < 1 le norme

I[fllBymok, e |IfllBro ks

sono equivalenti; piu difficile & far vedere che, in verita, sono equivalenti anche alla norma (2.1)
senza alcuna ipotesi di regolarita su 02 e questa equivalenza vale non solo nel caso della norma
euclidea, ma per una qualunque norma in R". La seconda definizione ¢ piu comoda da usare e
percio da ora prenderemo come norma in BMO quella con k = % e, per comodita di notazione,
scriveremo

=C.

1fllgro,r come ||fllpao e Ci
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Notiamo inoltre che, sempre nella seconda definizione, se si restringe la classe Cy a tutte le palle
B, (x) C Q tali che
r < min{kdist(x,0Q), 70}

per un dato rg > 0, si ottiene una norma piu piccola che pero, grazie ad un semplice argomento
di ricoprimento, si vede essere equivalente a quella originaria (per vedere cio conviene usare le
relazioni con la norma || - [|,).

Osservazione: un’altra possibilita per definire la norma BMO consiste nel prendere come C
I'insieme dei cubi con lati paralleli agli assi tali che la chiusura & contenuta in {2 oppure che siano
ben contenuti (nel senso della definizione 2.2) in .

2.1.2 Mappe VMO
Definizione 2.3. VMO(R) ¢ la chiusura di C°(Q) in BMO(Q).

Ricordiamo ora il seguente:

Lemma 2.4. Sia K C Q compatto. Allora esiste una costante Cg tale che
If = Frllixy < Cxllfllsmo Vf € BMO(Q).

Dal lemma segue che, se f € VMO(), allora esiste una successione (f;) C C°(Q) convergente
a fin BMO(Q), in L}, () e g.o. Vale ora la seguente caratterizzazione di VMO(2) analoga a
quella nel caso di varieta senza bordo:

Teorema 2.5. f e VMO(Q) < f € BMO(Q) e

lim ][ |f — fo(x)] = 0 unif. in x,
B.(z)

6—>076§% d’ist(m,aﬁ)

nel senso che V6 > 0 Jeg > 0 tale che, Vx € Q,
][ |f = fe(@)] <6 Ve < min {eq, ydist(x,09)} .
B:(z)

Inoltre 3(f;) C C§°(Q) convergente a f in BMO(Q) N L}

loc

2.1.3 Esempi di funzioni BMO e VMO
(i) L>®(2) — BMO(Q) con continuita:
1f1lBro < 2/[fl|pee.
(ii) C°(Q) < VMO(R) con continuita:
1f1lBrro < 2[|f]lco-

(iii) WhHn(Q) — VMO(R) con continuita: per Poincaré e per Holder si ha

f11-Ts) sé(/BWﬂ")i,
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(vi)

(vii)

(viii)

16

e dunque WhH"(X) — BMO(X) con continuitd. L’immersione in VMO(X) segue allora

dalla disuguaglianza sopra e dal teorema 2.5.

Osservazione: dal teorema 2.5 si ha che C§°(€2) ¢ denso in VM O(S2), mentre ricordiamo
che non lo & in W™(Q) (la chiusura di C§°(Q) nella norma W1hm & Woln(Q))

W#P(Q)) — VMO(Q) con continuita, dove p ¢ Iesponente critico per le immersioni di

Sobolev (sp =n, 0 < s < n anche non intero): per Holder si ha

ff -z ([, [ M=)

log|z| € BMO(Q)\ VMO(Q) ¥n se 0 € Q.
f(z) =log|log|z|| € VMO(Q2) ¥n

(a) n>2:|Vf| < = fewlny

__Cc_
|z|[log |||

(b) n = 1: f & la traccia su R di log|log|z|| in R? che appartiene a Wlif(RQ

fe H%(Q), e dunque, grazie all’esempio (iv), f sta in VMO.
f(z) =log [log |z||* € VMO(Q) ¥n per 0 < v < 1:

(a) n ﬁ . fewhn,
(b) n <

11—«

INV

loc

C 1— _ ;
appartiene in W, ™ m(Rm 1) e, continuando a prendere le tracce, f €

dunque, sempre per I’esempio (iv), f sta in VMO.

In R si consideri la successione
1 se |z| < %2
) o log|z| 1 1
file)=4q —-1- log(j) 5€ 3z = x| < 5
0 se 1 <zl
J
Allora
il ;3 — 0

In particolare
il Brao — 0.

Per dimostrare cid basta notare che, se si considera la successione in R?,

| fill 1 rey — O,

W m’

loc

"(R

), da cui

: si fissi m > ﬁ intero; allora f € wl "(R™), da cui la sua traccia su Rm~1

™), e

da cui la tesi prendendo la traccia. Si pudo comunque dare una dimostrazione diretta del

fatto che ||fj||amo — 0. Si noti infatti che

fj(z) = min {L max {0’ -1 llzjg }} ;
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allora, essendo F(t) = max{0,t} 1—Lipschitziana, dalla stima (valida in generale)

si ha

C
log(j)

||F o ul|prmo < 2 Lip(F)||u||pamo,
2
< —— llloglz||| grro <

Hmax {O -1 log\x! }
’ log(j) BMO lOg(])

Usando la stessa stima con F'(t) = min{0, ¢} si ottiene

2C
: < —.
HfJHBMO — lOg(])

Possiamo notare in particolare come questa stima appena trovata sulla norma BMO delle
f; valga in R" per ogni n.
2.2 BMO e VMO su domini di una varieta

Consideriamo ora il caso di €2 CC X, con X n—varieta regolare aperta. In questo caso, per
definire BMO(Q2) e VMO(Q2), per prima cosa si dota X di una metrica Riemanniana; allora le
definizioni date nel paragrafo precedente di BMO(2) e VMO(RQ) si estendono senza problemi,

con 'unica differenza che si usano palle geodetiche B.(z) con € < ry = injrad(2). Si dimostra
allora, come nel caso delle varieta senza bordo, che la definizione non dipende dalla metrica. Vale
infatti il seguente:

Lemma 2.6. Siano 1 e Qo domini limitati di R™, H un diffeomorfismo C* di un intorno di
su un intorno di Qo. Allora

f € BMO(Qs) (risp. VMO(Q2)) = foH e BMO(y) (risp. VMO(£4))

|f o H|[pmon) < CllfllBrows)-

2.2.1 Esempi di funzioni BMO e VMO

(i) ¢(z) =log (W) € BMO(R2), dove la distanza puo essere misurata con una qualun-

que metrica equivalente a quella Riemanniana.

(ii) |¢|* € VMO(R2) per 0 < a < 1, dove ¢ ¢ la funzione dell’esempio precedente.
2.3 Grado per mappe VMO
Siano 2 C R"™ dominio limitato, u € VMO(Q,R™) e p un punto di R™. Vogliamo definire
deg(u, 2, p)

e dimostrare che continuano a valere le proprieta standard del grado.
Nel caso classico, con u € C°(Q), si assume che

p & u(092). (2.2)
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Poiché in generale le funzioni V"M O non hanno una traccia sul bordo, occorre dare una condizione
diversa su p.
Definiamo

D={B.(z)CQ|e= dist(z, 00)} ;

allora, invece della (2.2), usiamo la condizione
ddp > 0 e U intorno di 91 in Q tali che

][ lu—p|>d VBCU, BeD. (2.3)
B

In particolare, 1a7(2.3) vale se |u — p| > &y q.0. in un qualche intorno U di 9. Notiamo come,
nel caso u € C%(Q), la (2.2) e la (2.3) siano equivalenti. Denotiamo ora, dato & > 0,

Q. ={z € Q| dist(z,00) > €}.
Definizione 2.7. Data v € VMO(,R™), sia €g > 0 tale che valgano

)
][B ( )\u — s (z)| < 50 Vz € Q, Ve < min{eg, 3 dist(z,0Q)}, (2.4)

{z € Q| dist(z,00) < 3ep} C U,
con U come nella (2.3). Si definisce allora
deg(u, €, p) = deg(ue, Qae, p).
Notiamo innanzitutto che, grazie alle ipotesi (2.3) e (2.4), si ha

[te(z) — p| > %0 se x € 00y e € < gy, (2.5)
da cui deg(tug, Qoc, p) € definito Ve < g, e dunque la definizione ha senso. Occorre ora vedere che
¢ una buona definizione:
Lemma 2.8. deg(u., Qoc,p) & indipendente da € per 0 < e < g.
Dimostrazione. Possiamo supporre p = 0. Dimostreremo che, Ve € (0,¢p], 30 = d(¢) tale che

deg(ug, Qor,0) = deg(ue, Q2:,0)  per |t —e| <,

da cui seguira la tesi.
Ricordiamo che
(@, 1) = ()

¢ continua dove definita. Usando la (2.5), si vede che 3§ > 0 tale che
J
()] > ZO se [t — | < 6 e dist(z, 0s.) < 6, (2.6)

e dunque
deg(ﬂtv Q2t7 p)

¢ definito per |t — €| < §. Allora, per omotopia ed escissione, grazie alla (2.6) otteniamo

deg(ﬂsagZﬁO) = deg(ﬂhQQs:O) = deg(ﬂbQQtaO) per |t - €| <.

Osserviamo che, se u € C°(Q), allora il grado appena definito coincide col grado usuale.



2 VARIETA COMPATTE CON BORDO 19

2.4 Proprieta del grado in VMO
Proprieta 1. Se u € VMO(£,R") soddisfa la (2.3) e
deg(u, 2, p) # 0,

allora
p € ess R(u).
Dimostrazione. Analoga a quella della Proprieta 1 nel caso delle varieta senza bordo. O
Proprieta 2.(Stabilita del grado nella topologia BMO) Siano (u;),u C VMO(§,R") tali che
uj —u in BMO(Q,R™) N L},.(Q,R™) (2.7)
e

per un certo p € R™ 4y > 0 e U intorno di J€2 in €2 tali che

][ luj —p| >do Vj, VBCU, BeD, (2.8)
B

(per la (2.7) lo stesso vale per u). Allora
deg(uj, 2, p) = deg(u,Q,p) per j abbastanza grande.

Dimostrazione. Possiamo supporre p = 0. Grazie alla compattezza di (u;) in BMO non e
difficile dimostrare che

lim u; —U; gl =0 unif. in j 2.9
|B|HO,B€C][B‘ 5~ U5l J (29)

(ricordiamo che B € C significa che B = B,(z) con r < idist(z,0()). Allora (2.8) e (2.9)
implicano che deg tale che, Ve < €y,

foo-
B.(z)

(Q), si ha

. . . . 7 . . 1
Fissiamo € € (0,¢¢); poiché u; — w in L;

Wje — Ue unif. in Q..
Allora
deg(jc, N2, 0) = deg(tue, Q2:,0) per j abbastanza grande.
La tesi segue allora dalla definizione di grado. O
Osservazione: nell’argomento sopra ¢ fondamentale che la (2.3) valga uniformemente in j.

Diamo infatti un controesempio alla tesi nel caso in cui manca l'uniformita nella (2.3):

sia Q = (0, 1) e poniamo
1
dove f; e la succesione definita nell’esempio (viii) nel paragrafo 2.1.3. Allora

1
uj<0):§7 Uj(l):—§ e deg(uj,Q,0) = 1;

d’altra parte
1
uj U= =g in BMONL' e deg(u,Q,0)=0.

Un corollario immediato di quanto appena dimostrato ¢ il seguente:
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Corollario 2.9 (Invarianza per omotopia). Sia t — Hi(-) € VMO(Q,R") una famiglia a
un parametro continua rispetto alla topologia BMO N Llloc. Supponiamo poi che la (2.3) valga
uniformemente in t (ossia che gli stessi 59 e U vadano bene per ogni Hy). Allora

deg(Hy;,Q,p) ¢ indipendente da t.

Corollario 2.10. Siano u,v € VMO(,R™) che soddisfano la (2.3) e supponiamo che, per
qualche 61 < by,
][ lu—v| <d, VBCU, BeD.
B
Allora
deg(u,$, p) = deg(v, 2, p).

Dimostrazione. Basta applicare ’omotopia
0,1]2t— Hy=tv+ (1 —t)u
e il corollario precedente. O

Proprieta 3. (Borsuk) Supponiamo che 0 € €2 e che ) sia simmetrico rispetto all’origine. Allora,
se u € VMO(Q,R") ¢ dispari vicino a 92 e la (2.3) vale con p = 0, deg(u, 2, 0) ¢ dispari.

Dimostrazione. Basta applicare il teorema di Borsuk a .. O

Osservazione: la definizione di grado si estende in modo ovvio a mappe VMO da un dominio
) a chiusura compatta in una varieta Riemanniana X regolare e orientata a valori in un’altra
varieta regolare orientata Y con dim Y = dim X. Sostanzialmente, per u € VMO(Q,Y) e per
p € Y tale che valga la (2.3) (dove |u(z) — p| € sostituita da dist(u(z),p)), si definisce

deg(u, €2, p)

esattamente come nel caso euclideo considerando u. = P(u.) invece di .

2.5 Mappe VMO,

In generale le funzioni VMO definite su un dominio {2 non hanno un traccia ben definita anche
se 0N ¢ regolare. Per esempio, prendendo © = (0,1) e la funzione cos(log|log(z)|), questa ¢ una
funzione VMO (in verita ¢ in H %) ma non ha traccia in 0.

Occorre allora introdurre una sottoclasse di funzioni che ammettono una traccia su 902 apparte-
nente a VMO(99), dove © & un dominio limitato di R™ con bordo regolare.

Definizione 2.11. f € VMO(Q) appartiene a VMOo(R) se, estendendola identicamente 0 fuori
da Q, la sua estensione appartiene a VMO(B) dove B é una palla aperta contenente ).

Teorema 2.12. f € VMOy(Q2) & fe VMO(Q) e

li =0. 2.10

1B~0.BeD ][B|f| (210
La condizione (2.10) significa che la media di |f| sulle palle B.(z) tende a 0 per z — 0% se

€= %dist(x, d€). Osserviamo che, per esempio, WOIR(Q) C VMOu(Q).

Vogliamo ora definire VMO, per ¢ € VMO(09) come le funzioni VMO che hanno traccia ¢ su

0f). Per far cio abbiamo bisogno del seguente:
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Lemma 2.13. Sia ¢ € VMO(99Q). Allora esiste ¢ definita su un intorno Q di Q tale che
P € VMO(R) e, per x vicino a 0%,

¢(z) = ¢ (P(x)) (2.11)
dove P ¢ la proiezione sul punto piu vicino su 0f).

Dimostrazione. Per prima cosa definiamo ¢ in un intorno tubolare U di 092 tramite la (2.11),
U={x €R"|dist(z,00) < d}.

Ricordando che, se 1 & un diffeomorfismo C1, ||f o 9¥||smo < C||f]|Brmo, possiamo supporre che
il bordo sia {z,, =0}, U = {x € R" | |z,] < §}. Se @ ¢ un cubo coi lati paralleli agli assi, allora
¢ chiaro che

/ ‘@—f @‘suwuBMowm;
Q Q

allora, se B ¢ una palla in U, preso un cubo coi lati paralleli agli assi di lato uguale al diametro
di B in modo che contenga B, si ha

fule- 1A=t fa 1.
<o fel =2t £,

= C][ )95 —][ 95‘ < CllellBaoany
Q Q

e dunque ¢ € BMO(U). Dallo stesso conto e mandando |B| — 0, si vede inoltre che ¢ €
VMO(U). Infine, moltiplicando ¢ con una funzione cut-off regolare, si ha la tesi ricordando che,
se x € una funzione Lipschitziana e f € BMO,

][ f‘ . (2.12)

g

\IxfllBao < C(lIxllco + Lip(x)) || fllBrmo + |Ix|| Bmo

Definizione 2.14. Siano ¢ come sopra e f € VMO(Q). Si dice che f ha traccia ¢ su OS2, e si
scrive f € VMO4(Q), se
f—p e VMONQ).

Si vede subito che la definizione ¢ ben posta per il semplice fatto che, se una funzione VMO
¢ identicamente nulla vicino a 0f, allora appartiene a VMOq(2). Osserviamo inoltre che la
definizione ha senso anche se ) C X con X varieta Riemanniana.

2.6 Una formula per il grado in VMO,

Ricordiamo che per u : £ — R" continua con u|gg = ¢ e con ¢ # p in ogni punto di 9§ per un
certo p € R™, si ha

deg(u,,p) = deg <|z :; , 092, S"_1> (2.13)
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(si veda l'inizio del primo capitolo per la dimostrazione nel caso C! usando le formule integrali
per il grado; nel caso continuo basta ragionare per approssimazione).

Vogliamo estendere questa formula a mappe in VMO, sotto 'ipotesi che | —p| > dg > 0 q.o.
su 0.

Teorema 2.15. Sia v € VMO4(Q), con ¢ € VMO(OQ) tale che |¢ —p| > dg > 0 g.o. su 9.
Allora esiste U intorno di 02 in ) tale che

5
f|u—p|220 VB C U, BeD,

da cui deg(u, ), p) é definito. Inoltre vale la (2.13).

Dimostrazione. Possiamo supporre p = 0. Si ponga ¢(z) = ¢(Px) € VMO(U) come nel
lemma (2.13) e, detta ¢ una funzione cutoff regolare con supporto in U tale che ¢ = 1 vicino a
09, sia p(x) = ((x)p(x) in modo che B € VMO, (£2). Dal momento che u € VMO,,

lim u—pl =0
|BI0.BeD fB‘ @

e, poiché per |B| piccola si ha

][IU—SOIZ][ w—f |uzao—][ |u|
B B B B

(ricordiamo che || > & vicino a 9€2), si ottiene che esiste un intorno V' di 0f2 tale che
do
| > % vBCV, BeD.
B 2

Resta ora da dimostrare che vale la (2.13) e, per fare cio, abbiamo bisogno del seguente:
Lemma 2.16. Sia ¢ € VMO(9Q,R"™) tale che || =1 q.0. su O e sia, per x € €,
¥(x) = ((2)(Px)

come sopra. Allora

deg (), 2,0) = deg (1, 992, 5™71).

Dimostrazione. Grazie al corollario 1.7 sappiamo che esiste una successione 1; € C*° (99, S"~1)
tale che ¢; — ¢ in BMO e q.o. Per la (2.13) per mappe continue, abbiamo

deg(;,09,8"") = deg(1;,Q,0)

dove ;(x) = ((z)1;(Pz). Notando che 1; — ¢ in L'(Q) (grazie al teorema di convergenza
dominata) e in BMO(R) (grazie al fatto che ¢;(Px) — ¢ (Pz) in BMO(V) e alla stima (2.12)
sul prodotto) e che

Wj (z)| =1 in un intorno fissato uniforme di 02,

si conclude grazie alla stabilita del grado nella topologia di BMO. U
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Poniamo allora ¢ (x) = |£E3| per z € 99. Osserviamo che ¢ € VMO (u € VMO, F Lipschi-

tziana = F ou € VMO) e dunque, per il lemma appena dimostrato, definita 1) come nel lemma
2.16, otteniamo

deg(E,Q,O) = deg (,Z,@Q,Sn_1> .

Inoltre, considerando 'omotopia

Hi(.2) = 5(0) + (1 - () = C2)o(P2) |
e notando che, per ogni x in un fissato intorno di 92,

|H(t,z)| > t+ (1 —1t)dp > min{dp, 1} V¢t € [0,1],

e T ’”]

otteniamo B
deg(1,Q,0) = deg(p,,0).
Rimane allora da dimostrare che
deg(®,9,0) = deg(u,2,0).
Ricordando che
Blben ][B‘u —el=0

I'uguaglianza dei due gradi segue subito grazie al seguente:
Lemma 2.17. Siano u,v € VMO(,R") tali che

lim ][ |lu —v| =0.
|B|—0,B€D J p

Supponiamo inoltre che, per un qualche U intorno di 00 in 2, si abbia

][\u|>50 VBCU, BeD,
in modo che deg(u,$2,0) sia definito. Allora esiste V' intorno di OS2 in Q tale che

1

]["U’220 VBCV, BeD.
Inoltre

deg(u,2,0) = deg(v,2,0).
Dimostrazione. L’esistenza di V' e chiara. Ricordando che, per definizione,

deg(u,2,0) = deg(tue, Q2:,0) e deg(v,,0) = deg(ve, Q2:,0) per e < &g,

prendendo e abbastanza piccolo in modo che

7. (z)] > %0 5.(2)] > %0 Va € 090,

(si veda la (2.5)) e
()~ Te(a)| < 20V € 90
utilizzando un omotopia lineare tra le mappe continue u. e U., otteniamo
deg(tuz, Qoc,0) = deg(ve, Qae, 0).

da cui la tesi. O
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O
Un’applicazione:
Teorema 2.18. Si consideri l’equazione
Au=f inQ
u=¢ sudf,
con 2 C R™ dominio regolare limitato con n > 2. Supponiamo che
feLz(Q,R"Y), (2.14)
© € VMO0, 8" 1),
e
deg (e, 09, S") # 0.
Allora si ha
ess R(u) D B1(0).
Dimostrazione. (Cenno) Ci basta dimostrare che
u€ VMO,. (2.15)

Infatti, in questo caso, dalla proprieta 1 nel paragrafo 2.4 e dal teorema 2.15, sappiamo che

deg (ZZ : Z‘ , 00, S"1> =deg(u,,p) #0 = p € ess R(u),

e, grazie all’omotopia ammissibile

p —tp

[0,1] 5t~ ,
lp —tp|

Vp € Bl(O),

abbiamo

deg (ﬁj : ;,ag, S”_1> = deg(p, 09, S"1) £ 0.

Per dimostrare la (2.15) occorre distinguere due casi:

(i) » > 3:in questo caso scriviamo u = v + w, dove v ¢ la soluzione di

Av=f in(
v=0 su 0,

e w & lestensione armonica di ¢ in Q. Dal momento che v € W2 (Q), allora v € Woln(Q) C
VMO (€2). D’altra parte si pud dimostrare che w € VMO, (1), da cui v+w € VMO,(Q).
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(ii) n = 2 : scriviamo come prima u = v + w; il problema ¢ che adesso non possiamo dire che
v € W12 (non possiamo usare la teoria della regolarita per ottenere v € W21(£2)). Poniamo
allora

1
U= —%log|x| x f
con f estesa a 0 fuori da €; in questo modo
AD = f.
Si puo dimostrare che o € VMO () con ¢ = ¥|gpq € VMO(0Q), da cui

A(D—v)=0 inQ
v—v=1  su o

dunque v — v € l'estensione armonica di ¢ in € e percio, come succede per w, v — v €
VMOy(Q),dacuiv=v+w=(v—0)+0+w e VMOLQ).

O

Osservazione: la condizione (2.14) ¢ ottimale, nel senso che, se f € L%_E(Q,Rn) per un
qualunque € > 0, la tesi del teorema non vale. Per esempio, prendendo €2 = B;(0), la funzione

soddisfa ’equazione con
x n
=—¢clP Vi<p< -
f ME <p<3

deg(ulaq, 00, S"1) = deg(id, S"1, 8" 1) = 1,

ess R(u) = S™ L
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3 Questioni legate al grado di mappe da S! in S!

Il concetto di grado per mappe in H 2 (81, S1) & risultato molto importante per varie applicazioni.
Per esempio esso & fondamentale nella dimostrazione del seguente:

Lemma 3.1. Sia Q C R? il disco unitario e ¢ una mappa regolare da 0Q = S* in S'. Allora
1 1 —
H,(9,8%) # 0 < deg(p) = 0.

Una possibile definizione alternativa di grado in H idla seguente:
notiamo innanzitutto che, se f € C*(S*,C\ {0}), allora, per la formula di Cauchy,

f/
deg(f) 27i g1 ?
In particolare, se f € Cl(Sl,Sl),
f/ o 1 < pl . 1 /
deg(f) = 2m W 2w e fr <— 27T/51 det(f, f )> (3.1)

(che coincide con la formula integrale per il grado (1.1)). Si puo allora osservare che la (3.1)
ha senso anche per f € H > (81, 81) interpretando il membro di destra come un prodotto scalare
nella dualith H> — H™> (feH %, fleH _%) e, con un argomento di densita, si puo dimostrare
che il membro di destra ¢ intero, e dunque lo si puo prendere come definizione di grado. Per le
osservazioni fatte nel primo capitolo, si ha subito che questa definizione di grado coincide con
quella data per mappe VMO.

. : 1 1 S .
Ricordiamo ora che H?2 (: W2’2) si puo definire come

(8" = {feL2(51) ‘/S /S |f(5|2:§|(j’)|2 da dy < +oo},

o equivalentemente, usando i coefficienti di Fourier (a,) di f,

400
D Inllan]? < +oo} .

n=—0oo

N|=

H

N\»—A

H2(S') = {f € L*(s")

Vale infatti il seguente:

Lemma 3.2. Per ogni f € H%(Sl) st ha

y)? 2 2
dx dy = 4w nl|a
Jo f 5% Il

n=—oo

Dimostrazione.

2 P21 ‘Zane Eanezm[)‘Q
/S/S |x_ |2 i dy—/ / S doay

=
o fer =1

21 |6in'y _ 1|2

+oo
do =2 2 .
T Z ’an| /0 |el'y_1|2 v

n=—oo

zn'y mG
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La tesi segue allora notando che, per n > 1,
ety _ 112 . .
||em_1||2 = (@ 4 (T 4,

da cui

2m ‘einw _ 1|2

A questo punto si puo osservare che, inserendo lo sviluppo in serie di Fourier

+oo
F0)= Y ane
nella (3.1), si ottiene
L Fer@a= L [ rorea =L [ S w0 dg
271 g1 271 0 I 0 — nlm s
da cui
+oo
deg(f) = Y nlan|*.
n=-—00

Questa formula si dimostra facilmente se f € C!(S*, S1); allora, dalla densita di C*(S*, S!) in
H %(Sl, S1) e dalla stabilita del grado per convergenza in VMO (e dunque per convergenza in
H %), si conclude:

Teorema 3.3. Per ogni f € H%(Sl, SY si ha

—+00

deg(f) = > nlan|*. (3.2)

n=—oo

Supponiamo ora che f € CY(St, S1)\ H%(Sl, S1). Allora la serie

+oo

> Inllaal?,

n=—oo

diverge e dunque, mentre il membro di sinistra della (3.2) & ben definito, quello di destra non
lo e. Ci si potrebbe chiedere, allora, se il grado di f si possa comunque calcolare come valore

principale della serie :{f_ « M|an|?. Per esempio ci si potrebbe chiedere se, detti

N

ON = Z nlay|?

n=—N

+o0
P, = Z nla,|>r™, 0<r<1,

n=—oo
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& vero che, per ogni f € C°(S1,SY),

deg(f) = Nlim on oppure deg(f)= }1_)11} P.

——400

Purtroppo la risposta € negativa se si suppone che f sia solo continua. Si possono infatti costruire
mappe continue da S! in S* di grado 0 per le quali o (risp. P,) non ha limite per N — 400
(risp. » — 1) oppure converge ad un qualunque numero reale A # 0 (anche A = +00).

Se pero si assume f € CO(St, S1) N BV(St, S1), vale

N
deg(f) = lim > nlan|”
n=—N

Una domanda pit modesta potrebbe essere allora se il valore assoluto dei coefficienti di Fourier
determina il grado, ossia, date f,g € CY(S', S') e detti (a,) e (b,) i corrispettivi coefficienti di
Fourier,

|an| = |ba] Vn € Z = deg(f) = deg(g)?

La stessa domanda la si potrebbe poi porre per f,g € VMO(S!, S'). Ovviamente, grazie al
teorema 3.3, la risposta e positiva se f,g € H%(Sl, S1). In verita la risposta & positiva in una
classe di funzioni ben pit ampia.

Teorema 3.4. Per ogni f € W%f’(sl,sl) st ha
o1 5 sin?(ne)
deg(f) =lim = > lan[*— =" (3.3)
n€eZ\{0}
Teorema 3.5. Per ogni f € C°(S, SY) N BV (S, 1) oppure f € CO(S1,51) con a > %, si ha

deg(f) = ;li%é Z |ap|? sin(ne). (3.4)

nez\{0}

Dimostrazione. (Cenno) La dimostrazione dei due teoremi ¢ analoga e si basa sullo scrivere
F(0) = F0°O) con k = deg(f)

(si veda il paragrafo sul lifting di mappe VMO) e, grazie all’unicita del sollevamento in VMO,

si puo dimostrare che nel primo caso ¢ € Wé’g, mentre nel secondo ¢ € CY N BV oppure
0 € C%(St 81) con a > % A questo punto, scrivendo

2 +oo 27
FO+R)FO)d) =21 Y |an|?e™ = / eihheile(0+h)=¢0) g (3.5)
0 oo 0
e sviluppando con Taylor, si ottiene
+oo 27
S [anf?sin(nh) — kh| < CJh[? + 0/0 10(0+ h) — (0)] db. (3.6)

Infatti 4
ekt =1 4 ikh + O(|h?)
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PO =2O) = 1 4 i(p(0 + h) — 0(6)) ~ %(@(9 +h) = @(0)* + O(lp(0 + h) — 9(O) ),
da cui
S[eRhei(@OTh O] = G[(1 + ikR) @O O] 1 O(|h[2)
= (9(0+ h) = (0)) + kh + O(|h]*) + O([hlle(0 + h) — (0)*) + O(|p(0 + h) — o(O)]*).  (3.7)

Integrando la (3.7) rispetto a 6 tra 0 e 27 e ricordando la (3.5), segue dunque la (3.6).
Ora, nel primo caso si integra la (3.6) rispetto ad h su (0, 2¢), ottenendo

_ 2e 27
Sl (1“:(2”5)) ~oke?| < 053+C/ dh/ 100+ h) — (0) [ b,
0 0

n€eZ\{0}

e quindi

1 5 sin?(ne)
LY el

neZ\{0}

C 2¢e 21
§05+€2/0 dh/o lo(8 + h) — @(8) df,

2e 2T 9 h 3
<Cs+C// [ +h|2 2O 9.

da cui la tesi ricordando che ¢ € Was.
Invece, nel secondo caso, si prende la (3.6) con h = ¢. Allora, se ¢ € BV N CY, usando che

21
/0 0(0+2) — p(0)] dO < eIl v
si ottiene
1
LY Jaalsingne) — k| < Ce + Csupllg(@ +2) — £(O)] [
nez\{0} 0

da cui si conclude ricordando che ¢ € C°.
Se invece ¢ € C%® con a > %, si ha subito

1 Z |an|? sin(ne) — k| < Ce + Ce37 1,
c neZ\{0}

e quindi la tesi. O
Corollario 3.6. Siano (a,) e (by,) i coefficienti di Fourier di due funzioni f e g rispettivamente

tali che
lan| = |bn| Vn € Z.

Supponiamo che valga una delle sequenti ipotesi:



3 QUESTIONI LEGATE AL GRADO DI MAPPE DA S' IN S! 30

(i) f.g€ W%,p<51’51) conl<p<3;
(i) f,g € CO(S',S1) con o> L
(iii) feCO(S',8")nBV(St,S").

Allora

deg(f) = deg(g).
Dimostrazione. Basta osservare che

1 1
WrPNL® CcWs? Vi<p<3
whl c c'n BV.

Osservazione: si puo notare che, grazie all’inclusione
CO* c WP Va1
per le funzioni C% valgono sia la (3.3) che la (3.4). Ci si pud inoltre accorgere alquanto facilmente

come l’esponente di Holderianita % sia critico per passare al limite in entrambe le stime. In

particolare € possibile costruire un esempio di funzione f € CO’%(S 181 tale che deg(f) = 0,
mentre

o1 sin®(ne
lim — g ]aﬂzy =A
e—0 n

nez\{0}
dove A puo essere un qualunque numero reale.

Tornando alla formula per il grado in H %, possiamo osservare che, per ogni f € C*(St, S1), vale

— 1 (@) = ()
deg(l < Y |n[|an|2:4ﬂ2/51 /Sl‘x_wdxdy. (3.8)

n=—oo

Questa disuguaglianza si puo vedere come una stima sulla minima quantita di energia H 2
necessaria per produrre una mappa f : S' — S! con grado assegnato. Piil precisamente

_ 2
inf / / M dx dy = 47?|n|
fiS1=8Ldeg(f)=n Js1 Js1 |z —y|

e l'inf & raggiunto dalla funzione f(6) = €. Una consequenza immediata della (3.8) ¢ la stima

Ideg(f)\éﬂlz/ / dedy Vfe (st sh), vi<p<2 (3.9)
st Jst -

Il problema della (3.9) & che la stima peggiora per p \, 1, dal momento che il membro di destra
diverge a meno che f non sia costante. In verita vale una stima piu fine, ma di dimostrazione
ben piu complicata:

_ p
deanI <G, [ [ IO aay=cylinie ,, vrechstis, s,

con Cp, ~p—1per p\, 1. La stima si puo inoltre estendere a dimensione superiore:

deg(pI < o) [ [ VIO dway— coumiiriy,, vreciismsm, w1,
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