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1) Siano M ed N due varietà differenziabili.

(i) Dimostra che se i fibrati tangenti TM e TN sono banali allora anche T (M ×N) è banale.
(ii) Trova M ed N tali che T (M × N) è banale ma TM non lo è. [Suggerimento: puoi dare per noto che

TS2 non è banale.]

2) Siano V e W spazi vettoriali di dimensione finita su R, e sia Φ: Hom(V,W )→ V ∗⊗W l’isomorfismo
canonico tale che Φ−1(ψ ⊗ w)(v) = ψ(v)w per ogni ψ ∈ V ∗, w ∈W e v ∈ V . Per ogni L ∈ Hom(V,W ) poni

ρ(L) = min
{
k ∈ N | Φ(L) =

k∑
j=1

ψj ⊗ wj , con ψj ∈ V ∗, wj ∈W
}
.

Dimostra che ρ(L) è uguale al rango di L.

3) Sia (M, g) una varietà Riemanniana. Sia τ :M →M un’isometria con un punto fisso p ∈M .

(i) Supponi esista un vettore v ∈ TpM non nullo tale che dτp(v) = v. Dimostra che p non è un punto fisso
isolato di τ .

(ii) Supponi che τ ◦ τ = idM e che p sia un punto fisso isolato di τ . Dimostra che dτp = − idTpM .
(iii) Supponi che τ sia come in (ii), e poniamo Ep = E ∩TpM , dove E è il dominio dell’applicazione esponen-

ziale. Dimostra che v ∈ Ep implica −v ∈ Ep e τ
(
expp(v)

)
= expp(−v).

(iv) Supponi che per ogni p ∈ M esista un’isometria τp che soddisfa le ipotesi del punto (ii). Dimostra che
E = TM .


