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1) Siano S0 e S1 due sottovarietà chiuse disgiunte di una varietà M . Costruisci una funzione f ∈ C∞(M)
tale che f(M) ⊂ [0, 1] e f |Sj

≡ j per j = 0, 1.

2) Sia {E1, . . . , En} un riferimento locale per il fibrato tangente TM di una n-varietà M sopra un
aperto U , e sia {ε1, . . . , εn} il riferimento locale duale di T ∗M su U . Siano poi ckij ∈ C∞(U) le funzioni
definite da

[Ei, Ej ] =

n∑
k=1

ckijEk

per i, j, k = 1, . . . , n. Dimostra che

dεk = −1

2

n∑
i,j=1

ckijε
i ∧ εj

per k = 1, . . . , n.

3) Sia M una varietà Riemanniana, e f ∈ C∞(M). Dato p0 ∈ M , sia σ: I → M la curva integrale del
campo vettoriale grad f uscente da p0.

(i) Dimostra che σ ≡ p0 se e solo se p0 è un punto critico di f .
(ii) Dimostra che se p0 non è un punto critico di f allora la funzione f ◦ σ è strettamente crescente.

[Suggerimento: ricorda che 〈v, grad f〉p = dfp(v) per ogni p ∈M e v ∈ TpM .]
(iii) Dimostra che se I = R e f è limitata allora per ogni ε > 0 esiste q ∈M tale che ‖gradf(q)‖q < ε.


