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Nome e Cognome:

1) Sia n > 1, e considera la varieta differenziabile R™ x R™ diffeomorfa a R*". Sia inoltre
M ={(p,g) e R" xR"|[lp — g =1} .

(i) Mostra che M & una sottovarieta chiusa di R x R".
(ii) Calcola i gruppi di coomologia di de Rham di M. [Suggerimento: puod essere utile mostrare che M &
diffeomorfa al prodotto di R™ con una varietd compatta.]

2) Siano M, N due varieta lisce. Per ogni p € M e ¢ € N indica rispettivamente con i,: N — M x N
e jg: M — M x N le applicazioni definite da i,(y) = (p,y) per ogni y € N e j,(x) = (z,¢) per ogni z € M.

(i) Dimostra che se X € T(M)eY € T(N) sono campi vettoriali allora ponendo j.(X)(p, q) = dj,(X(p)) e
i+(Y) = di,(Y(q)) per ogni (p,q) € M x N si definiscono due campi vettoriali j.(X), i.(Y) € T(M x N).
(ii) Dimostra che

[+ (X1), 5 (X2)] = 5 ([X1, Xo]) - [ (Y1), 02 (Y2)] = (Y1, Y2]) s [5(X1), 04 (Y2)] = O

per ogni X1, Xo € T(M) e Yy, Yo € T(N).
(iii) Siano VM una connessione lineare su M e V¥ una connessione lineare su N. Mostra che esiste un’unica
connessione lineare VM*N su M x N tale che

VI 3e(X2) = 4. (VY X2) . VAN (Ye) = in(V3,Ya) e VI i (V1) = VN (X1) = 0

per ogni X1, Xo € T(M) e Y1, Yo € T(N).
(iii) Mostra che VM*¥ & simmetrica se e solo se lo sono sia VM sia V.

3) Sia (M, g) una varieta Riemanniana con connessione di Levi-Civita V. Data una funzione h € C°>°(M)
poniamo § = e?"g, e sia V la connessione di Levi-Civita della metrica Riemanniana §.

(i) Trova Pespressione in termini di g e h del tensore D € T3'(M) dato da
D(X,Y)=VxY —VxY .

(ii) Dimostra che V = V se e solo se h & costante. [Suggerimento: se h non & costante, trova p € M e un
riferimento locale {E1, ..., E,} di T M vicino a p tale che {E;(p), ..., En(p)} sia una base g-ortonormale
di T, M con Eq(h)(p) # 0.]

(iii) Sia 0:I — M una curva regolare. Dimostra che

§(Voro' o) =eg(Vyo' o)

se e solo se h & costante lungo o.



