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1) Sia m: M — N un’applicazione differenziabile surgettiva fra varieta e tale che dm,: T,M — T, N
sia surgettivo per ogni p € M. Se ¢ € N, I'insieme 7~ 1(q) C M sara detto fibra di 7 su q.

Dimostra che se 'applicazione F: M — S e differenziabile e costante sulle fibre di 7 allora esiste un’unica
applicazione differenziabile F: N — S tale che F o = F.

2) Sia M una varieta differenziabile di dimensione n, sia N = T*M il fibrato cotangente di M, e denota
con m: N — M la usuale proiezione. Questo esercizio definisce una 1-forma naturale 6 su N. In un punto
p=(z,&) € N (dove x € M e £ & un elemento di T M), se v € T, N poniamo

Op(v) = E(dmy(v)) -

(i) Siano (z!,...,2™) coordinate locali su un aperto U di M, e siano (z!,...,2™, &', ... &) le corrispon-
denti coordinate locali su 7=1(U) C N (cosi che un elemento (z,£) € 7 !(U) abbia coordinate
(zt,...,2™, & ... €") se x ha coordinate (z',...,2") e £ = Y. | &'dz’). Determina la scrittura di

0 rispetto alle coordinate locali su N appena introdotte, e verifica che 6 & effettivamente una 1-forma
differenziale su V.
(ii) Sia w = df € Q?(N). Per ogni p € N, mostra che applicazione bilineare antisimmetrica

wp:TyN x TyN — R
¢ non degenere.

Ogni 1-forma p € Q(M) puod essere pensata come una sezione M — N del fibrato cotangente, che indiche-

remo con F,: M — N.

(iii) Mostra che, per ogni pu € Q'(M), si ha Fi0 = p.

Una sottovarietd Z di N si dice Lagrangiana se wy(v, w) =0 per ogni p € Z, v,w € T,N.

(iv) Sia w € QY(M). Mostra che w & chiusa se e solo se 'immagine di F,: M — N & una sottovarieta
Lagrangiana di N.

3) Sia (M, g) una varieta Riemanniana, e sia (R, h) I'usuale struttura Riemanniana su R. Sia N = M xR,
e poni su N la struttura differenziale prodotto, in modo che per ogni punto (p,to) € M x R vi sia
un’identificazione canonica T(, ;N = T, M © T;,R. Sia p:R — R™ una funzione liscia positiva, e sia §
la metrica Riemanniana su N definita come segue:

Gpoto (v1,w1), (v2,w2)) = @(to)? - gp(v1,w1) + hyy (w1, w2)  per ogni (vy,wy), (va, w2) € T,M & Ty R .

(i) Sia d la distanza Riemanniana indotta da g su N. Mostra che, per ogni p € M e tp,t; € R, si ha
d((p,to), (p,t1)) = [t1 — to|- Deducine che la curva v:R — M X R definita da v(t) = (p,t) ¢ una
geodetica di (N, g).

(ii) Siano x = (x1,...,z,) coordinate locali su M, e siano I‘fj i corrispondenti simboli di Christoffel della
connessione di Levi-Civita di (M, g). Indica inoltre con x,4+1 'usuale coordinata di R, in modo che
(z,zp41) = (x1,...,Zny1) siano coordinate locali su N, e siano ff] i simboli di Christoffel della connes-
sione di Levi-Civita di (V, g) rispetto a queste coordinate. Mostra che

Ll (2, 2n41) = Tf(2) se 1 <i,j,k<n,
F?jﬂ(x’xnﬂ) = —@(Tn+1)¢" (Tn+1)gij () sel <i,j<mn,

k _ Tk _ ¥z koo :
Fi,n+1('x’mn+1) = Fn+1,i(aj7$n+1) - ‘P((Inrll)) . 62 se 1 S 1, k S n,

Ffj (x,Tp41) =0 se almeno due indici coincidono con n + 1.

(iii) Sia I un intervallo, sia «: I — M una curva C* in M, e sia tg € R. Mostra che la curva 8:I — N
definita da 8(t) = (a(t), o) & una geodetica di N se e solo se « & una geodetica di M e ¢'(t9) = 0.



