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Analisi Matematia 2 - Corso di Laurea in INGEGNERIA

DELL'ENERGIA e INGEGNERIA CHIMICA

(A.A. 2019/2020)

Prova sritta del 14 Diembre 2019

Cognome:___________________________________________,

Nome:___________________________________________

Matriola:________________________

Problema 1. Sia a, c tali he

c < 1, 1 + a− a2

2
> 0.

Studiare la ontinuit�a e la di�erenziabilita della funzione

f(x, y) =
xy2

y2 + ln(1 + ax) + ax2 − sin(ax− x2 + cy2)
, se (x, y) 6= (0, 0),

f(x, y) = 0 se x = y = 0

nel punto (0, 0).

Soluzione. Usando sviluppo in Taylor troviamo

y2+ln(1+ax)+ax2−sin(ax−x2+cy2) =

(

1 + a− a2

2

)

x2+(1−c)y2+o(‖(x, y)‖2).

Usando ipotesi

c < 1, 1 + a− a2

2
> 0

troviamo f �e ontinua, ma non e di�erenziabile.



2

Problema 2. a) sia a > 0 e sia γ1 la urva on equazione

(x2 + y2)(3/2) = axy, x > 0, y > 0

Calolare la lunghezza della urva.

b) sia b > 0 e sia γ2 la urva on equazione

(x2 + y2)(5/2) = bx2y2, x > 0, y > 0

Calolare

∫

γ2

(x+ ky)2 − 2kxy − (k2 + 1)y2

x2 + y2
ds.

Soluzione. Abbiamo la relazione

(x+ ky)2 − 2kxy − (k2 + 1)y2

x2 + y2
=

x2 − y2

x2 + y2
.

Usiamo oordinate polari

x = r cos θ,

y = r sin θ, 0 ≤ θ ≤ π/2.

Dalla equazione

(x2 + y2)(k+1/2) = xkyk, x > 0, y > 0

troviamo

r2k+1 = r2k sink θ cosk θ

e quindi

r = r(θ),

dove

r(θ) = 2−k sink(2θ).

Abbiamo la formula

ds =
√

r′(θ)2 + r(θ)2dθ
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= 2−k sink−1(2θ)
√

4k2 cos2(2θ) + sin2(2θ) =

2−k sink−1(2θ)
√

1 + (4k2 − 1) cos2(2θ).

Per k = 1 abbiamo

∫

γ1

ds =

∫ π/2

0

√

1 + 3 cos2(2θ)dθ = 2

∫ π/2

0

√

1− 3

4
sin2 2θdθ =

=

∫ π

0

√

1− 3

4
sin2 sds = 2

∫ π/2

0

√

1− 3

4
sin2 sds.

L'integrale

E(k) =

∫ π/2

0

√

1− k2 sin2 θdθ

on |k| < 1 si hiama integrale ellittio (del seondo tipo) e non si puo

esprimere on funzioni elementari. Si puo alolare on la formula

E(k) =
π

2

∞
∑

n=0

(

(2n)!

22n(n!)2

)

k2n

1− 2n
.

Per k = 2 troviamo

x2 − y2

x2 + y2
= cos(2θ)

e

∫

γ2

x2 − y2

x2 + y2
ds =

∫ π/2

0

2−2 cos(2θ) sin(2θ)
√

1 + 15 cos2(2θ)dθ =

=

∫ π

0

2−3 cos(t) sin(t)
√

1 + 15 cos2(t)dt =

=

∫ π/2

0

2−3 cos(t) sin(t)
√

1 + 15 cos2(t)dt+

∫ π

π/2

2−3 cos(t) sin(t)
√

1 + 15 cos2(t)dt

e usando la relazione

cos(π − s) = − cos s, sin(π − s) = sin s
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troviamo

∫ π

π/2

2−3 cos(t) sin(t)
√

1 + 15 cos2(t)dt = −
∫ π/2

0

2−3 cos(s) sin(s)
√

1 + 15 cos2(s)ds

Cosi troviamo

∫

γ2

x2 − y2

x2 + y2
ds =

=

∫ π/2

0

2−3 cos(t) sin(t)
√

1 + 15 cos2(t)dt+

∫ π

π/2

2−3 cos(t) sin(t)
√

1 + 15 cos2(t)dt =

=

∫ π/2

0

2−3 cos(t) sin(t)
√

1 + 15 cos2(t)dt−
∫ π/2

0

2−3 cos(t) sin(t)
√

1 + 15 cos2(t)dt = 0.

Problema 3. a) Sia k > 1. Trovare tutti massimi, minimi loali della

funzione

f(x, y) = x2 + k2y2 − x4 + k4y4

nel dominio {x2 + y2 < 1}.

b) Sia k > 1. Trovare minimo e massimo della funzione

f(x, y) = x2 + k2y2 − x4 + k4y4

nel domimio {x2 + y2 ≤ 1}.

Soluzione. Il gradiente di f e

∂xf = 2x− 4x3

∂yf = 2k2y + 4k4y3

I punti ritii sono

(0, 0),

(

± 1√
2
, 0

)

.

Tutti tre sono dentro il dominio. La matrie Hessiana �e

f ′′(x, y) =

(

2(1− 6x2) 0
0 2(k2 + 6k4y2)

)
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Abbiamo

f ′′(0, 0) =

(

2 0
0 2k2

)

e quindi (0, 0) e punto di minimo loale on f(0, 0) = 0. Abbiamo

inoltre

f ′′

(

± 1√
2
, 0

)

=

(

−4 0
0 2k2

)

e quindi i due punti

(

± 1√
2
, 0

)

sono punti di sella.

Sulla frontiera

x2 + y2 = 1

possiamo utilizzare i moltepliatori di Lagrange e troviamo punti ritii

2x− 4x3 − 2λx = 0,

2k2y + 4k4y3 − 2λy = 0,

x2 + y2 = 1.

Se xy 6= 0, allora abbiamo

2− 4x2 − 2λ = 0,

2k2 + 4k4y2 − 2λ = 0,

x2 + y2 = 1.

Sottraendo le primi due troviamo

2k2 + 4k4y2 − 2 + 4x2 = 0

e quindi

2k2 + 4k4y2 − 2 + 4x2 = 2k2 +−24k4y2 − 4y2 + 4y2 + 4x2 =

= 2k2 − 24k4y2 − 4y2 + 4 = 4(k2 − 1)y2 + 2
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implia he non i siano soluzioni. Se xy = 0 le soluzioni sono

x = ±1, y = 0, λ = −1

x = 0, y = ±1, λ = k2 + k4.

Abbiamo

f(±1, 0) = 0, f(0,±1) = k2 + k4

La onlusione

min
x2+y2≤1

f(x, y) = f(0, 0) = f(±1, 0) = 0,

max
x2+y2≤1

f(x, y) = f(0,±1) = k2 + k4.


