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Chapter 1

Derivata della funzione:
parte teorica

1.1 Regole di derivazione

(f(x) £ g(x)) = f'(x) £ 4'(2), (f(2)g(x))" = f(x)g(z) + f(x)g'(x)

x x? 2/’
/ ! 1 z\/ T x\/ T
(Inz) =1/x, (log,x) = o (e*) =¢€", (a") = a"Ina.
zlna
1 1
1 / — / = — 1 t / = t ! = — .o
(sinz)’ = cosz, (cosz) sinz, (tanz) . (cot ) 7
1 1 1
(arcsinzx) = (arccos )l = — (arctanz) = ——— (arccot ) =

1+

V1—a?
5

1
1+ 22



6 IL SIMBOLO: o(x)
Formula di Leibniz
(f(@)g(e)™ =" Cr P (x)g™(x),
k=0

dove
n(n—1)~-~(n—k+1).

k!

1.2 1l simbolo: o(x)

Si supponga che f(t) e g(t) siano due funzioni definite su qualche sot-
toinsieme del tipo (IV, +00) dei numeri reali. Supponiamo inoltre che

g(t) £ 0 (1.2.0.1)

per t € (N, +00). Diciamo che

f(t) € o(g(t)) per t — oo

se e solo se

mm:O

La notazione pud anche essere usata per descrivere il comportamento
di f nellintorno di un numero reale a. Si supponga che f(t) e g(t)
siano due funzioni definite su qualche intervallo I dei numeri reali tale
che a € I. Supponiamo inoltre che

g(t) #0 (1.2.0.2)

per t € It # a. Diciamo che

f(t) € o(g(t)) pert — a

se e solo se
lim m = 0.
t—a g(t)

Esempio 1.2.0.1. Pert — oo abbiamo

a>b=t"=o0(t"), a>0=logt=o(t"), t*=o(e"). (1.2.0.3)



Esempio 1.2.0.2. Pert — 0 abbiamo
a<b=t"=o(t"). (1.2.0.4)
Algebra del simbolo o(x).

Lemma 1.2.0.1. Siat — tg e g : I — R € una funzione definita
in un intorno I di ty che soddisfa (1.2.0.2) per t # to,t € I. Allora
abbiamo le sequenti proprietd:

a) o(g(t)) £ o(g(t)) = o(g(t)), C # 0= Co(g(t)) = o(Cy(t)) =

o(g(t)),
b) per ogni funzione f(t) definita in I che soddisfa (1.2.0.2) per

t # to,t € I vale l'inclusione

o(f(t))o(g(t)) S o(f(t)g(1)),

c) per ogni funzione f(t) definita in I che soddisfa (1.2.0.2) per
t # to,t € I vale l'inclusione

f)o(g(t)) S o(f(t)g(t)),

d) per ogni funzione f(t) definita in I che soddisfa |f(t)| > |g(t)|
pert # to,t € I vale l'inclusione

o(g(t)) € o(f(1)),

e) o(o(g(t))) < o(g(t)),
f) per ogni funzione f(t) definita in I tale che lim,_y, f(t) = C #0

allora
o(f(t)g(t)) = olg(t)).

Idea della dimostrazione di d). Sia h(t) € o(g(t)). Abbiamo
quindi

ol _
oo~
La disequazione
[h@®)] o [p()]
lg(®)] — 1f(B)]



8 IL SIMBOLO: o(x)

e principio di confronto implicano

)] = o(1).

Idea della dimostrazione di e). La definizione di o ci da
h(t) € o(o(g(t))) = FH(t) € o(g(t)) tale che h(t) € o(H(t))
e H(t) #0 per t € I,t # ty. Quindi
% =o(1), % =o(1), (1.2.0.5)
cosi molteplicando queste due identita otteniamo
h(t) Ht) _ h(1)

H@) o)~ gt ~ o1 = hlt) € olg(®)).

Idea della dimostrazione di f). La condizione

lim f(t) =C

t—to

significa che
f(t) =C+o(1).
Quindi l'ipotesi C' # 0 implica l'esistenza di un 6 > 0 tale che
€]
< 5wl <2l0] (1.2.06)

per 0 < [t — ty| < 6. Molteplicando per ¢(t) troviamo

l9(@)[C]
2

< [f®Ollg@®)] < 2|Clg(®)] (1.2.0.7)

Usando la proprieta d) e la disequazione |f(t)||g(t)] < 2|C||g(t) in
(1.2.0.7) si trova

o(fg) € o(2Cg) = o(g).
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In modo simile la proprietd d) e la disequazione |f(¢)||g(t)| > Ig(t;M

in (1.2.0.7) implica

~ o) =0 () otso)

Problema 1.2.0.1. Se f(t) e g(t) sono due funzioni tale che
ft) = Cy(t) + oly(1))

con C' # 0 allora
o(f(t)) = o(g(1)).

Suggerimento. Usare l'identita

ft) = (C +o(1)) g(t)

e il punto f) in Lemma 1.2.0.1.
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Chapter 2

Esercizi sulla differenziabilita

2.1 Esercizi sulla derivata delle funzioni
elementari

Problema 2.1.0.1. Trovare la derivata di
sin(cos x) — In(2z /)
Problema 2.1.0.2. Verificare l'identita
arcsin x + arccos z = /2.

Problema 2.1.0.3. Trovare la deriwvata di:
a) f(x) = e+ cos(arcsin(x + 1)),

1) o) = e

s T

(z) =
c) f(x) = ) Haeose,
()

d) f x (%)Snx
¢)
f) = ln< 2f_+11>

(Inz)?cos(1+ Inz).

)

11



12 ESERCIZI SULLA DERIVATA DELLE FUNZIONI ELEMENTARI

Soluzione a). Abbiamo le relazioni

(e + cos(arcsin(x + 1))’ = — sin(arcsin(z + 1)) (arcsin(x + 1))) =

= —sin(arcsin(z + 1)) — 12

Soluzione b). Abbiamo le relazioni

!/

[1+cosz )| 1 1+ cosx /_
sin x - 9, [Llicose sin x -
1 —sin®z — (1 + cosz)cosz 1 —1 —cosz

2 l+cosz SiIl2 x 2 l+4cosx SiIl2 x
sinx sinx

Soluzione ¢). Abbiamo le relazioni

/
/
/1 + arccosx 1 1 + arccosx
arcsin x 9, [ Ltarccosz arcsin x
arcsin

1 —arcsinw/v1 — % — (1 +arccosz)/v1 — 2?2

“arccos © 1
92 1 ELI"CS]H2 xr
arcsin x

1 —1 — arcsin x — arccos x
2\/1+arccosm \/1 — x2 SLI'CSiIl2 T

arcsin x

o —1—7/2
9 \/ Ltarccosz /1 — 22 arcsin® &

arcsin x
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Soluzione d). Abbiamo le relazioni

. ! .
1 Sin T 1 sSinax ,
((:c) ) (:c) (—Inzsinz)
(1)8111"r ( sin x )
= (- — —Inxzcosx | .
T x

U
Soluzione e). Abbiamo le relazioni
/ /
(m( 2x+1>> :\/x—l (\/2x+1) _
r—1 20 +1 r—1
lo—1 (224+1\ 1z—-1 (2z—1)—(2z+1)
:§2x+1(x—1) :§2x+1< (x —1)? ):
3
T 2Qe (- 1)

U

Soluzione f). Abbiamo le relazioni

((Inz)*cos(1 + In SL’))/ = ((lnx)Q)/cos(1+lnx)+(ln z)? (cos(1 +1Inx)) =

1 1
— ot cos(1 +Inz) — (Inz)?*sin(l + Inz)—.
x x

0

Problema 2.1.0.4 (Test 2017 Energia). La derivata di cos®(z)eVsn* @)+
in T =T vale
A: €% B:nonesiste; C:0; D:2; E:N.A.

Risp C

Problema 2.1.0.5 (Test 2017 Energia). La derivata dicos(x)eVs™ ()43
inx=m/2 vale
A:2; B:—e?;  C:nonesiste; D:0; E:N.A.



14 ESERCIZI SUI TEOREMI DI ROLLE, LAGRANGE E CAUCHY

Risp B

Problema 2.1.0.6 (Test 2017 Energia). La derivata di cos(x)eVsm@+4
in =T vale
A:0; B:non esiste; C:1/4; D:e*/4; E: N.A.

Risp D

Problema 2.1.0.7 (Test 2017 Energia). La derivata disin®(z)eV <s®)+4
inx=m/2 vale
A:1; B:e?/4; C:0; D:non esiste; E: N.A.

Risp E

Problema 2.1.0.8. Trovare la seconda derivata di:
a) x%e”,
b) x2e” cos ,
¢) 5
Q) £
e) In(arcsin x).
f) arctan(x + 2).

2.2 Esercizi sui teoremi di Rolle, Lagrange
e Cauchy

Problema 2.2.0.1. Se f non é continua su [a,b], ma derivabile in
(a,b) e sevale f(a) = f(b), allora non vale il teorema di Rolle.

Problema 2.2.0.2. Se f non € derivabile su (a,b), ma f € continua
in la,b] e se vale f(a) = f(b), allora non vale il teorema di Rolle.

Problema 2.2.0.3. Sia f(z) =z —log(1 + z).
a) Studiare intervalli dove f(x) € monotona ed intracciare il grafico
approssimativo.

b) Vedere se
r>—1= f(z) >0.

¢) Risolvere l’equazione f(x) = 0.



Problema 2.2.0.4.

Problema 2.2.0.5.

Problema 2.2.0.6.

¢ monotona.

Problema 2.2.0.7.

Problema 2.2.0.8.

Problema 2.2.0.9.

15

Vedere se per x € [0, +00) abbiamo
sinz < x.

Vedere se per x € [0,1) abbiamo

SL’Q

cosx > 1— —.
2

Vedere se per x € [0, +00) la funzione

IL‘2

coszx + ?

Vedere se per x € (—1,0] abbiamo

1’2

cosx <1——.
2

Vedere quanti soluziont ha [’equazione

33‘2

cosr=1— —.
2

Se a > 0,\ > 1 sono numeri reali dimostrare

(1+a)*>1+a

2.3 Esercizi sulla formula di Taylor

Problema 2.3.0.1 (Test 2017 Energia). Lo sviluppo di Taylor di or-
dine 3 inx =0 di f(x) =In(1 +sin(x)) é

A:x— 222 + o(x?);

2+ o(a?);

B:x—2%/2 —23/6 4+ o(2?); C:x—2%/2—

D:x— 2?2+ 23/6 +o(2?); E: N.A.

Risp. D
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Problema 2.3.0.2 (Test 2017 Energia). Lo sviluppo di Taylor di or-
dine 3 inx =0 di f(x) =In(1 —sin(z)) ¢

A:—x—2?/2+o0(x3); B:—x—2*/2—23/6+0(x3); C:—x—22/2—
3+ o(x3);

D: —x — x*> —52°/6 + o(2®); E: N.A.

Risp. B

Problema 2.3.0.3 (Test 2017 Energia). Lo sviluppo di Taylor di or-
dine 3 in x =0 di f(x) =In(1 +sin(z)) ¢
Az —2%/2+o(2®); B:rao—2*/2—-23/6+o0(2®); C:ox—2%/2—
3+ o(2?);
D:x—a2?/2+23/6+o0(z3); E: N.A.
Risp. D
Problema 2.3.0.4. Calcolare il limite
—(23/6) — = + tan(sin(z))
1m )
2=0  brd + 3z — 3zv/1 + ba?

con b # 0.

Soluzione. Si studia
’ (ax® — 1 + cos(sin(z))
im )
2=0 —2hx2 + 3v/1 + 2bx2 — 3v/1 + ba?

Abbiamo lo sviluppo asintotico

2P

T 5
sinr = x 6+120+0(x), x — 0,

tany =y +y°/3+ (2y°)/15+ o(jyl”), y — 0
Con y = sinx abbiamo
tan(sinz) = z + /6 — 2° /40 + o(|z|*).
Le relazioni

b2 b2 4
\3/1+bx2:1+%—7x+0(x5),
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implica
2.5

b + 3z — 3zV/1 + ba? = bTx + o(z?).

Cosl troviamo

—(2%/6) — = + tan(sin(x)) 3
im -
=0 b3 4 3x — 3x/1 + ba? 40b°
O
Osservazione. Spesso in alcuni soluzioni si puo trovare l'identita
—(2%/6) — x + tan(sin(x)) . —(2%/6) — z + tan(x)
im = lim ,
=0 hr3 + 3z — 3zv/1 + ba? 20 b3 + 3z — 3zv/1 + ba?
(2.3.0.1)
"giustificata” con la relazione
sinx ~ x. (2.3.0.2)
L’utilizzo del simbolo ~ al posto di
sinz =z + o(x) (2.3.0.3)

spesso crea errori gravi nelle soluzioni. Bisogna usare sviluppi precisi,
tipo (2.3.0.3) o
sinz = x — 2°/6 + o(x"), (2.3.0.4)

oppure
sine =z — 2°/6 + 2°/120 + o(2%),

dove serve.
Un controesempio tipico dove si puo ottenere risultato sbagliato
usando (2.3.0.2) senza tenere conto del ordine del resto é
. X — Sinx
lim ———.
x—0 {L‘g

Usando lo sviluppo (2.3.0.4) troviamo

— S1 3/6 4 1
g Lostne . 2°/6+0(@h) 1
x—0 ;1;‘3 z—0 ,jL’3 6
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”Usando” (2.3.0.2) nel modo

. T — sinx . rx—=x
lim ——— = lim
z—0 ,j(]g x—0 ,j(]g

=0

ovviamente commettiamo errore grave.

O

Problema 2.3.0.5. Stabilire i coefficienti ag, ay, ay nello sviluppo ass-
intotico

1+sinz 9 9
———— = ap + a1 + ax” + o(|z|*)
cos T
per x — 0.
Suggerimento.

2
1+sinz =1+ + o(x?), cosle—%—i-o(:cQ)

e usando la relazione
1+ sinz = cosx(ag + a1z + asx® + o(x?)

arriviamo alla conclusione

x?
14z +o0(2?) = (1 e 0(562)) (a0 + a1z + a52® + ofJ]*)) =

a0x2

+ ayz? + o(z?)

=ap+a1x —

Cost abbiamo

a0:17a1:17a2:§.

Problema 2.3.0.6. Stabilire i coefficienti ag, a; nello sviluppo assin-

totico )
% =ag + a1 (z —7) +o(|lr — 7|")

per x — T.



19

Problema 2.3.0.7. Stabilire i coefficienti ay, ay, as nello sviluppo ass-
intotico

L2
% =ag + a1(z —7) + az(z — m)? + o((z — 7)?)

per x — .

Soluzione. Dopo la sostituzione y = x —m abbiamo x = y+ 7 e usando
le relazioni

sin(y + m) = —siny, cos(y + m) = —cosy

dobbiamo avere sviluppo
sin®y 9 9

= ap + a1y + asy” + o(y”).

1 —cosy

Abbiamo le relazioni

3

. y
sing =y — = +o(y")

e quindi

D’altra parte

2 4
Y Y 4
1-— == - =
cosy BT + o(y*)
Cosi cerchiamo ag, ay, as tali che
2yt 4
y =% +o(y")
2 ;4 1 =ayp+ a1y + a2y2 + 0(?/2)
5 — 45 +o(y)
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oppure dopo la simplifica

1— 2 +o(y?)

2
2~ g1t oly?

= ag + a1y + azy® + o(y?)
La relazione significa
1— = +4o(y?) = (2.3.0.5)

1 2
<§ T o(y2>) (a0 + ary + axy® + 0(y?))

L’espresione a destra di (2.3.0.5) si puo simplificare come segue
1y 2 2 2\ _
5—_"‘0@) (a0+a1y+a2y +0(y))—

_a @ (@ G0y o
=5 7 y+<2 24>y+0<y)'

Confrontando con (2.3.0.5) deduciamo che ag, a1, ay devono soddisfare
le relazioni

Qo

1== 2.3.0.6
2 ? ( )
(431
0=—
2 )
1 o (CLQ ao)
3 \2 24
e quindi
1
ag — 2,&1 = O,CLQ = —5
O
Problema 2.3.0.8. Stabilire i coefficienti ag, ay, - - - , asg nello sviluppo
assintotico
1
T2 = ag + a1 + azx” + - + ager® + o (z*°)

per x — 0.
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Problema 2.3.0.9. Calcolare f@9(0) della funzione

1
o) =1
Problema 2.3.0.10. Stabilire i coefficienti ag, ay, - - - , asg nello sviluppo
assintotico
1 a;  as a20 1
112 Ot et Tmro\m

per x — F00.

Suggerimento Cambiamento di variabili z = 1/y e sviluppo per
y — 04, usando il Problema 2.3.0.8.

Problema 2.3.0.11. Usando il teorema di Taylor vedere che lo sviluppo
asintotico

fl(x)=ag+arx+ -+ ap_12" ' 4+ o(z" ")

implica
a, x> Ap_1T" n
f(x) = f(0) 4+ apx + +- 4 + o(z").
Problema 2.3.0.12. Stabilire i coefficienti ag, ay, - - - , asg nello sviluppo
assintotico

o a1 as aso 1
arctanx—a0+;+ﬁ+...+ﬁ+o 5

per x — o0.
Problema 2.3.0.13. Stabilire i coefficienti ag,ai,as nello sviluppo
assintotico

1 ‘ aq as 1

I+- :a0+_+—2+0 —
€T X X T

per x — 00.
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2.4 Esercizi sullo studio delle funzioni

Problema 2.4.0.1 (Test 2017 Energia). La funzione f : (0, +00) — R
data da f(x) = In(e ™ + z)

A: & crescente; B: ¢ limitata, C: ammette minimo;
D: ammette massimo; E: N.A.
Risp. C
Problema 2.4.0.2 (Test 2017 Energia). La funzione f(z) — — 202 £
roblema 2.4.0. es nergia). La funzione f(x) = —————
& xt 4222+ 1
A: ha un asintoto verticale; B: ¢ periodica; C: & crescente;
D: N.A.; E: ¢ limitata.
Risp. E

Problema 2.4.0.3 (Test 2017 Energia). La funzione f : (0,400) = R
3

data da f(z) = arctan (—)
x

A: é crescente; B: & limitata; C: ammette minimo;
D: ammette massimo; E: N.A.
Risp. B

Problema 2.4.0.4. Studiare la funzione
flx)=2* -2 -5 +1

e tracciare un grafico approssimativo.
Problema 2.4.0.5. Studiare la funzione

flx) =232 —1
e tracciare un grafico approssimativo.
Problema 2.4.0.6. Studiare la funzione

f(z) =2* —2* - bz

e tracciare un grafico approssimativo.



Problema 2.4.0.7. Studiare la funzione

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.8. Disegnare f(z) = In(1 + |z]).
Problema 2.4.0.9. Disegnare f(x) =1In|1 + x|.
Problema 2.4.0.10. Studiare la funzione

B Inz

fla) ==

Xz

Problema 2.4.0.11. Studiare la funzione

2+ 1
- ,E5)

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.12. Studiare la funzione

4x

f@) = 5

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.13. Studiare la funzione

f@) = 2% + %

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.14. Studiare la funzione

)
f(x):—x+1+ln<1+m)

e tracciare un grafico approssimativo.

23
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Problema 2.4.0.15. Studiare la funzione

f(z)=—-2x+3+1n (1+i)
||

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.16. Studiare la funzione

f(x):x+2+1n<1+3>

7]
e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.17. Studiare la funzione

f(a:)zﬂ—%%— l+z, 2>2

¢ trovare
sup f(x),inf f(z)

se esitono.

Suggerimento. Abbiamo

1 1 1
M) = —p=1/2 _ Z-3/2 _ 21 ~1/2

Possiamo verificare che
f'(x) >0, Vo >1.
Infatti, dobbiamo verificare
3e(1+2)?—(1+2)?=32%2 >0 <= (Bz—1)*(1+42) > 92° —

— 92 — 622+ 2+ 922 — 62+ 1> 923

e quasta disequazione ed equaivalente a

322 —5x4+1>0
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e questo é ovvio se z > 2. Cosi la funzione é crescente. Si puo vedere
inoltre che
lim f(x)=0.

T—00

Cosl

sup £ (@) =0, inf f() = £(2)

r>2

Problema 2.4.0.18. Sia

flz) =g (|:1:— 1/x|1/k) , x>0

dove k > 1, g(z) = (" +e77)/2. Studiare la differenziabilitd della fun-
zione nel punto x = 1 e tracciare il grafico (senza la derivata seconda).

Soluzione. Sia h(x) = |z — 1/z|*, dove a € (0,1/2). Abbiamo la re-
lazione

f(x) = g(H(x)), H(z)=l|r—1/z[*

(1) = Iy f(1+h})l— f g(H(1+Z)) —9(0)

Abbiamo inoltre

per y — 0. Usando

g(x)=(e"—e™)/2, g"(x) = (" +e77)/2

troviamo

e quindi

gUHL+h) —g(0) _ HI+h? (g —1-h)"
h 2h h ’
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L’ipotesi a < 1/2 e h < 0 implica

(1) = —cc.

La funzione non é differenziabile in x = 1.
Possiamo tracciare il grafico.

) = o r)a (o - 1) (1+5) >0 o1

x
e

/ / 1 ot 1

f(x) = =g (h(z))a it 1+ﬁ <0 se 0<z<l
L’unico punto critico (la soluzione di f'(x) = 0) é 2o = e /. Per

x > xo la funzione é crescente, mentre per 0 < x < xy € decrescente.
La figura 2.1 rapprasenta il grafico di f(x).

350
3.0

25f

15F

Figure 2.1: Grafico di f(x).

O

Osservazione. Spesso nelle soluzioni dei compitini si trova l'identita

() = alz|*™"
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dove a # 0. Questa formula non é vera per ogni x # 0. La formula vera
é
(|z|) = a|z|*?z, Vx #0. (2.4.0.7)

(|2) = a sgn() |2[* 'z, Yz #0, (2.4.0.8)

dove
1, sex>0;

sgn(az) - { —1, se s<0.
Cosi abbiamo

(=2 el ) ()

per ogni z € R\ {0,1, —1}. O

1
x__
x

1
x__
x

Problema 2.4.0.19. Studiare la funzione

1’2

|z = 9]

f(x) =In

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.20. Studiare (senza calcolare la derivata seconda) la
funzione
f(z) = cosx cos 2z.

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.21. Studiare (senza calcolare la derivata seconda) la

funzione
arcsin x

==

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.22. Studiare la funzione
f(x) = In(sin z)

e tracciare un grafico approssimativo.



28 ESERCIZI SULLO STUDIO DELLE FUNZIONI

Problema 2.4.0.23. Studiare la funzione
f(z) = g + arctan z

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.24. Studiare la funzione
f(z) = arctan(2x) — arctan x

e tracciare un grafico approssimativo.

Problema 2.4.0.25. Trovare tutti funzioni f(x) tali che f(z) e’ una
funzione differnziabile in R e

f(@) = |al.
Problema 2.4.0.26. Trovare i coefficienti della funzione
a3 9
flx) = Z+mx + nl|x| + 2

se la funzione ha minimo
min f(z) = -2
nel punto x = 2. Intracciare il grafico della funzione f(x).
Problema 2.4.0.27. Trovare tutti gli A tali che l’equazione
Ssinx + 2cosx = A
ha soluzione.
Risp. —v/29 < A < v/29.
Problema 2.4.0.28. Sia M > 1 intero e sia X (M) l'insieme

X(M)={ze(—-M,M);{z} = %arctanx},
dove b(z) = {x} € la parte frazionaria di x cioé’
0<b(z)<l1, z—0b(x)eEZ.
Studiare [’esistenza dell’limite

. card(X(M))
AT M
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Soluzione. Se M > 1 é un numero intero si puo vedereche (tracciando
i grafici delle funzioni b(z), fi(z) = 2 arctanx

< card(X(M)) = (M —1).

1.0

Figure 2.2: 1l grafico di fi(x)

Cosli otteniamo

card(X(M))

— 1.
M

Problema 2.4.0.29. Tracciare il grafico della funzione
/ sint gt
o (t+1)

Soluzione. Abbiamo l'identita’
/ —

f(2)=0<= o=k, k=0,+1,4£2,---.

per x € (0, 00).

Abbiamo inoltre

lin £ (2)
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esiste ed e un numero positivo (il problema (4.2.1.23)) Il grafico €’
tracciato sulla Figura 2.3

0.8+
0.7 -

0.6 -

Figure 2.3: 1l grafico di f(x)

O
Problema 2.4.0.30. Trovare il massimo e il minimo della funzione
f(z) = 24x — cos(12x) — 3sin(8x)
per x € [—m/6,7/6].
Risp. fia =47 —1+ %\/g, fnin = —4m — 1 — %\/5
Problema 2.4.0.31. Trovare il massimo e il minimo della funzione
f(z) = 18z — sin(9z) + 3 sin(6x)
per x € [—Tm/18,7/18].
RisSp. finae =T — 1+ 2V/3, foun = =T — 1 = 3V/3.
Problema 2.4.0.32. Trovare tutti i punti x € R tali che f'(z) = 0,

dove
sin(5z)  2sin(3x)

5 3 + sin z.

fx) =

Intracciare il grafico di f.
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Risp. x =7(2k+ 1), k € Z.

Problema 2.4.0.33. Trovare tutti i punti € R tali che f'(x) = 0,

dove (3 (9
fx) = sm; x) sm(2 T) .

Intracciare il grafico di f.
Risp. 2 =% + %, k€ Z

Problema 2.4.0.34. Trovare il minimo della funzione
9 2
f(z) =4z + T 4 sina.
x

ha soluzione.

Risp. foin = 127 — 1.
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Chapter 3

Integrale indefinito di
Riemann in R.

3.1 Integrale indefinito

Sia f una funzione definita in (a, b) con valori in R.
Definizione 3.1.0.1. La funzione F(x) definita e differenziabile in
(a,b) é primitiva di f(z) nel intervallo (a,b) se e solo se F'(x) = f(x)
per ogni x € (a,b).

Indichiamo con [ f(z)dx (integrale indefinito di f) I'insieme delle
funzioni primitive di f ovvero

/f(x)dx = {F(z) é differenziabile in (a,b) e F'(z) = f(z),Vz € (a,b)}.
In generale si puo chiedere se l'insieme [ f(z)dz non é vuoto. Infatti

per certi funzioni f(x) esiste alemeno una primitiva F

Esempio 3.1.0.1. Usando le tabelle delle derivate delle funzioni ele-
mentart possiamo vedere che

A

(1) = Az = % € /xAldaz,VA # 0,

1
(Injz|]) =1/ = In|x| E/—d;z:,
T

33
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(") =e" = ¢€" € /exdx.
La caratterizzazione dell'insieme [ f(z)dz ¢é basato sulla segunete
proprieta ottenuta come conseguenza del teorema di Lagrange.

Lemma 3.1.0.1. Se G : (a,b) — R € una funzione differenziabile e
G'(z) =0 per ogni x € (a,b), allora la funzione G(z) € costante.

Dimostrazione. Se x; < x2 so due punti dellintervallo (a,b), allora il
teorema di Lagrange ci da

G(72) — G(21) = G'(§) (w2 — 11), € € (71,72
e Vipotesi G'(x) = 0 per ogni « € (a,b) implica G'(€) = 0 e quindi
Glay) = Glas), Var, s € (a,b).
]

Se [ f(x)dz non é vuoto e Fy(x) € [ f(x)dx possiamo verificare
che

Lemma 3.1.0.2.

/f($)d$ ={Fy+ C;C € costante} . (3.1.0.1)

Dimostrazione. Se F(x) ¢ primitiva di f(x) allora F(x)+ C' ¢ anche
una primitiva di f. Questa osservazione dimostra

{Fy+ C;C é costante} C /f(:c)d:c
Per dimostrare I'inclusione opposta
/f(:p)dx C {Fo+ C;C é costante}

si puo prendere una qualsiasi primitiva F' di f e per G = F — Fj si
vede che

G'(x) = F'(z) = Fy(x) = f(z) = f(z) = 0.

Applicando Lemma 3.1.0.1 possiamo concludere la dimostrazione. [
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Il Lemma precedente ci permette di scrivere I'identita

/f(af)daf = Fo+C (3.1.0.2)
N—

L é sottointeso l'insieme a destra in (3.1.0.1)
¢ un insieme

3.1.1 Regole dell’integrazione.

Visto che la definizione 3.1.0.1 significa che I'integrale indefinito [ f(x)dx
¢ un insieme, possiamo usare la seguente regole per operazione tra in-
siemi. Se A e B sono due sottoinsiemi di R, allora poniamo

A+B={a+bjac Abe B}. (3.1.1.3)

In modo simile se A é un sottoinsieme di R e A é un numero reale,
allora poniamo

A ={)la;a € A}. (3.1.1.4)

Lemma 3.1.1.1. Se [ f(z)dz e [ g(x)dx sono insiemi non vuoti, al-
lora

/ f(2) + g(x)dz # 0

/ (@) + g(2)da = / @)z + / o(z)dz. (3.1.1.5)

Dimostrazione. Se
Fy(x) E/f(:p)dx, Go(z) G/g(x)dx,

ovviamente
Fy(w) + Go(w) = f(z) + g(z)
e quindi

Fo+ Gy e / (@) + gla)da.
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Lemma 3.1.1.2. Se [ f(x)dx e un insieme non vuoto e v € un numero
reale, allora

/ of(2)dz £ 0

/af(x)dx - a/f(x)dx. (3.1.1.6)
Dimostrazione. Se
Fyo) € [ ),
e « é un numero reale ovviamente
(aFo(@)) = af(z)

e quindi

akFy € /ozf(:p)dx.
U

Lemma 3.1.1.3 (Integrazione per parti). Se f,g : (a,b) — R sono
due funzioni differenziabili e

[ F@gtyis

¢ un insieme non vuoto, allora

/f@W@Mx%Q

/f’(x)g(x)dx+/f(x)g'(x)dx = f(x)g(x) + C. (3.1.1.7)
Dimostrazione. Se
o(c) € [ f@gla)ds,
ovviamente
(f(x)g(x)) = @'(x) = f'(x)g(z) + f(z)g'(x) — f'(x)g(z) = f(z)d ()

e quindi

ﬂ@%ﬂ—ﬁ@E/ﬂ@ﬂﬂm-
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3.1.2 Cambiammento di variabili

Se
¢:(a,b) >R

é una funzione differenziabile, allora possiamo definire il differenziale
dp di p(z) come segue

Se I = (a,b) é un intervallo aperto, J = (¢, d) ed un altro intervallo
aperto e
p:l—=J

fiyed— fly)eR

sono due funzioni, allora possiamo definire la composizione (nota anche
come "pull-back”)

Se
fryedJ— fly) eR

é una funzione tale che

[ty 20,

allora poniamo

o ([ 1) 0 = {Feten Fw e [ ran}

Spesso per semplificare le notazioni useremo anche la notazione

[ty .

0" (/ f(y)dy) ().

al posto di
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Lemma 3.1.2.1 (Formula di cambiamento di variabili). Se
p:l—=J
¢ una funzione differenziabile e
fiyed—fly)eR

¢ una funzione tale che

[ twas o,
allora abbiamo le sequnte relazioni
[ e @@ #0 (3.12.8)
[ stetangae = ( [ ) @, (3129

[ oo = [ sy

y=p(z)

Dimostrazione. Se

F(y) € /g(y)dy,

allora F' é differenziabile e
Fl(y) = f(y)

Poniamo

G(z) = F(p(2)).

=p* (F)(2)
Abbiamo
G'(z) = F'(p(2))¢'(z) = f(p(2))¢'(z)

e quindi
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3.1.3 Tabella delle primitive
Funzione Primitiva Vincoli
x° " /(a+1) +C a# —1,a € R, C é costante
! log |z| + C C' é costante .
sin x —(cosz)+C C' é costante .
cos T (sinz) + C C' é costante .
e’ e +C C' é costante .
a® a®/(loga) + C a >0, e C é costante .
1/cos®x (tanz) + C tanx = (sinz)/(cosz), C é costante .
1/sin z (—cotz)+C cotx = (cosz)/(sinx), C' é costante .
1/V/1 — a2 (arcsinz) + C C' é costante .
1/Vk2 — 22 (arcsin(z/k)) + C k>0, C' é costante .
1/v1 + a2 (log |z + V14 22%) + C C' é costante .
1/Vk? + 22 (log |x + Vk + 22|) + C k # 0, C é costante .
1/(1+ 2?) arctanx + C k # 0, C' é costante .
1/(k* + %) k~'arctan(x/k) + C k # 0, C' é costante .
=

1/(k* + (ax +0)?)

(ak)~'arctan((azx + b)/k) + C

k # 0, C é costante .

Quindi abbiamo le relazioni:

xT

a“dr = +C,a>0,a#1.

A+1
/xAdx: A+1+C,A7é—1,
/xiadx:ln|x+a|+0,
/exdx—e$+0,
/

Ina
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/COSZEd:E =sinx + C,
/sinxdaz = —cosx + C,
d
/ cos;c:c = tanz+C,
d
/ sinfx = cotx + C.
/ dx O
——— = arcsinz
V1— a2 ’
o +C
— | —= = arccoszx
V1—2? ’
d
/ 1 +:1: ; = arctanz + C.
x
La sostituzione universale u = tan x/2, soddisfa
1—u? | 2u 2
cosx = 150 sinx = 1T dr = 1 +u2du.

Problema 3.1.3.1. Calcolare
1 m __ .n)2
(a)/ dx, (b)/%daz, (c)/?f”exdx

/T

(d)/0052:1:—1—\/1—x2c052:csinx—\/1—xzd
X

cos? xv/1 — 2

Problema 3.1.3.2. Calcolare
/ x'dx
(1 + 428+
3.2 Esercizi sull’integrale indefinito

3.2.1 Esercizi sull’integrazione per parti

Problema 3.2.1.1. (test 2017) Calcolare

/ sin? x dx
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Risposta.

41

Applichiamo la formula di integrazione per parti dopo aver scritto

I'integrale assegnato nel modo che segue

/sian dr = /sinx sinz dx.

Poniamo g(z) = sinz e f'(z) = sinx, quindi ¢'(x) = cosz e f(x)
— cos x. Sostituendo

/sinx sinz dv = —cosx sinx —f—cosQ:de:

= —cosz sinz + [ cos? zdr =
= —cosz sinz + [(1 —sin’z)dr =

= —cosz sinz +x+ C — [sin®zdx

OVVero
/siandx = —cosx sinz+x+ C — /sin2 xdx
Portando al primo membro l'integrale
2/sin2xdx = —cosx sinz +x+ C

da cui

. —cosx sinx +x
/s1n2a:da:: 5 +C

Allo stesso risultato si arriva mediante le formule di bisezione:

sin? zdr = ﬂdx: ldx— C()SQSCCM:f_SinQ;z:+
2 2 2 2 4

Problema 3.2.1.2. (test 2017) Calcolare

/ cos?(z) sin(z) dx

C.
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Idea della soluzione. Usiamo le relazioni

2sin Acos B = sin(A + B) +sin(A — B)

1
cos? ¢ = LT 008(27)
2
Cosi troviamo
cos?(z) sin(z) = 1 4+ cos(2x) g — sin N cos(2x) sinx _
2 2 2
sinx+1<'(3) in 2)
— (sin(3x) — sinx
2 4

Il risultato si trova subito

1 1 1
/0052(3:) sin(x)dx = 3 /sin xdx + 2 /sin(3x)d:v ~1 /sin(3x)d:v =

1 1

= -7 08T~ 5 cos(3z) + C.
O
Problema 3.2.1.3. Calcolare
/ x sinx dx
Risposta
Procediamo mediante l'integrazione per parti ponendo g(z) = z e
f'(x) = sinz, quindi f(x) = —cosx :

/x sinxdx:x(—cos:p)Jr/cosxd:p:—xcosx+sinx+0

Problema 3.2.1.4. Calcolare

/ e® sinx dx
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Risposta. Applichiamo la formula di integrazione per parti po-
nendo g(z) =sinz e f'(z) = e*:

/em sinz dr = e* sinx—/e”‘“ cosx dx = €* sinx—e® cosx—/ e*sinx dx

Portando al primo membro 'ultimo integrale e dividendo per 2 :

. sinx — cosx
/e“” sin dx:ex#JrC

Problema 3.2.1.5. Calcolare

/ sin mx cosnx dx

Risposta. Si puo integrare per parti prendento ad esempio g(x) =
sinmz e f'(x) = cosnz, oppure si possono utilizzare le formule di
Werner:

1
/ sinmx cosnx dr = / 5 [sin(m — n)z + sin(m + n)x] dx =

1 — 1
_ _lcos(m —n)x  1lcos(m+n)x Lo

2 m-—n 2 m-+n

Problema 3.2.1.6. Calcolare

/ x cosz €’ dx

Risposta. Procediamo integrando per parti. Poniamo g(z) =
x cosx e f'(r) =e”

/ x cosx €’ dr =1z cosx e’ — /cosx edr — /xsin:p e'(d2.1.10)
Consideriamo 1'ultimo integrale

/xsinx e"dr =z sinz e” —/sinx e’ dx —/:ccosxem(é?:ﬁz.l.ll)
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Da (3.2.1.10) e (3.2.1.11) otteniamo
2 /xcosx edr = xe” (sinx+cosx)—/cos:p exdx—/sinx e’ dx.

Si ritorna cosi agli integrali visti sopra.
OSSERVAZIONE

Anche nel caso che si voglia calcolare

/ Pu(x) e dz

(dove P,(x) € un polinomio di grado n in z) si puo procedere per parti.
Esiste comunque un metodo alternativo che permette di semplificare
la risoluzione di integrali di questo tipo o del tipo

/Pn(x) sinx dx, /Pn(x) cosz dx,

si tratta del metodo dei coefficienti indeterminati. Illustrimo
questo metodo con un esempio.

Problema 3.2.1.7. Calcolare
/ e* (52% + x — 3) dx
Risposta.

Cerchiamo primitive del tipo (Az? + Bx + C)e”, ovvero determiniamo
A, B,C € R tali che

/ e (52 + 2 — 3)dr = (A2® + Bx + O)e” + O},
che equivale a

d
%[(A;ﬁ + Bx 4 C)e*] = e* (52 + 2 — 3)

Effettuando la derivazione otteniamo l'identita:

A®+ (2A+ B)r+B+C =52 —2—3



INTEGRALI DI FUNZIONI RAZIONALI 45

e quindi il sistema

A = 5
24+ B) = -1
B+C = -3

Dacui A=5 B=-9,C =6.

Problema 3.2.1.8. Calcolare
/(372 + ) sinzdx

Risposta.
Procediamo in modo analogo all’esercizio precedente determinando

A, B,C a, 8,7 € R, tali che
/(:c2—|—3:) sinwdr = (Az* 4+ Bx + O) sinx + (ax? 4+ Bx +7) cosw + k.

Usando il metodo di integrazione per parti, calcolare

(1) [log zdx (2) [arctan zdx (3) [ z*log xdx
(4) [log® xdx (5) [ 2% log® xdx (6) [ @ arctan zdx
(7) | 2* arctan zdx (8) [ xe®dx (9) [ 2 cosxdx
(10) [ 2% cos xdx (11) [ arcsin zdx (12) [ ze®sinadx

(13) [ sinma sinnzdr  (14) [ cosmz cosnx dx

3.2.2 Integrali di funzioni razionali

Si deve calcolare l'integrale [ f(z)dz, dove f(z) = P(x)/Q(x), e P(x), Q(x)
sono polinomi in x.
I caso:

1
/7daz,n > 1
(x —a)"
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In questo caso abbiamo

1 1 1
/ dr = +C.

1
/ dx,
(r —a)
In questo caso abbiamo

1
/(x_a)dx:log|x—a|+0.

1T caso:

IIT Caso:

1
—d
/x2+ax+b “

a) se #2 + ax + b ha radice reale a con molteplicita 2 :

1 1 1
e = | — = —
/x2+a:p+bx /(x—a)zx (x—a)+0’

b) se 22 + ax + b ha due radici reali a # 3, allora

1 B 1 1 1 1
22 +ar+b (r—a)z—pB) B-al\z—-—B z—-a)’
c) se % + ax + b ha due radici complesse
a=p+ig, a@=p-—1g,

allora
1 1

22 tar+b (x —p)2+¢*
Problema 3.2.2.1. Verificare che

Arx + B
- 2212
/ @™ (82.2.12)

A Ap+ B —
=3 In((z —p)* +¢°) + el arctan (:p p) :
q q
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Soluzione. Abbiamo le relazioni

Az + B Tx—0p / Ap+ B
TP qp=A ——F 4 TP r=
/<x—p>2+q2 v /(z—p>2+q2 Tl emprre™
_ )2 _
- é/ Al 2p) )2 +Ap+Barctan (x p) =
2 ) (x—p)3?+q q q

A Ap+ B -
= Eln((x—p)2+q2)+Larctan <x p) :
q q

IV caso:

[ e

dove grad P > grad@. In questo caso abbiamo
P(x) R(x)

o 2T gny

dove gradR < grad@.
Problema 3.2.2.2. Calcolare
/ =2+ +1

22+ 1
Soluzione. Abbiamo le relazioni

xt 40x® —222 2 +0r +1

T |

@) [e] @) (@) @) [e] [e] [e] [e]
et 402 42 0 0 | 2 =3z +1
— = = s — — — —

0 0 =322 42 +1 | ° ° °

0 0 322 0 -3 | e e
T S T e Je—

0 0 0 +z +4 | ° ° °

e quindi
ot =202+ +1
=x"—3 1 .
21 x T+ +:c2+1
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Cosl troviamo

492 | 4
/x rArdt dx:/(x2—3x+1)d:c+/x+ d =

ZL‘2+1 $‘2+1
3 32 1
:%_%+x+§ln(x2+1)+4arctanx+0.

3.2.3 1l metodo di Hermite

Iniziamo con alcuni esempi.

72 1 dz*+1) T 1
/(1+x2)2d:’3_ §/x(1+x2)2 D) +/2(1+x2)d‘€
(3.2.3.13)

/ 1 da:—/ 1+:c2d_/ x? dr — x +/ 1 J
A+ ) Wra22™ ) G+ a2 " 20+40) ) 20+ 20"
(3.2.3.14)

Si possano verificare inoltre le relazioni

x? 1 dEt 4 x
/(Hx?)mdx_ 2/x(1+x2)m T T m o) r a2l

1
+ S

(&

/ 1 J / 1+ 22 p / x? p x N
———dr = | ————dr— =
(1 + 22)m (1+ 22)m L+ = 2(m— (1 + 221

+/ 2m —3 d
2(m — 1)(1 + z2)m-1

Cosi per ogni m > 2 abbiamo

/ 1 do — x n / 2m — 3 J
Atz " 2m DA+t ) 2(m— 1)1 +a2)m1
(3.2.3.15)
Se Q(x) é polinomio con grad@ = N > 1, allora abbiamo.
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Lemma 3.2.3.1. Se Q(x) € polinomio con grad@ = N > 1, allora
Q(z) =[] a(@)¥, a; > 1,
j=1

dove g;(x) sono polinomi primi tra loro tali che loro sono lineari o
polinomi quadratict irreducibili.

Proof. Siano

Qp, Qg - -+, Olp,
radici reali di Q con molteplicita mq, mo, - - -, my. Siano
617/827 e 761@7
e _— _
617/827 e 761@7
radici complesse di Q(x) con molteplicita py, - - - , pug. Posto
abbiamo

Q(r) = (x—a)™ - (w—ap)™ (x—=F1)" - (2=F)* (=B - - - (2= B
L'identitd B
(z—B))x—p5;)=(x—p)*+ ¢
implica
Qz) = (x—an)™ - (x—ap)™ ((x—p1)* +¢D)" - ((x—pr) >+ gi)"™.
]

Dobbiamo studiare

P(x)
/ Q"
dove gradP < grad(.

Il metodo di Hermite - Ostrogradski é basato sulla furmula.
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Lemma 3.2.3.2. (vedi [9])

Px) — P(x) Py(x) X
/Q(x)dx_ Q1 (2) +/Q2(:p)d , (3.2.3.16)
dove § )
Hq] )@= Qy(z) = qu(x)_

Proof. Se Q(z) = (x —c¢)™ e

bl
o

allora I'identitd (3.2.3.16) si puo dedurre come segue

Qi | %m/@_”:

m

. Pl(ZL') a 1 -
_Qd@+W4/$—0d'
Se Q(z) = (22 + ax + b)™, P(x) = R(x)Qz(x) + S(x) con S(z)

lineare, allora

Q(x) x:/Q2<x)m_1d:c+ Q2($U)md

e possiamo verificare la tesi solo per

Qa(z)

Se S(x) = Az + B, e m = 1 allora 'identitd (3.2.3.16) vale con
P1 (.T) =0.
Se S(x) = Az + B, e m > 2 allora (3.2.3.15) implica

/Q2 - Q2(~”U)1m*1 " / Qz(ﬂfimfldx

e possiamo dedurre (3.2.3.16).
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Poniamo

T(z) = (w—a)™ ™" (—an)™ 7 ((@—p1)*+ap) - ((a—pi) +ap)
Abbiamo la seguente

Proposizione 3.2.3.1. Esistono numeri A;, B;,C; ed esiste un poli-
nomio R(x) con gradR = gradT — 1 tale che per ogni x con Q(x) # 0
vale ["identita

x_i A, +i Bir+C; , d (R(z)
Qr) (v —qy) —(r—p)+q de\T(x))

Jj=1

Problema 3.2.3.1. Calcolare

/ (2% — 1)1(902 +1)

Soluzione. Cerchiamo come soggerito dal Proposizione 3.2.3.1 relazione
del tipo

1 A n B +Cx+D
(22 —1)(22+1) -1 2+1 2241

Questa relazione e equivalente a
l=Alx+ 1) (2> + 1)+ Bz — 1)(2* + 1) + (Cx + D)(2* — 1).

Cosi confrontando i due polinomi a sinistra e destra troviamo

0=A+B+C, (3.2.3.17)
0=A-B+D
0=A+B-C
1=A—-—B-D.
Da queste relazioni deduciamo C' =0, B=—A e
0=2A+D, (3.2.3.18)

1=2A-D
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e quindi A =1/4, D = —1/2. Alla fine otteniamo

1 1 1 1

@2 —1)@2+1) 4@-1) 4x+1) 2@2+1)

Per I'integrale abbiamo

sl e el Bl e

1 1 1
= Zln(:p —-1)— Zln(x+ 1) — B arctanx + C.

Problema 3.2.3.2. Calcolare

/ dt
(2 +t+1)>

Soluzione. Abbiamo

1 _ A (Bt+C ’
(2 +t+1)2 24+t+1 2+t+1)
secondo il metodo di Hermite. Abbiamo

1 A Bt*+t+1)— (Bt+C)(2t+1)
#2+t+1)2 24+t+1 (2 +t+1)2

Cosi troviamo
1=At*+t+ 1)+ B +t+1)— (Bt+C)(2t +1)
e quindi abbiamo il sistema
A-B=0, A-2C0=0, A+B-C=1.
L’unica soluzione e

2 1
A=B==2, C=-.
3’ 3
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In conclusione

/ dt _2/ dt 1 241
2+t+1)2 3) 2+t+1 3L2+t+1
2 2 2t + 1 1 2t+1
— arctan | ——— -

V3 3t2+t+1

-3

+C.

Problema 3.2.3.3. Calcolare
/ dt
(t2—t+1)2
Soluzione. Abbiamo

1 A Bt+C
2 —t+1)2 2—t+1 ?2—t+1) "

secondo il metodo di Hermite. Abbiamo
1 A B(t*—t+1)— (Bt +C)(2t — 1)
#2—t+1)2 2—t+1 (12 —t+1)2 '

Cosi troviamo
1=At*—t+1)+B{*—t+1)— (Bt+CO)(2t — 1)
e quindi abbiamo il sistema
A-B=0, A+20=0, A+ B+C=1.

L’unica soluzione e

In conclusione

/ dt _g/ dt 1 -1
t2—t+1)2 3) 2—t+1 3t2—t+1

2 2 ¢ 2t —1 +1 2t—1 L
= ——arctan | ——— —— :
33 V3 3t2—t+1
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Problema 3.2.3.4. Calcolare

/ L it
(t—1)2t2+t+1)
Soluzione. Usiamo il metodo di Hermite

1 A B C

(-1 +it]) =1 =1 @rir1)
e quindi
1=AF-1)+B{t*+t+1)+C(t* -2t +1)
Troviamo il sistema

A=0,B-20=0,-A+B+C=1,

1 2
A=0,C=~- B=—.
’ 3’ 3
In conclusione
/ 1 gt 2 +1 2 ; <2t+1
= ———— + ———arctan | ———
(t— 122 +t+1) 3(t—1) 3.3 V3

Problema 3.2.3.5. Calcolare

/ L dt
(t+1)2(2—t+1)
Soluzione. Usiamo il metodo di Hermite

1 _ A, B C
t+1)2(2—t+1) t+1 (t+1)2 (B—t+1)

e quindi
1=AF+ 1)+ B —t+ 1)+ CH +2t+1)
Troviamo il sistema

A=0,B+20=0,A—B+C =1,
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1 2
A=0,C=-, B=-=.
3 3

In conclusione

/ ! dt = 2 - ll arctan <E) +C
(t+12(2—t+1)  3(t+1) 33 V3 '

O
Problema 3.2.3.6. Calcolare
/ 1
@@= D+ 1
Soluzione. Usando Proposizione 3.2.3.1 cerchiamo
1 __A B  Ca+D Ez+ F\'
(22— 1)(22+1)2 2—-1 x+1 22+1 2+1 )
!

Problema 3.2.3.7. Calcolare

2 — 2
/ CESE TR

Soluzione. Abbiamo
2 — x? B T n 1
(x 4+ 1)%(x + 2)? N (x+1)(x+2)?2 (z+1)%(x+2)
1 1 1
+ + .
(x4+2)?2 (z+1)(z+2)? (r+1)2%(x+2)

Possiamo supporre

2 — 12 a -+ bx c+dx

@+ 12@ 122 (a+12 (2127

e quindi
2—12% = (a+br)(x+2)>+ (c+dx)(1+x)°
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Confrontando i coefficienti troviamo

b+d=0, a+4b+c+2d=—-1,4a+4b+2c+d=0,4a+c =2

b=d=0,a=1c=—2.

Cosi

/ (z +21);(i + 2)2d‘” =—(14+2) '+ @+ +c

Problema 3.2.3.8. Calcolare

/ x? 4 220 + 13
(z —1)*(x +2)?

dz.

Risp.
A4z -1+ 3@+ +e

Problema 3.2.3.9. Calcolare

/ 2?4 222 + 10
(

dr.
T+ 2)%(2? — 2z + 2) ’

Risp.
4arctan(z — 1) +3(x +2) " + ¢

Problema 3.2.3.10. Calcolare

/ 32+ 22+ 4
—dx.

3 —1

Risp.

% arctan(2(x + 1/2)/v3) — 3log(z — 1) + c.
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3.2.4 Integrali del tipo [ R(z,vax + b)dz.

Si fa la sostituzione
t2 = ax +b.

Abbiamo

/R@¢%i®@:/ﬁ(ﬁ;b)§m

a

Problema 3.2.4.1. Calcolare

/ \/2x+ -
dx
or—1
Risposta Poniamo t = /22 + 3, da cui t* = 2243 e quindi z = 5

da cui dxr = t dt. Sostituendo nell’integrale proposto

(t—tQ—_2>t 3 2
t° — 2t — 3t
;__1 =5

Effettuando la divisione tra numeratore e denominatore della funzione
integranda possiamo scrivere: 3 —2t? — 3t = (t —2)(t* — 5) + (2t — 10).
Sostituiamo 'espressione ottenuta nell’integrale:

2 —2t—3 2t — 10
— = Tdt=—[({t—-2)dt dt
/ t* =35 /( ) +/752—5

Osserviamo che

2-10_ A B
2=5  t—v5 45
Da cui si ha 2t — 10 = (A + B)t + (A — B)V/5, e quindi il sistema

{A+B =2

_ 10
A-B =-1

Da questo otteniamo A = %, B = ‘[5—}:5 Sostiuiamo questi valori
nell’integrale dato e risolviamo ottenendo I'insieme delle primitive:

1 5—95 O+5
V5 log|t—\/5|+\/_

—=t? + 2t —
NG

log |t .
: NG og |t + V5| + C
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Problema 3.2.4.2. Calcolare

x2+3
()= | —————duz.
(@) /1+\/:1:+1x

Soluzione. La sostituzione

t=+vzx+1
implica
r=1t>—1, dr = 2tdt
243 2—-1)2+3
/de: ﬂtdt:
1+vVr+1 1+t
1o — 23 4 4t
:/—+dt
1+t
Abbiamo
=23 +4 4, 3
- PPt 43—
1+t T t+1
Cosi ;
I(x) = -2+t 3dt—/—dt:
@ =/ rees)d- [ =
A SR R 2
= - —— — +3t—3log(t+1)+C
T~ 3+2+ og(t+1)+C,
dove t = a + 1.

3.2.5 Integrali del tipo [ R (x, (%)p/q> dz.

Si fa il cambiamento di variabili

a:c—l—b_
cx+d

Problema 3.2.5.1. Calcolare

1 ./ 2
/_2 <x+1) I
T r—1

tq
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Risposta.

1 3 +1 —6t?
Tt , da cui segue r = i edr = ——(dt.
r—1 B3 -1 (t3—1)2

Sostituiamo nell’integrale dato

Poniamo > =

t4
- — dt
6/ (134 1)2

Si osservi che il grado del numeratore ¢ minore del grado del denomi-

natore. Calcoliamo le radici del denominatore per applicare il metodo

di Hermite: t; = —1, to3 = %ﬁ, B +1)?=(t+1)>%E -3+ 32
Quindi dobbiamo determinare A, B, C' € R tali che

t _ A N Bt+C d R(t)
B +1)2  t+1 (t—3)2+3 dt T(t)

dove
T(t) = (t+1)[(t - %)2 - z], R(t) = Dt* + Et + F.
Quindi
AR+ D2 —t+1)°
(3 +1)2 B (3 +1)2

+(Bt +O)t+1)*(t*—t+1)+ (2Dt + E)(t* +1) = 3t*(D* + Et + F)
(7 1) |

Da questa relazione ricaviamo A, B,C, D, FE,F e quindi risolviamo
I'integrale sostituendo sopra.

Un altro modo di scomporre la frazione % alternativo al metodo di
Hermuate ¢ il seguente:
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P(x) . Ap Apa 1. Atm, i
Qlr) z—0a1 (v—0a1)? (x —ag)m™
Ay Agy n Aoy i
rT—ay (x—ay)? (x — ag)™
+ .................. +
A A Apm
+ h1 + h2 + .. I
r—a, (v—ap)? (x — ay,)™n
Byz+ Chy Bz + Cho T By v+ Cyyy
[(z —=p)? +q]  [(xz—p1)? + G2 [(z —p1)* + q3]m
Byx + Cy Basx + Ca Boy, v+ Oy,
2 5+ 2 o T 2 2 ot
[(z —p2)?>+a5]  [(x—p2)®+ ] [(z — p2)? + g3]
+ .................. +
Bz + Ci Brox + Cho ' By, x 4 Ciyp,

+ 1t .
[(z = pe)® +q] (@ —pe)* + @] [(z — pr)? + qglme
Come esempio applichiamo al problema precedente questa scompo-
sizione
o Ap n Ao Byt +Cyy Biat + Ch
B+1)2 t+1 0 (E+D2 [t-22+3  [(t-1)2+ 2P

Da cui
AN+ DE -t 1)+ Ap(® -t +1)? N
(3 +1)2 o (3 +1)2
+(Bnt +C)(t? —t+1)(t+ 1)? + (Byaot + Cpa)(t +1)?
<t3 + 1)2 :

Otteniamo quindi un sistema lineare di primo grado in sei equazioni

nelle incognite Ay, A9, Bi1, Bia, C11, Cia, che risolto mi permette di
scomporre la frazione (tgfr—l)g in somma di frazioni delle quali si riesce
a calcolare le primitive in maniera elementare.

Problema 3.2.5.2. Calcolare

o —1
/:c L dx.
r+1
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3.2.6 Integrale del tipo [ R (x (Ziiz pl

Dove pj,q; € N, p; >0, ¢; > 175 = 1,---,h. Questi integrali si
possono ricondurre ad integrali di funzioni razionali mediante la sosti-

tuzione:
ar +b

e .
cr+d

dove
q= m'c'm'((.h) o th)

Problema 3.2.6.1. Calcolare

/ \/x—i—l \/x+2
dx
T+ 2 r+1

Soluzione. Usando la relazione

\/:p+1 \/:p+2_</x+2
x4+ 2 r+1 Vz+1

si vede che possiamo fare la sostituzione

tﬁzx—i—l

T+ 2
da cui 06 _ 1 o
t° — t

Dopo la sostituzione abbiamo

/\/erl \/x+2 / t
— L V.
xr+2 Vo+1 (1 —16)2

dt

t*
=6
/ (1 —13)2(1 + t3)2
Usiamo la relazione

tHE3 +1)% — (13 — 1)?

=
4
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e troviamo

4 4 t t

(1—152 (B -121+6)2 43 -1)2 4(3+1)2
6 t 6 t
=5 ) w1 e

3 t 3 t
=2 —— —at-2 | ———— dt.
2/ (3 — 1) 2/ (13 +1)2

Usando le relazioni

t=+t+1)—(t—1)7 t= (Hl)Q_?(fQ_tH),

troviamo

3 1 3 1
I(x)zi/ (t—12(2+1+1) dt_é/mdt_

5| e s : i
2) (2—t+1) 2) (t+1)2(2—t+1)

Usiamo Problema 3.2.3.2 per

/ dt
(2 +t+1)>

Usiamo Problema 3.2.3.3 per

Usiamo Problema 3.2.3.4 per

/ ! i
(t—1)2t2+t+1)
Usiamo Problema 3.2.3.5 per

1
/ (t+1)2(t2—t+1) dt.
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3.2.7 Integrali del tipo [ R (:I:, Va2 + ar + b) dz.
Esempio 3.2.7.1. Calcoliamo

/ dx
(1+ 2212
E un integrale della tabella
dx
[ s o+ 2y

Esempio 3.2.7.2. Calcoliamo

/ dx
(1+22)3/2°
Usiamo le relazioni

[ = -
:/ <1+d§2>1/2 _/ (1 fjf)sxz =
- [ T

:/(Hd%jL/fcd (2 +1)72) =

B dx : > dx B
- a0 -

= x(z® 4+ 1)" V2

In generale per 'integrale del tipo
/R (x, Va2 +ax+b> dx

si fa il cambiamento di variabili

vVi+ar+b=x+t.
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Problema 3.2.7.1. Calcolare

3r+1

— dx.
Va2 —2x+3

Poniamo
Va2 -2z +3=x+1t

da cui

1 3—¢2 1 —t2—2t—3
= — d:—— 2—2 3:
TTodr YTy Ty VP OES

Sostituendo sopra ci riconduciamo a risolvere

dt.

1 / —3t2+ 2t + 11

2 (t+1)2

Problema 3.2.7.2. Calcolare

/\/3:2 +1 dx.

1
2

3
t

— 2

_|_

1

+t.

3.2.8 Integrali del tipo [ R (z, V—2? + azx + b) dx.

Siano a, 8 € R le radici dell’equazione —z% + ax + b = 0, (se le radici
sono complesse l'espressione non ¢ definita) supponiamo o < (. Os-

serviamo che

V-t ar+b=+/(z—a)(f—1z)=(8—x)

Si pone

e quindi vV—z?2+ax+b=1t(—x).

Problema 3.2.8.1. Calcolare
z+1

dz
V—x?—2x+8
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Le radici del radicando sono o = —2, § = 4. Quindi poniamo
T+ 2
t =
44—z
da cui
4% — 2 12¢

=—— doe=——=4dt
1+ (1+12)2

Sostituendo nell’integrale dato, ci riconduciamo a risolvere

50 — 1
3.2.9 Integrali del tipo [ 2™ (ax? + b)%dx.

Questi integrali si trasformano in un integrale di funzioni razionali se
almeno uno dei seguenti numeri

m—+1 m+ 1
+

q, » 4
p p

e intero. Nel caso in cui ¢ € intero ¢ si ritorna ad uno dei casi esaminati

in precedenza. Se ¢ intero
m—+1

q+—
si fa il cambiamento di variabili
P =t.

Problema 3.2.9.1. Calcolare
1
/ x° (3 + 2:102) 3 dux.

In questo caso
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risulta intero
m—+ 1
— =2,
p

Si pone 22 = ¢, quindi x = /%, e do =
p q 21

2
che e del tipo visto nel S4.

Problema 3.2.9.2. Calcolare

ESERCIZI SULL'INTEGRALE INDEFINITO

dt. L’integrale diventa

1 A
—‘/t(&+%ﬁdu

/ 1 L
- - —dzx
’4/3+2‘3/{L‘8 \3/5

L’integrale puo essere scritto nella forma

/:cil% (3+2x§)_Z dx.

In questo caso
1 8 1
m=-—-,p=z, ¢q=—-
3 p 3 q 1
m41 . 8 . 3 3
MLl Sipone x3 =t da cui x = t3 ed;z::§

Risulta intero q + -
Sostituendo nell’integrale otteniamo

§/EL
8 ) 1 \3vu

i
)

che ¢ del tipo di integrali visti nella sezione 3.2.5.

Problema 3.2.9.3. Calcolare

/1’3(1 + 22%) 73 2d.

-

oojut
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3.2.10 Integrali del tipo [ R(sinz,cosz)dz.

Si possono effettuare vari cambiamenti variabili. La scelta dipende
dall’espressione della funzione integranda. Il pit generale e il seguente

xT
t = tan —.
2
da cui ,
1—1 . 2t 2
COST = m, Sinxr = m, dr = mdt

Altri cambiamenti di variabile che si possono effettuare sono
t = cosx, oppure t = sinx, oppure t = tanzx.
Vediamo alcuni esempi.

Problema 3.2.10.1. Calcolare

1
/ cosx +sinz + 1

Risposta. Poniamo
t = tan r
2

Sostituiamo nell’integrale dato

1 2 1
dt = | —— dt =log|L + [+ C
/};§§+1fﬁg+1 14 ¢2 /1+t et

Tenuto conto della posizione fatta I'insieme delle primitive dell’integrale
di partenza ¢ dato da:

log (1 + tan g) +C.

Problema 3.2.10.2. Calcolare

/ sinz(cosx — 1) s

1+ cos?z




68 ESERCIZI SULL'INTEGRALE INDEFINITO

Risposta Poniamo ¢t = cosz da cui dt = —sinzdx. Sostituendo
nell’integrale proposto

/1+t2 2 / 1+ ¢2 +/1+t2 og |1+t*|4arctan(t)+
Quindi
/sinx(cos:p—l)

1+ cos?z
Problema 3.2.10.3. Calcolare

dx = —log |1 + cos® x| + arctan(1 + cos?) + C

dx

1
/ (sinz — 3) cosx

Risposta

1 1 COs T 1 1
- dr = - dr = - —5— cosx dx
(sinx — 3) cosx sinz — 3 cos?x sinz —3 1 —sinz

Poniamo t = sinz, quindi dt = cos xdzx. Sostituendo nell'integrale di
partenza ci riportiamo a risolvere

1 1
t—31—1¢2
Problema 3.2.10.4. Calcolare
/ sin? z + 4 cos® x

dt.

T
tanx + 2

Risposta.

sin? 2 + 4 cos? x , tan?z+4 1
der = cos™ dr =
tanx + 2 tanx + 2 cos?x

1 tan? r + 4
= 1+ tan’z) d
/ (1+ tan?z)? tanx + 2 (1+tan"z) do

Poniamo ¢ = tanx, da cui dt = —— dr = (14-tan® 2) dx. Sostituendo
cos? x

nell’integrale dato ci riconduciamo a risolvere

1 244
/ RN
(1+2)2 t+2

Problema 3.2.10.5. Calcolare

/ 1 —sinxz
- dz.
sinz(1 — cos x)
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3.2.11 Vari esercizi sugli integrali indefiniti

Problema 3.2.11.1. Calcolare

(a) / hig; i,
o) [ 2da,

T2

(c) / hjzxdaz
(@ /11129; i,

(e) / e 22dz

(f) / 2% sin xdx

(&) / 423_—1:cdx

(b) / (a2 +2:§(x— ke
(1) / (= + 1:)62)93— ke
o

(k) / Ltcost,

1 —cosz

dx
(E)/sin:c
dx
(m)/ 1+ cosz
dx
(n)/ 1+ cos?x
(O)/cos?’:csin Qxdx.

1+ cos?z
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Risposte. a)

In®z
C.
3 -+
b)
| 1
—E——+C’.
T T
¢)
_ln x_21nx_g+a
T T T
d)
In? ] 1
W'z bz 1

e“a? — 2e%x + 2¢% + C.

—z?cosx + 2rsinx + 2cosx + c.

g) Usando la relazione
r—1=2r—1—=x,

troviamo

/ 4§3——1$dx - / mdl’ - / (27 — 1)1(2:70 e

e (e e

1 1 1
= 51nx—ln(2x+1)—zln(2x—1)+Zln(2x+1)+0.

h) Usando il metodo di Hermite troviamo

T 1 rz—1

(2 4+2)(x—2) 3(x—2) 3(z2+4+2)

e quindi

€T 1 1 1
dr = = In(z—2)—= In(2>4+2)+—— arctan
/ (xQ 2)@ 2) T 3 (;L‘ ) 5 (x ) 3\/§ arcta

):

* )+C.
2
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i) abbiamo la relazione (usando Hermite)

23 14 1 n 8
(x+1)(z—2) 3(z+1) 3(x—2)
e quindi
3 x? 1 8
dr = — -1 1)+ -In(x—2 .
/kx+D@—@:E y Tetghlet g -2)+0

(j) Abbiamo (usando Hermite)

r(x+3) 1 N 1 3r—1
(zt—1) 2(x+1) x—-1 2(22+1)

e quindi

3 1 3 1
/ %ﬁf - 1))(1@« = 5In(@+1)+In(z —1) = T2 +1) + S arctan 2+ C.

k) usando la sostituzione universale ¢ = tan(x/2) troviamo
/ 1+ cosx / 2dt
STty 2
1 —cosz 2(t2+1)

1 1 1

22 +1) 2 2+1

La relazione

implica

/t2 711 / /t2 ————2arctanx+0

)

In(cosz — 1) — In(cosx + 1) + C.

m) abbiamo la sostituzione universale ¢ = tan(z/2) e troviamo

/ dz / dt
R
1+cosz (t2 4+ 1)?
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Usiamo le relazioni (usando Hermite)

LR SR 2t + 1Y/
(t2+1)2  2(24+1) 4\2+1

e quindi

dt 2t +1
4/m:2arctant+t2+l +C

n) abbiamo le relazioni

1 cos®x +sin’ x 14 tan®z

14+cos2z  sin?xz +2cosx T Ytanlz + 1

e usando la sostituzione
t =tanwx,

troviamo

1 1+ dt dt V2
I _ V2 s
/1+COSQ$ ! /2t2+1t2+1 /2t2+1 2 arctan(v/2t)+

0) abbiamo le relazioni

/cos3xsin2xdx:2/cos4xsinxdx: _2/ 1 .
14 cos?z 14 cos?z 14 ¢2

dove t = cosz. Usiamo le relazioni

tt 1
=t"—1
1+¢2 e

4 dt
-2 dt = =2 [ (t? = 1)dt — 2 =
/1+t2 /( ) /t2+1

2
= _§t3 + 2t — 2arctant + C.

e quindi
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Problema 3.2.11.2. Calcolare

Risposta. I(z) = C + z/Inx.
Problema 3.2.11.3. Calcolare

/(1 + log z)2**dx.
Soluzione. Usiamo la sostituzione
rlogx =t.

Da qui deduciamo

- 6a:(logac) _ Gt, x2$ _ 62a:(logx) _ 62t

(logx + 1)dx = dt

e quindi

2
/(1 +log ¥)a* dx = /eztdt = % +C

e dopo la sostituzione troviamo

/(1 +log x)a*dx = 2** /2 + C.

Problema 3.2.11.4. Calcolare

dx
I =/ —
(z) / sin? & + cost z

Risposta.

I(x) = g arctan <ta\1;§2x) +C.

73
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Problema 3.2.11.5. Calcolare

xdx
I(x) :/1+x4'

Problema 3.2.11.6. Calcolare

xdx
I(x) :/1—1—:1:6'

Problema 3.2.11.7. Calcolare

xdx
I(z) :/1—1—:1:8'

Problema 3.2.11.8. Calcolare

le) = / 1 j—scx‘*'

Suggerimento. Verificare 'identita

1 1

Lot (22— V22 + 1) (22 + V22 + 1)

z 1 T 1
atr . At
(22 =22 +1) (22422 +1)

Alla fine la risposta é

g [—2 arctan ((1 — \/§x> + 2 arctan ((1 + \/§x>] —

_@10 (2% — 2z +1)
8 Plerva+n )

Problema 3.2.11.9. Calcolare

I(z) = / Vtan zdz.
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Suggerimento. La sostituzione

vtanz =1
implica

tanz = t*
e quindi abbiamo

2tdt
14+

r = arctan(t?), dr =
Dopo la sistituzione troviamo
20%dt
I = .
1+ ¢4

e possiamo seguire il metodo standard della soluzione del problema
3.2.11.8 per esempio. U

Problema 3.2.11.10. Calcolare

Ia(:p):/xo‘lnx dr, aeR

e’ trovare una funzione F(x) tale che
a) F(x) é primitiva di z*Inz,
b) Fle) = 1.
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Chapter 4

Esercizi su integrali definiti e
impropri

4.1 Integrale di Riemann ed esercizi

Problema 4.1.0.1. (test 2017) Calcolare

w/4
/ tan(z) cos(z + 2°) d.
—7/4

Soluzione. La funzione

f(x) = tan(x) cos(z + 2°)

¢ una funzione dispari e quindi per ogni intervallo symmetrico (—a, a)

con a > 0 abbiamo .
/ f(z)dz = 0.
4

™/
/ tan(z) cos(z + %) dr = 0.
—7/4

Cosl troviamo

Problema 4.1.0.2. (test 2017) Calcolare

/4
/ rsin(z? + 2*) dx.
—/4

77
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Risp. 0.

Problema 4.1.0.3. (test 2017 Gestionale) Calcolare

™
/ x cos xdx
0

Soluzione. Abbiamo

K ™ ™
/ x cos xdr = / rdsinz = xsinz|; —/ sinzdxr = cosz|; = —2.
0 0 0

Problema 4.1.0.4. (test 2017 Gestionale) Calcolare

1 X
/0 Va4 —2x

Soluzione. La sostituzione 4 — 2z =t ci da do = —dt/2 e
1
dx dt
o LAy
/0 V4 — 23: / / t

Problema 4.1.0.5. Calcolare

W [ e o [ © [ G
(d) /1 10de, (e) / S el (f) /0 P —

T T 2
e’ +e 1/2 T

=22

2

Problema 4.1.0.6. Calcolare

1
/ ’em — 1} dz.
1

O
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Risposta. Tenuto conto della seguente proprieta degli integrali

/ab f(z) doe = /ac f(x)dx+/cb f(x)dr, a<c<b,

‘ex—l}:{ex_l ZUZO
—e"+1 <0,

e di

sostituiamo

/01 —(e"—1) da+ /01 (e"—1) dx = Peﬂgﬁ[ﬂiﬁ[@ﬂ}[ﬂé _ 9.

Problema 4.1.0.7. Calcolare

2
/ el*= 1 dg.
0

6‘x_1‘ o 63371 X Z 1
Tl e <,

Risposta. Da

e dalla proprieta degli integrali definiti vista nell’esercizio precedente
otteniamo

2 1 2
/ e*= 1 dy. = / e (@1 dx+/ "l dr = [— ee_x]éJr[e_l ﬂ = 2e—2.
0 0 1

Problema 4.1.0.8. (disequazione di Cauchy) Se f,g € Cla,b] di-
mostrare la disequazione

2 b b
x)dx S/ f(x)gdx/ g(x)*dx. (4.1.0.1)

Problema 4.1.0.9. (disequazione di Hélder) Se p,q € (1,00) soddis-
ano

p g
allora per ogni f,g € Cla,b] abbiamo la disequazione

< (/ If (2 |pdx> p(/ab|g(x)|qu)l/q. (4.1.0.2)
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Problema 4.1.0.10. (disequazione di Minkowski) Se p € (1,00) allora
per ogni f, g € Cla,b] abbiamo la disequazione

(/ o) ot T </ s "y (/ 9(o)e "
(

4.1.0.3)

Problema 4.1.0.11. Se f(z) € C[0,1] e la funzione e’ derivabile in
(a,b) e soddisfa la condizione

/01 |f/(z)]Pdx < 1 (4.1.0.4)

allora la condizione f(0) = 0 implica
()] < 1 (4.1.0.5)
per ogni x € [0, 1].

Problema 4.1.0.12. Se f(z) € C|0,1] e la funzione e’ derivabile in
(a,b) e soddisfa le condizioni

/1 |f/(@)]dz < 1 (4.1.0.6)
0
/01 |f(2)Pde <1 (4.1.0.7)
implicano
|f(z)] <3 (4.1.0.8)

per ogni x € [0, 1].
Problema 4.1.0.13. Calcolare
I /3 In(z + 1+ 2?)

3 1+$2+ZE1000

arctan?(z + 2%°%)dx.

Risposta I = 0.
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Problema 4.1.0.14. Calcolare

w/2 sin x

c \/ 3

[:/ ———— Vcosx — cos’ v dw.
—7/2 1 + e

Risposta [ = 2/3.

Problema 4.1.0.15. Dimostrare che per ogni funzione f continua ab-
biamo

/ xf(sinz)dr = z/ f(sinx)dzx.
0 2 Jo
Problema 4.1.0.16. Calcolare
[ / oSBT
o 1l+cos?x
Risposta [ = 72 /4.

Problema 4.1.0.17. Se f € C[0,1] e’ crescente, allora per ogni nu-
mero o € (0,1) abbiamo

[ izt [ roa

4.2 Funzioni integrabili in senso impro-
prio.

Sia f : (a,b] — R. Diremo che f & integrabile in senso improprio su

(a,b] se

1. f & integrabile secondo Riemann in ogni intervallo (¢, b] con a <
c<b,

2. esiste finito il limite lim._,, fcb f(z) dx,

in tal caso poniamo

lim /Cb F@)do = /ab f(z) da

c—a+
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Analogamente
Sia f : [a,+00) — R. Diremo che f & integrabile in senso improprio
su [a, +00) se

1. f & integrabile secondo Riemann in ogni intervallo [a, ¢] con a < ¢,

2. esiste finito il limite lim._, fac f(x)dx,

in tal caso poniamo

lim / F@)do = /:OO f(z) da

c—+400

4.2.1 Esercizi su integrali impropri

Problema 4.2.1.1. Calcolare

Soluzione. Sia 0 < a < c.

¢ 1 1 l-a
/ —dx:{ —— a#1
0 T log = a=1.

Quindi se a # 1

© 1 1 ¢ —Lgo! 1
lim —dx = lim [:pl_“} — ) a1 o=
c—too J, T c—>+o0o 1 — v a —+00 a<l1
Se invece o = 1
lim —dr = lim [logz]; = +oo0.

c——+o0 a €T c——+o0

In definitiva la funzione |
flx) = —

xa

e integrabile in senso improprio su [a, +00) se o > 1. O
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Problema 4.2.1.2. Vedere se l'integrale
1 2
x7\ dz
1 )=
/0 (COS(ZL‘ +7)+ 5 ) p

Soluzione. Usiamo lo sviluppo di Taylor

esiste.

2 $4

x
1] - = == 4
cos(z + ) + 5 24+0(x )
e troviamo che l'integrale NON esiste. O

Problema 4.2.1.3 (Gestionale 2018). Studiare la convergenza del in-

tegrale improprio
1 o
/ e*sin(\/r) s
0 e

al variare del parametro c.

Soluzione. L’integrale ha singlarita solo per z vicino a 0. Abbiamo lo
sviluppo asintotico

e“sin(y/x) 1

IV s (1 o(D)

per x — 0. Cosi applicando il principio di confronto troviamo che

1
1
jg xa7U2dx

converge se e solo se & — 1/2 < 1, che significa a < 3/2.
U

Problema 4.2.1.4. (Gestionale 15 Dic. 2018) Vedere se l'integrale

! . dx
1+2sinz
/0 (e —e— 261‘) )

esiste.
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Soluzione. Usiamo lo sviluppo di Taylor
ett2Eme o 2ex = 2ex? + o(2?)
e troviamo che l'integrale esiste. Ol

Problema 4.2.1.5. (Gestionale, Dic. 15 2018) Vedere se ['integrale
/ (sin@rm o) &
sin(z+7)+2x—— | —
0 6 ) b

Soluzione. Usiamo lo sviluppo di Taylor

esiste.

3 a0

Sln(SL’+7T) = —.T—i‘g —EO
e troviamo che l'integrale NON esiste. O

Problema 4.2.1.6. Studiare la convergenza del integrale improprio

w/10 Inz
o  sin(zln®x)

Soluzione. Usiamo lo svilupo di Taylor
sin(zln® ) = In®z + o(xIn’ )

e applicand il principio di confronto troviamo che I'integrale da studiare

e
w/10 1 w/10 1
/ n7296d:c :/ dx.
0 rin®x 0 rlnx

L’ultimo integrale diverge a —oo. Infatti, per § > 0 piccolo utiliziamo
la sostituzione y = In x e troviamo

/5 1 dx:/ln(g@
o xlnx o Y

e la sostituzione t = —y ci da

/ln5 dy B /ln5 dt B /oo dt
0o Y [ 13 —1Iné 3

e ovviamente 1'ultimo integrale improprio tende a —oo. O




ESERCIZI SU INTEGRALI IMPROPRI 85

Problema 4.2.1.7. (Gestionale Gennaio 2019) Sia

I _/”/21+(B—1):E+oztan2x
P S + tan x + tan?(x)

a) Calcolare Uintegrale 1, 5 (se esiste) per a =1,8 =1;
b) Calcolare lintegrale 1, 5 (se esiste) per a =0,8 =1;
c) Studiare Uesistenza di 1, g al variare dei parametri o € R, 5 > 0.

Soluzione a). Usiamo la sostituzione

tanx =1t
e troviamo )
o 14+ at
I, = dt. 4.2.1.9
a /0 (T4t +2)(1+2) ( )
Per a« = 1 troviamo
[ = /Oo ! dt (4.2.1.10)
171— 0 <1+t_'_t2) . L.l

Abbiamo la relazione

1 2 2t +1
—  _dt=-—arctan [ —— | + C
[ armt = ( V3 )*

e quindi

o 1 T T 27
= —— gt= 42.1.11
b /0 (1+t+12) 3 3v3 33 ( )

Soluzione b). Usiamo (8.3.0.18) e con a = 0 troviamo

> 1
0

1+t+2)(1+82)
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Usiamo il metodo di Hermite

1 At +B

Ct+ D

A+t+2)1+2) 1+i+£

e troviamo A=B=-C=1,D=0

1 t+1
/(1+t+t2)(1+t2)dt:/(1+t+t2)

3 /3
e quindi
Lo T
01 =3 el
Soluzione ¢). Usiamo la sostituzione
tanz =1©

e troviamo

7 _/“1+(ﬁ—1)arctant+at2
)y B+ +8)

14 t2

t
dt— [ — it =
o
t+1/2 1 1
S VLS N L S
/(1+t+t2) +2/(1+t+t2)

1 1 2t+1
=35 In(1 + ¢+ t?) + —= arctan <7+) -

1
51n(1 + %) + C.

(4.2.1.13)

O

dt. (4.2.1.14)

Per 8 > 0 si vede che l'integrale converge. Per § = 0 abbiamo

/°° 1 — arctant + at?
Iop =
0

(t+t2)(1 4 t?)

L’integrale diverge vicino a t = 0.

dt. (4.2.1.15)

O

Problema 4.2.1.8. Studiare la convergenza della serie

mk

sin y

Cg, Cp = / d
; -1y (Y +1)

Y.
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Soluzione. La successione ¢ soddisfa le proprieta
€1 > —Cy>C3>—C4 > "> Con_q > —Con >0

e ¢ — 0. Quindi, la serie converge

Problema 4.2.1.9. Calcolare

Problema 4.2.1.10. Calcolare

b 1
/ ———dx, a>0.
a (x_a)a

Procedendo in modo analogo a quello visto in precedenza si ottiene

che la funzione .

==y
¢ integrabile in senso improprio su (a, b] se o < 1.
Problema 4.2.1.11. Sia [ € CO([a, +oo)). Supponiamo che

lim f(z)=L#0

r—r-+00

e 400 L>0
/a f(x):{—oo L<0

Una funzione f si dice assolutamente integrabile in senso improprio se
e integrabile in senso improprio la funzione |f].

Si dimostra che

se f assolutamente integrabile in senso improprio allora e integrabile
M Senso 1mproprio.

dimostrare che

Questa proposizione ci permette di risolvere il seguente problema.
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Problema 4.2.1.12. Dimostrare che esiste finito il sequente integrale

1Mproprio.
—+00
/ sin 22 dx
a

Non e restrittivo considerare a > 0. Sia a < b. Dopo aver effettuato
il cambiamento di variabile 22 =t si ha

b, , sint . . .
/ sin“xdr = / b —=dt = (integrazione per parti)
a a?

Vit

o [ Cost]b 1/b2005t Ui — cosb2+cosa2 1/b2(:ostdt
B Vide 2, V8 b a 2 /2 VB

Osserviamo che

b2
lim sy _ 0
b—+o00 b
mentre
b2 cost
lim —— dt < 400
b— 400 a2 \/t3
perche
cost - 1 £s0
Vsl e '

Poiche la funzione ¢t — # ¢ integrabile in senso improprio su (a, +00)

cost

Vi3
la funzione @ — %L ¢ ivi assolutamente integrabile in s.i. e dunque

integrabile in s.improprio. Abbiamo anche utilizzato il criterio del
confronto per integrali impropri nelle considerazioni precedenti.

anche r — risulta integrabile in s.i. in tale intervallo e quindi

Problema 4.2.1.13. Studiare al variare di o € R [’integrabilita sulla
semiretta [0, +00) della funzione

flx) = (g - arctanx)a

Risposta: la funzione risulta integrabile in s.i. per a > 1.
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Problema 4.2.1.14. Studiare al variare di o € R lintegrabilita sulla
semiretta [0, +00) della funzione

f(x) = <g — arctanx — l>a

T

Risposta: la funzione risulta integrabile in s.i. per a > %

Problema 4.2.1.15. Dato l’integrale improprio

oy~ [ (661"

1. dimostrare che esiste finito per ogni n € N;

2. dimostrare che I(n) = n! per ogni n € N.

Problema 4.2.1.16. (Gestionale, 2018, Dic. 15) Studiare la conver-
genza del integrale

/ In®(x — 2)sin(1 + 2?)dx
3

al variare del parametro a € [0, 1].

Soluzione. Per x vicino a 2 abbiamo
In(z—1)=In(l+ (z—2)) = (r —2) + o(x — 2)
e quindi
In“(z — 1) = (x — 2)*(1 + o(1)).

Per o € [0,1] I'inntegrale converge vicino a = = 2. Cosi rimane a
studiare

/ In®(z — 1) sin(1 + 2°)dx
3
Usiamo la relazione

(cos(1 4 %))

sin(1 4 2%) = — 5
x
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e dopo una integrazione per parti troviamo

R 2y | B
1
/ In®(z — 1) sin(1 + 2°)dz = — In*(z — 1)M
3 2x 3
R @ /
1 —1
+/ (M) cos(1 + x?)dz.
3 2z
PPer x grande abbiamo
In*(zx — 1)\’ - Cln®* Yz —1) _C
21 - x? - a3
Cosi l'integrale converge. O

Problema 4.2.1.17. (Gestionale, 2018, Dic. 15) Studiare la conver-
genza del integrale

/ In®(z — 1) sin(1 + 2%)dx
2

al variare del parametro o € [—2, —1].

Soluzione. Per x vicino a 2 abbiamo
In(z—1) =In(1+ (x —2)) = (x —2) + o(x — 2)

e quindi
In%(z —1) = (x — 2)*(1 + o(1)).
Per a € [-2, —1] I'integrale diverge vicino a x = 2.

Per x vicino a +oo usiamo
, cos(z? + 1)
sin(1 +2%) = ————~

( ) 5

e dopo integrazione per parti troviamo la convergenza vicino a +oo. [

Problema 4.2.1.18. Studiare al variare di o € R ["integrabilita sulla
semiretta (0,+00) della funzione

ZECV

fla) = (14 2arctanz)® — (1 + arctan 2x)*
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Soluzione. Si verifica prima di tutto che il denominatore di f non am-
mette zeri sulla semiretta (0, +00). Abbiamo due integrali impropri

ZEQ’

1
/ dx
o (14 2arctanx)® — (1 + arctan 2z)®

xa

/1 (14 2arctanx)® — (1 + arctan 2z)*

Per x vicino a 0 abbiamo

dzx.

(1 + 2arctan z)* = @ n(1+2arctanz)

e usando

3 813

arctanx = r — — + o(2?), arctan(2z) = 2z — 5 + o(z%)

3

troviamo

4arctan®z  Sarctan®x

In(1 + 2arctanx) = 2arctanz — 5 + 3 o(z?) =
22 4x?  82P
—Qr— = - = 4+ = 3
T 5 3 + o(x?)
e
tan”(2 tan® (2
In(1+arctan(2z)) = arctan(2z) — e ar21 (22) | arc ag (22) o(z?) =
8z%  4x?  82?
=y — — — = 4 3
T— 3 5 3 + o(x?)

Cosi troviamo
6 4
zln(l + 2arctanz) — x In(1 + arctan(2x)) = — + o(z").

In questo caso troviamo

(1 4+ 2arctanx)® — (1 + arctan 2x)® =
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3

6
— (1+arctan Qx)x[exln(1+2arctan:v)fzvln(1+arctan(2:v))_1] _ <1+O<1))(i+0<1’3))

3

. . o . . . . o0
e usando il principio di confronto si vede che I'integrale fo converge

se e solo se converge
L pedy
o !

e quindi a > 3.
Per

xa

/ dz
1 (1 +2arctanz)® — (1 + arctan 2z)*

usiamo -
arctan x = 5T 1/x +o(1/z), © — oo.

Cosi troviamo
(1 + 2arctanx)® — (1 + arctan(2x))* =

=2r/242/x+0(1/x))" — (7/2+1/(2x) + o(1/x))" > en®(1 + o(1))

per qualche costante ¢ > 0. L’integrale

< x%dx
1 T
converge sempre. Intersecando i valori di « per i quali f € integrabile in

s. 1. nei due intervalli la funzione risulta integrabile in s.i. su (0, +00)
per a > 3. O

Problema 4.2.1.19. Studiare la convergenza del integrale improprio

00 1.2
SN~ xr _ 2
26:1: a\/:erldx
0 a+x

al variare del parametro a > 0.

Idea della solzuione. Usiamo la relazione

= J x(1—a)+o(x), sexégrandee a# 1;
roave +1_{ 1/(2z) + o(1/x), se x é grande e a = 1.
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Abbiamo 4 casi diversi.
Caso a) a > 1. In questo caso

ea:—a\/x2+1 < 2696(1—(1)
per z grande e quindi la disequazione

c 02
sm- ex—a\/mQ-‘,-l < gem(l—a)
a+ x? T a

e applicando principio di confronto concludiamo che integrale converge.
Caso b) a € (0,1). In questo caso

ea:—a\/x2+1 > em(l—a)/Q

per z grande. Usiamo la relazione

1
sin2x>§ < 1z €A,

dove

A= Uk(Ik U Jk)

dove
Iy = (w/4 + 2km, 3n /4 + 2km), Jp = (bn/4 + 2km, Tn /4 + 2km)
Scegliendo R = (2N + 1)7 usiamo la inclusione
Uy I, U J, C (0, R)

troviamo

dove

Le disequazioni
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per x € A e x grande. E quindi

37 /4+2km
/I f(e)dz = / f(2)dz >

JA4-2km

1 3w /4+2km T
> _€2k7r(17a) / ldr = _€2k7r(17a)
4a /442 8a

per k grande. Inoltre abbiamo anche

f([L‘)d[L‘ > i62k7r(1—a) / 1dx = 162/6#(1—(1)
I 4a A 8a

La serie

Z €2k7r(17a)

k>ko

diverge per ogni ky > 1 e per a € (0,1) e quindi

R
/ f(x)dx > C Z g2km(l=a)
0

k>ko

mostra che 'integrale diverge.

Caso a = 0 si studia in modo come fatto nel caso b).

diverge.
Caso a = 1 In questo caso per x grande abiamo

2

sin® x
=1z

e confrontando con 1
90 =1

da convergenza assoluta del integrale improprio.

Problema 4.2.1.20. Calcolare il valore del sequente limite

) ¥ 1—cost
lim

— dt
r—0+ % \/11;_5

La serie
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Risposta. Il valore del limite ¢ 0.
Problema 4.2.1.21. Calcolare il valore del sequente limite

T 1 cost
lim S8t

z—=0+ [z t3
2

Risposta. Il valore del limite ¢ % log %

Problema 4.2.1.22. Studiare la funzione:

Ig * 2
f(a:):§+x—/ e dt, v € R.
0

Problema 4.2.1.23. Dire se la successione

27N?
N
anN = \/N/ 781113:/ d.T, N:1’2’

¢ limitata.

Soluzione. Cambiamento di variabli Nx = y implica

2nN? gin Nz 2N sin y
———dx = dy.
0 (z+N) o (y+1)

Si vede che
27N - 2N ik .
siny siny
bN:/ —dy = E Chs Ck:/ —dy
0 (y+1) P <-1) (¥ +1)

La successione ¢;, soddisfa le proprieta
€1 > —Cy>C3>—C4 > "> Con_q > —Con >0
cosi otteniamo
by >c1+cot+c3+cg+ -+ con_o+ oy >c1+co > 0.
Quindi, la successione
an = VNby > \/N(cl + ¢9)

¢é illimitata.
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Chapter 5

Equazioni ordinarie

5.0.1 Equazioni ordinarie a variabili separabili

Equazioni Ordinarie L’equazione 3/(x) = f(y) é una equazione or-
dinarie. La soluzione si trova integrando:

= [

Se F(y) é una primitivadi 1/ f(y) allora 1/ f(y) = F'(y) e tutti soluzioni
y(z) sono soluzioni di
F(y)=xz+C.

Il problema di Cauchy

y'(x) = f(y), y(xo) = wo (5.0.1.1)

con f(yo) # 0 ha unica soluzione y = y(z) in un intorno di =, definita
dalla primitiva

F(y)
della funzione 1/ f(y) cioe’ dell’integrale indefinito
dy 1
Fly) = | -~ <= Iy =+
f(y) (y)

e dalla costante C' che soddisfa I’equazione

F(yy) + C =z — x. (5.0.1.2)

97
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L’equazione
y'(x) = f(y)g(x),

e’ equazione a variabili separabili.
Il problema di Cauchy

y'(x) = f(y)g(z), y(zo) =10 (5.0.1.3)

con f(yo) # 0 ha unica soluzione y = y(z) in un intorno di z, definita
dalla equazione

F(y)+ C = G(x), (5.0.1.4)
dove
= ﬂ xr) = x)dx
F(y) = W) G(z) /g( )dx. (5.0.1.5)

Problema 5.0.1.1. Trovare tutti soluzioni di
v =y, y =siny, y =2y+3.

Problema 5.0.1.2. Risolvere le equazioni

zy+(z+1)% =0, yV1+a®=1+y2
Risp.

Yy = . e V@) o 1442 = e(x 4+ V14 22).

r+1

5.0.2 Equazioni ordinarie lineari

L’equazione
y' = a(t)y(t) + b(t), (5.0.2.6)

dove t € I e I € un intervallo in R si chiama equazione lineare. Se
b(t) = 0 'equazione si chiama omogeneo. Tutte le soluzioni di questa
equazione si possono representare come

y(t) = e® <c+ / b(s)e_A(S)ds) ,
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dove A(t) = [a(s)ds ¢ una primitiva di a(t). Il problema di Cauchy

y = a(t)y(t) +b(t), y(zo) = v (5.0.2.7)

ha soluzione definita da
y(t) = et <C+ / b(t)e_A(t)dt) . A = / a(t)dt.

5.0.3 Esercizi su equazioni differenziali lineari del
I ordine

Problema 5.0.3.1. Trovare tutti soluzioni di
1) o =3t%y(t) +t°, 2)y =y +sint.
Risp.

1 1
Dy(t) = ce ™ — §<t3 +1), 2) y(t) =ce — §(sint + cost).
Problema 5.0.3.2. (Gestionale, 2018, Dic. 15) Determinare la soluzione

del problema di Cauchy

Soluzione. La soluzone é
y(xr) = —1 — Y@ </$ e~/ w-1) siny dy) .
0 y—1

La funzione e ben definita per z € (—oo, 1). Il limite per 2 — —o0
esiste ed e

0 .
lim y(gj) = -1 _|_/ e*U(Z/*Uﬂdy

T——00 e y—1

0 .
/ /) S1Y
—00 y— 1

dove l'integrale
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e oscillante e esiste. Per vedere il comportamento di y(z) quando
xr — 1_, si studia l'integrale improprio

1 .
/ o1/ S0 4
0 y—1
L’integrale diverge in 1. Per vedere il limite di

f(]m 6_1/(3/_1) Zl%?fdy

61/(1—&:)

usiamo la regola di I’'Hopital

eV sinx/(x — 1)
/=2 /(1 — 1)?

Cosi si puo vedere che

lim y(z) = 0.

O

Problema 5.0.3.3. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

o+ 2 e
y(0) = 0.

Soluzione. La soluzone é

y(z) = —e/ED ( / : el/(yl)ﬂdy) _
0 y—1

La funzione e ben definita per x € (—oo,1). Il limite per x — —oo
esiste ed e

0
lim y(x) = -1 _|_/ e*U(?J*”ﬂdy

T——00 y—1

dove l'integrale

0
/ /) C8Y
—0o0 Yy — 1
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e oscillante e esiste. Per vedere il comportamento di y(z) quando
xr — 1_, si studia 'integrale improprio

1
/ o1/ S5 4
0 y—1
L’integrale diverge in 1. Per vedere il limite di
fox e—1/(y=1) Cyofsfdy
el/(l—x)

usiamo la regola di ’'Hopital

eV sing/(x — 1)
/=) /(1 — )2

Cosi si puo vedere che

glclfn% y(z) = 0.

5.0.4 Equazioni ordinarie di secondo ordine

Problema 5.0.4.1. Se y(t) soddisfa ’equazione

y'(t) = ay(t),

dove a e’ costante, allora [’energia

Py = WOP _ o

e’ costante. Concludere che se a < 0, y(t) soddisfa y(0) = y'(0) = 0,
allora y(t) = 0 per ogni t € R.
Problema 5.0.4.2. Se y(t) soddisfa ’equazione

y'(t) = ay(t),

dove a e’ costante, e y(t) soddisfa y(0) = y'(0) = 0, allora y(t) = 0 per
ogni t € R.
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Problema 5.0.4.3. Se y(t) soddisfa l’equazione
y"(t) = ay(t),
dove a < 0 e’ costante, allora esistono due costanti A, B tali che
y(t) = Acos (V—a t) + Bsin (v—a t)

per ogni t € R.

5.1 Equazioni particolari

L’equazione di Bernoulli
2 =a(t)z(t) +b(t)2F, k#0,1, (5.1.0.8)

si puo trasformare in (5.0.2.6) con la trasformata

A _
z _y7

dove il parametro A si sceglie in modo opportuno. Abbiamo le relazioni

Az = AA! (az + bzk) = Aay + AbzA 11,

/

Y

quindi con A =1 — k deduciamo
y' = Aay + Ab.
L’equazione di Riccati
2 =a(t)2?(t) +b(t)z + c(t), (5.1.0.9)

non si puo risolvere esplicitamente in generale. Se conosciamo una
soluzione zy(t) usando la sostituzione

2(t) = u(t) — z(?)

possiamo ottenere una equazione (rispetto u(t)) tale che questa equazione
e’ una equazione di Bernoulli.
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Problema 5.1.0.1. Trovare tutti soluzioni di

.
2 =t — 2t [ — ).
y(t) =ct—e 7~ 1

Problema 5.1.0.2. Trovare tutti soluzioni della equazione di Riccati

Risp.

3t%y + 1?1 +2 =0,
Soggerimento. Una soluzione particolare e’ del tipo y(t) = a/t,

dove a = 1,2 Dopo la sostituzione y = = + 1/t otteniamo 1’equazione
di Bernoulli

tr' + 2%t +2x =0

Le soluzioni sono x = 0 0 & = (t + ct?/3)71.

5.2 Un’altro tipo di equazioni omogenee

vio =1 (%)

Allora si sostituisce v = y/t da cui

Sia

e dunque

dv
/m = log |t| + C.

Risostituendo e risolvendo rispetto a y si ottiene la soluzione cer-
cata.
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5.3 Equazioni ordinarie di secondo ordine
Problema 5.3.0.1. Se y(t) soddisfa l’equazione

y'(t) = ay(t),

dove a e’ costante, allora [’energia

e’ costante. Concludere che se a < 0, y(t) soddisfa y(0) = y'(0) = 0,
allora y(t) = 0 per ogni t € R.

Problema 5.3.0.2. Se y(t) soddisfa l’equazione

dove a e’ costante, e y(t) soddisfa y(0) = y'(0) = 0, allora y(t) = 0 per
ogni t € R.

Problema 5.3.0.3. Se y(t) soddisfa l'equazione

y"(t) = ay(t),

dove a < 0 e’ costante, allora esistono due costanti A, B tali che
y(t) = Acos (V—a t) + Bsin (vV—a t)

per ogni t € R.



Chapter 6

Equazioni ordinarie di ordine
n > 1.

Sia F : Q C R"? — R, con §) # @ un insieme aperto e connesso e
n > 1 intero. Si definisce equazione differenziale ordinaria di ordine n
una relazione del tipo:

F (z,u(z),d(z),...,u™(z)) =0, (6.0.0.1)

dove con uY)(z),j = 1,--- ,n si indica la derivata j—esima della fun-
zione u(x).

Definizione 6.0.0.1. Sia [ un intervallo aperto di R. Si definisce
soluzione o integrale dell’equazione differenziale ordinaria una funzione
u = u(z) tale che:

u(z) € C™(I) F(z,u(z),d(z),...,u™(x)) =0 Vaeel

Un’equazione differenziale ordinaria si dice autonoma se F non
dipende esplicitamente da z, cioé (6.0.0.1) diventa

F (u(z),d(2),...,u"(x)) =0, (6.0.0.2)

L’equazione differenziale ordinaria (6.0.0.1) si dice scritta in forma
normale se pué essere esplicitata rispetto 1™ (x):

W (z) =G (z,u,ds .. u™) (6.0.0.3)
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Si dice inoltre che L’equazione differenziale ordinaria (6.0.0.1) é lineare
se F' é combinazione lineare di u,«’, ..., u™ , ovvero:

F(zu .. ul™) = s(@) + bo(x)u + by (2)u + ... + by (z)u™

o, 'equazione (6.0.0.1) si puo rescrivere come segue

—_

n—

W =3 a(0)u® + f(a)

ﬂ.
o

dove:
f(z),a0(x),ai(x),...,an_1(z) € C°(I)

I termine f(z) é detto sorgente o forzante, e se e nullo l’'equazione
differenziale lineare si dice omogenea.

6.1 Risoluzione globale di un problema di
Cauchy

Consideriamo due tipi di equazioni ordinarie:

y'(t) = f(ty), (6.1.0.4)

dove f sia continua in (o, f) x R, oppure un sistema (2 x 2)

yi(t) = fu(t, v, 92), (6.1.0.5)
yé@) = falt, y1, y2)-

Vediamo ora le condizioni sufficienti per la risoluzione globale di
(6.1.0.4) in un intervallo («, 3) assegnato a priori.

Theorem 6.1.0.1. (di esistenza ed unicita‘ globale della soluzione di
un Problema di Cauchy):
Sia
f:lla,8) xR - R

tale che
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1. f sia continua in (o, B) X R;

2. f sia localmente lipschitziana rispetto a y, uniformemente rispetto

at;
3.
[f(t,y)l < A(t) + B0y,
dove A(t) e B(t) siano funzioni continue in (c, ).
Allora

vt € (a, B), Vy° €R

esiste un’unica soluzione globale del problema di Cauchy

yl - f(t7 y)
y(to) = y°

ossia esiste un'unica soluzione del problema di Cauchy definita su tutto

(@, B).

Ci sono due casi tipici.
(a) Sempre assumendo che valgano le (1) e (2) si richiede (al posto
dellipotesi (3) ) che f sia limitata su

(o, B) x R.

[f(t,y)l < At)

ovvero la limitatezza di f.
(b) Sirichiede la funzione f sia continua nel suo insieme di definizione,
ossia che valga l'ipotesi (1) e che essa sia globalmente lipschitziana.

6.2 Eserizi su equazioni differenziali

L’algoritmo per lo studio del problema generico

y(k)('x) = f x, Y, yla Tt 7y(k_1)), (6206)
y<0> = a’l? 3/(0) = CLQ, tet 7y(€)<0> = CLg+1
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é seguente:

Passo A: si vede se ¢ = k e se f é una funzione continua in x e
Lipshiziana rispetto I'altri parametri. Se la risposta e si, allora abbi-
amo il problema di Cauchy e concludiamo che esiste unica soluzione
LOCALE in z.

Passo B: se il passo A non ci da nienete e £ > k si fa un TEST
sostituendo x con 0 nella equazione differenziale. Se questa sostituzione
ci prota a contradizione concludiamo che NON ci sono soluzioni di
(6.2.0.6)

Passo C: se i passi precedenti non ci permettono di fare conclusione
allora cerchiamo soluzione esplicita e raggioniamo caso per caso (non
abbiamo un metodo semplice in questo caso)

Problema 6.2.0.1. Quante soluzioni deviniti in tutto R ha il problema
y'(x) =1+y* y(0)=0. (6.2.0.7)

Soluzione. Seguendo l'algoritmo dei passi A),B) e C) sora si vede che
il passo A) ci da soluzione LOCALE.

Visto che la domanda chiede soluzioni globali (definititi in tutto R)
passiamo direttamente al passo C) e risolvendo 1'equazione a variabili
separati troviamo

y(x) = arctan(z + C')

La costante C' si trova dai nostri dati iniziali y(0) = 0. Cosi troviamo
C = 0 e quindi abbiamo 1 soluzione definitia in tutto R
y(z) = arctan(z)
U

Problema 6.2.0.2. Quante soluzioni deviniti in tutto R ha il problema
y'(x) = -y +2, y(0)=1 (6.2.0.8)

Soluzione. Seguendo l'algoritmo dei passi A),B) e C) sora si vede che
il passo A) ci da soluzione LOCALE.

Visto che la domanda chiede soluzioni globali (definititi in tutto R)
passiamo direttamente al passo C) e risolvendo 'equazione. L’equazione

omogenea
Z(x) = —2(x)
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ha soluzione z = C'e™® La soluzione particlare e yo(x) = 2 e quindi la
soluzone genrica ¢é
y(x) =Ce™* +2

da qui usando y(0) = 1 troviamo C' = —1 L’equazione ha 1 soluzione
globale
y(r) = —e "+ 2.

O

6.3 Esercizi sul prolungamento della soluzioni

Stime a rpiori ed esistenza globale

Problema 6.3.0.1. Vedere se il problema di Cauchy

{ Z’((g)):gt+2+e_2“, fe (0, 0); (6.3.0.9)
ha una soluzione (globale).
Problema 6.3.0.2. Vedere se il problema di Cauchy
{ Z<(ot)) :gt o t € (0 00); (6.3.0.10)
ha una soluzione (globale).
Problema 6.3.0.3. Vedere se il problema di Cauchy
{ u'(t) = 3t2 + 1+ ulsinu, te (0,00); (6.3.0.11)
u(0) =0 :
ha una soluzione (globale).
Problema 6.3.0.4. Vedere se il problema di Cauchy
M(EY — 213 :
{ Z((()t));,g(())u:’ 0 fe o (6:3.0.12)

ha una soluzione (globale).
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Problema 6.3.0.5. Vedere se il problema di Cauchy

/ — 42 t—y :
{y(t) 2+ ev, t e (0,00); (6.3.0.13)

y(0)=1 ,

a) ha una soluzione (globale);
b) se la soluzione globale esiste allora soddisfa la stima ”esponen-
ziale”

y(t) < Ce;
c) (parte pi’u difficile) se la soluzione globale esiste allora soddisfa
la stima "polinomiale”

y(t) < C1+t)".

Problema 6.3.0.6. Vedere se il problema di Cauchy

{ oy e (6.3.0.14)

y(0) =1 ,

a) ha una soluzione (globale);
b) se la soluzione globale esiste allora soddisfa la stima “esponen-
ziale”

ly(t)| < C(1+1).

Problema 6.3.0.7. Vedere se il problema di Cauchy

'(t) = ye /=1yt € (0, 00);
{%)) ) (0, 00) (6.3.0.15)

ha una soluzione (globale).

Problema 6.3.0.8. Vedere se il problema di Cauchy

{z,(g)):83+y3’ | (6.3.0.16)

ha una soluzione (globale) in t € (—oo, 0.
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Problema 6.3.0.9 (Difficolta: *). Vedere se il problema di Cauchy

Y(t) = 75 — v
{ym) > | (6.3.0.17)

ha una soluzione (globale) in t € [0, +00).

Suggerimento. Applicare il principio di confronto (Lemma ?7) e di-
mostrare che

y(t) > 0.

0

Problema 6.3.0.10 (Difficolta: *). Vedere se il problema di Cauchy

'(t) = ev®" — et
{3&;:0 (6.3.0.18)

ha una soluzione (globale) in t € [0, +00).

Suggerimento. Applicare il principio di confronto (Lemma ?7) us-
ando il fatto che y.(t) = £t sono soluzioni di

Y (t) > evr®F et
4

y(t) < ev-0" — et

O

Problema 6.3.0.11 (Difficolta: *). Vedere se il problema di Cauchy

'(t)=1—(t+y()?
{y 0 4 (6.3.0.19)

ha una soluzione (globale) in t € [0, +00).
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Esplosione della soluzione

Problema 6.3.0.12. (La buccia di banana) Studiare il sequente prob-
lema di Cauchy:

Risp. 1l problema di Cauchy ha un’unica soluzione massimale (e non
globale) data da
)= ——.
yt) =1
O
Problema 6.3.0.13. Sia a > 0. Studiare il sequente problema di
Cauchy:

v(t) = (L+1yy?

y(0)=A>0
Risp. Integrando 'equazione a variabili separati, troviamo
1 1 (1+¢)ett —1
Cy(? Y0 et
e quindi
I (1+t)ett —1
y(t)? at+l
Ovviamente la funzione
(1+t)*tt -1
=1

é decrescente e ha unico zero t* tale che

p(t") =0= thfrg y(t) = oo.

La soluzione

1
yit) = —=
V=20
esiste in [0,1%) e
tl;rlr; y(t) = oo.

significa che [0,t*) é l'intervallo massimale di esistenza, la soluzione
"esplode” in t*. O
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Problema 6.3.0.14. Studiare ['esistenza della soluzione
u(t) € C*([0,00))

della equazione
u’(t) —uP(t) = (14) ' (t)? (6.3.0.20)

con dati inziali
u(0) =0,u'(0) =a (6.3.0.21)

al variare del parametro a > 0.
Soluzione. Suppogniamo per assurdo che esiste una soluzione
u(t) € C*([0, 00))
della equazione (8.3.0.20) con dati iniziali (8.3.0.21). Abbiamo 'identita
E'(t) = (1+1) (1),

dove o .
By - OP ol

Usando 1 dati iniziali

sl trova

Le disequazioni

t 6
© 3
u(0) > 10y
V3
implicano
u(t)’®
u'(t) > ,Vt >0, (6.3.0.22)
V3
e quindi

u(t) > 0,vt > 0.
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La disequazione (6.3.0.23) ed il principio del confronto implicano
u(t) = v(t),

dove v(t) é la soluzione di

V'(t) = Vit >0, (6.3.0.23)

con dati iniziali

Usando la relazione

(021@))/ - V%

ed integraziondo in (0,t) troviamo

1 1 - t—9
v3(t) v (9) V3
e prendendo il limite, ¢ — 0o, otteniamo contradizione. 0

Problema 6.3.0.15. Sia a < 0. Studiare l’esistenza della soluzione
globale del problema di Cauchy:

al variare del parametro a < 0.

Problema 6.3.0.16. Sia a < 0,b > 1. Studiare [’esistenza della
soluzione globale del problema di Cauchy:

y'(t) = (1+1)y
M)=A>0

al variare dei parametri a < 0,0, A.
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Problema 6.3.0.17. Vedere se il problema di Cauchy

{ z/((g)) :(()t )% | (6.3.0.24)

ha una soluzione (globale) int € [0, 00).

Suggerimento. Dopo la sostituzione ¢ + y = u abbiamo il problema
di Cauchy

u'(t) = uP+1 (6.3.0.25)
u(0) = 0.

Si puo dimostrare che la traiettoria
(t,u(t)):t €10,7)

non puo interseccare la retta u = 1 perche ui(t) = 1 é una soluzione
del problema
u'(t) =u® — 1.

Quindi abbiamo la disequazione
u(t) < 1,t€10,7T), (6.3.0.26)
dove T' > 0 ¢ tale che
Vi e (0,T),u'(t) < 0.
Cosi otteniamo

t
Ve (0,T), u(t) = u(0) + / W (F)dr < 0.
0
Otteniamo la disequazione
t
u(t) = / (=14 u*(7))dr < —t.
0

La disequzione

u(t) </0(u3(7))d7
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mostra che
u(t) < us(t)

dove
uy(t) = u?(t), uz(0) = 0, us(t) < 0

¢é una soluzione che esplode cioé

th/n% us(t) = —oo0.
O
Problema 6.3.0.18. Vedere se il problema di Cauchy
y(t)=t—y
6.3.0.27
O (6:50.27)

ha una soluzione (globale) in t € [0, 4+00).

6.4 Esercizi sui sistema di biomatemat-
ica.
Le equazioni di Lotka - Volterra si possano scrivere come segue:

dx

pri (A — By)z, (6.4.0.28)
dy
— = (Cz—-D
o = (Ce =Dy
dove

v, é la popolazione della specie predatore;

X, é la popolazione della specie preda;

t é il tempo;

)
A, B, C, D, sono i parametri positivi di interazione tra le specie.

Problema 6.4.0.1. Sia A= B = C = D =1 nel sistema di Lotka -
Volterra. Se I C R ¢é un intervallo aperto con 0 € I e

(x(t),y(t) € CH(I;R?)
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¢ una soluzione del problema di Cauchy

dx
i ]_ —
o (1—y)z,
dy
2 —(zx—1 4.0.2
o (r—1)y (6.4.0.29)

2(0) = 1/2,4(0) = 1/2
allora la traiettoria rimane sempre nel primo quadrante.

Suggerimento. Vedere che ogni traiettoria

(x(t), y(t))

che é soluzione del sistema

dx
-~ —(1-
o = 1-yz,
d
Y w—1)y (6.4.0.30)

con punto di partenza
(z0,90) € U = {(2,y) € R%,0 < z,0 < y}
rimane sempre in U. Infatti, se t; é tale che
(2(t), y(t1))
é sulla frontiera, possiamo supporre per esempio
z(t) =0,0 <y(t) =y".
Adesso possiamo usare il fatto che
T(t) = 0,y(t) = Ce™*

¢ una soluzione del

dx

—_— = 1 —_

o (1—-y)z,

dy

7 —(r—1 4.0.31
o (r—1)y (6.4.0.31)

z(t) = 0,y(t1) =y
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Le due soluzioni
(@(t),y(t)), (z(t),y(t))

sono due soluzioni del problema di Cauchy (6.4.0.31), ovviamente questo
¢é assurdo perche il Teorema di Cauchy afferma che la soluzione é unica.
La contradizione dimostra che la curva (z(t),y(t)) rimane semptre nel
I quadrante. O

Problema 6.4.0.2. (modello Rosenzweig - Macarthur) Vedere se il
problema di Cauchy

uru
uy(t) = (1 — ) — ; (6.4.0.32)
, U1U2
t)=— .
us(t) U21 Fu

con dati inziali
u1(0) = 1/10,u5(0) = 1/10

rimane sempre nel I quadrante.

Problema 6.4.0.3. (modello Rosenzweig - Macarthur) Vedere se il
problema di Cauchy

U1U2

ui(t) = ur(1 —uy) — T (6.4.0.33)
’ Ui U2
t)=— )

con dati inziali

ur(0) = 1/10, u3(0) = 1/10

rimane sempre nel I quadrante ed esiste costant C' > 0 tale che
up(t) + us(t) < C.

Suggerimento. Suppogniamo che per ogni C' > 0 la traiettoria interseca
il segmento aperto

U1+U2:C,O<U1<C,
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cioé esiste (il primo) ¢; tale che
up(t1) + ua(ty) = Cyu)(tr) > 0,ub(ty) > 0. (6.4.0.34)
Prendendo la somma delle equazioni in (6.4.0.35), si orriene
uy () +uy(ty) = ua () (1= (t) —ua(t) = w () (1—ui (t) = Ctun (t).
Ponendo

G(u) =u(2 —u)
si vede che la funzione é limitata superiormente

G(u) <G(1) =1.
Se C' > 1 otteniamo

uy(ty) +us(t) <1—-C <0

e questo ¢ in contradizione con (6.4.0.34).
0
Problema 6.4.0.4. (modello Rosenzweig - Macarthur) Vedere se il

problema di Cauchy
UiUz

i (t) = ur (1 —uy) — T (6.4.0.35)
U1U
t) = —
u2( ) U + 1+ uy

con dati inziali
ha soluzione globale?

Problema 6.4.0.5. Sia A = B = C = D =1 nel sistema di Lotka -
Volterra. Vedere se il problema di Cauchy

dx
(1 —
dy
L =(rx—-1 4.0.
o = @ =1y (6.4.0.36)

z(0) =1/2,y(0) =1/2
ha una soluzione
a(t),y(t) € C([0,00)) N C*((0, 00))
globale ?
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Chapter 7

Equazioni lineari

7.1 Equazione lineare omogenea a coefi-
cienti costanti

Si consideri 1’equazione lineare omogenea
2 () + a2V (z) 4+ apz(z) =0 (7.1.0.1)

dove a; sono costanti.
Per trovare tutte le soluzioni si devono trovare le radici dell’equazione
caratteristica associata:

Nda - A" ra- N2+ 4a, 1 A+a, =0. (7.1.0.2)

Lemma 7.1.0.1. Se le radici \; di (7.1.0.2) sono tutte distinte, allora
tutte le soluzioni del problema omogeneo (7.1.0.1) sono della forma:

2(t) = Z Ciehi ™,
j=1

dove C; sono costanti.

Se il polinomio caratteristico
PoN) =XN"4a - N fay - NP b a, - A Fay

121
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ha coefficienti reali ed ha solo radici reali, allora si puo fare la decom-
posizione

Po(A) = (A= A)™ - (X — Ap)™, (7.1.0.3)

dove
)\1<)\2<"'<)\k

mi+mo+---+mp =n.

La fattorizzazione (7.1.0.3) permette a dire che la molteplicita di A; e
my e la molteplicita di ogni radice A\; € m; per j =1,--- k.

Lemma 7.1.0.2. Se l’equazione caratterisitica (7.1.0.2) ha radice reale
A1
con molteplicita‘ my , allora (7.1.0.1) ha soluzioni

AT

e , l'e)‘lx e

xm1—16>\1$

Lemma 7.1.0.3. Se le radict
)\1<>\2<"'<)\k

di (7.1.0.2) sono tali che \; ha molteplicita m; per j =1,--- , k, allora
tutte le soluzioni del problema omogeneo (7.1.0.1) sono della forma:

Z<x> = 01,06)\1-:1: + CLl x 6)‘1'5’3 4+ Cl,m171 xmlfl €A1.:v+

Ao- Ao 1 Ao
+Co 0" +Co1 x € 4+ 4+ Coppy ™7 274

dove Cy; ; sono costanti.
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Problema 7.1.0.1. Trovare le soluzioni dell’equazione
2B +22=0
Soluzione. L’equazione caratteristica é
A —A+2=0.
Abbiamo 'identita
Mo A+2=A-1)>%A+2).
Le radici della equazione caratterisitica sono
1,2

con milteplicita 2 e 1. Applicando Lemma 7.1.0.3 si trova che le soluzioni

sono combinazioni lineari di
e te, o2t

cioe
Z(t) = CLQet + C’l,ltet + CQ€2t.

In generale il polinomio puo avere k soluzioni reali
ALy Ak
ed s soluzioni complessi

,LL17,LL27”' 7”8'

Se il polinomio P,(\) ha coefficienti reali e p é una sua radice comp-
lessa, allora iz é anche sua radice. Cosi deduciamo che s é pari, s = 2p,
p naturale e possiamo ragruppare tutte le radici complessi come segue

M17M7 M%mv e Hupwu_l?'

La fattorizzazione (7.1.0.3) puo avere una forma piu generale:
Po(AN) = (A =A)™ - (A= X)™Q(N), (7.1.0.4)

dove
QMY = (= )™ A = )™ -+ (A = ) (A — 1)
dove pq ha molteplicita ¢, etc.
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Lemma 7.1.0.4. Se
pr =y +if, = —if
hanno molteplicita 1 allora due soluzioni di (7.1.0.1) sono
e cos(fx), e sin(frx)
Problema 7.1.0.2. Trovare le soluzioni dell’equazione
2 2@ 4y 2 =0
Soluzione. L’equazione caratteristica é
NP =XN4A-1=0.
Abbiamo 'identita
Mo X A—1=A-1)\+1).

Le radici sono
1,1, —1
Le soluzioni sono combinazioni lineari di
e' cost,sint
cloe
z(t) = Cre' + Cycost + Csint.
O

Lemma 7.1.0.5. Se l'equazione caratterisitica (7.1.0.2) ha radice com-
plessa

1 = o + 154

con molteplicita‘ q, , allora soluzioni di (7.1.0.1) sono le combinazioni
lineari di

e cos(Brx)  we™Ccos(Biw) ate™ T cos(frw) - T e™T cos(Brx)

e sin(Brz)  we™Csin(Bir) e sin(fiw) - 2P e sin(Bx)
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Lemma 7.1.0.6. Se l’equazione caratterisitica (7.1.0.2) ha k radici

realt
ALy, A

ed 2p soluzioni complessi
1, s e s fpy s
allora tutti soluzioni di (7.1.0.1) sono
2(x) = z2x (@) + 20 (2) + -+ + 25 () (2)+

2, (2) + 2 () + - - + 2, (2),

dove

A1y RAas "t R

sono le soluzioni costruiti in Lemma 7.1.0.2, mentre

2y (SL’), Russ s Ry
sono le soluzioni costruiti in Lemma 7.1.0.5.

Problema 7.1.0.3. Trovare le soluzioni dell’equazione
yW — 4y L7y — 6y +2=0
Suggerimento. L’equazione caratteristica é
M — AN+ 7N =61 +2=0.
Abbiamo l'identita
M AN+ TN —6A+2=A—1*((A—=1)2+1).
Le soluzioni sono combinazioni lineari di

el te', e'sint, e’ cost.
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7.1.1 Il metodo delle variazioni delle costanti per
equazioni a coefficienti costanti di ordine n

Si consideri 1’equazione lineare non - omogenea
Y (1) + ary" () + - ay(t) = f(D) (7.1.1.5)

dove a; sono costanti reali.
Nella sezione 7.1 abbiamo studiato le soluzioni del problema omo-
geneo (7.1.0.1). partendo delle soluzioni dell’equazione caratteristica

N+ N a, = 0. (7.1.1.6)

Possiamo trovare soluzioni del problema omogeneo.
In alcuni casi si puo trovare un metodo piu’ veloce per costruire
una soluzione.

Il caso f(t) = P, (t).
Sia:
ft) = Pu(t),

dove P,,(t) é un polinomio di grado m. In questo caso si cerca una
soluzione particolare del tipo

u(t) = Qm(t),

dove @, (t) é un polinomio formale di grado m. Se A = 0 é una soluzione
dell’equazione caratteristica di molteplicita r, allora si deve cercare una
soluzione del tipo:

u(t) = t" Py (t).

Il caso f(t) = A.e™.

Sia:
flt)y=A-e"

dove A é una costante data. Se a non é una radice dell’equazione
omogenea associata, si cerca una soluzione particolare del tipo:

u(t) = B - e,
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dove B é una costante da determinare. Nel caso « sia radice dell’equazione
caratteristica di molteplicitd r si cerca una soluzione del tipo:

u(t) =t"- B-e™.

Il caso f(t) = P (t).e™.
Sia:
f(t) = Pp(t) - e

dove P,,(t) é un polinomio di grado m. Se a non é una radice dell’equazione
omogenea associata, si cerca una soluzione particolare del tipo:

u(t) = Qm(t) - e

dove @),,, é un polinomio di grado m. Nel caso « sia radice di molteplicita
r si cerca una soluzione del tipo:

u(t) =t Qu(t) - e

Il caso f(t) = P(t) cos(Bt)e™ + Q,(t) sin(St)e™

Se f possiede una delle seguenti espressioni:
f(x) = Pp(t) cos(Bt)e™ + Q,,(t) sin(Bt)e™,

dove P,,(t) e @ (t) sono polinomi di grado m, allora se a+i non é una
radice dell’equazione caratteristica si cerca una soluzione particolare
del tipo:

u(t) = Ry (t) cos(Bt)e™ + S, (t) sin(Bt)e™

dove R,,(t) e S,,(t) sono polinomi di grado m da determinare. Nel
caso « + 13 sia radice di molteplicita r si cerca una soluzione del tipo:

u(t) = t" R, (t) cos(Bt)e™ + 175, (t) sin(Bt)e™
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7.2 Esercizi sulle equazioni lineari di or-
dine n: livello standard.

Problema 7.2.0.1. Risolvere l’equazione

y"(t) — 4y (t) + 59/ () — 2y(t) = e*. (7.2.0.7)
Idea della soluzione. Prima cosideriamo ’equazione omogenea
y"(t) — 4y"(t) + 5y’ (t) — 2y(t) = 0. (7.2.0.8)
L’equzione caratteristica é
N —4X? =5\ —2=0. (7.2.0.9)

Abbiamo
N4\ -5 —2=(A—1)*(\—2).
Tutte le soluzione del problema omogeneo (7.2.0.8) sono combinazioni
lineari di
el te!, e*
Siccome 3 non é soluzione del (7.2.0.9) una soluzione del (7.2.0.11) deve
avere la forma

yo(t) = Aet
Sostituzione in (7.2.0.11) da
1
A=-
4

e tutte le soluzioni di (7.2.0.11) sono

3t
y(t) = yo(t) + Cre' + Cote' + Cae® = ez + Chet + Cote! + Cye®.

O
Problema 7.2.0.2. Risolvere l’equazione
y"(t) — 2y (t) + 4y (t) — Sy(t) = e* sin(2t). (7.2.0.10)
Problema 7.2.0.3. Vedere se per ogni soluzione dell’equazione
y'(t) + 9y(t) = e tlog(2 + t*) (7.2.0.11)

esistono due costanti Cy, Cy tali che

tlim (y(t) — C; cos 3t — Cysin 3t) = 0.
—00
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7.2.1 Problema di Sturm
Problema 7.2.1.1. Considerare il problema
y"(x) — My(xz) =0,z € (0,7) (7.2.1.12)
dove A\ > 0. Vedere che ogni soluzione
y(z) € C*(0,7) N C([0, 7]

tale
y(0)=y(m)=0 (7.2.1.13)

é identicamente zero.

Problema 7.2.1.2. Considerare il problema

y"(z) + Ay(z) = 0,2 € (0,7) (7.2.1.14)
Vedere per quali valori del parametro A > 0 esiste soluzione

y(z) € C*(0,m) N C([0, 7]
del problema (7.2.1.14), tale che
y(0) =y(r) =0 (7.2.1.15)

Problema 7.2.1.3. Verificare che il problema di Sturm

y'(x) +y(x) =0,2 € (0,7) (7.2.1.16)

con dati al bordo

y(0) =y(r) =0 (7.2.1.17)
ha unica soluzione
y(z) € C*(0,7) N C([0, 7]

definita con
y(x) = sinz.
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Equazione di Bessel

Problema 7.2.1.4. Costruire una soluzione dell’equazione di Bessel
2?y"(x) + xy' () + (2° = N*)y(a) = 0,

dove N > 1 € numero naturale usando la sostituzione

y(a) = 2V f(z),
dove

flz) = Z apx®”

k=0

converge per ogni x € R.

Risposta.

s X\ 2k 1
Jw) = ;(_l)k <§> kl(k+ N

0
O
Problema 7.2.1.5. Costruire una soluzione dell’equazione di Bessel
2?y"(x) +ay'(x) + (2° = v*)y(x) =0,

dove v > 0 € numero reale usando la sostituzione

y(z) = 2" f(x),
dove

fz) = Z apz*®

k=0

converge per ogni x € R.

Risposta.

oo

L [T\ 2k 1
fl@) =) (-1) (5) KT (k+v+1)

k=0
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dove la funzione I'(2) é la funzione Gamma definita come segue

+o0
['(z) = / t=tetdt
0

Se Rez > 0 l'integrale converge assolutamente. Ricordiamo che usando
I'integrazione per parti, si pué dimostrare che:

['(z+1) =2I'(2).

La funzione

Julx) = ;(—1)’“ (%)MV k!F(k+11/+1)’ (7:2.1.18)

é nota come funzione di Bessel.

Problema 7.2.1.6. Costruire due soluzioni dell’equazione di Bessel
22y (x) + zy'(2) 4+ (2° — v*)y(z) = 0,

dove v > 0 € numero reale. usando la sostituzione

Risposta.
Jy(x), J_,(x).

Problema 7.2.1.7. Sia
A=09+0;
loperatore di Laplace in R%. Usando i coordinati polari
T+ iy = re¥
costruire soluzione del problema
Au(z,y) = —u(z,y)
usando la sostituzione
u(a,y) = f(r)e™?,

dove k > 0 € un numero intero.
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Suggerimento. L’operatore di Laplace in coordinati polari si puo rap-

presentare nella forma
1 1
A=+ -0, + 0.
r r

Usando 'ansatz A
u(z,y) = f(r)e™?,
troviamo

Fr) ) — S ) = — ().

Soluzione é
f(r) = Ji(r),

dove J, ¢ la funzione di Bessel del problema 7.2.1.5.

Problema 7.2.1.8. Trovare una soluzione del problema
a
(@) + 2y (2) + by(w) = 0

usando rescalamento

y(z) = Mu(Az),

dove A >0 e A € R devono essre scelti in modo oportuno.

Suggerimento. Prima si fa la sostituzione

1—a
7

y(r) = 2%2(x),a =

La funzione z(z) soddisfa
2'(x) + =2 (x) + bz(x) — —yzz(x) =0,r=a«
5 =0,v=q.

Usare rescalamento

2(z) = Mo(\z),

dove A > 0 e A € R devono essre scelti in modo oportuno.

(7.2.1.19)
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Soluzioni rappresentati con serie di potenze

Problema 7.2.1.9. Sia

o0

W(z) = Z apx”

k=0

serie di potenze con ragio di convergenza 1. Verificare che il problema
di Cauchy

y" = W(z)y(z) =0,49(0) =1,4'(0) =0 (7.2.1.20)
ha soluzione

y(r) =1+ Z bra”
k=2

con ragio di convergenza 1.

7.3 Esercizi sui integrali primi

Problema 7.3.0.1. (Lotka Volterra) Sia A = B = C = D =1 nel
sistema di Lotka - Volterra Vedere se il problema di Cauchy

— =(z—1)y (7.3.0.21)
2(0) = 1/2,4(0) = 1/2
ha un primo integrale

Suggerimento. La soluzione del problema (6.4.0.1) ci dice che la soluzione
rimane sempre nel [ quandrante. Cosi possiamo scrivere

(z(t)’
()

WO oy

(t)

<
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Molteplicando la prima equazione per z(t) — 1 la seconda per y(t) — 1
e sommando, otteniamo

(z() = 1) (@(®)" |, G0 - WO _,
(1) y(?)

e usando la relazione

(z(t) ;(12)(5‘7@)) = (z(t)) — (z()) = (2(t) — logz(t))’

troviamo
I'(t) = 0,1(t) = (t)+y(t)—log z(t)—log y(t) = x(t)+y(t)—log(x(t)y(t)).
I1 primo integrale (nel I quadrante é definito come segue

I(z,y) =z +y —log(zy).

Le curve di livello rappresentano le traiettorie del sistema di Lotka -
Volterra, si puo vedere Figura 7.1 dove le curev di livello sono tracciati.

T
20

0.5-

-

00F T

Figure 7.1: 1l caso di nodo stabile
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L’equazione del pendolo é
0"(t) = sin 6(t).
Sl puo rescrivere come un sistema

Problema 7.3.0.2. (modello del pendolo) Vedere se il sistema

du
d—tl = u2<t)7
d
% — sinuy (1) (7.3.0.22)
(7.3.0.23)
ha un primo integrale.
Suggerimento. Per tutti equazioni autonomu
y" = fy)
abbiamo u n sistema del tipo (7.3.0.24).
du
7 =)
du
d—; = fluy(t)) (7.3.0.24)
(7.3.0.25)

Il primo integrale é

uj
H<u17u2) = ? - F(u1>7

dove F'(u) = f(u), cioé F é la primitiva di f. Nel caso del pendolo

abbiamo )

u
H(uy,ug) = ?2 + 1 — cos(uy).

Si puo vedere Figura 7.2 dove le curve di livello sono tracciati.
Alcuni delle curve di livello rappresentano le soluzioni periodiche .
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—

e S e
”‘\J/ N N o

§ % / /

“/\// \ )

Figure 7.2: 11 caso di pendolo




Chapter 8

Serie Numeriche

8.1 Definizioni e proprieta di base

Data una successione {a, } ,en ci proniamo di definire la somma infinita

o0
En:l O

Associamo alla successione {a,} una nuova successione fatta dalle
sua somme parziali come segue:

n
Sn: E ;.
i=1

Definizione 8.1.0.1. Diciamo che la serie Y~ a, e’ convergente e
converge al valore ¢ se —oo < ¢ < oo e’ tale che

lim S, = /.
n—oo
Cos’i
Sat
n=1
significa

137
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Definizione 8.1.0.2. Se

lim S, = oo,
n—o0

diciamo che la serie diverge (verso +00.) Se

lim S,, = —o0,

diciamo che la serie diverge (verso —oo.)

Definizione 8.1.0.3. Una serie che non sia convergente oppure di-
vergente si dice indeterminata.

Cosi abbiamo

NON CONVERGA = DIVERGE o E INDETERMINATA .

Definizione 8.1.0.4. La serie >~ a, si dice a termini positivi se
an, >0 per ognin € N.

Usando il criterio di Cauchy della convergenza della successione S,
abbiamo.

Lemma 8.1.0.1 (Criterio di Cauchy). La serie Y~ a, e’ convergente
se e solo se

Ve > 03v(e) € N tale che

\Zai\ <eVn,m >wv(e). (8.1.0.1)

i=n
Scegliendo m = n otteniamo

Lemma 8.1.0.2 (Condizione necessaria per la convergenza). Se la
serie Y~ a, e’ convergente allora

lim a, = 0.
n— o0
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Corollary 8.1.0.1. Se esiste € > 0 ¢é sottosuccessione

{ank}a

tale che
|an, | > €,

allora la serie
o0
D
n=1
o diferge (a +00 0 a —0), 0 € indeterminata.

Esempio 8.1.0.1. La serie

1

;a a NG (8 )

é tale che
a, — 0.

Scegliendo m = 2n in (8.2.2.16) e usando le disequazioni

1 1 1 1 1 1 n+1
et > — b=t = = = = o0,
Vo yn+1 Vntn T V2n V2n Von o V2n

n+1volte

concludiamo (usando il criterio di Cauchy , Lemma 8.1.0.1) che la
serie (8.1.0.2) diverge.

Esempio 8.1.0.2. Per la serie geometrica

ix" (8.1.0.3)
n=0

possiamo cacolare la somma parziale

n+1

- 1—=x
S, = A 1.
g:c 5 sex #
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e usando
diverge a +o00, sex > 1;
lim 2" = ¢ 0, se —1 <z <1, (8.1.0.4)
n—oo .
non esiste, sex < —1.
otteniamo
oo diverge a +00, sex >1;
Z:p": /(1 —x), se —1 <z <1,
n=0 non esiste (¢ indeterminata), se x < —1.
(8.1.0.5)
Se x =1, allora
S,=n+1
e la serie diverge. Cosi concludiamo che
oo diverge a +00, sex >1;
Zx": 1/(1 —x), se —1 <x <1
n=0 non esiste (€ indeterminata), se xr < —1.
(8.1.0.6)

Problema 8.1.0.1. Dimostrare che la serie armonica
>
n
1
diverge.
Suggerimento. Seguire I'argomento dell’esempio 8.1.0.1 e provare che

1 1

1 1
i F— > =V N.
n n+1+ +271 2 ne

Dedurne che la serie
[oe)

1
2

e’ divergente. O



SOMMA DELLE SERIE 141

8.1.1 Somma delle serie

La somma di due serie
+o0

> a, (8.1.1.7)

n=0

—+00
> by (8.1.1.8)
n=0

¢é la serie:
—+o0

> (an +by).

n=0
Se le serie (8.3.0.20) e (8.3.0.21) sono convergenti anche la somma delle
due serie sard convergente e abbiamo la relazione

+o00o +oo +oo
Zan+an:Z(an+bn)
n=0 n=0 n=0

Se le serie (8.3.0.20) e (8.3.0.21) sono a termini positivi e una delle
due serie diverge anche la somma delle serie sara divergente. Se A € R
é numero reale e la serie (8.3.0.20) converge, allora converge anche la
serie

> Aa, (8.1.1.9)

é abbiamo la relazione
jgzlkak:: A (j{:‘lk> .
k=0 k=0

8.1.2 Assoluta convergenza

Una serie é detta assolutamente convergente se converge la serie dei
valori assoluti, cioé se la serie

o
D lai
=0

converge.
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. o j] o
Lemma 8.1.2.1. Se la serie )~ |a,| e convergente allora Y | a,
e’ convergente.

Dimostrazione. Si puo usare la disequazione triangulare

m m
> al < lai
i=n i=n

in (8.2.2.16) e poi applichiamo il criterio di Cauchy. O

8.2 Ciriteri di convergenza per serie a ter-
mini positivi

Per stabilire se una serie converge o meno ¢ possibile usare dei criteri di
convergenza, che consentono spesso di stabilire velocemente il carattere
di una serie (specialmente se e‘ a termini positivi, cioé se S,, > S, per
ogni n sufficientemente grande) senza tuttavia permettere di calcolarne
effettivamente la somma.

Il metodo principale, che viene usato per dimostrare molti altri é il
criterio del confronto:

Lemma 8.2.0.1. Se

o0
D

=0

>
=0

sono due serie, tali che b; > |a;| per ognin sufficientemente grande e la
seconda serie converge, allora converge anche la prima. Inversamente,
se la prima diverge cosi fard la seconda.

Idea dell dimostrazione. Usiamo il criterio di Cauchy e la disequazione

m m m
‘Zaz‘ < Z|ai‘ < sz‘-
i=n i=n i=n
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Secondo criterio del confronto o del confronto asintotico.

Lemma 8.2.0.2. Date due serie a termini positivi

S

Se > b, € convergente e

dove ( esiste ed € finito, allora > a, € convergente. Se Y b, é diver-
gente e

lim % > 0(anche +00),

n——+o0o 0y,
allora " a, € divergente.

Il criterio del confronto asintotico é utile per far vedere che la serie
armonica generalizzata é convergente per o > 1.

Dimostrazione. Dato che

lim %:€,0§€<+oo,

n—-+o00 n

per definizione di limite di successione abbiamo che:

Ve > 0 dng : Vn > ng %—E

n

<€

se prendiamo ¢ = 1, allora abbiamo

In _y

<1
b, ’

che si pué riscrivere come
(0 —1)b, < a, < (l+1)b,
e quindi
an, < ((+1)b,.
Applicando il principio di confronto (Lemma 8.2.0.1) concludiamo

che > a, converge.
Analogamente per > b, divergente. O
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8.2.1 Ciriterio della radice e del rapporto

Altri criteri molto usati sono il criterio del rapporto e il criterio della
radice.

Una versione piu generale usa la nozione di limite superiore definito
come segue

limsup z,, :== lim (supxm) =inf{sup{zr:k>n}:n>0},

n—00 n—=00 \ m>n

Lemma 8.2.1.1 (Criterio della radice (o di Cauchy)). Consideriamo
una serie a termini non neqativi

“+oo
>
n=1

€ poniamo

lim sup V/a, = k.

n—-+00

1l carattere della serie risulta:

+o0 converge, se k < 1;
Z a, § diwerge | se k> 1;
n=1 non stabilisce il comportamento della serie, se k = 1.

Dimostrazione. Basta osservare che se

limsup V/a, =k <1

n—-+o00

allora possiamo fissare un g € (k, 1) tale che per tutti gli n maggiori di
un certo N abbastanza grande abbiamo

Vn >N, <a,<q<l.
Elevando per n si ottiene dunque:
Vn>N, a,<q"

Applicando allora il criterio del confronto fra la serie

S
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e la serie geometrica
n
21
si ha che la serie converge.
Se

limsup V/a, =k > 1

n—-4o0o

allora esiste una sottosuccessione {a,, } ed un numero naturale N tale
che per ogni k£ > N si ha

an, >1
da cui
a, > 1.

Dato che a,, > 0 non tende a 0 la serie
o
> an
n=0

diverge (vedi Corollario 8.1.0.1). O

Di nuovo abbiamo il variante per serie con termini di segno arbi-
trario.

Lemma 8.2.1.2. [Criterio della radice (o di Cauchy) senza positivitd
di a,] Consideriamo una serie

+o0

>,

n=1

€ poniamo

limsup {/|a,| = k.

n—-+o0o

1l carattere della serie risulta:

+00 converge, se k < 1;
Zan diverge o € indeterminata, se k> 1;
n=1 non stabilisce il comportamento della serie, se k = 1.
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Lemma 8.2.1.3 (Criterio del rapporto (o di d’Alembert)). Conside-
T1aMOo una serie a termini positive

—+00
>_an
n=1

tale che esista il limite

lim 2 — g (8.2.1.10)

n——+oo an,

allora la serie:

+o0 converge, se k < 1;
Z a, { diverge, se k> 1;
n=1 non stabilisce il comportamento della serie, se k = 1.

Dimostrazione. Caso (I): Se

lm 2 g

n—-+oo an,

allora possiamo fissare un numero g € (k, 1) tale che per tutti gli n
maggiori di un certo N abbastanza grande abbiamo

an+1

<g<l1
an

e usando induzione in n troviamo

~N-1
a, < q" aN+1
cosi applicando il principio di confronto e usando il fatto che la serie

geometrica
2

converge per 0 < g < 1, concludiamo che la serie data converge.
Caso (II):Si procede in modo simile e si dimostra

A > Q”’N’laNH, VYn >N
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con ) > 1. Usando il fatto che la serie geometrica

2@

diverge per () > 1, concludiamo che la serie

+o0

> an
n=0

é divergente.

Esempio 8.2.1.1. La serie armonica

> 1
§ an7 Ap = g
1

¢ tale che

. Ap+1 . n

lim L — Jim =1
n—00 n—oo M, + 1

e diverge (secondo il Problema 8.1.0.1).

Esempio 8.2.1.2. Consideriamo la serie

> 1
a’na an - 77
; n(n+1)
Usando la relazione
Ay = bn — anrlabn =
n

troviamo

147

(8.2.1.11)

Sn

:bl_anrl:l_ —1

n+1
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si ottiene che la serie Y a, converge e

> 1
2wt

Tornando al criterio del raporto possiamo vedere che

. 1
lim @ D

I due esempi 8.2.1.1 e 8.2.1.2 mostrano che nel caso

. Ap+1
lim =1
n—o0 an

possiamo avere entrabi possibilita: in alcuni casi come in Esempio
8.2.1.1 la serie diverge, in altri casi come nel Esempio 8.2.1.2 puo di-
vergere.

Se il limite in (8.2.1.15) NON esiste, dobbiamo sostituire (8.2.1.15)
con

Qn,
lim sup ok

n—-+o0o (7%

Lemma 8.2.1.4 (Criterio del rapporto (o di d’Alembert)). Conside-
TIAMOo UNa Serie a termini positivi

—+00
D>_an
n=1

¢ poniamo
a a
lim sup = = k., liminf 2 = k_ (8.2.1.12)
n——4o0o Qp, n—+oo Gy,
allora la serie:
+o0 converge, se ky < 1;
Z a, § diverge, se k_ > 1;
n=1 non stabilisce il comportamento della serie, altrimenti
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Idea della dimostrazione. Ricordiamoci Lemma 77 che afferma

4, >0e 2 5 A= (an)¥™ — A.

Qn

Possiamo usare qusta proprieta’ per vedere che il criterio del radice
implica il criterio del rapporto se possiamo dimostrare le disequiazioni

lim sup L > lim sup /ay (8.2.1.13)
n—o0 n n—o0
€
liminf 2L < liminf ¢/a, (8.2.1.14)
n—00 A, T n—oo "
Infatti sia 4
lim sup ntl Rap

n—oo a’n

allora per ogni € > 0 possiamo affermare che esiste ng, tale che

an
Rapy + ¢ > a

a’n
per n > ng e quindi

n

Ant1 aj4+1 _
= [ == < (Rapy +2)
Qnyg a;

j=no
Cosl si ottiene

apy1 < gnO(Rapo + 6)_"(1(Rapo + 5)"+1

Ch

e quindi
g < Cé/(n+1)(Rap0 +e)

Possiamo adesso dedurre che

limsup "“a,1; < limsup C’é/ (1) (Rapy +¢€) =

n—o0 n—o0
= lim COI/("H)(RapO +¢) = Rapy + ¢.
n— o0

Il numero € > 0 é arbitrario e quindi la disequazione (8.2.1.15) é di-
mostrata. In modo simile si dimostra (8.2.1.14). O
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Esempio 8.2.1.3. Possiamo costruire una serie

S

tale che
limsupa, = kT > 1

n—oo

liminfa, =k~ <1

n—roo
Infatti, sia
27" sen € pari;
ay = _ . .
" 57", sen e dispari.

Abbiamo un’altro variante del criterio del rapporto.

Lemma 8.2.1.5 (Criterio del rapporto (o di d’Alembert) senza posi-
tivita dei termini a,). Consideriamo una serie

+oo
>_an
n=1

é sia
a
lim |—| =k, (8.2.1.15)
n—-+oo an,
allora la serie:
400 converge, se k < 1;
Z a,  diverge o € indeterminata, se k> 1;
n=1 non stabilisce il comportamento della serie, se k = 1.

Problema 8.2.1.1. Sia

1/n, sen =3k keN;
a, =4 27" sen=3k+1,keN;
47 sen=3k+2keN.

Calcolare
Ap1

ki = limsup
n—oo a’n
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Apy1

k_ = liminf
n—o0 an

e vedere se si puo applicare il criterio del ravvoporto. Studiare la con-
vergenza della serie
j{:(lk.
N

Problema 8.2.1.2. Studiare la convergenza della serie ) %

Problema 8.2.1.3. Costruire una serie Y a, tale che

an+1
G,

lim =k>1

n—+00

e la serie Y a, e indeterminate.

Problema 8.2.1.4. Costruire una serie Y a, tale che

an+1

lim
n—+00

=k>1

G,

e la serie Y a, diverge.

8.2.2 Esercizi sulle serie con termini positivi

Problema 8.2.2.1. Se

[e.e]

2 an

1

¢ una serite con termini positivi e a, non tende a 0, allora la serie
diverge.

Problema 8.2.2.2. Costruire una serie con termini positivi
[ee]
>
1

tale che a, tende a 0 e la serie diverge.
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Problema 8.2.2.3. Provare che ogni serie a termini positivi e’ con-
vergente oppure divergente.

Problema 8.2.2.4. Studiare la convergenza della serie

L n¥ 48

Yo 8.2.2.16)
7 a—1)n (

n=1 nt+ 6( )

al variare del parametro a € R.

Soluzione. 11 termine dominante tra n” e e(*~Y" dipende se o é minore
oppure maggiore di 1. Il termine dominante tra n** e 8 dipende se o é
positivo e negativo. Questa osservazione ci porta allo studio di seguenti
3 casi.

Caso a) a < 0. In questo caso

n** 4+ 8 = 8+ o(1),

e
n? + e(afl)n _ Tl?(l + 0(1))
e quindi
n2a +8
7 1 ela—Dn = bu(1+0(1)),
dove

b, =8n"

Il principio di confronto ed il fatto che
P
n=1
converge implicano che la serie in (8.2.2.16) converge. Lo stesso ra-

gionamento implica la convergena per o = 0.
Caso b) 0 < a < 1. Abbiamo

n** 4+ 8 = n**(1 + o(1)),

n? + e(afl)n _ Tl?(l + 0(1))
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e quindi
n?* + 8
e el
dove
Cp = n2a77

Il principio di confronto ed il fatto che

o0
D e

n=1

153

converge implicano che la serie in (8.2.2.16) converge. Lo stesso ra-

gionamento implica la convergena per a = 1.
Caso ¢) o > 1. Abbiamo

n** +8 = n?*(1 +o(1)),

(§]
77,7 + e(afl)n — e(afl)n<1 + 0<1))
e quindi
n2a + 8
dove
dn _ n2a67(a71)n

Il principio di confronto ed il fatto che
>
n=1

converge implicano che la serie in (8.2.2.16) converge.

Problema 8.2.2.5. Studiare la convergenza della serie

5 0+3) ]

(8.2.2.17)
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Soluzione. Abbiamo lo sviluppo

2\ /" ) ) 2 1
1 “ _ 2/n*+o(1/n*) -1 “ i
< * n) ‘ N n? o n?

Cosi troviamo
1 NV x| 1—a2 2 1
—(1+=) —-=|= +S 40—
n n n n n n

ed il principio di confronto implica che la serie converge se e solo se
r=1. 0

Problema 8.2.2.6. Studiare la convergenza di
e
37 4+ n2 '

Problema 8.2.2.7. Studiare la convergenza di

Z cosn? + \/ﬁ

n

Problema 8.2.2.8. Studiare la convergenza della serie al variare di

a,b>0eceR
b n-+c
e (15)
n

Problema 8.2.2.9. Studiare la convergenza della serie a
:[(+3) -
Z 1+—) —el.
n
n=1
Problema 8.2.2.10. Dire per quali valori di o« > —1 si ha che la serie
S
“—~ n® (n+ 1)~

risulta convergente.
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Problema 8.2.2.11. Costruire due serie
D n Y bu,
1 1

tali che
‘an| > ‘bn‘a

[e.9]

>,

1

1

CONVETge, mentre

diverge.

Problema 8.2.2.12. Vedere se il criterio del rapporto si puo applicare
per la serie

=1
Zng, b, = (—1)"/n + n.

1

Problema 8.2.2.13. Studiare il comportamento della serie Y " | =
(si ricorda che nl =1.2....(n — 1).n).
Suggerimento. Usare 1'dentita’
Inn!=m2+In3+---+1Inn
ed il principio di confronto. U

Problema 8.2.2.14. Studiare il comportamento della serie

= sin(n — vn2+ 1
$° sl = VIEFT)

n=1

Problema 8.2.2.15. Studiare il comportamento della serie

i sin(n —vn? + n)

n

n=1
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Problema 8.2.2.16 (Difficolta ellevata). Studiare il comportamento

della serie
o .
Z | sinn|
-
n=1

Suggerimento.
| sin n| - sinn 1 /1  cos(2n)
n — n  2\n n '
Usare il Problema 8.3.0.10. O

8.3 Criteri di Leibniz e di Abel-Dirichlet

Si dicono serie a termini di segno alterno le serie a termini reali tali
che due termini consecutivi hanno segno opposto. Se

a, > 0Vn € N,

allora la serie
> (e
dunque a termini di segno alterno, infatti: per n pari il termine é
positivo; per n dispari il termine é negativo.
Per queste serie vale il seguente criterio di Leibniz:

Lemma 8.3.0.1. Data la serie di termini a segno alterno

o0

Z(—l)”an, a, >0,

n=0

se la successione {a,} € definitivamente positiva, decrescente e tende
a0, cioé:
ap > Ape1p > 0Vn €N,

lim a, =0
n— o0

allora si ha che:
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e la serie
o
E (—1)"an
n=0
¢ convergente ;
e le somme parziali
n
k
Sn = (—1) Q.
k=0

di ordine pari e quelle di ordine dispari sono monotone e tendono
ad

S = (—=1)kay;
k=0

e abbiamo inoltre

Questo criterio é un caso particolare del criterio di Abel - Dirichlet.

Teorema 8.3.1. (criterio di Abel - Dirichlet) Siano {b,},, una succes-
stone infinitesima e decrescente, 0ssia

Tim (b,) =0 (8.3.0.18)
e
b1 < by, per ognin € N (8.3.0.19)

e sia {a,}, una successione tale che per ognin € N : |7\ ai| < C,
con C' numero reale. Allora la serie numerica

+o0

Z(anbn>

n=1

¢ convergente.
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Idea della dimostrazione. Poniamo

n
An: E G,
k=1

abbiamo la relazione
a; = Ala ap = An - An—la

cosl possiamo scrivere

N
D anby = Aiby + (A — Ap)by+ (A3 — Ag)bs + -+ (Ay — Ay_1)by =

n=1

= Ay(by — by) + Ag(by — b3) + -+ -+ Any_1(bnv—1 — bn) + A,by.

L’idea é I'applicazione del criterio di Cauchy, per quello modifichiame
le identité sopra scegliendo 1 < M < N come segue

N
E anbn -
n=M

= (Apy—An—1) b+ (A1 —Anr) byr1 H(Anrro—Apr1) a4 - AN —An_1 )by =
= —An—100m+An (Oar—bar1)+Anri1 (Oars1—bar2)+ - - +AN_1(bnv—1—bn)+ AN,

e quindi usando l'ipotesi

1> | =|Ax| < C,
k=1

troviamo
N
5 anby
n=M

A questo punto possiamo usare I'ipotesi (8.3.0.19) e scrivere

< Clop|+Clopr—bar41|+C|brrs1—brr 2|4+ - -+Clon—1—bn|+Cbn]|.

\bar] + [oar — barga| + [bargr — byrsa| + -+ + |bv—1 — by | + by | =
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= |b| +£5M —bars1) + (barsr — barge) + -+ (bv—1 — bNZ+|bN|-

~—
=by—bn

In questo modo troviamo la stima

N
E Gp, bn
n=M

e l'ipotesi (8.3.0.18) implica

< 20|bas| + 2Cby|

<e

N
§ anbn
n=M

quando M < N sono abbastanza grandi. Applicando il criterio di

Cauchy, concludiamo che la serie

Z anby,

converge.

Per calcolare varie somme del tipo

Zsm (kxz +b), Zcos (kz +b),

ci servono le formule

Zsm a+ kd) Ssi(é)) sin (a L - 1)d)
3 40y = U s 0 2220,

Problema 8.3.0.1. Verificare (8.3.0.20) se sin(d/2) # 0.

Problema 8.3.0.2. Verificare (8.3.0.21) se sin(d/2) # 0.
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Problema 8.3.0.3. Studiare la natura della serie Y oo | SB.

n=1 n2
Problema 8.3.0.4. Studiare la convergenza della serie Y (sinn +
cosn)(z™).

oo cos(3n)
n=2 (Inn)*

Problema 8.3.0.5. Studiare il comportamento della serie
al variare di o > 0.

Problema 8.3.0.6. Studiare al variare di o« > 0 ed x € R la serie
Yoo na

Problema 8.3.0.7. Studiare la convegrenza di

Z(a" - %)

al variare di a € R.

Problema 8.3.0.8. Studiare al variare di x € R la convergenza di

Z (sn; x) .

Problema 8.3.0.9. Studiare la convergenza di
D
1+n?

Problema 8.3.0.10. Studiare il comportamento della serie

i (sinn)” (8.3.0.22)

n

n=1
Suggerimento. Usare la relazione

1-— 2
g2y — L= cos(2n)

e usando la relazione

N (sinn)? 1 (L1 1 (X cos(2n
St (o) - (o).

n=1
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verificare che la serie (8.3.0.22) diverge perche

=1
2

diverge mentre

NcosQn
> e

n=1

converge. O

Problema 8.3.0.11. Studiare il comportamento della serie

[e.e]

Z ‘ sin n‘
777/ .

n=1
Suggerimento. Usare la disequazione

|sinn| _ sin’n
>

n o n
e applicando il principio di confronto e la soluzioe del Problema 8.3.0.10,
concludere che la serie .

Z | sin n‘

n=1 n

diverge. O

8.3.1 Raggio di convergenza

Una serie di potenze
flx) = an(—0)"
n=0

converge per alcuni valori della variabile z (almeno per = = ¢ ) e pué
divergere per altri. Infatti, ponendo
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possiamo applicare il Criterio della radice (Lemma 8.2.1.2) secondo
quale dobbiamo introdulle il seguente limite superiore

lim sup /|b,(x)| = k.

n—-400

La definizione di b, (z) implica

k =limsup {/|b,(z)| = |z — ¢|limsup {/|a,|

n—-+o00 n—-+o00

11 criterio della radice ci dice che il carattere della serie risulta:

+00 converge, se k < 1;
Z b,(x) ¢ diverge o é indeterminata, se k> 1;
n=1 non stabilisce il comportamento della serie, se k = 1.

Ponendo 1

 lim SUDp, 400 A/ |G|

R

(8.3.1.23)

possiamo concludere.

Lemma 8.3.1.1. Esiste un numero R definito con (8.3.1.23) con 0 <
R < oo tale che la serie converge quando |v — ¢| < R e diverge o e
indeterminata quando |x — ¢| > R.

Questo numero R é chiamato raggio di convergenza della serie di
potenze e per ogni serie é dato dalla formula (8.3.1.23) di Cauchy-
Hadamard per il raggio di convergenza. Possiamo rescriver questa
formula come segue

R =liminf ———

)
n—oo n
|anl

Una formula meno generale ma pit semplice & la seguente (formula di

D’Alembert)!:
R = lim </|a,|

n—o0
La serie converge assolutamente per |z—c| < R su ogni sottoinsieme
compatto del intervallo z : |z — ¢| < R.
Per |z — ¢| = R non si dispone di alcun enunciato generale sulla
convergenza o meno della serie.

LQuesta formula & peré applicabile solo se il limite al secondo membro esiste.
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8.3.2 Esercizi sulle serie di potenze
Problema 8.3.2.1. a) Studiare la convergenza della serie
e
n=1 n

al variare del parametro x € R.
b) Vedere se per x = 1/2 la serie converge e se converge calcolare

o0 _1 n
> G

n=1

Soluzione a). Usando il criterio del radice troviamo per

|z
Ay = —

n
(p+1 _) |ZL‘|

n

e quindi la serie converge per |r| < 1, diverge per z < —1 e non
converge per x > 1. Per z = 1 applichiamo il criterio di Leibniz e
troviamo la serie converge. Per x = —1 abbiamo la serie armonica e
quindi diverge. O

Soluzione b). Ponendo

iy =y U

n
n=1
troviamo
o0 o0 1
/.T = — —1nx‘n:— _x'n:_
F) = =3 = = 3o =
e quindi

f(z) = —In(1+x).
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Con x = 1/2 troviamo

3 S:T)Ln — F(1/2) = —In(3/2).

Problema 8.3.2.2. a) Studiare la convergenza della serie

=

al variare del parametro r € R.
b) Vedere se per x = 1/3 la serie converge e se converge calcolare

[e] _1 n
> EE

n=1

Soluzione a). Usando il criterio del radice troviamo per

ool
n —
n

n
e quindi la serie converge per |r| < 1, diverge per z < —1 e non
converge per x > 1. Per x = 1 applichiamo il criterio di Leibniz e
troviamo la serie converge. Per x = —1 abbiamo la serie armonica e
quindi diverge. O

Soluzione b). Ponendo

flo)=>"
n=1 n
troviamo
[oe) o 1
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e quindi
f(z) = —In(1+x).

Con x = 1/3 troviamo

SO 3 = —nay3).
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