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1 Basics

Definizione 1. Una rappresentazione (finita) di un gruppo finito G & un
omomorfismo

p:G— GL(V)
dove V' & un C-spazio vettoriale di dimensione finita.

Come sinonimi di rappresentazione useremo i termini G-rappresentazione
e G-modulo.

Definizione 2. Date V e W rappresentazioni, un omomorfismo di rappre-
sentazioni tra esse ¢ un’applicazione lineare ¢ : V' — W tale che

VgeGveV o(gv) = go(v).

Se indichiamo con p; la rappresentazione su V' e con ps la rappresentazione
su W, stiamo chiedendo che ¢ o p; = py 0 .

Osservazione 1. A partire da un omomorfismo di rappresentazioni ¢ possia-
mo costruire altre rappresentazioni: Ker ¢, Im ¢, coKer ¢.

Definizione 3. Una sottorappresentazione di una G-rappresentazione V e
un sottospazio vettoriale H C V tale che

Vge G,he H gH C H.

Come sinonimi di sottorappresentazione useremo i termini sotto G-modulo
e sottomodulo.

Definizione 4. Una G-rappresentazione (non nulla) V' si dice irriducibile se
non ammette sottorappresentazioni eccetto (0) e se stessa.

Esempio 1. Consideriamo la rappresentazione S3 — GL(C?) (scriviamo S5 ~
C?) che permuta le variabili. Questa non ¢ irriducibile, infatti il sottospazio
((1,1,1)) e invariante (un sottomodulo di dimensione 1).

Teorema 1. Ogni G-rappresentazione V' si decompone come somma diretta
di rappresentazioni irriducibili.

Dimostrazione. Basta mostrare che ogni sotto G-modulo W C V ammette un
supplementare in V' che sia ancora G-invariante. Vorremo avere un prodotto
hermitiano' H(-,-) invariante per 1'azione di G; poi basta prendere come
supplementare W+ che risulta essere G-invariante, infatti:

Ywe W,ue Wt H(w,gu) = H(g  w,u) = 0= giW+ C W+

Isi intende definito positivo.
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Basics

Sia Hy(+,-) un prodotto hermitiano su V, definiamo

H(u,v) = Z Hy(gu, gv).

geG

Si vede facilmente che questo ¢ un prodotto hermitiano, ed ¢ anche G-
invariante:

VyeG H(yu,y) =Y H(gyu,gyv) = H(u,v).

geCG

U L= 0

Osservazione 2. Lo stesso teoremalper arbitrari campi a caratteristica 0 e per
campi a caratteristica finita p se p 1 o(G). (la dimostrazione pero ¢ legger-
mente diversa). Se G & un gruppo topologico compatto si puo dimostrare il
teorema di completa riducibilita allo stesso modo utilizzando come prodotto
invariante

H<".):/GHO(.")

dove 'integrale e rispetto alla misura di Haar.

1.1 Costruire nuove rappresentazioni

Siano V' e W G-moduli, a partire da questi possiamo costruire nuove rappre-
sentazioni.

(1) V@ W con I'azione definita da g(v ® w) = gv ® gw. Non é detto che se
V' e W sono irriducibili anche V ® W lo sia (vedere 1'esempio 6).

(2) Anche V* ha una naturale struttura di G-modulo; sia ¢ € V* definiamo

gev) = (g~ 'v) YweV

Il motivo di questa definizione e che ’azione su V* mantiene il pairing.
Consideriamo la mappa (-,-) : V* x V — C definita da (p,v) = ¢(v),
con l'azione definita abbiamo che per ogni g € G,v € V,po € V* vale
(g, gv) = (p,v). Se indichiamo con p : G — GL(V) la rappresentazione
suV e con p*: G — GL(V*) quella su V*, abbiamo che p*(g) = p(g~)*
¢ Iapplicazione trasposta di p(g~!).

————

k .. A_CB.((UNTA‘
(3) A"V con l'azione definita da g(vy A -+ Awvg) = guy A -+ A gug.

(4) Sym*(V) con l'azione definita da g(v; - --vx) = (gui¥--- (gup).
1 *
<P e <A, f(co)wy
N\
< v, ()qu) %



* g
(9, w )= Ot (b(wr):kf(v)w

X
( Z ‘f ) B\X/) o C’ostrmre nuove mppresentazzom

oYk pb(d) - ?(v) o«

5) Hom(V, W) con l'azione (g9)(v) = ¢g¥(g'v). Osserviamo che questa
()

definizione e obbligata, infatti _ N
46 v ) v
Hom(V, W) = V* ® W.

e questa € 'unica azione che rispetta questo isomorfismo (esercizio: di-

mostrarlo). lolbvﬁ T?’\{L a’P(\/‘ e 5 &@1 )

Esempio 2 (Non sempre vale il teorema di completa riducibilita). Conside-
riamo la rappresentazione p : (R, +) — GL(2,C) definita da: = 2 Lf(a‘ nr‘) X/

= (o1) =™ lgw

W = ((1,0)) ¢ invariante, quindi la rappresentazione non ¢ irriducibile. Ma
se esistesse un sottospazio invariante V' C C2 tale che C?> = W @ V questo
sarebbe un autospazio per ogni p(t) (perché ha dimensione 1) e p(t) sarebbe
diagonalizzabile e questo non & possibile perché p(1) & in forma di Jordan
non diagonale.

Teorema 2 (Lemma di Schur). Sia ¢ : V' — W un omomorfismo di G-moduli
irriducibili. Allora

(1) ¢ =0 oppure ¢ un isomorfismo,

(2) Se V=W, allora ¢ = Xid con A € C.

Dimostrazione. (1) Ker¢ & un sotto G-modulo di V; se Kerp = V allora
@ = 0, altrimenti Ker p = 0 e ¢ ¢ iniettiva. In questo caso Imp # (0) &
un sotto G-modulo di W e quindi Im ¢ = W.

(2) Sia A un autovalore di ¢, allora ¢ — Xid ¢ una mappa di G-moduli e
Ker (p — Xid) # (0) = ¢ = \id.
O

Esempio 3 (Rappresentazioni di gruppi abeliani finiti). Sia G un gruppo
abeliano finito, V' una G-rappresentazione irriducibile. Per ogni h € G la
mappa h- : V. — V (moltiplicazione per h) & un morfismo di G-moduli
(perché il gruppo & abeliano). Per il lemma di Schur h- = \id e quindi ogni
sottospazio di V' & invariante. Per irriducibilita si ha dimV = 1.

Riassumendo, una rappresentazione V' di un gruppo abeliano finito G ¢
irriducibile se e solo se dimV = 1.

Conoscere le rappresentazioni dei gruppi abeliani e utile perché data una
rappresentazione G ~ V' possiamo studiare la rappresentazione Z(G) —
G ~ V del centro di G su V.

(lwuw% fQUA,}m 7,};}% /
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1.2 Questioni di unicita
Corollario 3 (Del lemma di Schur). Sia V' una G-rappresentazione, e
V=Vo . oV ke ok,

una sua decomposizione in fattori irriducibili. Allora sono univocamente
determinati i fattori V;, i k; e i sottospazi V;@ki (quest’ultimi si chiamano
componenti isoiopiche).

Dimostrazione. Siano V = VP @ ... @ V& = WP ¢ ... @ WP due
decomposizioni in fattori irriducibili_minimali. Consideriamo la mappa di
G-moduli id : V — V da cui otteniamo

V1<_>V1@’ﬂ_>vﬁv_>wj®tf_>m

che ¢ mappa di G-moduli. Se V; 2 W, per il lemma di Schur la mappa e
nulla, ma Kerid = (0) e quindi per qualche j la mappa ¢ # 0 e, sempre per
Schur, & un isomorfismo. Supponiamo senza perdere di generalita che sia
j = 1. Abbiamo quindi V; & W;. Per il lemma di Schur e per la minimalita

delle decomposizioni deve essere V;7% C W (e viceversa). [

Esempio 4. G ~ R? con l'azione banale; allora R?> = B ® B dove B ¢ la
rappresentazione banale di G di dimensione 1. Il singolo B C R? non &
univocamente determinato.

Esempio 5. Cerchiamo le rappresentazioni irriducibili di S3; possiamo imme-
diatamente costruire due rappresentazioni di dimensione 1:

(1) Quella banale ov = v Vo € S5 con V = (v). Questa la indichiamo con
LIT1

(2) La rappresentazione segno ov = sgn(o)v con V' = (v) che si indica con

Consideriamo invece la rappresentazione S3 ~ C? che permuta le coordinate
(rappresentazione di permutazione). Sappiamo gia che contiene una copia
della rappresentazione banale; C* = ((1,1,1)) @ Ker (21 +z2+x3). Il secondo
fattore e Ss-invariante, vediamo che e irriducibile Una base per Ker (1 +
x9 + x3) ¢ data da {a,(} con a = (1,—1,0) e § = (0,1,—1). Abbiamo
(1,2)a = —a, (1,2)=a+ 4, (1,2, = —ﬁ (1,2,3)6 = —a — (. Percio
rispetto a questa base (1,2) e (1,2,3) sono rappresentate, rispettivamente,

3)
dalle matrici ) .
(o) (5 o)



W
Ead (q-/)b —C\*‘O> € A/V\w\m\t ¢ L #0
/ ‘ b‘ﬁo
SN Cb/q/v%—b>ew oMo
M(v. (D/ C)'_C) GD(/

Un sottospazio invariante (nel nostro caso di dimensione 1) deve essere au- Ay
tospazio di entrambe le matrici. Ma gli autospazi della prima sono ((1,0)) e

((1,2)) che non lo sono per la seconda. (C’\J 0, —Ol,>6/ l/\/
0

Percio Ker (x1 + x5 + x3) € irriducibile, questa rappresentazione si indica w
con Bj e si chiama rappresentazione standard di Ss. U(/__ I/\\M te
FEsercizio 1. Verificare che [117, E e Bj sono tutte le rappresentazioni
irriducibili di S5.
Osservazione 3. Se V' e W sono G-rappresentazioni, allora anche Hom(V, W)
¢ una G-rappresentazione. Ma Hom(V, W) contiene i morfismi di G-moduli

Homg (V, W). Si verifica immediatamente che >

NOTA LD VE
Hom(V, WAC )= Homg (V, W).

Questo ci dice che anche trovare le sottorappresentazioni banali (ad esempio
di V*® W) puo essere una buona cosa.

Esempio 6. Vogliamo spezzare Hj@)Bj in rappresentazioni irriducibili. Bj@)

Hj ha dimensione 4; con le notazioni dell’esempio 5 abbiamo che Hj = (a, ).
Vediamo come agisce (1, 2):

(172)(a®a):a®a’ (1’2)(0‘@5):_(05@0‘)_(@@5)7
(L2)(foa)=-(a®a) - (B®a), (1,2)(B00F)=(a+p)® (a+f).

Cerchiamo sottospazi invarianti di dimensione 1:
(,2)(a®@f—-0®a)=—(a® - R a).

Quindi abbiamo un candidato rappresentazione segno e lo e, infatti:
(1,2,3)(a®@f-0®a)=a® - a.

Per esercizio si puo trovare [T 11 imponendo che
ala®@a) +bla® ) +c(f®a)+d(B®F)

rimanga fisso. In questo modo si vede anche che e I'unica sottorappresenta-
zione banale (e lo stesso si puo fare per la segno), quindi deve necessariamente
essere

® Djj@@@ |
Zt{);k() s A N 8Lp<ﬁ’1"r):\f<\r) o -
Ar) oo
Mz e g et () 17 =™
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2 Teoria dei Caratteri

L’idea alla base della teoria dei caratteri e di ricostruire una rappresentazione
conoscendo gli autovalori di p(g) per ogni g € G.

Definizione 5. Sia V una G-rappresentazione, il carattere yy, di V e la
funzione
v:G—=C, gw—trg

Osservazione 4. xy € costante sulle classi di coniugio; in particolare xy (e) =
dim V.

Teorema 4. Siano V' e W due G-rappresentazioni, allora:

(1) xvew = xv + xw,

2) Xvew = XvXW,

(2)
(3) Xv* = XV>
(4) XA2 2y (g) = % (xv(9)* —xv(g%), Vg € G.

Dimostrazione. (1) In una base opportuna ogni p(g) e rappresentato da una
matrice a blocchi e il risultato segue immediatamente.

(2) Si scrive una base opportuna di V ® W e si fanno i conti (p(g) viene
rappresentato dal prodotto tensore di matrici).

(3) Sep: G — GL(V) é lazione di G su V e p* : G — GL(V*) ¢ quella su
V*, sappiamo che p*(g) = p(g~!)*. Osserviamo che se g € G e n = o(g),
allora p(¢g™) = p(e) = id e quindi se A € sp (p(g)) allora A" € sp (id) —
A" =1 e gli autovalori di p(g) sono radici n-esime dell’unita.

Ora sp (p(g71)*) =sp(p(g7)) ={ "' : X €sp(p(g))} ed utilizzando il
fatto che gli autovalori di p(g) sono radici dell’unita abbiamo:

xvelg) =trp(g™) = D> At= > X= > A=xvly

Xesp (p(g)) esp (p(9)) esp (p(9))

(4) Scrivendo le matrici rispetto alla base {v; Av; : ¢ < j} si scopre che gli
autovalori di ppzy-(g) sono {AiA;} dove i A; sono gli autovalori di p(g) e

quindi
v (9) = 3N = <(Z>\i>2—2)\f).

1<j



-{_ /l Tabelle dei caratteri

(1,2) (1,2,3)

Q) 1

£ o2 o 1

Tabella 1: Tabella dei caratteri di S;

&
[

i

[T 1]
—_
|
—_
—_

Osservazione 5. Le prime due proprieta ci dicono che i caratteri formano un
anello (prodotto e somma di caratteri sono ancora caratteri).

Esercizio 2. Calcolare xgy,,2y [sugg: V @V = A’V @ Sym?V].

Rappresentazione di permutazione Se GG agisce su un insieme X, defi-
niamo V' = spanc(v, : z € X). G ~V con gv, = vg,. Le rappresentazioni
cosli ottenute si chiamano rappresentazioni di permutazione. Se g € G la ma-
trice che rappresenta p(g) rispetto alla base {v,,,...,v,,} ¢ una matrice di
permutazione (ogni colonna ha un solo 1 e tutti zeri) e quindi la sua traccia
¢ il numero di elementi lasciati fissi da g nell’insieme X.

2.1 Tabelle dei caratteri

Una tabella dei caratter: € una tabella che contiene tutte le rappresentazioni
irriducibili di un gruppo e i loro caratteri. Le colonne sono indicizzate con
le classi di coniugio del gruppo e le righe con le rappresentazioni irriducibi-
li; ovviamente le entrate della tabella contengono i caratteri delle classi di
coniugio sulle colonne nelle rappresentazioni sulle righe.

Esempio 7 (Tabella dei caratteri di S3). La tabella 1 mostra la tabella dei
caratteri di S3. xy(e) = dimV e questo determina la prima colonna, la
rappresentazione banale agisce sempre come l'identita su C e quindi la prima
riga € composta da soli 1. La seconda riga e la rappresentazione segno, quindi
ogni elemento agisce come 'identita o come il suo opposto a seconda del segno
della classe di coniugio. Percio la seconda riga contiene i segni delle classi di
coniugio. Per calcolare la terza riga osserviamo che

c =~ [T o

dove C3 ¢ la rappresentazione di permutazione, ed usiamo la formula ycs =
AT Quindi 1= xeo(1,2) = xero(h 2)4x(1, D) = (1, 2) =

9



Teoria dei Caratteri

(l2) = 0 e 0 = xer(1.2,3) = xrm(1,2:3) + xpa(1.2,3) = 1+
x(1,2,3) = x(1,2.8) = 1

Osservazione 6. 1 tre vettori riga nella tabella 1 sono linearmente indipen-
denti. Questo e un fatto generale e puo essere utilizzato nel seguente modo:
ogni rappresentazione si decompone come somma diretta di rappresentazioni
irriducibili, utilizzando il teorema 4 possiamo scrivere il carattere di questa
rappresentazione come combinazione lineare dei caratteri delle rappresen-
tazioni irriducibili dove i coefficienti sono le molteplicita; per indipendenza
lineare dei caratteri questa combinazione € unica.

Percio, data una rappresentazione, si puo scrivere il carattere di essa come
combinazione lineare dei caratteri delle rappresentazioni irriducibili e questo
ci dice come si decompone la rappresentazione. In questo senso conoscere il
carattere di una rappresentazione equivale a conoscere la rappresentazione.

Esempio 8. Possiamo ottenere la decomposizione Bj ® Bj == Bj @11 @@
con i caratteri. Infatti x = y2 che corrisponde al vettore (4,0,1) =
PP = r 0D

(1,1,1)+ (1,—1,1) + (2,0,1) e quindi XBI@BI = XBj + X117+ X@-

2.2 Prima formula di proiezione

Sia G ~ V, fissato g € G p(g) : V — V in generale non ¢ una mappa di
G-moduli. Definiamo

1
@:TC;)QEZGP(Q):V—’V

che ¢ una mappa di G-moduli (cioe Yh € G,v € V : hp(v) = ¢(hv)).
Teorema 5. ¢ ¢ una proiezione V — V&, dove

Ve={veV: gv=uvVYgeGqG}
V@ & costituito da tutte le copie della rappresentazione banale in V.

Dimostrazione. B chiaro che pye = id. Siano h € G,v € V allora

1 1
ho(v) = h (m QEZGQU> e QZ(hg)U = ¢(v).
Quindi Im ¢ = V¢, O

10



Prima formula di proiezione

Oradim V% =trp = ﬁ deG xv(9), questa si chiama formula di proie-
zione. Siano V' e W due G-rappresentazioni, sappiamo che anche Hom(V, W)
¢ una G-rappresentazione, dove se ¥ : V.— W (g0)(v) = g¥(g~'v). Sappia-
mo anche che Hom(V, W)G = Homg(V, W), da questo otteniamo:

dim Homg (V, W) Z XHom(V,w) (g Z Xvew (g

—G) ;XV—@XW(Q)

Dove abbiamo usato Hom(V, W) = V* ® W come G-rappresentazioni. Ab-
biamo quindi ottenuto la formula

Z xv(9)xw(g) = dim Homg(V, W).

Definizione 6. Definiamo la C-algebra delle funzioni di classe come
Ceasse(G) ={f : G — C: f & costante sulle classi di coniugio di G}.
Su Ceasse(G) mettiamo il prodotto hermitiano

1 _
(o, B) = oG > alg)B(g).

geG

In particolare i caratteri delle G-rappresentazioni sono funzioni di classe.

Teorema 6. I caratteri delle rappresentazioni irriductbilt sono ortonormali
rispetto a (-, -).

Dimostrazione. Per il lemma di Schur dim Homg(V, W) = 0se V 2 W e
dim Homg(V,W) = 1se V= W, quest’ultima viene dal fatto che V=W =
Homg(V, W) = Homg(V, V) = {Xid : A € C}. Percio

1 seVEW
(xv, xw) Z xv(9)xw(g) = dim Homg (V, W) = { 0 altrimenti

[

Corollario 7. I caratteri delle rappresentazioni irriducibili sono linearmente
indipendenti.

11
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Corollario 8. Il numero delle rappresentazioni irriducibili di un gruppo G
e < dimg Cjasse(G) = numero di classi di coniugio di G.

L’ultima affermazione si verifica osservando che una base di Cpagse(G) €
data dalle funzioni che valgono 1 su di una classe di coniugio e 0 altrove. In
questo modo possiamo dimostrare che nell’esempio 5 abbiamo trovato tutte
le rappresentazioni irriducibili.

Corollario 9. Ogni G-rappresentazione e univocamente determinata dal suo
carattere.

2.3 L’algebra di gruppo

Mostriamo ora che conoscendo tutte le rappresentazioni irriducibili di un
gruppo tranne una si puo ricostruire 'ultima. Definiamo la C-algebra CG
che ha come spazio vettoriale sottostante

EBgEG’Cg

e come prodotto

<Z aigi> (Z ijj) = aibj(g:9;).

In particolare dim¢ CG = o(G) e CG ¢ un G-modulo con 'azione data dalla
moltiplicazione a sinistra.

Osservazione 7. Come G-modulo CG non ¢ irriducibile! Lfatti > gec 9 €CG
e lasciato fisso da ogni elemento di G.

La rappresentazione di G su CG si chiama rappresentazione regolare di G
ed € una rappresentazione di permutazione. Percio tr g = xcg(g) = numero
di elementi di G fissati dalla moltiplicazione a sinistra per g; in particolare:

xealg) = { S(G) o z iZ

Scriviamo xcg = a1xv, + - + anxy,, dove Vi, ..., V, sono le rappresen-
tazioni irriducibili (non isomorfe) di G, allora per ortonormalita dei caratteri

a; = (xca, Xv;,) = TlG) hez;;XCG(h)Xw(h) = O(E)Xcg(e)xyj(e) = dim Vj.

Percid xce = Y, dim V;xy, e la rappresentazione regolare contiene tutte
le rappresentazioni irriducibili di G, ognuna con molteplicita pari alla sua
dimensione.

12



L’algebra di gruppo

Seooe (1,2) (1,2,3) (1,2,3,4) (1,2)(3,4)
o 1 1 1 1 1
E 1 -1 1 1 1
S 3 0 1 1
ﬁj 1 0 1
i 0 1 0 2

Tabella 2: Tabella dei caratteri di Sy

Teorema 10. _
CG — @‘/;@dlmvi

Dove la somma ¢ su tutte le rappresentazioni irriducibili V; (non isomorfe)
di G.

Ne segue che se conosciamo tutte le rappresentazioni irriducibili di G
eccetto una possiamo ricavare I'ultima (perché conosciamo il carattere xcg).

Corollario 11.
o(G) = (dimV;)*.

Dove la somma ¢ su tutte le rappresentazioni irriducibili V; (non isomorfe)

di G.

Esempio 9 (Tabella dei caratteri di S;). La tabella 2 mostra la tabella dei
caratteri di S;. S4 ha 5 classi di coniugio, quindi ci sono al pitt 5 rappresen-
tazioni irriducibili. Inanzitutto abbiamo la banale [TT17J che agisce sempre
come l'identita su C e quindi la riga corrispondente contiene solo 1 e la segno
che agisce su C come il segno della classe di coniugio.

Come nel caso di S3 abbiamo

C4:Djj:|@Ker(x1+x2+x3+x4).

Vogliamo vedere se W = Ker (x;+z2+x3+1x4) ¢ irriducibile, basta controllare
che sia (xw, xw) = 1. Infatti se non fosse irriducibile avremmo W = @V, %
e (xw,xw) = >_ k? > 1. Utilizzando il fatto che x = xcs+ — X717 vediamo
che yw corrisponde al vettore (3,1,0,—1,—1) e che

(Xw, Xw) =51 Z xw (g (32+12 (;L) +0? (3) 2+(—1)%31+(-1)%3) = 1.

gelG
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Teoria dei Caratteri

Percio W e irriducibile, questa si chiama rappresentazione standard di Sy e

si indica con .

Un’altra rappresentazione si ottiene considerando

W, = ® “

che ¢ irriducibile perché per ogni ¢ € G xw,(9)?> = xw(g)?>. Questa la

indichiamo con ﬁj e la riga corrispondente ad essa si ottiene moltiplicando
la riga relativa alla segno con quella relativa alla standard.

Manca una rappresentazione irriducibile. Infatti sappiamo che 24 =
0(Sy) = > (dimV;)? ed abbiamo gia trovato 4 rappresentazioni irriducibi-
li, percio dobbiamo cercarne una di dimensione 2. Di questa conosciamo
gia il carattere, perché ycg = > dim V;xy; (e quindi otteniamo 1'ultima riga
della tabella). Vogliamo pero esibire questa rappresentazione concretamen-
te. Osserviamo che ((1,2)(3,4))? = e e quindi gli autovalori di (1,2)(3,4)
appartengono a {—1,1}, ma tr(1,2)(3,4) = 2 = (1,2)(3,4) agisce come l'i-
dentita. Lo stesso vale per tutta la sua classe di coniugio e quindi anche per
il sottogruppo di Klein

H={e,(1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}.

Percio l'azione S; — GL(V) passa al quoziente e definisce Sy/H = S3 —
GL(V), ma sappiamo che ¢’¢ una sola rappresentazione irriducibile di S3

di dimensione 2: . Percio la nostra rappresentazione si ottiene come
Sis— S3 Bj, questa la indichiamo con Bﬂ

Esercizio 3. Trovare le rappresentazioni irriducibili di A4 e scrivere la tabella
dei caratteri.

FEsercizio 4. Sy agisce sul cubo (permutando le diagonali). Decomporre in
irriducibili I’azione di Sy sulle facce del cubo e quella sui vertici (sono tutte
rappresentazioni di permutazione).

2.4 Funzioni di classe

Siano V' e W G-rappresentazioni e ¢ : V' — W mappa C-lineare, sappiamo
che

Zgﬁ:V—ﬂ/V

geG
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Funzioni di classe

e una mappa di G-moduli. In particolare ¢ = ﬁ deGg :V — V & una
mappa di G-moduli. Generalizzando, data una funzione @ : G — C possiamo

costruire la mappa C-lineare

1
Po = o(G) Za<g)g V=V

geG

e ci chiediamo per quali « ¢, sia una mappa di G-moduli.

Teorema 12. Sia a : G — C funzione, V un G-moduloe ¢,y = ﬁ > gec (9)g
V — V. Allora ¢, v e G-lineare per ogni G-rappresentazione V' se e solo se
a € Cclasse(C;)-

Dimostrazione. Siav € V, h € G. Allora
Spa,V(hU) = hgpa,V(U) g h_lgpa,V(hv) = Qpa,V(U) g
1

—1 1 . 1
o) Za(9)<h gh)(v) = oG Zoz(hgh )g(v) = ) Za(g)g(v).

geG geG geq

Percio o € Classe(G) = o,y € Endg(V). Per il viceversa supponiamo che
sia @ ¢ Celasse(G) = 3,7 € G tali che a(ﬁgﬁ_l) # (7). Dobbiamo trovare
una G—rappresentazwne Vv tale che v, v ¢ Endg(V) m

sobtonepPRen uibeﬂﬂﬁiéﬁlia%erpossmmo porre V = CG

E_lwa,cg(ﬁ€) = ﬁ Z a(ﬁgﬁ_l)g

e pacale) = Eiltpmg(ﬁe) =
> (a(hgh™) — alg))g = 0.

geG
Ma {g : g € G} ¢ una C-base di CG e quindi per ogni g € G a(ﬁgﬁ_l) —
a(g) = 0. In particolare a(ﬁgjﬁfl) = «a(g) contro le ipotesi. O

Teorema 13. I caratteri xy (con V' che varia tra le rappresentazioni ir-
riducibili di G a meno di isomorfismo) formano una base ortonormale di

(Cclasse<G) .

Dimostrazione. Basta dire che generano (sappiamo gia che sono ortonor-
mali). Supponiamo di avere a € Case(G) tale che (a,xy) = 0 VV G-
rappresentazione irriducibile. Vogliamo dimostrare che e = 0. Consideriamo

15



Teoria dei Caratteri

©a,v, per il lemma di Schur ¢, = Aid e passando alle tracce abbiamo che
AdimV = trp, v, ora

1 1

trpav = S QGZGQ<9)XV(9) = A= Tnve @ gEZGa(g)xV(g) =
mz a(g)xv(g) = WZ@XV*@) = ﬁ(@&v*) = 0.

geG geG

Perché a € ortogonale a tutti i caratteri delle G-rappresentazioni. Comunque
si puo anche dimostrare che V' e irriducibile se e solo se V* ¢ irriducibile,
infatti (xv+, xv+) = (xv, xv) = 1.

Concludendo A = 0 = ¢,y = 0 per ogni G-rappresentazione V' e quindi
(si vede usando, come nel teorema precedente, V= CG) o = 0. O

Corollario 14. Le rappresentazioni irriducibili di G (a meno di isomorfismo)
sono quante le classi di coniugio di G.

Possiamo definire Rapp(G) come lo Z-modulo libero sulle rappresentazio-
ni irriducibili (al solito, a meno di isomorfismo) di G (quindi un elemento di
Rapp(G) ¢ della forma ) a;V;). Questo ¢ un anello con il prodotto indotto
da
ViV =Vie V=Y aV

dove l'uguaglianza a destra e la decomposizione in irriducibili. Abbiamo
quindi definito una mappa

X - Rapp(G) - (Cclasse(G>
doaiVi— Y aixy,

che sappiamo gia essere iniettiva (per ortonormalita dei caratteri). Inoltre
per il teorema precedente y induce un isomorfismo

Rapp(G) Kz C= (Cclasse(G)'

Esempio 10 (Tabella dei caratteri di A4). La tabella 3 mostra la tabella dei
caratteri di A4. In generale se una classe di coniugio in S, ¢ individuata da
una struttura ciclica Iy > Il > --- > i (cioé prodotto di cicli disgiunti di
lunghezza [;), allora se gli [; sono tutti distinti (si intende che gli elementi
fissati sono cicli di lunghezza 1, quindi c¢’¢ al pit un elemento fissato) e
tutti dispart la classe di coniugio si spezza in A,, in due classi della stessa
cardinalita, altrimenti la classe di coniugio in A,, coincide con quella in .S,,.
Cominciamo a cercare rappresentazioni irriducibili di A4, sia H C Ay
il sottogruppo di Klein (come nell’esempio 9). La proiezione al quoziente
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Funzioni di classe

A e (1,2,3) (1,3,2) (1,2)(3,4)
id 1 1 1 1
Gd 1 ¢ 2 1
id 1 (2 ¢ 1
W 3 0 0 1

Tabella 3: Tabella dei caratteri di Ay

Ay — Ay/H = Z/37Z ci permette di trovare delle rappresentazioni di A, a
partire da quelle di Z/3Z e queste sono irriducibili se e solo se lo sono come
rappresentazioni di Z/3Z. Le rappresentazioni irriducibili di Z/37Z sono 3
(quante le classi di coniugio) e se Z/3Z = C3 = (x) sono date da

C3 — GL(C)

x— (Jid

dove ( € C e radice terza primitiva dell'unita. Per 7 = 0 si ottiene la
rappresentazione banale (sia di Z/37Z che di A4) che riempira la prima riga
della tabella. Per j = 1,2 la classe di coniugio (1,2)(3,4) agisce sempre come
I'identita e quindi il suo carattere sara 1; mentre la classe (1,2, 3) agisce come
r e quindi il suo carattere sara (7 e (1,3,2) = (1,2,3)? ha come carattere

¢*.

Manca una rappresentazione irriducibile W (A4 ha 4 classi di coniugio).
Sappiamo che o(A4) = 12 = 12+ 12 4+ 12 4+ (dimW)? = dimW = 3 e se
g€ Ay e g#eallora) dimVyxy(g) =0 e cosi riempiamo 'ultima riga.

Nell’esempio precedente abbiamo la situazione Ay — Sy ~ V e questo ci
permette di trovare una rappresentazione A, ~ V' che chiamiamo restrizione
di V' ed indichiamo con Resf{i (V). Non e detto che la restrizione di una
rappresentazione irriducibile sia irriducibile. Nel nostro esempio

Res3\ (11 = id
Resi‘f4 E =1d
Resi H1 =W

Resf =W
Res% [ = ¢id & ¢*id

Infatti il carattere di in S, corrisponde al vettore (3,1,0,—1, —1) che in
A, diventa (cancellando le classi di coniugio dispari e sdoppiando quelle che
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si spezzano) (3,0,0,—1), la stessa cosa succede con @j Invece il carattere
di H} corrisponde al vettore (2,—1,—1,2) = (1,¢, (3, 1) + (1,(3,¢, 1).

In generale se H C G e sottogruppo e V & una G-rappresentazione
possiamo costruire la H-rappresentazione Resgv.

2.5 Rappresentazione indotta

Sia W una H-rappresentazione, vogliamo costruire “in modo universale” una
G-rappresentazione V con W C V e tale che W sia H-invariante in V. Sia g,,
al variare di o tra le classi laterali di H in GG, un rappresentante della classe
o (cosi G = U,g,H). Potrebbe succedere che V = @&,g,W, in questo caso
avremmo per ogni g € G gg, = g:h con h € W e g(g,W) = g.(hW) = g, W.
Quindi 'azione di G' permuta le componenti g, coerentemente con ’azione
di G sulle classi laterali di H in . Osserviamo che il sottospazio g,W non
dipende dal rappresentante scelto, infatti (g,h)W = g,(hW) = g,W. Segue
che se V' si decompone in questo modo a partire dall’azione di G sulle classi
laterali di H e dall’azione di H su W possiamo ricostruire 1’azione di G su
V. Inoltre abbiamo dim V' = ig(H ) dim W.

Definizione 7. Data una H-rappresentazione W ed una G-rappresentazione
V', si dice che V' ¢ indotta da W se

V =&,9,W

dove o varia tra le classi laterali di H in G e g, € un rappresentante di o. In
questo caso si scrive V = Ind% V.
La rappresentazione Indi e unica a meno di isomorfismo.

Esempio 11. Sia W = (w) la rappresentazione banale di H, allora la rappre-
sentazione di permutazione associata all’azione di G sulle classi laterali di H
in G ¢ indotta da W. Infatti V = @g,W e gg,w = g.(hw) = g,w.

Esercizio 5. La rappresentazione regolare CG e Ind%@@ LH= f.Q;

In ogni caso abbiamo sempre un modo per costruire una rappresentazione
indotta. Poniamo V = @,W?, dove W? e una copia di W, e definiamo
I’azione di G’ come

g€ G g9, = gehyuw” € W = gu? = (hw)'.
Si verifica che 'azione ¢ ben definita (esercizio).

Teorema 15 (Frobenius). Sia W una rappresentazione di H C G ed U una
G-rappresentazione, allora ogni omomorfismo ¢ : W — Reng di H-moduli
si estende in modo unico ad un omomorfismo di G-moduli ¢ : IndGW — U.

18



Rappresentazione indotta

In altre parole Homy (W, Res$U) 22 Homg (Ind$ W, U). Con il linguaggio
delle categorie questo significa che il funtore Indg e aggiunto sinistro del
funtore ResY;.

Corollario 16.
(XIndeW7 xv)e = (xw, XReng)H

Dimostrazione. Osservando che Ind$ (W, @ Wy) = Ind§ W, @ Ind$ W, (e la-
nalogo sulle restrizioni) ci si riconduce ad U e W irriducibili. Se Ind$W =
++-@U"&: -+ (decomposizione in irriducibili) allora (xp,agw: Xv)a = (Xu=, Xv)e =

n ¢ il numero di copie di U che ci sono in Indi. Ora per il lemma di Schur
dim Homg (Ind$W, U) = dim Homg(U?,U) = dimHomg(U,U)" = n =
(Xmagw- Xv)e € allo stesso modo (Xw, Xpesg)n = dim Homy (W, Res%U)
e si conclude osservando che Homy (W, Res$U) = Homg (Ind$ W, U). O

FEsercizio 6. Dimostrare che Indgggj = oHe @j (si usa Frobenius).

Dimostriamo il teorema di reciprocita di Frobenius.

20/03/09

Dimostrazione. Sappiamo che, in generale, Indi = &,W? dove o varia
tra le classi laterali di H in G e W7 & la copia di W corrispondente a o.
Comunque, sapendo gia che Indi esiste ed € unica a meno di isomorfismo,
possiamo scrivere

IndGW = @,9,W

dove g, € un rappresentante di o. Sia ¢ : W — U mappa di H-moduli, vo-
gliamo estenderla ad una mappa di G-moduli ¢ : Indi — U; chiaramente
@ deve verificare w € W = @(w) = p(w) e

@(gouﬁ ::gU@<u» ::ga@(ug'
Questa ultima formula non dipende dal rappresentante scelto g,, infatti

2((goh)w) = gop(hw) = gyhe(w). Quindi possiamo sceglierla come defi-
nizione di ¢ ed e facilmente una mappa di G-moduli. ]

Esercizio 7. Calcolare Indgggj.
Dimostrazione. In carattere di Bj e (2,0,1), per il corollario 16 abbiamo
(Xlndgggl X(TTT)s: = (XHJ X11)ss =0

(Xlndgggj, XHjj)s4 = (XBJ XResgggﬂ)SS
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Ora il carattere di Hjj ¢ (3,1,0,—1,—1) e quindi il carattere di Resgggjj
& (3,1,0) = Res = 111 & Hj Percio , = 1;
( ) S?E (XIndggﬂj XBjj)s4

continuando cosi si scopre che
P - e F o P
m

FEsercizio 8. Se C' ¢ una classe di coniugio di G tale che C'N H si spezza in
classi di coniugio Dq,...,D, di H, allora

i=1

dove con Xlndi(C’) si intende il carattere valutato su di un qualunque
elemento di C.

Dimostrazione. Scriviamo come prima Indi = B,9,W esia g € G con
99 = g-h. g e rappresentato da una matrice a blocchi e quindi g,W con-
tribuisce alla traccia se e solo se ¢ = 7, cio¢ se e solo se g;'gg, = h € H.
In questo caso g agisce su g,W come h agisce W, percio vale la seguente
formula

Xmasw(9) = Y xwlg5'990).

o:go=0

Ci chiediamo ora quanti sono i ¥ € G tali che 97g¥ € D;:
{9e€G: 9 g9 €D} =Upep{d €G:9 " gd =g}

Ora v lgy =g = 771gr & 977! € C(g) (dove C(g) ¢ il centralizzatore di g
in @), quindi |[{¥ € G:97'gd = g;}| = 0o(C(g)) e {¥ € G: 97 g9 € D;}| =
o(C(9))|Dil.

Consideriamo un tale ¥ ed un h € H, allora (9h) " tg(Vh) = h= (9 tgd)h €
D; quindi questa proprieta vale per tutta la classe laterale 9H. Percio nella
formula precedente il numero di volte in cui g, 'gg, € D; &

o(C(g)|Di| _ o(G)| D]
o(H) |Clo(H)

da cui abbiamo

Xlndgw(g) = Z %XW(DJ

20



Corollario 17. Se W ¢ la rappresentazione banale
[Dil _ o(G)ICNH|
Hnity Z |0\ o(H)[C]

Esercizio 9. (1) Se H < K < G, IndGW = Ind% (Indj;W).

(2) Se U ¢ un G-modulo e W ¢ un H-modulo (con H < G), allora U ®
Ind%W 2 Ind% (ResGU®W) (con l'isomorfismo u®g,w — g (g5 u@w)).

a2

Corollario 18. Se W ¢ la rappresentazione banale, allora U ® Indf[W =
Ind% (ResGU).

3 Esempi ed esercizi

Esercizio 10. Sia W la rappresentazione standard di S; con d > 3; dimostrare
che Sym?W non & mai irriducibile (al contrario A" W & sempre irriducibile).

Dimostrazione. Scriviamo C? = W @ U dove U ¢ la rappresentazione ba-
nale; Sym?C? = Sym*W + W + U. Se C? ha una base {vi,...,v4} allora
Sym*C? = Clvy, ..., v4]2 & lo spazio dei polinomi omogenei di secondo grado
nelle variabili vy, ..., vq ed Sy agisce su Sym?C? permutando le variabili. 11
polinomio v} + - - - +v32 ¢ lasciato fisso da Sy e quindi (v} +---+v32) 2 U, allo
stesso modo il polinomio vy + viv3 + - - - +v;v; + - - - viene lasciato fisso da
Sy e genera un’altra copia della rappresentazione banale. Segue che almeno
una copia della banale deve stare in Sym?W. ]

Esercizio 11. Dimostrare che Sym*W non ¢ mai irriducibile per ogni k.

FEsercizio 12. La rappresentazione standard ¢ irriducibile per ogni d [sugg:
scrivere C? = W @ U (standard @ banale) e dimostare che 2 = (x¢d, Xca) =

(xw xw) + Oxw, xv) + (xv, xw) + (xv, xv) e dedurre che (xw, xw) = 1].

3.1 Rappresentazioni di D,

Consideriamo D,, con n = 2h; D, = (r,s|r" = e, s =e,rs = sr!). Con-
tiamo le classi di coniugio: sris = r~% e sr's = r’, quindi ci sono h classi
di coniugio del tipo {r,7~} per i € {1,...,h} (che per i = h diventa {r}).
Poi abbiamo la relazione r‘lsr = s72 e quindi ci sono le due classi di coniugio
{s,sr2, srt,---}e{sr,sr3 -} e poic’ela classe della sola identita. In totale
ci sono h + 3 classi di conluglo e quindi h + 3 rappresentazioni irriducibili.
Troviamo immediatamente 4 rappresentazioni 1-dimensionali mandando

s +— =id ed r — =+id (va bene perché 2 | o(r)). Sia V un D,-modulo;
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Esempi ed esercizi

Ss e (L2) (1,2,3) (1,2,3,4) (1,2,3,4,5) (1,2)(3.4) (1,2)(3,4,5)
oo 1 1 1 1 1 1 1
@ 1 -1 1 1 1 1 1
H 4 1 0 ~1 0 —1
Ej 4 -2 1 0 -1 0 1
6 0 0 0 1 -2 0
5 1 -1 -1 0 1
Hﬂj@@@ 5 -1 -1 1 0 1 1

Tabella 4: Tabella dei caratteri di Ss

possiamo vedere (tramite restrizione con C,, = (r)) V' come C,-modulo. V'
si spezza come C,-rappresentazioni irriducibili, nelle quali r agisce come la
moltiplicazione per una radice n-esima dell’unita.

Sia v € V tale che (v) C V sia una C,-sottorappresentazione irriduci-
bile = rv = w'v (con w radice n-esima primitiva dell’'unita). Ora r(sv) =
s(r~lv) = s(w™w) = wlsv e quindi (v, sv) & una rappresentazione di D,, in
cui r ed s agiscono come

- w0 (01
"Tlo wi) T10)
Da qui si vede anche che la rappresentazione (v, sv) ¢ irriducibile (per i #
0, ¢ # h). Abbiamo dunque trovato h — 1 rappresentazioni irriducibili di

dimensione 2 (che corrispondono ad ¢ = 1,...,h — 1) che insieme alle 4 di
dimensione 1 trovate prima danno tutte le h + 3 rappresentazioni irriducibili

di D,.

Esercizio 13. Trovare tutte le rappresentazioni di D,, quando n e dispari.

3.2 Rappresentazioni di S5 e di Aj

La tabella 4 mostra la tabella dei caratteri di Ss5. La prima riga mostra il

carattere della rappresentazione banale, la seconda della segno e la terza della

standard (calcolato come sempre osservando che C® = [J & ). La
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Rappresentazioni di S5 e di As

As e (1,2,3) (1,2)(3,4) (1,2,3,4,5) (2,1,3,4,5)
ResPIIr] 1 1 1 1 1
Res? 4 1 0 ~1 ~1
ResSHH 5 -1 1 0 0

1+V5 15

2 T R T

2

Tabella 5: Tabella dei caratteri di As

[\

quarta riga mostra il carattere della rappresentazione

i

che sappiamo gia essere irriducibile. La quinta riga mostra il carattere della
rappresentazione /\2 calcolato osservando che per ogni rappresentazione
Voxpev(9) = 500v(9)* = xv(9?)-

Consideriamo ora la rappresentazione Sym? ; sappiamo che questa
non ¢ irriducibile. Il suo carattere & rappresentato dal vettore (10,4, 1,0,0,2,1),

da cui vediamo che , = 3. Quindi V = Sym?®
(XsmeHjjj Xsymzﬂjjj) Q y

non puo contenere una rappresentazione irriducibile con coefficiente 2 e de-
ve spezzarsi come somma di 3 rappresentazioni irriducibili distinte.

VECLMO& A 1ﬂ@¢6ﬁb - (olonn  Com Xm £ b6 erjl;g WA
Atuns Jk«z Sym’H1H = oo e H-He?

Da questa formula possiamo ricavare il carattere della rappresentazione mi-
steriosa che indichiamo con Hﬂj e riempe la sesta riga. La settima riga si

ottiene considerando il prodotto tensore di B}j e della segno.
Veniamo adesso alle rappresentazioni di As (la cui tabella dei caratteri e
mostrata nella tabella 5). Restringendo le rappresentazioni banale, standard

e Bﬂj otteniamo le prime tre rappresentazioni irriducibili. Il carattere di
Resff5 /\2 corrisponde al vettore (6,0, —2,,1,1) da cui possiamo vedere

9 N o .. ..
che Resii A non ¢ irriducibile. Mancano quindi due rappresentazioni
irriducibili Y e Z; osserviamo inanzitutto che

24+42+52+dimY?+dim 22 =60 = dimY? +dim 2722 = 18 =
dimY =dim Z = 3.

o 23
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Rappresentazioni irriducibili di Sy

I caratteri di Y e Z devono essere ortogonali ai caratteri delle tre rappre-
sentazioni trovate: questo ci fornisce 3 equazioni indipendenti, ma dob-
biamo determinare 4 variabili. Imponiamo allora l'equazione di secondo
grado (xy,xy) = 1. Questa ha due soluzioni e determina quindi le due
rappresentazioni Y e Z.

Otteniamo inoltre che Res‘fﬁ5 N’ =Y @© Z. Possiamo considerare

anche come rappresentazione a coefficienti in Q ,

ROTAZIDN]
As ¢ il gruppo delle swemremme del dodecaedro (o dell’icosaedro) (in R?).

Le rappresentazioni Y e Z sono collegate nel seguente modo

GL(R3)

\/

dove 7 € un automorfismo esterno (coniugio per un elemento che non sta
in As). Da quanto detto prima si deduce che non si pud immergere un
dodecaedro in RB in modo che abbia vertici razionali.

4 Rappresentazioni irriducibili di S,

Sia d > 1, una partizione A di d € una successione non crescente di numeri
naturali

A=M>X> N >0>-)

tale che ) A, = d (in particolare A ¢ definitivamente nulla). Spesso
scriveremo A = (A; > --- > \;) omettendo gli zeri. Una partizione di d si
puo rappresentare con un diagramma di young:

dove la j-esima riga ha A; quadratini.
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FEsempio 12. Se d = 13, il diagramma di young che rappresenta A = (4,3, 3,2, 1)
e

Osservazione 8. Dato un diagramma di young si puo sempre prendere il
diagramma simmetrico rispetto alla diagonale (cioe trasporre il diagramma).
In questo modo si ottiene un’altra partizione X che chiamiamo partizione
coniugata di \.

Nell’esempio precedente si ha A = (5,4, 3, 1).

Osservazione 9. Le partizioni di d sono in corrispondenza biunivoca con le
classi di coniugio di Sy. Cioe sono tante quante le rappresentazioni irriducibili
di Sy.

Definizione 8. Un tableaux di Young € un riempimento di un diagramma
di Young con gli elementi di {1,...,d}.

Ad esempio

415

DO |3 | o

‘@CDOO»—l

Ad un tableaux T si associa il sottogruppo di Sy
Pr={o €S, o preserva ogni riga}

Nell’esempio precedente (1,4,5)(6,2) € Pr. A T possiamo anche associare il
gruppo
Qr = {0 € Sy : o preserva ogni colonna}

Consideriamo gli elementi di CSy

ar = Z v, br = Z (—1)°5

YEPT 6e€Qr

Definizione 9. Il simmetrizzatore di Young ¢ ’elemento

cr = arbr € (CSd
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Rappresentazioni irriducibili di Sy

Vedremo che (CSy)er € una Sy-rappresentazione irriducibile. Sia 7' un
tableax di young, se scegliamo un altro riempimento 7" dello stesso dia-
gramma possiamo considerare la permutazione ¥ € S; che manda T in 1"
(WT =T"). Allora Prr = 9P~ e Q7 = 9Q79™t, dunque ar e by cambiano
per coniugio e di conseguenza anche ¢y cambia per coniugio. Segue che

(CSg)er = (CSy)derd™ = (VTS )erd ™! = 9(TSy)erd .

Quindi un diagramma di Young identifica una Sy-rappresentazione a meno
di coniugio in CS.

Esempio 13. (1) A = (d); il corrispondente diagramma di Young ¢ [TTT1]e
si ha
Pr==5S5,Qr=(c) = ar=Y gbr=¢ = cr=ar=)» g

gE€Sq geSy

Sq agisce banalmente su (CSy)er, quindi (CSy)er = Cer € una rappre-
sentazione 1-dimensionale ed e la rappresentazione banale.

(2) A= (1,1,...,1); abbiamo Pr = (e) e Qr = Sy, da cui
ar =e, cp = by = Z(—l)gg.
gE€Sy
Ogni elemento h € Sy agisce su (CSy)er come (—1)id, infatti
her = Z( )’hg = (— h Z hghg == )hCT-
gE€Sa 9€8q

Quindi (CSy)¢; ha dimensione 1 ed & la rappresentazione segno.

FEsercizio 14. Calcolare (CSs)er dove T' ¢ il tableaux

1]2]
3

{ (1,3)}, ar = e + (1,2), bT = € — (1,3),
2)]

Teorema 19. Data una partizione \, chiamando ¢y = ¢y per un qualunque
riempimento 71" del diagramma di Young corrispondente, vale

o
=
o)}
o
F
I
~
o
—~
— \'l—‘
[\
SN—
—
/‘\@
||

(1) 2 =nycy con ny, € Z,

(2) (CSg)cy € una rappresentazione irriducibile di Sg; inoltre tutte le rappre-
sentazioni irriducibili di S, si ottengono in questo modo.
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Osservazione 10. Questa costruzione si puo fare anche su Q. Si considerano
gli Sg-moduli (QSy)cy; questi, per il teorema appena enunciato, devono essere
irriducibili, infatti se si spezzassero in piu fattori irriducibili anche (QS;)c\ ®
C = (CSy)cy di spezzerebbe.

Il teorema di completa riducibilita vale anche su Q o, piu in generale, su
campi tali che charK t o(G). Se L C V' & un G-modulo, consideriamo una
proiezione 7 : V' — L (scegliendo un complementare qualunque). La mappa

1
YN ZQWL
o(G) =

¢ un morfismo di G-moduli. ¢ ¢ una proiezione, quindi V' = Kerp & L ¢
somma diretta di G-moduli.

Inoltre per dimostare che i caratteri delle rappresentazioni irriducibili sono
tutte le funzioni di classe si usa la parte del lemma di Schur che non dipende
da C. Quindi questo fatto vale anche su Q. In questo modo possiamo trovare
tutte le rappresentazioni irriducibili di S; su Q.

Chiamiamo Py, = Pr e Q) = Qr, osserviamo che Py N @, = (e) e quindi
le scritture
pq: pE€ Py ges
sono uniche (ma puo accadere che P\Qy # Sy). Quindi
a=ab= Y (9)g
gEPA\QA
dove £(pq) = (—1)?, in particolare e(e) = 1.
Lemma 20. (a) Vp € P\ pay = axp = ay,

(b) Vg € Qx qbx = brg = (—1)%y,

(c) Vp € P\,q € Qi pcx((—1)%q) = ¢y e, a meno di multipli scalari, ¢y &
I'unico elemento di CS,; con questa proprieta.

Dimostrazione. Le prime due proprieta e la prima parte della terza sono
immediate, vediamo il resto. Sia Zg ngg € CSy tale che per ogni p € Py e

q € Qx
p <Z ngg> (—=1)%) = Y (—=1)'ngpgq = > ngg,

9 g
allora n,,, = (—1)%n, e per g = e abbiamo n,, = (—1)%n.. Se dimostriamo
che ng #0 = g € P\Q, allora Zg ngg = McCy come voluto. Supponiamo che
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Rappresentazioni irriducibili di Sy

sia g ¢ P\Q) e cerchiamo una trasposizione ¢ € Py tale che g~ 'tg € Q,, cosi
g =1tg(g7'tg) e ng = Nygg-11g) = (=1)9 '9n, = —n, = n, = 0 (dove g~ 'tg &
una trasposizione, quindi ¢ dispari).

Trovare una tale t equivale a dire che esistono due indici ¢ e j che stanno
nella stessa riga di 7' e nella stessa colonna di g7'. Supponiamo che non
esistano tali indici, allora ogni coppia di indici della prima riga di 7" viene
mandata (da g) in colonne diverse di g7". Moltiplicando per un opportuno
¢ € Qgur possiamo supporre che la prima riga di 7' venga mandata nella
prima riga di g7 e, moltiplicando per un opportuno p; € Pr possiamo fissare
la prima riga. Cioe p;T e ¢q1g7T" hanno la stessa prima riga. Iterando si
trovano py € Pr e qo € Qr tali che popiT e qoqiT" abbiano le stesse prime due
righe. Iterando ancora abbiamo (pg - p1)T = (k- 19)T = p=q9 = g =

p(g~'qg) € PrQr (dove q € Qur = g ¢ g) € Qr),assurdo. O
Mettiamo un ordinamento totale sull’insieme delle partizioni;
A>T M >0 =116 Ny M) > (12,00, Th).
Lemma 21. (a) Se A > p allora Vo € CS; ayzb, = 0;
(b) per ogni z € CSy cyxzcy = key, in particolare ¢3 = nycy.

Dimostrazione. (a) Basta mostrarlo per x = g con g € S;. Consideriamo
il tableaux T utilizzato per costruire a, ed il tableaux I' utilizzato per
costruire b,. Prendendo ¢I' al posto di IT' si ottiene gb,g~' ed axgb, =
0 < aygb,g~' = 0. Percio (I" & arbitrario) basta dimostrare che ayb, = 0.

Poiché A > p (detti 7" e I' i riempimenti di A e p) esistono due indici
t e j che stanno nella stessa riga di T' e nella stessa colonna di I". Sia
t=(i,5) € Sy, allorat € PANQ, = axt = ay, tb, = (-1)'b, = —b, =
a,\bu = a,\ttb# = —a,\bﬂ = akbﬂ =0.
(b) Usando il lemma 20 basta dimostrare che per ogni p € Py, ¢ € Q»
p(exzey)((—=1)%q) = crzen.

Ora p(exzey)((—1)1q) = parbararby(—1)1g = aybacarby = cyzcy.

Lemma 22. (1) Ogni V) = (CSy)cy € una rappresentazione irriducibile,

(2) Se A # p, V) e V,, non sono isomorfe.
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Dimostrazione. (1) Per il lemma 21 abbiamo ¢)(CSy)cy € Cey. Sia W C
(CSy)cx una sottorappresentazione, allora cyW C Cc, e (per questioni
di dimensione) e W =0 o c,W = Cc;,.

Nel secondo caso W D (CSy)exW = (CSy)ey = Vo 2 W = V), = W.
Nel primo caso W - W C (CSy)e;, W =0 = W - W = 0. Scriviamo
CS; = WaU esiae = w+u, possiamo supporre w # 0 perché altrimenti
CSy = (CSy)e = (CSy)u C U e quindi W = 0.

La mappa -w : CS; — W e surgettiva, infatti sia w; € W, wie =
wiw + wiu; ora wiuw € U ma wiu = w; —wyw € UNW = wiu=0e
wie = wyw. Prendendo w; = w abbiamo w = w?, ma W? =0 = w? =
w=0=W=0.

(2) Abbiamo dimostrato che c\Vy = Ccyx # 0 e )V, = cx(CSy)c, = 0.
Se esistesse un isomorfismo di Sg-moduli ¢ : V) — V,, avremmo che
pleyx) = exp(z) = 0 e cxx # 0 per qualche x € V), assurdo (¢ non
sarebbe iniettiva).

[

Osservazione 11. Per il lemma 21 abbiamo ci = n,cy, mostriamo che n, € Z;
infatti consideriamo la mappa -c, : CSy; — V), scriviamo CS; =V, & K. Su
V) questa mappa agisce come ny- (moltiplicazione a sinistra) mentre K lo
manda in V). Quindi
tr (-cy) = (dim Vy)n,.

Calcoliamo la traccia di -cy in un altro modo: {h}nes, ¢ una base di CS,
sappiamo che ¢y = ZpePweQA(—l)qpq = e+ ---, dunque per ogni h € Sy
hey = h+--- ed h da contributo 1 alla traccia di -¢,. Quindi tr (-cy) = dl.
Mettendo insieme le due cose abbiamo

d!
dim V)\

(dlm V/\)TL)\ =d = ny =

Il fatto che n, sia intero segue dal seguente

Esercizio 15. Per ogni rappresentazione irriducibile V' di un gruppo finito GG
si ha dim V' | o(G).

Dimostrazione. Sia C' una classe di coniugio di G, allora ¢ = dec g
V — V & una mappa di G-rappresentazioni (perché e desn a(g)g- dove
a ¢ la funzione caratteristica di C' che ¢ una funzione di classe) e per il
lemma di Schur ¢ = Aid. Ora da un lato tr¢o = AdimV e da un altro
tro =3 otrg = |Cltrg = |Clxv(C) (perché la traccia ¢ costante sulle
classi di coniugio). Quindi AdimV = |C|xy(C).
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Rappresentazioni irriducibili di Sy

Mostriamo che A & un intero algebrico. »_ gec 9 appartiene al centro
dell’algebra CG (e quindi anche a quello dell’algebra Z(G); in realta il centro
dell’algebra ZG & generato come Z-modulo dagli elementi » gep 9 @l variare
di D nelle classi di coniugio (e quindi ¢ finitamente generato). Infatti sia
> gec Mg € Z(ZG), allora per ogni h € G

h (Z ngg> Rt = anhgh_1 = ang = Vg, h € Gnpgn1 = ny

geG geG geG
e quindi ) ;ngg =D o ncrc dove o =3 9.
Ora Z(ZG) ¢ un’algebra e quindi, fissata una classe di coniugio C, Z [Z geC g} C
Z(Z@) che ¢ finitamente generato come Z-modulo. Dunque z¢ = ) gec 9
¢ intero su Z. Se xk + -+ + ayzo + ap = 0, allora (A\* + -+ + a1\ + ag)- &

I'applicazione nulla e quindi \* + - - 4+ a; A + ag = 0. Percio ) & intero su Z.
Ora imponiamo (xv,xv)=1WVe irriducibile):

1= ZXV 9)xv(g Z IClxv (C)xv(C) =
1 (dlm VAo, —=~

dlIIl V Z ACXV

Ora xy(C) ¢ intero algebrico (¢ radice n-esima dell’unita) e quindi anche

doif‘)/ ¢ intero algebrico. Ma (ign‘)/ €EQ = doif‘), € Z (Z ¢ integralmente
chiuso). O

Quindi se un gruppo G ha ordine dispari, ogni sua rappresentazione pari
sara riducibile.

Esercizio 16. La rappresentazione di S,, data dalla sottorappresentazione

L1y, Ty) " z; = 0} e isomorfa a Vf cioe Vy con A = (n—1,1)).
H:D

Dimostrazione. Consideriamo un riempimento che ha 1,...,n—1 nella prima
riga ed n nella seconda. Allora

o= Y, g bh=e—(Ln) = =Y g- > g
g€Sn: g(n)=n g(n)=n g(1)=n

Sia g € S, con g(n) = j, gex = =it = 2opay=; ' = v; e quindi V) =
(v1,...,v,)c ha dimensione < n. Osserviamo che lel v; = 0 ed (esercizio)
Vg, ..., U, sono linearmente indipendenti. Quindi dim V), =n — 1.
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Una base di V) e data da {ve — v1,v3 — va,...,0, —V,_1} €86 g € S,
verifica ¢(j) =i, g(j — 1) = k allora g(v; — vj_1) = v; — vz. Mentre una base
di {d z; =0} CC" e datada {es —e1,...,e, —en_1} € g €S, agisce come
g(e; —ej_1) = e; — ex. Percio le due rappresentazioni sono isomorfe. O

Esercizio 17. Sia U la rappresentazione segno, allora per ogni partizione A
V\eoUZ=ZVy

dove X' & la partizione coniugata. [sugg: V) = CS,a,b,].

5 Funzioni simmetriche

Consideriamo 'azione di S, su Z[z1, ..., x,] che permuta le variabili.
Definizione 10. Un polinomio p € Z[z1, ..., x,] si dice simmetrico se Vo €
Sn op = p.

I polinomi simmetrici formano un sottoanello A, C Z[xq,...,z,]. In

particolare A, & graduato, cio¢ A, = @>oAX dove A = {polinomi simmetrici
omogenei di grado k} U {0}.

Esempio 14. Se p(x1,x2,23) ¢ un polinomio simmetrico che contiene come
monomio z3x, allora contiene anche zixs, 3z, r3xs3, T3, X370

Se a = (ay, ..., qy,) scriviamo z® per il monomio z{* ---2%". Se A ¢ una
partizione chiamiamo lunghezza di A il numero [(\) di termini non nulli (ad
esempio [(3,2,2,1,1,1,0,...) =6) e [\ =D\

Definizione 11. Se A ¢ una partizione, definiamo my(z1,...,z,) = >, x*
dove a & una permutazione effettiva di (Ay,..., A, 0,...) (cioé non lo fissa).

Ad esempio m 1,0)(T1, T2, ¥3) = 1172 + X273 + 173 perché le permu-
tazioni distinte di (1,1,0) sono (1,1,0),(0,1,1),(1,0,1); allo stesso modo
me,0) (21, T2, T3, 24) = ] + 23 + x5 + 23, infatti (2,0) lo pensiamo come
(2,0,0,0) le cui permutazioni distinte S?Qn,(k) (2,0,0,0),(0,2,0,0),(0,0,2,0),(0,0,0,2).

Proposizione 23. {m,(z1,...,z,) : #§ < n} ¢ una base di A,; in partico-
lare {my(x1,...,2,) : |[A\ =k} ¢ una base di AF.

. 2 Q)€ m o . .
Osservazione 12. Un modo per creare polinomi simmetrici ¢ considerare

I’espressione

2

(r—ay) (1 —ap) =2" — 512"+ 802" 2 — o 5, 1 E Sy

gli s; hanno la proprieta che ogni variabile compare con grado 1.
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FPunzioni simmetriche

Vogliamo avere un modo di trattare tutti i polinomi simmetrici simulta-
neamente. Se m > n possiamo costruire 'omomorfismo di anelli

Lz, ..., Tm] — Zlx1, ..., Ty)
T, =T, 8e1<n
z,—0sei>n

Questo si restringe ad un omomorfismo py,, : Ay, — Ay se [(A) > n allora
Pmn(ma(xy, ..., xy)) = 0, se invece () < n allora p,,(ma(z1, ..., 20)) =
mx(x1,...,x,). Dunque p,,, ¢ surgettiva ed ¢ un omomorfismo omogeneo
(cioé mantiene il grado). In particolare & ben definita pf, , : AF — A¥: se
k<n<malloramy € Ak = |\ =kedl(\) <k <n,dacuipl  (my) =my
e an,n e bigettiva.

Definiamo per ogni & € N A* = lim A¥. Dunque un elemento di A* & una
successione di polinomi (f,) tale che per ogni n f, € A¥ e per ogni m > n
Pmn(fm) = fn (successione coerente).

A ha una base costituita dalle funzioni simmetriche monomiali my =

(ma(@1,...,2,)) (attenzione! ¢ una successione). Ad esempio m 1) =
(0, 2129, T170 + X123+ Tox3, . .. ). Infatti per m >n >k an,n € una bigezione
e quindi una volta scelti fi,..., fr gli elementi fi.q,... sono fissati.

Definizione 12. L’anello delle funzioni simmetriche & A = @;>oA*.

A & veramente un anello e la moltiplicazione ¢ indotta da (f,,) € A/, (g,) €
A = (fu)(gn) = (fugn) € MHF.

Osservazione 13. A non ¢ il limite inverso nella categoria degli anelli; infatti
se lo fosse conterrebbe anche I'elemento [, (1 + ;) = ([T (1 + 24))>

n=1 =
(1)1 ey + 29 + 2129, ... ). Ora un generico elemento di A & del tipo Y kymy,

dove la somma ¢ finita ed ogni elemento della successione coinvolge al piu
[(A) variabili (A ¢ la partizione di lunghezza massima).

5.1 Funzioni simmetriche elementari

Abbiamo visto che, dato un polinomio p(z) = (z —y1) -+ (x — v,) = 2" —
512" 5922 — .- £ 5, 12 £ 5, gli s; sono polinomi simmetrici.

Definizione 13. Per ogni intero r > 0 la r-esima funzione elementare

simmetrica e
Er = < E Ly Liy - iEz) = mx

1 <ig<--<ip

dove A = (1,1,...,1,0,...) e [N\ =1(\) =r.
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Funzioni simmetriche elementari
La funzione generatrice associata agli elementi e, ¢
Osserviamo che vale E(t) = . Quest’ulti-

ma ¢ un’uguaglianza di serie formah e si d1mostra grado per grado (si scopre
che il coefficiente di grado r ¢ proprio e,.).

Definizione 14. Per ogni partizione A = (Ay, Ag, ..., A, 0, ... ) definiamo gli
elementi
eA pr— e)\le)\2 .« e eAk

Dimostreremo il seguente:
Teorema 24. Gli ey costituiscono una base di A su Z.

Teorema 25. Sia A una partizione, X’ la sua coniugata; allora

ex = my + E Q)M
I

dove ay, € N e p varia tra le partizioni con p < A secondo 'ordine

PEASYE A <A

Dimostrazione. Siaey = ey ey, ---ex, = > (v - ~xw1)(le . 'xjyg) (g - .Ih%)'
Ogni termine della sommatoria corrisponde ad un riempiemento della tabella
di young corrispondente a A

i g1 - 1
i |Jal - 1he
RN
5 b

M

In questo riempimento gli elementi < r stanno nelle prime r righe. Percio
se scriviamo ey = Y %, allora per ogni a che compare nell’espressione
ay + -+ + «, conta il numero di occorrenze degli indici < r in 7y, ..., h,\;c e
per quanto detto si ha

art ot a <A+,

33



FPunzioni simmetriche

cioe se a fosse una partizione varrebbe o« < A. Sia p la permutazione di « che
¢ una partizione (cioe la permutazione non crescente), allora p < A (perché
p & uno dei particolari a che si puo ottenere). Quindi ey =3 ) ax,my.

Resta da dire che ayy = 1, ma m, occorre solo se iy = j; =--- = h; =1,
19 = jo = +++ = hg = 2 e cosl via. Percio c¢’¢ un solo monomio in cui compare
my € ay) = 1. ]

Osservazione 14. L’ordine definito non € totale e in particolare non coincide
con quello del lemma 21. Infatti (3,1,1,1) e (2,2,2) non sono confrontabili.

Il teorema 25 ci permette di concludere che gli e, formano una base di
A; infatti Pendomorfismo (omogeneo) f : my + ey ristretto ad ogni AF & un
automorfismo. Per vederlo osserviamo che A < yp = A < p (dove il secondo
¢ Pordinamento del lemma 21) e quindi se ordiniamo gli {m, : |\| = k}
secondo 'ordine < f e rappresentato da una matrice triangolare con 1 sulla
diagonale. Dunque f : A¥ — A* & isomorfismo per ogni k.

Possiamo comunque dimostrare esplicitamente che gli ey formano una
base. Infatti per ogni A le partizioni ;1 < A sono in numero finito e “indutti-
vamente” possiamo dimostrare che m, € span(e,), osservando che

my = €y — E XMy,
H=X

Percio gli ey generano A. Supponiamo invece di avere una relazione lineare
0=> kyvex = ky(my+---). In questa scrittura i A massimali compaiono
Wa, quindi i coefficienti Corrispondemli
e si procede ricorsivamente.

Corollario 26. A = Z[ey,...,e,,...] e gli ¢; sono algebricamente indipen-
denti su Z.

5.2 Un paio di applicazioni

Esempio 15 (Kronecker). Sia p € Z[z] un polinomio monico le cui radici
complesse hanno modulo < 1 e tale che p(0) # 0, allora le radici di p sono
radici dell’unita.

Dimostrazione. Siap = x"—ei(z)z" '+ -+ (—1)"e,(2) dove 2 = (21, ..., 2,)
sono le radici di p ed e;(z) € Z per ogni j. Sia 2, l'insieme dei polinomi di
questo tipo di grado n; allora |€,,| < oo, infatti (usando il fatto che |z;| < 1)

b= Y T =(7)

IC{1,...,n}, |I|=p i€l
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Un paio di applicazion:

Consideriamo il polinomio
Qr = (z—21) (v — 2)

Ora le radici di @, sono |2F| <1 e Q(0) # 0, inoltre Q. € Z[z] infatti

Qr=2a"—e (2F)" ™ -+ (=1, (2)

dove e;(2%) = ¢;(2F,. .., 2F) & un polinomio simmetrico in Z[z1, ..., 2,] e per
il teovema 2ty (o pUonne 6
(e ) = gler(2), - en(2))

con g € Z[zy,...,x,) e quindi ¢;(z¥) € Z.
Percio Qi € €2,; ora l'insieme delle radici dei polinomi in €2, e finito e
quindi applicazione k — 2¥ non puo essere iniettiva. ]
Consideriamo le varieta affini .#,,,,(C), GL(n,C) ed SL(n,C); occupia-
moci di #,«,(C) (gli altri casi sono analoghi). GL(n,C) agisce per coniugio
SU My n(C).

FEsercizio 18. Quali sono le funzioni regolari f : 4,5, (C) — C invarianti per
coniugio?

Dimostrazione. Sia f una tale funzione (f(A) ¢ polinomiale nei coefficienti
della matrice A) e D C M,,»,(C) U'insieme delle matrici diagonali.

f\D:f(dlaoa--'707d2707"-7dn>:f|D(d17"'7dn)-

Ora S,, — GL(n,C) agisce su D ed f invariante per coniugio = fp € un poli-
nomio simmetrico in dy, ..., d,. Per il teorema 24 esiste g € Z[xy, ..., z,| tale
che fip(di,...,d,) = glei(d),...,en(d)). 1l polinomio g si puo estendere ad
una funzione polinomiale .#,,«,(C) — C ponendo g(A) = g(e1(A), ..., e, (A))
dove €;(A) = €;(V1,.--,7) € 71,- .., Vs sono gli autovalori di A; gli e;(A) (e
quindi anche g) sono funzioni polinomiali perché sono i coefficienti del poli-
nomio caratteristico. Quindi g ¢ polinomiale, invariante per coniugio (il poli-
nomio caratteristico lo ¢) e gp = fjp. Ma le matrici diagonali sono dense con
la topologia di Zariski in .#,,«,(C); anzi, sono dense le matrici con autovalori
distinti. Sia A € #,,x,(C) e p4 il suo polinomio caratteristico, p4 ha radici
distinte se e solo se ris(pa, p/y) # 0, ris € il risultante ed in particolare & una
funzione polinomiale. Dunque le matrici con autovalori distinti sono un’a-
perto di Zariski in .4, (C) che ¢ irriducibile e quindi sono un aperto denso.
Dunque f ¢ invariante per coniugio se e solo se f = g(e;(A),...,e,(A4)). O
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5.3 Funzioni simmetriche complete

Definizione 15. Per ogni n > 0 la funzione simmetrica completa h, ¢ la

somma di tutti i monomi di grado totale r nelle variabili zy,...,x,. In
particolare
hr = Z my.-
Ai|A[=r
Esempio 16. hg =1, hy = (x1+ 2o+ -+ + Tp)n, ho = (Zi@ Tix;).
La funzione generatrice corrispondente agli h, ¢ H(t) = Y ht" =

H¢21(1 — x;t) 7L Infatti

1 —1x-t - fotk

k>0

e si verifica I'uguaglianza grado per grado.
Teorema 27. In A[[t]] vale H(t)E(—t) = 1.

Dimostrazione. E(t) = [[.s;(1 + z;t) = E(—t) = [[s;(1 — z;t). Se d
concentriamo su di un grado finito k e sulle prime n variabili, E(t) & dato
dai primi m prodotti sommato a fattori che contengono variabili superiori.
La stessa cosa succede in H e moltiplicando i due si ottiene 14 qualcosa che
contiene variabili superiori. O]

Corollario 28. >™" (—1)"e,h,_, =0

Sappiamo che gli e, sono algebricamente indipendenti, quindi possiamo
definire il morfismo di anelli

wi:A— A

er — hy
Proposizione 29. w? = id ed in particolare w ¢ un isomorfismo.

Dimostrazione. Per il corollario precedente abbiamo

Gohl — 61h0 =0
60]12 — 61h1 + Ggho =0

Ora eg = hg = 1, da cui otteniamo
hy —ethy +e,=0
Applicando w abbiamo w(e;) = w(hy) = hy = €1 ed
w?(es) = w(hy) = w(ey)w(hy) —w(ey) = erhy — hy = ey

e si procede analogamente. O]
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Teorema 30. Vale A = Z[hy, ho,...] e gli h; sono algebricamente indipen-
denti.

Dimostrazione. Segue dal fatto che w ¢ un isomorfismo e dal teorema 24. [

Osservazione 15. Se consideriamo un numero finito di variabili zq,...,x,
(o equivalentemente mandiamo le altre a 0) abbiamo che w : A, — A, ¢
un isomorfismo e A,, = Z[hq, ..., h,]. Ora h,.1 € A, = hy,yq si puo scrivere
come polinomio in h1, ..., h,. Ad esempio per n = 2 hy = 3 +xire+ 1105+ 75
ed hy = (z1 + 13), hy = 2% + x129 + x3; abbiamo hy = —h3 + 2hyhs.

5.4 Somme di potenze
24,/04,/09
Definizione 16. Vr > 1 la somma di potenze r-esima e

pr= (Z 962) = m
-1 )

Consideriamo una funzione generatrice per i p, “traslata” (cioé poniamo
il grado di p, ad r — 1):

P(t) =Y pt"" € A[lt]

Osserviamo che

Pt) =33 it =D ay (wt) = _xmt

r>1 i>1 1>1 r>1 i>1

Ty

. . . . rar—1 .
Dove, come al solito, -~ indica la serie formale }_ ., z71"~*. I passaggi che
faremo ora sono abbreviazioni per operazioni sulle serie formali in A[[t]] (per
esercizio si possono verificare le uguaglianze esplicitamente).

d 1 d _ d

i>1 i>1

Da qui otteniamo la importante uguaglianza

H'(t)
t) = .
Per il teorema 27 abbiamo che
(1)
P(—t) =
(—t) E)
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Teorema 31 (Formule di Newton). Per ogni n > 1 vale
) by = T

(2) nen, = 22:1(_1)7“_1]%%—7«

Dimostrazione. (1) H'(t) = P(t)H(t); il coefficiente di grado n — 1 in H'(t)
& nh,, mentre quello in P(t)H(t) & > " prhy_.

(2) & uguale.

m
Dal primo punto possiamo concludere che Q[p1,p2, ..., Pn,---] = ARz Q.
PER LHI W Inoltre i p; sono algebricamente indipendenti; infatti per ognin Qpy, ..., p,) =
Hu& Viso LAl TEoR Q[h1, ..., hy],sep1, ..., p,fossero algebricamente dipendenti avremmo dimy,., Q[p1, . . .
0BUA OMENGIONE ! n = dimg,, Q[h,...,h,] che & assurdo. Abbiamo quindi dimostrato il

$1 0IMUSTRA [FACLME ESeguente

ANCAs USAVD D (E
o Vemibp L Teorema 32. A\g = A®zQ = Q[p1,...,pn,...] €1 p; sono algebricamente

KEcazion J(1) indipendenti (in particolare i py = py,px, - - - P, sono una Q-base di Ag).

k
Osservazione 16. Questo teorema non vale con i coefficienti in Z! infatti
1
hy = fo + sz% = 5(]7% + pa)
<]
e la scrittura ¢ unica in Q[py, pa, ...|. Dunque he & Z[p1,po, .. .].

Applicando 'automorfismo w : A — A della proposizione 29 otteniamo

da cui possiamo concludere che w(p,) = (—1)""'p,.

Esercizio 19. w(py) = eapa, dove gy = (—1)A=,

Teorema 33.

H(t) = Z 2y At E(t) = ZE,\Z)Tlp)\tW
A A

dove, detto |A\| = d, il numero di elementi w € Sy con struttura ciclica A e
1 . . . . N . o e
%; in particolare z) = [],., ©™*m;! dove m; ¢ il numero di occorrenze di ¢ in

A
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Funzioni di Schur

Dimostrazione. P(t) = L1log H(t) = [ P(t) =log H(t) = H(t) = e/ PO =
ez T g svolgendo i conti viene proprio quello che serve. ]

Osservazione 17. Dal teorema segue la formula

hy, = Z 2, '

[Al=n

Per esempio hy = z(_l}l)p% + 2(2710)]92 € 2(1,1) = 2(2,0) = 2.

5.5 Funzioni di Schur

Sia R, lo Z-modulo generato dai caratteri delle rappresentazioni irriducibili
di S,,; consideriamo lo Z-modulo R = &,,>0R,. Se f € R, e g € R,,, vogliamo
definire f - g € R, ,; basta definirlo per f =V, g = W rappresentazioni
irriducibili; f x g = V x W & una rappresentazione di S, x S, (dove gli
elementi di .S,, agiscono su V' e quelli di S,,, su W) e definiamo

S’VL m
frg=Indg"[s fxg
In questo modo (lo dimostreremo) R & un anello e contiene le rappresentazioni
irriducibili di tutti gli S,,. Dimostreremo che la mappa
R— A
XA P Sx
dove s) ¢ la funzione di Schur associata a A, € un isomorfismo. In questo mo-
do, calcolando il prodotto delle funzioni di Schur, sappiamo calcolare alcune

rappresentazioni indotte. Ad esempio se y, ¢ il carattere di una rappresen-
tazione di S, e x1 € il carattere della rappresentazione (banale) di Sy, allora
Sh.
Indg™ " xx = xx - xa-
Mettiamoci nel caso ad n < oo variabili e consideriamo a € N”; definiamo

Ao = Ao (T1, ..., Tp) = Z (—1)%w(z®)

wESn

a, € un polinomio antisimmetrico, cioe per ogni v € S, va, = (—1)7a,.
Osserviamo che se gli «; non sono tutti distinti si ha a, = 0, percio gli a,

interessanti sono della forma ay,5, dove A & una partizione e 6 = (n — 1,n —
2,n—3,...,2,1,0). Abbiamo che

Aj+n—j
s = Y (1) w(@?) = det(z;""" 7 )1< jn-
wESy
In particolare a; = det(2] /) 1<ijcn = [lic;(zi — x;) ¢ il determinante di

Vandermonde.
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Osservazione 18. Per ogni i,j (z; — x;) | axys € dal fatto che Z[zq, ..., x,] €
UFD abbiamo as | ay,s per ogni \.

Definizione 17. La funzione di Schur associata alla partizione A\ e

Ax+s
S\ — .
Qs

sy € A perché per ogni w € S, wsy = % = ‘12—;5 = s,. Inoltre s, &

omogeneo di grado |A|, quindi s, € AP
Teorema 34. {s) : [(\) < n} ¢ una base di A,.

Dimostrazione. Sia A, lo Z-modulo generato dai polinomi antisimmetrici in
n variabili e consideriamo la mappa di Z-moduli

«as - N, — A,

Gli ays, al variare di A tra le partizioni con [(A) < n sono una base di A,
(per lo stesso motivo per cui gli my lo sono di A,,). Ora -as e restrizione di
‘ag : Llxy, ..., xn] — Zlxy, ..., x,] e, siccome Zxy, ..., z,] & un dominio, &
iniettiva. Inoltre sy — syas = axis € quindi -as ¢ anche surgettiva. Percio -ag
e un isomorfismo di Z-moduli e dal fatto che gli a),s sono base concludiamo

che anche gli s, lo sono. w m

Osserviamo che se [(«) < njallora ay(z1,...,2,,0) = ag(z1,...,2,) €
quindi pp11,m(sx(21, ..., Zns1)) = Sa(21,...,2,). Da questo abbiamo che la
successione sy = (sy(21,...,7,))n ¢ coerente ed appartiene a AP e gli sy

formano una base di A.
Consideriamo la matrice (dove et indica I'r-esima funzione simmetrica

elementare nelle variabili 1, ..., Tk, ..., T,).
g : . :
() <] A
T I R I
1 1 ... 1

Lemma 35. Per ogni a € N*, dette A, = (25");; ¢ Ho = (ha,—ny;) (dove
hy =0set <0),vale A, = H,M.

Dimostrazione. Lavoriamo con le “versioni in n variabili” delle funzioni ge-
neratrici. E®)(t) = 3070 ePyr — [Tizr(1 + 2it), ora

H)E® (—t) = <ﬁ(1 - mrl) (Hu — m)) = (1 — )"

i=1 itk
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Funzioni di Schur

Ora il coefficiente di t* in H(t)E® (—t) & > hai,nﬂ(—l)”“eﬁk_)j mentre

quello di (1 — zt) & . O

Teorema 36 (Formule di Jacobi-Trudi). Sia A partizione con [(\) < n;
valgono

(1) s = det(hx,—irj)i<ij<n;
(2) sx = det(en —itj)1<ij<n:
Dimostrazione. Facciamo solo la prima; mettiamoci nel caso ad n varia-
bili. Ora a, = detA, = (det H,)(det M) e per a = 4 abbiamo as =

(det Hs)(det M), ma Hs = (hn—i—n+;)i; = (h;—;) € triangolare con 1 sulla
diagonale = a5 = det M. Dunque

Ay = det HaCL(; = das (Z (—1)whaw(5))

’LUESn

Prendiamo o = A + § ed otteniamo

S\ = Z (—=1)"hrts—w) = det(hy, +(n—i)—(n—j))ij = det(hr,—it;)i;-

wESH
O

Osservazione 19. Dalle due formule di Jacobi-Trudi segue che w(sy) = sy.
80/04,/09

Osservazione 20. Dal teorema 36 segue che

0 hy --- =
§(n) = det : S
0 0 - hg

e, ricordando che hy = 1, si ha s(,) = hy; allo stesso modo si ha s¢11,..1) =
S(n) = €n.
5.5.1 Ortogonalita

Consideriamo, due famiglie di variabili z1,x9,... € y1,¥2,.... Indichiamo
con py(z) la funzione simmetrica py relativa alle variabili z; e facciamo lo
stesso con le altre funzioni simmetriche.

Teorema 37. (a) [[,;(1 —zy;)™" = X2, 25 'pa(2)pa(v);
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Funziont simmetriche
(b) TIi,; (1 = ziy;) =" =30, ha(@)maly) = 22, ma(@)ha(y);

(c) Hi,j(l - fiyj>71 =D s sx(@)sa(y).

Dimostrazione. (a) Consideriamo le variabili (x;y,);; (a due indici) e consi-
deriamo la serie formale

H(t) =[]t = (gD~

0,J

Per il teorema 33 H(t) = >, 2y 'pa(zy)t?. Ora & facile vedere che

pa(zy) = pa(z)pa(y); ad esempio p32) = pspspz e ps(ry) € la somma
dei monomi di grado 3 nelle variabili z;y; e coincide con (somma di cubi
nelle variabili z)(somma di cubi nelle variabili y). Dunque

H(t) = 2 'pa@)pa(y)t™

[T —=iy)” HH vi) =11 (Zh ) > ha(z)y”

i, J aeNN: >~ ;<00

dove hy = hq, -+ - hg,; possiamo riordinare o in maniera non crescente
ed ottenere una partizione A, in tal caso h, = h,.

H(l - xly] Z h)\ Z yo‘) = Z hA(x)m

i.j a—A

=m(y)

L’altra uguaglianza segue dalla simmetria del primo punto.
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(c) Facciamo il caso a finite variabili i, ..., 2., y1,.. ., Yn.

S sa(@)saly) = 3 Lol esly)

A — as(z) as(y)
as(x)as(y) [ J(1 = zi;) ™" = pt. prec.

]

as(z) 30 (=1)"ha(a)y =

> ag(x)y’.

BeENn
Ora in questa scrittura compaiono soltano in 3 tali che ag # 0, in
particolare
- 3 deve avere componenti distinte,
- Siay=(y > > - > > 0) il riordinamento di § che & una
partizione, allora ag(z)#—1)"a.(x).

Si ha quindi (dove 7 & una partizione come sopra e A & una partizione
qualunque)

as(z)as(y) H(l - xiyj)_l = Z%(I)%(?J) = Z ax+s(T)arts(y);
%, o4 A

e poi si conclude per passaggio al limite.
]

Definizione 18. Definiamo la forma bilineare (-,-) : A x A — Z data da
<h>\7 m#) - 5%#'

Osserviamo che (-, -) € ben definita perché sia gli hy che gli m,, formano
una base.
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Proposizione 38. Date due Q-basi di Ag {uy} e {v)}, sono equivalenti
(1) {ux, vu) = O

(2) Yoyua(@)ualy) = [1,;(1 — ziy;).

Dimostrazione. Scriviamo uy = 3 axh, € vy = 3 byemg; allora

(uy, Uu) = Z a)\vpbu7£<hpv me) = Z axpOpp-

23 p

Mentre
Z ux(r)oa(y) = Z (Z a,\,pb,\,ghp(x)m£(y>> = Z (Z a)\,pb)\,£> hp(@)me(y)
A A P P A

Mettiamoci nel caso a finite variabili e consideriamo le matrici A = (ay,) e
B = (b,¢), abbiamo quindi che?

Za)\,pb%p = 6)\,u =4 A% =1Id @%A =Ild& Z a)\,pb)\,ﬁ = 6p,§
p A
e dunque (1) & equivalente a

Y u@uy) =Y ha(@)maly) = [[(1 - ziyy).

) A irj

Dove nell’ultima uguaglianza abbiamo usato il teorema 37. [
Corollario 39. (1) (2,p,) = dxu (= (Pr,Pu) = 22000),
(2) (sa,su) = 0y, € in particolare gli s, sono “ortonormali”.
Corollario 40. (-,-) ¢ una forma bilineare simmetrica definita positiva.

Osservazione 21. Il fatto di essere “base ortonormale” caratterizza gli sy;
infatti un’altra base ortonormale deve differire da {s),} per una matrice
ortogonale a coefficienti interi, cioe una matrice di permutazione.

Corollario 41. w : Ag — Ag (cfr. proposizione 29) ¢ un’isometria.

Dimostrazione. Sappiamo che (esercizio 19) w(py) = (—=1)A=Mp, | da cui
abbiamo (w(py), w(p,)) = (=1)AHH=CNHWI p Y e dunque p # X =
(w(pr),w(pu)) = 0 = (pa, p) mentre (W(pa),w(px)) = (—1)* PN (py, py) =
(P2 D) []

2grazie Maurizio!
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5.5.2 I caratteri irriducibili di S,

Vogliamo costruire una generalizzazione del prodotto hermitiano tra caratteri
della definizione 6.

Definizione 19. Sia G un gruppo, A una Q-algebra commutativa ed f,g :
G — A funzioni, definiamo

| 1 .,
(f7g>=m2f(x Jg(x) = O(g)m;f(x)g(x_ )-

zeG

Osserviamo che questo prodotto concide davvero con quello della defi-
nizione 6. perché per ogni g e V xy(g) € una radice dell'unita e quindi

xv(g™) = xv(g). Sew € S, indichiamo con p(w) = (py, . . ., pr) la partizione
che individua la struttura ciclica di w.

Definizione 20. Definiamo la mappa
v S, — A"
W= Pp(w) = Pp1 " " Ppy-

Osserviamo che 1 ¢ costante sulle classi coniugio. Consideriamo 1'im-
mersione “standard” S, X S,, — Spim (cioé quella che identifica S,, con
le permutazioni delle prime n variabili ed S,, con quelle delle ultime m);
scriviamo (u,v) +— u X v. Ora p(u X v) e il riordinamento di p(u) - p(v)
(concatenazione) che ¢ una partizione. Abbiamo che

Y Spym — AT
u X v P(u)(v).

Definizione 21. Chiamiamo R™ lo Z-modulo generato dai caratteri delle
rappresentazioni irriducibili di S,, (poniamo R®) = Z) e definiamo

R = ®n>0 R("),
se f € R™ e g € R'™ sono caratteri di rappresentazioni irriducibili poniamo
Sn m
frg=Indg" s fxg.
Con questo prodotto R e un anello graduato commutativo con unita.

Definiamo un prodotto scalare su R come

F=Y " g=> 0= {f.9) =D (fo:Gn)s.:

- :
dove le somme a sinistra sono le decomposizioni in componenti omogenee e
(,)s, €1l prodotto della definizione 19.
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Definizione 22. La mappa caratteristica e

ch: R— Ac

COmE SOPRA

f:Sn_)CgAC7¢:Sn_)A(nygACeM

(F s, = S i) = S i) = 3 2 s

wESy wESy |p|=n

Dove p ¢ una partizione ed f, ¢ il valore di f sulla classe di coniugio indivi-
duata da p.

Teorema 42. ch ¢ un isomorfismo di anelli R — A.

Dimostrazione. (1) Facciamo intanto vedere che ch & isometrico. Siano f, g €
R™_ abbiamo che

<Ch(f)’Ch(g)>A = <Z Zp_lfpppa Z zglgpp/) = Z zglfpgp = <fa g)Sn
lol=n lpl=n lpl=n

dove la seconda uguaglianza segue dall’ortogonalita dei p, e la terza da
un ragionamento analogo a quello precedente.

(2) Mostriamo ora che ch ¢ un omomorfismo di anelli. Siano f € R™, g €
R(™).
S’I’L m
e, usando la reciprocita di Frobenius (corollario 16), abbiamo che

h(f9) = {f g, Res s Wsunsn = O flw)g@)plw 7).

" (w,9)€8n X Sm

Ora (w971) = (w1 )p(9~1) = (w)e(9) e quindi

ch(f-g) = <% > f(w)¢(w)) <% > g(ﬁ)w(ﬁ)> =

wESy YESm

<f7 w>5n <g7 w>5m = Ch(f)Ch<g)

(3) Mostriamo adesso che ch & surgettivo. Consideriamo il carattere y,, della
rappresentazione banale di .S,,.

ch(x) =D 2, pox(p) = > _ 2, 'pp = hn

lpl=n lpl=n
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dove nell’ultima uguaglianza si usa la formula di Newton. Se A =
(A,...,Ax) € una partizione, definiamo ’elemento ¥, € R come 1) =
XX Xa, €d abbiamo (per il punto precedente)

ch(y) = hy by, -+ hy, = ha.

Quindi Imch contiene una base di A e A C Imch. Se troviamo degli
elementi y* tali che ch : x* — s,, poi per isometria abbiamo

<X>\7X>\> = <S>\’8>\> =1

e, piut in generale, (x*, x*) = dy,. Quindi £x* & un carattere di una
rappresentazione irriducibile ed i x* sono indipendenti. Poniamo

= det(x,—i+j)

ed usando Jacobi-Trudi abbiamo
ch(x*) = det(ch(xa,—itj)) = det(hr,—ij) = sx.

Per questioni di dimensione i x* sono, a meno del segno, tutti i caratteri
delle rappresentazioni irriducibili. Quindi ch™*(A) = R e Imch = A.
O

Rimangono alcune domande aperte:

(1) T x* sono caratteri di rappresentazioni irriducibili? (si tratta cioe di
stabilire il segno).

(2) Che relazione c’¢ tra i x* e i caratteri xy; ?
08/05/09
Nella dimostrazione del teorema 42 abbiamo costruito il carattere

s
A=(AL ) = U =0 X = Indslillx---xskk (rappr. banale).
Dove Y, ¢ il carattere della rappresentazione banale di S,. Abbiamo anche
visto che ch(x,) = h, e quindi ch(¢,) = h,.
Vogliamo arrivare a dimostrare il seguente:

Teorema 43. [ caratteri irriducibili di S, sono i x* con |\ = n; pil

precisamente

X’\ = XVy-
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Sappiamo che sy = ch(y}) = >, 2, 'x*p)p, da cui, usando il corollario
39, abbiamo

(53,20) = X" (p)-
Osservazione 22. Questa e una relazione importante: ci permette di valutare
il carattere y* sulla classe di coniugio p conoscendo sy.

Analogamente ch(¢y) = hy =}, 2 M (p)p, e
<h)\7pp> = %(P)

e dal fatto che gli s, formano una base ortonormale, abbiamo
po =Y X (p)sr =Y alp)ma.
A A

Definizione 23. I numero di Kostka k, ¢ il numero di modi di riempire
il diagramma associato a g con Ay 1, Ay 2, ..., A\x k in modo che risulti un
tableauxr semi-standard. Cioe tale che ogni riga sia non decrescente e ogni
colonna sia crescente.

Esempio 17. Prendiamo p = (4,3,2) e A = (3,2,2,1,1).

1[1]1]

1/1]1]2] 2]2
ro12[3]3 A [3]3
415 4]
5]

Non sempre esistono tali riempimenti; chiaramente gli 1 vanno messi tutti
nella prima riga (perché le colonne devono essere crescenti) quindi bisogna
avere A\; < p7, analogamente i £ vanno messi nelle prime k righe. Quindi
condizione necessaria affinché k, y # 0 ¢

VE: At A < g,

cioe A <X p (dove =< & l'ordine definito nel teorema 25).

Esercizio 20. ku«\% 0 < gty t/ z /\,

Supponiamo che valga la seguente relazione (poi lo dimostreremo)
S,u = Z l{iu7,\m>\. (1)
A

Allora
<h>\,Su> = k‘,u,)\ = h)\ = Zkﬂ)\sﬂ‘

m

Queste due relazioni sono equivalenti (basta prendere (s, hy)).
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Proposizione 44. Vale ¢x(p) = >_, k. x*(p)-

Dimostrazione.

P =Y 0a(p)ma =Y X"(p)su = D X"(p)kupmi =

> (Z X“(P)@,A) my =
VA(p) = ZXM(P)I%A-

Osservando che £y = 1 si ha immediatamente il seguente:

Corollario 45. 1, = x* + Z)\<u ku,AXMO-

Osservazione 23. A posteriori la proposizione 44 ci dice come si decompone
la rappresentazione indotta 1. Se prendiamo A = (1,1,...,1) allora

¥y = Ind", . g (banale) = CS,

e la rappresentazione regolare. Se scriviamo ¢, = > i (dim V)V, (decompo-
sizione in irriducibili della rappresentazione regolare) otteniamo la formula

dimV, =k, 11,..1)-

k1,1 € il numero di modi di riempire il diagramma associato a j con
gli elementi {1,2,...,n} in modo che sia un tableauz standard, cioe sia le
colonne che le righe devono essere crescenti (perché deve essere un tableaux
quasi standard ma gli elementi sono tutti distinti).

Esempio 18. ha dimensione 4, vediamo come riempire il diagramma
con {1,2,3,4}.

112]3]4]
5

L’1 va necessariamente nella prima posizione mentre il 5 si puo scambiare
con uno qualunque tra 2, 3, e 4. Quindi possiamo riempire il diagramma in
4 modi, in accordo con la formula trovata.

Vediamo invece BH; sappiamo che ha dimensione 2.

112
314
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FPunzioni simmetriche

L’1 va necessariamente nella prima posizione e il 4 va necessariamente nel-
I'ultima. Mentre 2 e 3 si possono scambiare; quindi ci sono due possibili
riempimenti.

Sappiamo che 1 ¢ il carattere di Uy = Indgzl NN (banale). Ora V) deve
necessariamente comparire nella decomposizione di U). Infatti lo stabilizzato-
re dell’elemento ay € CS,, (cioe {w € S, : way = aA}) ¢ proprio Sy, x- - - XSy,
e quindi S,, permuta le sue classi laterali e IndSA Xo xS, (banale) = CS,a,.

La mappa
N\ - (CSnCL)\ — V)\

e surgettiva e quindi per il lemma di Schur V) deve apparire nella decompo-
sizione di Uy. Possiamo quindi scrivere

%\@ = Z T\ u XV,
7

con 7y > 1. Dimostriamo ora il teorema 43 con un argomento induttivo.
Se A\ e massimale allora A\ = [TTT1] (e in particolare & massimo) e si vede

facﬂmente che x* = xy,. Supponlamo che per ogni A < p x* = xy,; allora
Un =X+ X kupx! = X + 2L, kuaxy, e-aquigdt

Ma +x* ¢ irriducibile e xy, compare nella decomposizione di 1y; segue che
A
X" = XVy-

Corollario 46. Per ogni partizione p di n abbiamo
dim V), =k, (1,1,..,1) = numero di tableaux standard.

Esercizio 21. Decomponiamo U3 = In dgﬁx s, (banale).

le partizioni p con (6,3) < p sono (6,3) (che compare con coefficiente 1),
(7,2), (8,1), (9,0). Queste compaiono tutte con coefficiente 1 (c¢’¢ un solo
riempiemento possibile), percio

Ue,3) = Vie.3) @ Vir2) © Vis) & Vio0)-

FEsercizio 22. Generalizzare la formula dell’esercizio precedente a Ind S";’"S (banale).

20



Funzioni di Schur

Dimostriamo ora la formula (1)
My
Teorema 47. s, = ), k, M, o equivalentemente h) = Zu kS,

Lemma 48 (Regola di Pieri).

sphy = Zs,\

A

dove la somma e sulle partizioni A ottenute da p aggiungendo r caselle ma
non due sulla stessa colonna.

Dimostrazione. Applicando l'involuzione w : A — A (che manda e, — h, e
Sy — Sy) otteniamo la formula equivalente

Spr = E Sy = E S
A A

dove 'ultima somma ¢ sui A ottenuti aggiungendo a u r caselle ma non due
sulla stessa riga.

Consideriamo finite variabili xy,...,2,; s, = a‘;:‘s e, cancellando gli as,
ci basta dimostrare che a,ise, =Y, Grts.

(s 5€r = (Z(—l)wxw(“+5)> Z 2| =

wESy ae{0,1}": Y a;=r

( Z (_1)wxw(u+5)> Z @ | —

wWESy ae{0,1}": > o=r

Z(_l)wxw(u+5+a) _ Z rsia-

w,o

Nell'ultima formula compaiono solo gli « tali che 4514 7# 0, in particolare
gli elementi y; + o; + §; = p; + a; + (n — i) devono essere distinti. Dal fatto
che p € una partizione e che a € {0,1}" abbiamo

pr+oar+m—1)>pp+ar+(n—2)>- > pp+a,

e quindi p + a + d € una partizione. Ora questi elementi sono tutti distinti
se e solo se per ogni j p; + o; > 4 + jqq, cioe se e solo se p + a e
una partizione, cioe se e solo se u + a = A ¢ una partizione ottenuta da p
aggiungendo r caselle ma non due sulla stessa eelonnan ]
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FPunzioni simmetriche

Dimostrazione Teorema. Dimostriamo la formula per induzione su [(\) (il

caso A = (Ay) e facile). Sta A= (A,..., ) e p=(A1,..., Ae1);

hy = hyhy, = <Z kpwsp) ha, = Z Ko,uSn,
p

p777/J

dove 7, varia tra le partizioni ottenute da p aggiungendo )\, casellf ma non
due sulla stessa colonna. Fissiamo un partizione &, vogliamo capire qual’e
il coefficiente di s¢ in hy; consideriamo p tale che & = 1, (cioe £ si ottiene
da p aggiungendo bla bla bla) e fissiamo un riempimento di p con A\ 1, ...
M—1 k — 1 in modo da ottenere un tableaux semi-standard. Se riempiamo
ogni casella aggiunta in p con k si ottiene ancora un tableaux semi-standard.
Viceversa dato un riempimento semistandard di & le caselle riempite con
1,...,k — 1 formano una partizione e £ si ottiene aggiungendo ad essa A
caselle, al pitt una per colonna. Dunque il coefficiente di s¢ in hy € kg . O

La regola di Pieri puo essere utile per calcolare rappresentazioni indotte.
Sappiamo che h, = s,.0,...0) ed s,5(,) corrisponde al carattere xv, - x, (x- come
al solito ¢ il carattere della rappresentazione banale di S,). In particolare

XV, * Xr = Indgx’"sr‘/u ® banale.

La formula di Pieri ci permette di calcolare la decomposizione in irriducibili
di questa rappresentazione. Consideriamo, ad esempio, il caso r = 1

Sn
IndS i Ve = i gy = 0V
A

dove la somma e sui A ottenuti da p aggiungendo 1 casella.

Esempio 19.

mdHH = HeHF

IndggU\H:U [T] \@LU U

Allo stesso modo la restrizione Resgq:*lxu si ottiene cancellando da i una
casella in tutti i modi possibili (si vede usando la reciprocita di Frobenius).

Esempio 20.

Resfe = Ho 0 o
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La dimensione con gli uncini

Esempio 21. Supponiamo di avere una rappresentazione V di S,, di dimen-

sione n — 1 che non sappiamo studiare; sappiamo pero che Resé:_l\/ =

O @ LI Allora V = ; infatti nella decomposizione in ir-

riducibili non possiamo avere diagrammi con piu di due righe, né diagrammi
con piu di due caselle nella seconda riga. Dunque possono comparire solo la
standard e la banale; la standard deve necessariamente comparire altrimenti
non avremmo la standard nella restrizione e se comparisse anche la banale
avremmo almeno due componenti della banale nella restrizione.

5.6 La dimensione con gli uncini

Trattiamo ora un’altra formula per calcolare la dimensione di una rappresen-
tazione irriducibile di S,,. Consideriamo un diagramma di Young; 'uncino
di una casella ¢ il numero di caselle a destra e sotto di essa (lei compresa).
Ad esempio nel diagramma ‘

gli uncini sono (per riga) 7,6,3,1,4,3,1,2,1.
La hook formula dice
Al
[T tutti gli uncini-

dim V)\ =

Esempio 22. Consideriamo la rappresentazione BE(; gli uncini sono 3,2,2,1 e
con la hook-formula otteniamo

. 41
d1m53:3'2.2:2

Esercizio 23. Dimostrare la hook-formula.

Esercizio 24. Dimostrare che la dimensione delle rappresentazioni irriducibili
di S, e sempre > n fatta eccezione per

(1) standard,
(2) standard ® segno,
(3) banale,
(4) segno,

(5) per n = 453,
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1l teorema di Chevalley-Shephard—Todd

(6) per n==6

[Sugg: per induzione sul diagramma, considerando la prima colonna a parte
e usando la formula di hook].

6 Il teorema di Chevalley-Shephard—Todd

14,/05/09
Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo K a caratteristi-

ca 0. Consideriamo S = S(V*), I'algebra simmetrica sul duale V*; se fissiamo
una base {vy,...,v,} di V e consideriamo la sua base duale {xy,...,z,} di
V* allora S = Klzy,...,z,]. Quindi in un certo senso possiamo dire che
S(V*) e l'algebra dei polinomi su V.

Sia GG un gruppo che agisce su V', definiamo ’azione su V* come @\e\ﬂ Lome £

mk/e\ c\w\%{“a e Vamnd T S i VgeG,fES/*(gf)(v):f(g_lv)VUEV.

Siamo interessati a studiare gli invarianti di questa azione, cioe R = S¢.
Osserviamo che R ¢ ancora una K-algebra.

Esempio 23. Sia V = C? e consideriamo

=) (P 5))

S = C[x,y]; certamente Clz?,y?] C R ma R = C[z?,y?*| ® (zy)C[z?, ] non
e un’algebra polinomiale.

Abbiamo un’estensione di algebre R C S e possiamo pensare S come
R-modulo. In generale S non ¢ un R-modulo libero; ci interessa quindi dare
condizioni per cui

(1) R sia un’algebra polinomiale,
(2) S sia un R-modulo libero.

Esempio 24. Sia G = S,,, V = C" ed §,, agisce permutando le coordinate.
Sappiamo gia che R = Cley, ..., e,] ¢ lalgebra polinomiale generata dalle
funzioni simmetriche elementari.

2mi

Esempio 25. V=Ce G = (ed ) 2 7Z/dZ; allora S = C[z] ed R = C[z1].

o4



Definizione 24. Una riflessione® ¢ un elemento g € GL(V) rappresentato
in un’opportuna base da una matrice del tipo

dove ¢ ¢ una radice dell’unita.
Il nostro obiettivo e dimostrare il seguente

Teorema 49 (Chevalley-Shephard—Todd). Sia V' spazio vettoriale, G C
GL(V') sottogruppo finito; sono equivalenti

(1) R ¢ una C-algebra polinomiale,
(2) S & un R-modulo libero,
(3) G ¢ un gruppo finito generato da riflessioni.

Scriviamo S = K|xy,...,%,]| e chiamiamo L = Q(5) = K(xy,...,z,) il
suo campo delle frazioni. L/K ¢ un’estensione di campi e* trdeg L/K = n,
mentre L/LY & un’estensione di Galois e [L : LY] = o(G), segue che L¢/K ¢
un’estensione trascendente e trdeg LY /K = n. -

Lemma 50. L% ¢ il campo delle frazioni di R.

Dimostrazione. Siano fi, fo € R, allora % € Q(R) C L & ancora stabile per
'azione di G; quindi Q(R) C LY. Viceversa sia § € LY, allora [] gecIPER

e

B . ngG gp c LG

qa q ngc\{e} gp

ora nella scrittura a destra sia la frazione che il nominatare sono G-invarianti,
quindi lo ¢ anche il denominatore; da cui £ € Q(R). O

Dunque se R = Klyi,...,ym| € un’algebra polinomiale, allora m =
trdeg Q(R)/K = n. Abbiamo quindi dimostrato la seguente

Proposizione 51. Se R ¢ un’algebra polinomiale, allora e generata da n =
dim V' elementi algebricamente indipendenti.

3a volte si dice pseudoriflessione
4con trdeg indichiamo il grado di trascendenza
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1l teorema di Chevalley-Shephard—Todd

Proposizione 52. Sia R, = Ker fy C R dove fy : R — K & la valutazione
in (0,...,0) (quindi R, e 'ideale di R generato dagli elementi omogenei di
grado strettamente positivo) e sia I = R,S C S il corrispondente ideale
esteso.

Se fi,...,fr € R sono elementi omogenei non costanti che generano I,
allora 1, f1,..., f, generano R come algebra.

Dimostrazione. Sia f € R omogeneo di grado d. Dimostriamo, per in-
duzione su d, che f € Klf1,...,f:]. Per d = 0 non ci sono problemi
(1€ K[f1,..., f]); sia quindi d > 0, allora f € R, C I e possiamo scrivere
f=hifi+---+ h.f. con gli h; € S omogenei.

Ma non e restrittivo supporre h; € R, infatti se h € S definiamo

1

geG

ed abbiamo f = fu = hl#fl# + -+ hr#fr# = higfi+ -+ heyfr. Ora,
poiché gli f; sono non costanti, abbiamo degh; < d per ogni j e possiamo
applicare l'ipotesi induttiva: h; € K[f1,..., f.] e quindi f € K[f1,..., f].

O

Lemma 53. Sia [ € S omogeneo di grado 1 (quindi [ € V* & un funzionale
lineare); se f € S ¢ tale che kerl C {f = 0}, allora esiste g € S tale che

f=lg.

Dimostrazione. Supponiamo che z,, compaia nella scrittura di [; possiamo
quindi dividere f = lg + r con deg, r < deg, [ =1 = deg, r = 0. Se
r # 0 allora esistono 7y,...,7Z,_1 € K tali che r(Z1,...,%T,-1) # 0. Ma

il coefficiente di 2, in [ & non nullo da cui I(Ty,...,Tn_1,2,) € K|z, &
non nullo ed esiste T, € K tale che {(Zy,...,T,) = 0 e f(T1,...,Tp) =
r(T1,y. ., Ty 0 che ¢ assurdo. O
(7 1) # et L o

Lemma 54. Siano fi,..., f, € R elementi omogenel tali che fi ¢ (fa, ..., fr)
(ideale di R) e siano g; € S tali che

flgl+"'+f7"gr:0- (2)

Se G ¢ generato da riflessioni si ha gy € I = R, S C S.

Dimostrazione. Osserviamo che fi € (fa, ..., f.)s; infatti se esistessero gli
h; € S tali che fi = hofo + -+ h,.f, avremmo f; = hapyfo + -+ hopf, €
<f27 LR fT‘>R'

Dimostriamo ¢g; € I per induzione su deg g; = d (possiamo sempre sup-
porre che i g; siano omogenei). Sia d = 0, se fosse g; # 0 si avrebbe jye-ff

56 lf’l é<(1/ )&7S
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percio g1 = 0 € I. Siaora d > 0, sia s € G una ri%essione e sia H = kerl
I'iperpiano fissato da s. L’elemento sg; — ¢g; si annula su ker!/ e per il lemma
53 abbiamo o

Sg1 = 1 + lhl, hl es.

Allo stesso modo per ogni ¢ abbiamo sg; = g; +[h; con h; € S. Considerando
I'equazione s(2)—(2) otteniamo

(hfi+--+hf))=0=>hfi+-+hf. =0

e per ipotesi induttiva si ha h; € I; dunque sg; = ¢; (mod I). Ma G &
generato da riflessioni, quindi g; = wg; (mod I) per ogni w € G. Segue che
g1 = g1y (mod I);ma g1, €1 =g €1 O

Teorema 55. Sia V' come prima e G C GL(V) un gruppo finito, Se G &
generato da riflessioni, allora R = S ¢ un’algebra polinomiale generata da

n %m elementi algebrlcamen‘(tiz indipendenti fi,..., f,. < o/vwg%ln&v -

Dimostrazione. Sia f,.. fr un insieme minimale di generatorl\/ del deale
I = R,S; vogliamo dlre che fi,..., f, sono algebricamente indipendenti
(abbiamo gia osservato che poi deve essere r = n).

Per assurdo sia h € K[y, ..., y,] non nullo (che-possiamo-supporre-ome— ,
—genco) tale che (m‘dﬁﬂ Vemodd’ W*"Q)
h(f17"'7f7"):0 7

Allora per ogni k € {1,...,r} abbiamo

f; oh
hi hi = A
8$k fl Z @l’k ‘ 8yz <f1 fT)
A meno di riodinare possiamo supporre che {hy,..., h,} sia un insieme di
generatori minimale per 'ideale (hq,..., h,); possiamo quindi scrivere per

ogni j > m h; =", g; jh;. Abbiamo quindi

R [ 9 . ~Of;
O_leu(axknLj;rlgz,gaxk).

Ora per la minimalita di m, hy & (ha,...,h) e per il lemma 54 abbiamo

of
8$;+J_Z €R+ :<f17"'af7">:>

0 of;
AWL Z Ql,ja_iz:flm—i‘“"i‘frqr-

Oy, j=m+1
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1l teorema di Chevalley-Shephard—Todd

Vogliamo usare l'identita di Eulero®. Sia d; = deg f;; moltiplicando per z; e
sommando su k otteniamo

Z k Z (Zxk f”) = di fi+ Z guidsf; = fisite -+ fos,.

j=m+1 Jj=m+1

(3)
Ora dy f1 ¢ omogeneo di grado d;, mentre s; = > ;. k—1 Tkq1 non ha componenti
omogenei di grado 0. Quindi spezzando (3) in componenti omogenee si ha
che fis1 non contribuisce alla componente di grado d; del termine a destra.
Da cui f; € (fs,..., fr) contro la minimalita di {fi,..., f.}. O

Proposizione 56. Sia V' come prima e G C GL(V') un gruppo finito; Se G

¢ generato da riflessioni, allora S ¢ un R-modulo libero di rango o(G). A NG ), v

Dimostrazione. Studiamo il K = R/R,-spazio vettoriale S/I (dove, come
prima [ = R;S). Siano {g,} C S elementi omogenei che generano S/I
come spazio vettoriale; allora i {g,} generano S come R-modulo. Infatti sia
T = (go) C S, dobbiamo dire che S C T lo dimostriamo sulle componenti
omogenee Ty ed S, per induzione su d.

Per d = 0 non ci sono problemi, infatti almeno uno tra i g, deve essere
costante. Sia d > 0 ed f € Sy, possiamo scrivere

F= cgatd fshs ca€KhgeR fz€S.
B
———
el
Orah5€R+:>degh5>O:>degfﬁ<d:>ngT:>f€T.

Dobbiamo adesso mostrare che se ¢1,...,¢, € S sono indipendenti in
S/1 (visto come K-spazio), allora lo sono anche in S (visto come R-modulo).
Per induzione su m; se m = 1 va bene, sia quindi m > 1 e supponiamo di
avere una relazione

figr+ -+ fgm =0, fi; € R omogenei

Ora g1 ¢ I e per il lemma 54 f; = hofo+ -+ hy fr, con gli h; € R. Dunque
possiamo riscrivere la relazione come

fa(g2 + hogr) + - + fon(Gm + hingr) = 0.

Ora gli elementi g; + h;jg; sono indipendenti in S/I e, per ipotesi induttiva,
lo sono anche in S. Percio fo=---=f,=0eg; #0= f; =0. 0

5Se P ¢ omogeneo Y. x; 98 = (deg P)P

o8

O Vuele
=477
St

Mﬂ“?f



Proposizione 57. Sia G C GL(V) generato da riflessioni, per il teorema
55 R = S¢ & un’algebra polinomiale; se R = K|[fi,..., fu] = Klg1, .., 9n]
allora, a meno di riordinare, si ha d; = deg f; = deg g; = e;.

Dimostrazione. Scriviamo f; = hi(g1,...,9n) € g; = ki(f1,..., fn). Allora
abbiamo

a :_(gzv7gj)7 (fl;"'af)
g; Ox; af; f] 893]
S 0005,

= 99; 9 7
Consideriamo quindi le matrici F' = (g—gﬁ) e G = <g—j’i> ed abbiamo

12 N
FG = Id; in particolare det F = ¢ [, (%fz # 0. quindi a meno di
riordinare possiamo suppore H’;l gg? # 0. Da cui per ogni ¢ gg? #0 =
deg f; > deg g;. Con un analogo argomento si ha deg g; > deg f;. ]

Teorema 58. Se S ¢ un R-modulo libero, allora R ¢ un’algebra polinomiale.

Dimostrazione. Utilizzando la proposizione 52 ci basta dimostrare che R
e generato da elementi algebricamente indipendenti. Osserviamo che R e
un anello noetheriano; infatti S € notheriano, sia I C R un ideale allora
I¢ = (hy,...,hs) € S ¢ finitamente generato ed ¢ facile vedere che I =
(h1g, ..., hsy) € finitamente generato.

Dunque anche R, C R & finitamente generato: R, = (f1,..., fm) € pos-
siamo supporre che {fi,..., f,,} sia un insieme di generatori omogenei mi-
nimale. Mostriamo che gli f; sono algebricamente indipendenti, supponiamo
per assurdo che esista h € K[y, ...,y non nullo tale che h(fi,..., fm) = 0;
possiamo supporre che h sia “omogeneo pesato”, cioe omogeneo secondo il

grado:
deg(y™ ---yhr) = Y kid;
i=1

dove d; = deg f;, supponiamo inoltre che h abbia grado (pesato) minimo.
Sia h; = o 3y (f1,---, fm) € R e consideriamo lideale di R J = (h1, ..., ).
Suppomamo che {hy,...,hs} sia un insieme di generatori minimale per J,

s

allora per ogni j > s h; = >, 15 jh; con rij € R. Da cui

3]2 -

Uik:afi‘FZ afJES

9 7j
O j=st1 Oy,

29
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1l teorema di Chevalley-Shephard—Todd

Sia {e,} una R-base di S e scriviamo w;), = > 7ies con gli v € R.
Dunque, spezzando (4) in componenti abbiamo

S
E [© Z—
=1

Ora {h;};_, era un insieme minimale di generatori per .J, dunque gli 7", non
possono avere componenti di grado 0 ed r{, € Ry = u;, € SR4. Possiamo

quindi scrivere
h
Uik = E Ui,kfh
h

e, usando l'identita di Eulero, abbiamo
m
Zuzkfhxk = Zxkuzk =difi + Z riid; f-
h.k k j=s+1

Infine, passando alla componente omogenea di grado d; otteniamo, come nella
dimostrazione del teorema 55, f; € (f1,..., fi,..., fm) contro la minimalita
degli f;. O]

Ricordiamo che se G C GL(F) agisce sullo spazio vettoriale F, allora

1
dim F¢ = tr (—Zg) .
o(G) =
Osservazione 24. Se w € End(V), allora

det(1 —tw) = (1 —cyt) -+ (1 — cpt) =

1 - - k
det(1 — tw) 11 (Z(Ct) > -

i=1 \ k=0
oo o0
k T k
E g alteeer | T = E hi(cry ... cn)t
k=0 \ Y ki=k k=0

Proposizione 59. Sia G C GL(V) finito e supponiamo che R = S¢ =
K|[f1,..., fn] sia un’algebra polinomiale (scriviamo d; = deg f;). Allora

1 1 n 1
o(G) QGZG det(1 —tg) 11 (1—tdy (5)

60



Dimostrazione. Conseriamo g € G ~ V* come g : V* — V* e scriviamo
sp(g) = {c1,...,c,} (gli autovalori di g). Sia {z1,...,2,} una base di V*,
allora

1 1
G)Zdet(l—tg)zo Zzhkcl,--., =

gEGk 0

ngymV Ztr <<( )Zg>f\v8ym V*)tk:

geG

Z dim(Sym” V*)%tk

k=0
¢ la serie di Poincaré dell’algebra graduata R = S¢. Mentre
= =11 (Zt )
i=1 i=1 \k=0
¢ anche lei la serie di Poincaré di K[fi,..., f.] = R. O

Proposizione 60. Sia G C GL(V) finito e supponiamo che R = S¢ sia
un’algebra polinomiale; allora detto N il numero di riflessioni in G abbiamo

(1) TIL, di = o(G).
2) 3" d; = N +n.

Dimostrazione. Se g = id allora det(1 — tg) = (1 —t)"; se g € G & una
riflessione si ha det(1 — tg) = (1 — )" (1 — (t), dove ¢ & radice dell’unita.
Moltiplicando (5) per (1 —¢)" otteniamo:

n

1 11 2 _ 1
o \'F 2. Tog ) _H1+t+t2+---+tdi—1‘

w riflessione

Dove I'(1 — t)? viene dal fatto che se (1 — )" ! | det(1 — tg) allora g ¢
una riflessione (1'unico autovalore # 1 ¢ radice dell’unita perché G ¢ finito).
Valutando quesa uguaglianza in ¢ = 1 otteniamo

ol
:EE

e quindi il primo punto.
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1l teorema di Chevalley-Shephard—Todd

Consideriamo la somma p 1—;@ al variare di g tra le riflessioni in G.
Fissiamo un’iperpiano H C V e occupiamoci delle riflessioni in G' che lo
fissano. Queste sono tutte rotazioni attorno alla retta H+ e generano un
sottogruppo ciclico; cioe sono tutte del tipo

Cm 0
conie{l,...,m—1}.
0 | 1
Percio nella somma il pezzo relativo all’iperpiano H e

“ 1 - 1 1
Zl—(}ntzzl—gnt_l—t:

=1 =0
ik k _ km —
3 (i) - w3 -
=0 k=0 k=0
m 1 m—1
- = + (1= Dh(t).

1—tm 11—t 2

e sommando tutti i pezzi si ha

gea riflessione g

Quindi il termine a sinistra dell’'uguaglianza e:

1 N

] (1+5(1 —t)+(1—1t) g@))

derivando e valutando in ¢ = 1 otteniamo —ﬁ% Mentre a destra otteniamo

d (1 1 D1\ di— 1
E<H1+t+t2+---+tdzl>tl(Hd_z).z 5

i=1 i=1 i=1
N IR
o(G) Tl di Zzl
N+n=>Y d
i=1
dove abbiamo usato il fatto che [[;_, d; = o(G). O
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Lemma 61. fi,..., f, € K[z1,...,x,] sono algebricamente indipendenti se
e solo se

dfi
i/ ij
Dimostrazione. (<) Supponiamo che fi, ..., f, siano algebricamente dipen-
denti; allora esiste h € Kly1,...,y,] non nullo tale che h(fi,...,f.) = 0,
prendiamo h di grado minimo.

oh Of; 0
— Oy; Oy B
Osserviamo che i g:_ non sono tutti nulli. Chiamiando F' = (%) ed
H= (g:) abbiamo H € ker F' e quindi det F' = 0.
(=) Siano f1,..., f, indipendenti; per questioni di dimensione abbiamo

che per ogni i {z;, f1,..., fn} sono dipendenti ed esiste h;(yo,y1,...,Yn) # 0
tale che h;(x;, f1,. .., fn) =0 ed h; di grado minimo. Derivando abbiamo

(811 8]‘}) o
£ \ Qy; Oy, 8y0 "

Per minimalita di h; si ha g—’y% # 0 e quindi, in termini di matrici:

(), (), = (o)
dy; i Dk gk Yo o ik

Quella a destra e una matrice diagonale con elementi non nulli sulla dia-

gonale e pertanto ha determinante non nullo; segue che anche (%) ha
J.k

determinante non nullo. O

Osservazione 25. J(f1,..., f,) & un polinomio omogeneo di grado " ,(d; —
1).

Teorema 62. Sia G C GL(V) finito; se R = S¢ & un’algebra polinomiale
(con generatori algebricamente indipendenti gy, ..., gn, di gradi ey, ..., e,).
Allora G e generato da riflessioni.

Dimostrazione. Sia H C G il sottogruppo generato dalle riflessioni di G.
Sappiamo gia che S¥ O S¢ = R & un’algebra polinomiale. Scriviamo S¥ =

K[fi,..., fn] e di =deg f;. Allora g; = hi(f1,...,fn) €

agz Z agz 8f] agz agz afj
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Rappresentazioni di GL(n;C) (via S,,)

Ora i g; sono indipendenti; quindi det (ag;)' # 0 da cui det <6—g> # 0,

n agz
= (ITa ) #+

e, a meno di riordinare, [[;_, g?’

ei=degg; >deg fi=d;. Orad " e, =N+n=>1i=1"d; = d ~ eV =
oG) =1l ei=1liL1di=0o(H) = G=H. ]

cioe

Mettendo insieme quanto dimostrato abbiamo il teorema 49; Infatti il
teorema 55 dimostra (3) = (1), la proposizione 56 dimostra (3) = (2), il
teorema 58 dimostra (2) = (1) ed il teorema 62 dimostra (1) = (3).

7 Rappresentazioni di GL(n;C) (via S,,)

Vogliamo utilizzare quanto sappiamo sulle rappresentazioni di S,, per classifi-
care le rappresentazioni irriducibili di GL(n;C). Sia V' uno spazio vettoriale
di dimensione finita; ricordiamo che V ® V = Sym?V @ /\2 V dove, se utiliz-
ziamo l'identificazione standard di Sym?V e /\2 V' come sottospazi di V@V,
la decomposizione e data dalla mappa

Ui®vj+vj®vi Ui®Uj—Uj®Ui
2 2 '

V; Q Vj =

Allo stesso modo abbiamo

3
VB =VeVeV=Sym’Vae /\ V @ quacos’altro

Esempio 26. Se k = dimV = 3 allora dim V®* = 27, dim Sym®V = 10 e
dim /\3 V =1, quindi dim qualcos’altro = 16.

Cercheremo le rappresentazioni di GL(V) dentro V®? (su cui GL(V)
agisce a sinistra per componenti) e le troveremo (quasi) tutte.

Sullo spazio V®¢ possiamo fare agisée S; da destra permutando i fattori
ed abbiamo che quest’azione commuta con ’azione sinistra di GL(V).

7.1 Costruzione di Weyl

Sia A una partizione di d e consideriamo il corrispondente simmetrizzatore
di young cy. L’applicazione (moltiplicazione a destra) -cy : V& — V& &
una mappa di GL(V)-moduli, in particolare V®c, = Im (-cy) & un sotto
GL(V)-modulo.
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Costruzione di Weyl

Definizione 25. Chiamiamo S,V = V®¢, come GL(V)-modulo; Sy- & un
funtore ed e detto funtore di Schur.

Esempio 27. Se A = (d,0,...,0), allora Siz)V = V&4 . (desd
tiplicazione a destra per c(4) agisce su di un tensore elementare nel seguente
modo:

g) . La mol-

(U1®"'®Ud)c(d) — Z”Ug(l)@..-fug(n).

geSh

Quindi Sq)V = Sym? V. Analogamente se A = (1,...,1) abbiamo

(Ul ® e ® Ud)CA — Z(_l)gvg(l) ® .. 'Ug(n)'

ge€Sn

e quindi S,V = A’ V.
Esempio 28. Sia A\ = (2,1), scegliamo il tableaux

1]2]
3

allora ay = e+(1,2) eby = e—(1,3), dacui cp1) = e+(1,2)—(1,3)—(1,3,2)
e
5(271)‘/ = V®3C(271) =
(V1 QU @ Uz + V2 @V QU3 — V3 QU @ U — V3 RV ® V) C

2
<w1®w2®w3—w3®w2®w1>%/\V®V§V®3

Esercizio 25. V3¢ 1) = ker(/\2 VeV — /\3 V).
Esempio 29. Se dimV = 3 allora dim A*V ® V =9 e dim A*V = 1, percio

dim S(21)V = 8 e viene fuori che

3
Ve = Sym*V & \V @ (Sei)V) .

In generale avremo V& = @, (S,V)P4mY dove \ varia tra le partizioni
di d. Gli S,V sono irriducibili e se A # v allora S\V e S,V non sono isomor-
fe. Inoltre, a meno di tensorizzare con la rappresentazione “determinante”,
queste sono tutte le rappresentazioni di GL(V').

Se dim V' = k una partizione \ fornisce una rappresentazione irriducibile
S,V solo se A ha meno di k righe, cioe se [(A) < k (altrimenti S,V = (0)).
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Rappresentazioni di GL(n;C) (via S,,)

Vedremo inoltre anche come calcolare i caratteri delle Sy; avremo infatti
che

Xs,v(9) = sa(zn, ..., m)
dove s) e la funzione di Schur associata alla partizione \ ed x1,...,x; sono
gli autovalori di g. Ll S CR LV L omCoval o
Esempio 30. Se A = (d) e la partizié{le banale, allora SyV = Sym?V; suppo-
. . . . |z € . N Sk
niamo intanto che g sia diagonalg- V ha come base i monomi v;' ... v,

con Y% s, = d. La traccia di g € GL(V) &

trg|Syde = inl o ka = h(d)(‘rh ce ka) = S(d)(‘xl? e 7xk)'

Per dare un senso formale alla scrittura sq) (x1,...,2,) nel caso non diago-
nale possiamo scrivere hgy = >, cxex, cosl by (@1, ..., 2,) = Yy exea(Z, ..., &)
e gliey(zq,...,x,) sono i coefficienti del polinomio caratteristico. Ora questa
formula senso per ogni g € GL(V). trg ed h(z1,...,,) sono due funzioni

polinomiali che coincidono sulle diagonalizzabili e per densita coincidono su
tutto GL(V').

Esempio 31. Sq,.1)V = /\d V; /\d V" ha una base di elementi del tipo v;; A
<Ay, con iy < -+ <. Se g ¢ diagonale abbiamo tr g = e(d)(:cl, S
ha, . n(@, ..., 2,) = 5@, (21, ..., 2,) e come prima per densita la formula
vale per ogni g.

7.2 Considerazioni di semisemplicita

L’algebra CS; e un’algebra di dimensione finita semisemplice. C’¢ un teore-
ma (teorema di Artin-Wedderburn) che dice che le algebre semisemplici di
dimensione finita sono algebre di matrici. Nel nostro caso

Proposizione 63. Se G ¢ un gruppo finito allora CG = @;End(W;) dove i
W; sono le rappresentazioni irriducibili di G.

Dimostrazione. Consideriamo la mappa

le cui componenti coincidono con 'azione CG ~ W;. Ogni componente ¢ un
omomorfismo di algebre, quindi anche ¢ lo e.

© € anche iniettiva; infatti se un elemento a € CG agisce come la mappa
nulla su ogni rappresentazione irriducibile W;, allora (CG ¢ la rappresentazio-
ne regolare) la moltiplicazione per a agisce come la mappa nulla CG — CG
ed a = 0 perché CG e un CG-modulo fedele.

Infine ¢ e surgettiva per questioni dimensionali. O
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Considerazioni di semisemplicita

Sia G un gruppo finito ed U un CG-modulo destro, sia B = Homg(U, U)
(cioe i ¢ : U — U tali che p(ug) = ¢(u)g). Ora B ~ U v CG (cioe B
agisce a sinistra su U e CG agisce a destra su U) e le due azioni commutano.
Decomponiamo U = @;U"™ in CG-moduli destri irriducibili, allora

B = Homg (®;U7™gU;”™) = lemma di Schur
®;Homg (U™, U™) = lemma di Schur
@i%i sz((c)
dove nell’ultimo passaggio si usa il fatto che ogni componente U; — U™ —
Umei — U; e del tipo Aid. Abbiamo quindi visto che B e un’algebra di
matrici.

Se U ¢ un CG-modulo destro e W un CG-modulo sinistro possiamo
considerare

URceW2UQcW/{u®av —ua®v: a € CG)

Proposizione 64. Sia U un CG-modulo destro di dimensione finita e B =
Hom¢ (U, U), allora

(a) per ogni c € CG U ®cq (CG)-c=U - ¢

(b) se W = CG - ¢ ¢ un CG-modulo irriducibile sinistro, allora U @cg W (=
U - ¢) € un B-modulo irriducibile oppure & nullo;

(c) sei W; = (CQG) - ¢; sono, al variare di 4, tutti i CG-moduli sinistri irridu-
cibili, allora U = @;(U - ¢;)® 4™ Wi & 1a decomposizione di U in B-moduli
irriducibili.

Dimostrazione. (a) Consideriamo il diagramma commutativo

U ®ce CG —5 U ®c (CG) - ¢ == U ®¢c CG

| | |

U v U-c U

c

Le mappe verticali sono u X a — ua; le mappe a destra e a sinistra sono
isomorfismi e dalla commutativita del diagramma segue che la mappa
centrale e sia iniettiva che surgettiva.

(b) Supponiamo che U sia un CG-modulo irriducibile; per il lemma di Schur
si ha B = Endg(U) = C; quindi un B-modulo ¢ irriducibile se e solo se
ha dimensione 1. La tesi quindi diventa dim U ®cq W < 1.
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Rappresentazioni di GL(n;C) (via S,,)

Identifichiamo W C CG = &;4,,,x»,(C). W & un G-modulo irriducibile
= W C &; M, «n,(C) & ideale minimale. Dunque W ¢ del tipo

OXOX oo XX o—o‘aQAngQ—”MWM[}

con I C My, xn;(C) ideale sinistro minimale. Questl sono compostl dalle
matrici con tutte le colonne nulle eccetto una (fissata). Con un discorso
analogo a quello fatto per W si vede che U & del tipo

OXO0OX- - XxXJx---%x0 R Mg 2T ’«%'/1‘“;

/Qo\ @\L\th_ o
con J C ///mxm (C) ideal¢destro minimale. In particolare J ¢ ¢ mposto

dalle matrici che hanno tutte le righe nulle eccetto una (fissata). Ora se
i # j allora U ®cg W = 0, altrimenti osservando che

& il Aatamaing of

0 * 0 *
o7 T * x x | @1 0 « 0 | =1 * *x % g@g_l()*()
|
TCL @ §%2 0 * 0 *
9 oo o ci si riconduce al caso yﬂ.un solo elemento non nullo sulla riga non nulla
© 0do

ed un solo elemento non nullo sulla colonna non nulla ed in questo modo

si ha che U ®cq W = C.

Se U non ¢ irriducibile scriviamo U = @Z-UZ@”" e
UQ®cg W = @,’(Ui Qca W)n’

ora gli U; ®cg W sono tutti nulli, tranne al pitt uno corrispondente a W.
Quindi U @cg W = 0 oppure U @cg W = C™ e B = @M, xn,(C) agisce
in modo irriducibile su U.

(¢) U= U®ceCG come B-modulo. Ora U®cqCGE = URcq (@iWi@ dim Wi) =
D (U ®(CG W)@dlmW, v @1 (U Z)@dlmWi.

U

Ed ora qualcosa di completamente diverso:

Esempio 32. Torniamo alle rappresentazioni di Sy; vogliamo decomporre

o B i irriducibili (attenzione! non ¢ il prodotto della definizione
21).

Sappiamo che U @ Ind%W 2 Ind% ((Res%U) @ W). Prendiamo U = H-
e W =111, abbiamo

d3! Resdt (770 Ind§ (Resgt [J71) o 0rrm) &
Hjjj@mdgi,lm: P o) o
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Rappresentazioni di GL(V')

Ma sappiamo anche che

Indgj_lResgj_Bjjj o~ Indgj_ﬂjj ® Indgj_lmjjj =

e e e Mo o

Da cui otteniamo

O D> o Pe Do oD

7.3 Rappresentazioni di GL(V)

29/05/09

Vogliamo applicare la proposizione 64 alle rappresentazioni di GL(V'); po-
niamo U = V®?  dal punto (c) abbiamo immediatamente che

V®d = Py ((V®d) . C)\)eadimV/\ = D) (S)\V)@dimvA .

dove \ varia tra le partizioni di d e I'isomorfismo ¢ di B = Homg, (V®¢ V®4)-
moduli. La proposizione ci dice anche che gli S,V sono B-moduli irriducibili,
oppure sono 0.

Teorema 65. Sia k = dim V/,

(a) Vg € GL(V) trs,vg = xs,v(9) = sa(x1, ..., xy,); dove z1, ..., x, sono gli
autovalori di g.

(b) In particolare I(\) > k = S,V = 0; mentre se [(\) < k allora

M= At j—i
dim SV = sy(1,1,...,1) = [ ] R

i
i<j J

(c) V& =@, (S\V)4mW come GL(V)-moduli.

(d) Ogni S\V con I(\) < k ¢ una rappresentazione irriducibile di GL(V') e
queste sono a due a due non isomorfe.

Consideriamo la rappresentazione Uy = CSy - ay = Indgilxmxsh (id).

Sappiamo che

U = @poakpu \Vy =
V&l ®cs, Ux = Ved. g, = Dusakux (V®d ®cs, V#) ~
Buzrkun (V®d ®cs, CSq - Cu) = EBHZA(SMV)®KM7A.
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Rappresentazioni di GL(n;C) (via S,,)

Ora V& .qy = SymMV @ Sym™V @ - - - ® Sym™ V; quest’ultima formula
ci permette di ricavare

Xv@d.qy (9) = Xsymhv(g) T XSymATV(g) =
h)\l(xl, Ce ,le'k) tee h)\r(,ilﬁl, c. ,.Z'k) = h)\(l'l, c. ,xk).

Mentre da quella precedente abbiamo Xyed.q,(9) = > 5y kurxs,v(g). Da
cul -

ha(wy, ... ay) = Z kuaxs,v(g)-

HZA

D’altra parte sappiamo anche che

ha(z1, ..., 28) = Zku,ASu(fEh Ce Tg),

H>A

ed osservando che queste relazioni sono invertibili (perché la matrice (k, ) €
triangolare superiore con 1 sulla diagonale) otteniamo che

Xs,v(9) = su(x1, ..., Tp).

Da quest’ultima formula abbiamo subito che se I(\) < k allora le S,V sono
irriducibili e a due a due non isomorfe (come B-moduli). Se invece I[(\) > k,
usando Jacobi-Trudi abbiamo che

S)\(.Z'l, vy Tk O, e ,O) = det(e)\;_iﬂ)

ora A} = I(\) > Ke per i = 1 abbiamo A} —1+j > k da cui ey _11; ©
somma di monomi in cui compare sempre un qualche z; con j > k e pertanto
ex —144(T1,. ., 1%, 0,...,0) = 0. Quindi anche dim S)V' = s(1,...,1,0,...,0) =
0.

Vediamo adesso la formula per la dimensione degli S,V. Ricordiamo che

_ Gris det(x;\j+n_j)
S)\(l‘l, ce ,.I'k) = s = det(xnfj)
1

in particolare il denominatore ¢ il determinante di Vandermonde. Ponendo

x; = 21 abbiamo

det (z-DO+n—)
sx(l,z, 2%, ..., 2F 1) = et — ] n_r) :
Hj<r(x I— )

Osserviamo che ora anche il nominatore ¢ un determinante di Vandermonde,
nelle variabili 2%%"=7, in particolare

det (DO n=0)y = TT (X477 — oty
Jj<r
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Rappresentazioni di GL(V')

Da cui abbiamo

)\j—)\r-i-T’—j _ 1

k—1y _ AL
sx(1,...,x )—Hx g

j<r

e facendo tendere z ad 1 otteniamo

A=A 7 —
dimS)\V:S)\(l,...,l)IH J +,T j

T E—
j<r J

Quanto detto finora riguarda la struttura di B-modulo degli S\V'; adesso
dobbiamo ricondurci a GL(n,C).

GL(V) «— End(V) — B = Homg, (V®*, V&),
dunque la struttura di GL(V') modulo & compatlblle con quella d i di B- modulo

L e (V@ )) aﬂm ok AL brs
Lemma 66. B ¢ generato, come C spamo QM@W In partlcolare un (F@\,(Q@ ®¥)

sottospazio di V®¢ & un B-modulo se e solo se ¢ End(V)-invariante se e solo
se & GL(V)-invariante. Com \.( € E‘»at \/

Lo W W, e
Dimostrazione. Sia W uno spazio vettoriale di dimensione finita; allora '’ 2/~ / Vi

Sym?W = spanc(w @ --- @ w : w € W).

Infatti sia ¢ : Sym?W — C funzionale lineare, se ¢ si annulla su spanc(w ®
@ w € W) allora p = 0; sia v € Sym?W, allora nimAaswivmning.
0= o((T1wi+- - +xpwg) @ @ (T1w1 + - - +TWY)) ZWMM? X \

/[\ew‘(ﬂd u;/\nrQC/(% G?'\{mu%\o\oh‘x,l” quwl Wm M"L -
dinoud-abbiamo &, = 0 per ogni A. Ora

End(V®?) = (V&) @ V&I = (V*)* @ V! = End(V)®

e gli isomorfismi sono tutti di Sg-moduli destri. Dunque B = End(V/®%)%¢ =
(End(V)®4)% = Sym?End(V) & generato dagli elementi ¢ ® --- ® ¢ con
¢ € End(V). O

Come conseguenza abbiamo che un B-modulo ¢ irriducibile se e solo se ¢
irriducibile come G L(V)-modulo e dunque da quanto dimostrato finora segue
il teorema 65.




Rappresentazioni di GL(n;C) (via S,,)

Fsercizio 26. Calcoliamo la decomposizione in irriducibili di S)V @ S, V.

S\ @S,V =VE ey @ VE ¢, = (VE" @ VE™) . (e Bey).

)\X(f" € &'5 Kd/g >¢5M+M1 5 qomaoms C-an( d; M+
Dove exfac,, A cerchlamo una relazione del tlpo

SV ® S,V =Vt .= @.0,8,V.

Passando ai caratteri ci basta avere sy - s, = > v,s,. Usiamo la regola di
Littlewood-Richardson che dice che

S>\ ’ SM = : :NAJ'L?VSV
v

dove i N, ,,, si chiamano numer: di Littlewood-Richardson e si costruiscono
nel seguente modo: consideriamo la tabella associata a A

Vogliamo aggiungere p caselle riempite con 1, ps caselle riempite con 2 e
cosi via in modo che si ottenga un tableaux non decrescente sulle righe e
crescente sulle colonne e tale che leggendo i numeri aggiunti da destra a
sinistra e dall’alto in basso la parola che si ottiene e tale che per ogni stringa
iniziale il numero di occorrenze di ¢ ¢ maggiore del numero di occorrenze di
ogni j > 7. Ad esempio 12112 va bene mentre 21112 non va bene.

Ad esempio se A = (3,1) epn=(21)= Bj abbiamo le seguenti
possibilita

***\1\1\ * ete..

[ ¢ [

Esercizio 27. Sia 'V, = la rappresentazione standard di S,,, dimostriamo
che

s [[T1]
/\Vn:V,\:: con A= (n—s,1,1,...,1).
— ————

s volte
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Sia
S

W = Resg"_| /S\ V, = /S\BEGBDIH = /\(Vn,l @ banale) =

s s—1
(/\ Vo1 @ /\ Vn_1> ® banale =

VieV,conv=(n—-1-s,1,1,....1),pu=(n—s,1,1,...,1).
—_——— —_———
s volte s—1 volte

e per la regola di Pieri si ha A\°V,, = V} con

A=(n—-s1,1,...,1).
—_————

s volte
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