Integrazione - Analisi in piu variabili 2

Prove scritte dal 2008

Prova scritta del 12 giugno 2008

Esercizio 1 Sia f : R — R una funzione continua. Provare che i seguenti
fatti sono equivalenti:

(i) f trasforma insiemi misurabili in insiemi misurabili;
(ii) f trasforma insiemi misurabili di misura nulla in insiemi misurabili.
Esercizio 2
(i) Fissate f € L'(R) e g € CJ(R), si provi che
+oo

lim f(x+n)g(x)dx = 0.

n—o0
—00

(i) Si puo estendere il risultato al caso in cui f € L’(R) e g € L%(R), con
p,q €]1,00] esponenti coniugati?

Esercizio 3 Si calcoli il volume del solido T delimitato dai piani z = 0,
z = 1 e dalla superficie ottenuta ruotando attorno all’asse z il grafico della
funzione

T = \/Ze_4z2, 0<z<1.

Esercizio 4 Si scriva la serie di Fourier della funzione

- se —m<zr< -1
f)=% Tz se —1<z<1
=z se 1<z <m.
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Se ne deducano le uguaglianze

(2k+1)2 4’

i(_l)ksin@k +1) o« f: sin n _(m 1) .

k=0



Risoluzione
Esercizio 1 (i) = (ii) Evidente.

(ii) = (i) Cominciamo con il caso di un insieme E misurabile e limitato.
Per ogni n € N* esiste un compatto K, C E tale che my(K,) > m(E) — +;
posto C' = (Jo— | K,,, ne segue C' C E e my(C) = my(FE). Quindi l'insieme
N = E '\ C & misurabile con misura nulla.

Per ipotesi, I'insieme f(/N) ¢ misurabile. Consideriamo l'insieme f(E): pos-

f(E)= f(CUN) = f(C)U f(N) = | f(K.) U f(N);

dato che gli insiemi f(K,) sono compatti, essi sono misurabili e quindi f(FE)
risulta a sua volta misurabile.

Se adesso F e un insieme misurabile e non limitato, per ogni palla B,,, cen-
trata nell’origine e di raggio n € N, l'insieme E,, = E N B,, ¢ misurabile e
limitato: quindi, per quanto gia provato, f(FE,) ¢ misurabile. Allora, essendo

F(E) = | F(B).

anche f(E) & misurabile.
Esercizio 2 (i) Possiamo scrivere

lim +OO f(x+n)g(z)dr = lim +<><> f(t)g(t —n)dt;

n—oo J_ o n—oo J_ o
poiche g € CJ(R), per ogni ¢t € R si ha g(t —n) — 0 per n — oco. Dato che

[f()g(t =) < [fDllglle o in R,

dal teorema di Lebesgue ricaviamo

lim +OO f(t)gt —n)dt =0

n—oo J_ o

e quindi la tesi.



(ii) Siano p,q €]1,00[ esponenti coniugati e siano f € LP(R), g € LY(R).
Fissato € > 0, scegliamo M. > 0 tale che

{/ |g|qu1q <e.
{la|= M-}
+o0 P
[/ | fIP dx] <e.
—Mc+ve

Allora si ha per ogni n > v,

Sia poi v, € N tale che

<

\/:fﬂx+mmwdx

< z+n)g(x)| dx z+n)glx)dr <
_lwmyx+>wn [ 1+ gl do <

— M.

U:O F(z +n)P dx} U{ME} |g|qu} "
[ e [T -

S e .
=Hmmm{/ mwm]+[/ vwww}umm®<
{|$|2Ms} —Mc~+ve
<e[lfle@ + 9l Law] ,

IN

e cio prova che
+oo
lim flx+n)g(x)de =0 Vfe LP(R), Vg € LI(R).

n—oo [_ o

Esercizio 3 L’insieme 7T ¢ un solido di rotazione: esso si rappresenta nella

forma
T={(z,y,2) : Va2 + 12 < ze ™ 0<2<1},

ovvero, in coordinate cilindriche,
T ={(p,9,2):0€[0,2n], pe[0,vVze **], z€[0,1]}.
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Si puo quindi integrare per fette orizzontali: dato che ciascuna fetta ¢ un
disco di raggio v/z e %%, si ha

1
mg(T) = /7r26822dz:
0

Esercizio 4 La funzione f e dispari, come e facile verificare; quindi i coef-
ficienti di Fourier relativi ai coseni sono nulli, mentre quelli relativi ai seni
sono dati da



v

b, = f(t sinnt dt =
0

-1 1 [7
= tsm nt dt + — / (m —t)sinnt dt =
0 1

_ w_1<{ Cosnt} /lsinntdt>
R S

-1 cosn sm n 1 CoS n sinn
= —_ —_ 7'(' —_ 1 5 =
T n 7r n

sinmn

n?
Quindi la serie di Fourier di f &

o0 .
sinn |
E sin nx;
2
n

n=1

essa converge totalmente in [—7, 7] e la sua somma, per il teorema di Diri-
chlet, ¢ f(x). Calcolando per x = /2 si trova

T T . sinn . nw
) -

o

isin(2k+1), 2k;+1 Z ks1n2k+1)

(2k +1)2 S (2k +1)2 ’

k=0 =0



Utilizzando invece 'identita di Bessel si ha

-1 /! I
smn_ / f(z (m ) /$d$+— (1 —z)?dx =
0

2m 2 )y

”1 B (r —1)2 +(7T—1) (7r—1)'

o o 6

Prova scritta del 3 luglio 2008
Esercizio 1 Data una successione { E,,} di insiemi misurabili di R, definiamo
E'={x e R: z € E, definitivamente},
E"={z € R: x € E, per infiniti indici n}.

(i) Si verifichi che E' = G ﬁ E,., E" = ﬁ G En,

n=0m=n n=0m=n

(ii) Si mostri che my(E’") < liminfm,(E,), e che se m; (U En> < 00

n—00
n=0

allora my(E") > limsup my(E,), ma che quest’ultima disuguaglianza &
n—oo
falsa in generale.

(iii) Si provi che E' C E”| e che se la successione {E,,} ¢ monotona rispetto
allinclusione, allora £’ = E".

Esercizio 2 Calcolare 'integrale curvilineo

/ Ty s,

22+ 1
ove I' ¢ il sostegno della curva descritta dalle relazioni pd = 1, ¥ > 7 /4.
Esercizio 3 Posto

2
F(z,y,2) = (% ey 42 aye ™ (xz - %) , % e 42— a:y) ,

si calcoli l'integrale superficiale / (F,n)3ds, ove
oT

1
T:{(m,y, 2) R 92+ 22 <1, 2 SE}

e n ¢ la normale esterna a T



Risoluzione

Esercizio 1 (i) Per definizione, x € E’ se e solo se esiste n € N tale che
x € F,, per ogni m > n, cioe se e solo se

[SSIENe)
T e U m E,.
n=0m=n

Similmente, si ha x € E” se e solo se per ciascun n € N esiste m > n tale
che x € E,,, cioe se e solo se

0o oo
T E m U E,, .
n=0m=n

(ii) L’insieme E’ & 'unione della famiglia crescente di insiemi {()>_, Ep, fnen;
ne segue, per la regolarita della misura di Lebesgue e per monotonia,

my(E') = nlilgoml (ﬂ Em) < h,{ﬂglfml(En)'

Similmente, I'insieme E” & I'intersezione della famiglia decrescente di insiemi
{U>_,, Em}nen; se il maggiore di essi, |J,>_, E,, ha misura finita, ancora per
la regolarita della misura di Lebesgue e per monotonia otteniamo

n—oQ n—oo

my(E") = lim my (U Em> > limsupmy(E,).

m=n

Senza l'ipotesi my (J;._, Em) < oo la disuguaglianza ¢ falsa: ad esempio, se
E, = [n,00], si ha

OEm:En, E”:ﬁ GEmzﬁEnzw;
m=n n=0

n=0m=n

risulta dunque

my (U Em> = 00,
m=0
e la tesi non vale, dato che
my(E") =0, lim sup m; (E,) = lim sup oo = oo.
n—oo n—oo



(iii) Se z € E', allora x € E, definitivamente; in particolare z € E,, per
infiniti indici, e quindi © € E”.
Supponiamo che E,, C E, 1 per ogni n € N: allora si ha

ﬂUE CUE CUﬂE —F.
n=0m=n n=0m=n
Se invece F,, O F, .1, allora si ha
- Uz~ U -
m=0 k=m n=0m=n

Esercizio 2 L’insieme I' e sostegno della curva

B cos v
v € [m/4,0l;
sin .
y = 19 Y /’,

La curva e regolare, con

.
(3%}
g S
(o8]
"

x,:_cosﬁ_sinﬁ \\@ 77 >
9?2 VA m

;L sinﬁ+cosﬁ

y_ 792 19 I

da cui

V1492

l’lz + y/2 d’lg = T d’l9

L’integrale da calcolare diventa allora:

/ 4y ds — / o m
24y +1 a\ 1

_ / v _4

N 7r/4192_ﬂ-

Esercizio 3 Possiamo utilizzare due metodi: il metodo diretto, e il teorema
della divergenza, che ¢ quello piiu semplice.
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Primo metodo: sfruttiamo il teorema della divergenza; risulta

/ <F,n>3ds:/diVFdxdydz.
ar T

Poiché
0 2 0
divF(z,y,2) = p <% e P+ 22> + ay <a:y e (xz - g)) +
1 (9 172 _ 2 4
— [ —=e z—xy | =
0z \ 2 4
= ay e +xe ™ (xz — %) — %e‘zz —xze 1= 1,

si ha semplicemente
/ (F.n)3ds = ms(T).
oT

Dunque, integrando per fette orizzontali T, e osservando che la sezione
orizzontale di quota £z ¢ il disco di centro (0,0,+£z2) e raggio v/1 — 22, si
ottiene

< 1
/ <F,n>3ds:/ﬁ m2(Tz)dZ=2/ﬁ7T(1—22)dz:5—7T,
or v 0 3v2

Secondo metodo: la superficie 9T e regolare a tratti, essendo composta da
tre porzioni regolari Sy, S, S3: 1 due tappi S; e S superiore ed inferiore, e
la parte laterale S3. Si verifica che

x = pcosv 1
Si:q y=psind pE[O,—},ﬂE[O,QW]; VEG — F? = p,
s— L V2
\/57
e sopra Sy il versore normale esterno ¢ n =;
x = pcos 1
Sy:q y=psind pE[O,E],ﬁE[OJW]; VEG — F? = p,
1
z2=—=
\/57

e sopra Sy il versore normale esterno ¢ n = (0,0, —1);

T =+1—2%2cos? 11
S3:Q y=+1—22sind z¢€ {——,—1,196[0,2#], VEG — F? = 1.

_ 2 42
z =z,

Ne}



I versori normali sono rispettivamente
(0,0,1) suS;, (0,0,—1) su Sy, <\/ 1—2%2cos?, V1 — 22sin, Z) su Ss.

Pertanto

Vo[ p*cos?y . 1
F.n);ds = T e+ — —p*sindcos | pdpdd.
R A A e R I

Il terzo integrale e nullo per la simmetria e periodicita della funzione sin 1} cos ¥J;

dunque
L non 2 2
V2 prcos Y _1 1
(F,n)3ds = / / (—e 2 —I——) pdpdy =
/5'1 0 0 2 \/§

F 0

= / : (p—6277—|—\/§7rp> dp =
0 2

_ Fe—;p4+1 ]f _metw

= + ,
8 V'], T3 T s

In modo del tutto simile si trova

1 27 2 2
V2 79 1 1
/ (Fon)sds — — / : (&ew_)pdmﬁ:
S1 0 0 2 2
We’% ™
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Infine

/s (F,n)sds =

3
L 2 2\ 3
V2 1-—
:/ 2/ [\/1—z260s19(%Coszﬁsinﬁe_é—i-
-1 Jo
/2

+(1 — 2%) sin® 9 + 22> +

+v1 —zQSinﬁl(l —zz)cosﬁsinﬁe_% (\/1 —22cost z —
V1 —zzsim?)] n

2

1—-2%2 .
—i—z( 22 e ? +z—(1—z2)cosﬁsin19)]d19dz.

Molti di questi 8 termini si cancellano: il primo contiene cos39sind e il
suo integrale su [0,27] € nullo; per la stessa ragione sono nulli il secondo,
il terzo, il quinto e 'ottavo. Inoltre il quarto e il sesto termine contengono
una funzione dispari di z, quindi il loro integrale su [—1/+/2,1/+v/2] & nullo.
Quindi resta solo il settimo termine e si ha

€ o 1 5
/<F7n>3ds=/”/ z2d19dz:47r/ﬁ22dzzi,
S3 —% 0 0 3

Pertanto si conclude che

/<Fn>ds_7re§+7r_7re§+7r ™2 T 7r\/§_ Y
op 32 '9/2 32 2,2 3 5 3 32
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Prova scritta del 15 settembre 2008

Esercizio 1 Sia f: R — R una funzione. Provare che i seguenti fatti sono

equivalenti:

(i) f € una funzione misurabile;

(ii) esiste una funzione ¢ : R — R, strettamente monotona, tale che ¢ o f
e una funzione misurabile,

(iii) |f] ¢ una funzione misurabile e {f > 0} ¢ un insieme misurabile.

Esercizio 2 Scrivere la serie di Fourier della funzione

T T
f@)=2=el=3],  wel-ml,
e dedurre che risulta
= —.
—~ (2k+1) 8

Esercizio 3 Si consideri la curva ¢ in R? di equazioni parametriche

(
T = (2+cos§> cos v
v\
Y= (2+Cos§) sin v € [0,4n].
v
z =sin—,
. 2
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(i) Calcolare 'integrale curvilineo
[ s ove fGapz) =l
©
(ii) Calcolare 'integrale curvilineo

/(yz dx + zx dy + zy dz).
©

Risoluzione

Esercizio 1 (i) = (ii) Sia f misurabile: allora, scelta una arbitraria
funzione strettamente monotona (per fissare le idee, crescente) ¢ : R — R,
si ha per ogni a € R:

0 se a > sup p(R)
{pof>al=q {f>¢7'(a)} seacypR)
R se a < inf p(R).

In tutti i casi, {¢ o f > «a} risulta misurabile. Il discorso ¢ analogo se ¢ &
decrescente (troveremo {f < ¢~ '(a)} invece di {f > o 1(a)}) .

(ii) = (i) Sia ¢ : R — R strettamente monotona e tale che ¢ o f sia
misurabile. Allora, essendo per ogni a € R

{pof>¢(a)} sep e crescente

{pof <ep(a)} sep e decrescente,

anche f e misurabile.

(i) = (iii) Se f ¢ misurabile, si sa che {f > 0} & un insieme misurabile;
inoltre
se a <0

R
{|f|>&}:{ {f>alU{f<—a} sea>0,

e quindi |f| & misurabile.

(iii) = (i) Sia |f| misurabile e sia {f > 0} un insieme misurabile. Allora
per ogni o € R si ha

{Ifl >a}n{f >0} sea>0

{f>a}:{{\f|<a}u{f20} se a <0,
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e quindi f e misurabile.
Esercizio 2 La funzione f e pari e quindi avra uno sviluppo di soli coseni.

Si ha
v Lo [ Gl g

2 s
= —/ rdr + — / (W—x)dl’:z,
™ Jo /2 2

e per ogni n € NT

2/7T T T
a, = — (——‘x——‘)cosnwdaﬁ:
T Jo \2 2

) w/2 2 ™
= —/ xcosnxdx—i——/ (m — ) cosnxdr =
T Jo T Jr)2

[t = x nel primo integrale e t = m — = nel secondo]

—[ D ]/0 2tcosntahf:

(
= M (t smnt / Slnntdt) =

_ M(zmn_u%(mw_ﬂ_l))

nmw 2 2 2 ’
da cui Iy 1
(= )2_ sen =2m
an: m=m
0 sen=2m+ 1.

Ancor piu precisamente possiamo scrivere

0 se m = 2k,
Aom = 2
2k +1)2x

Dunque la serie di Fourier di f e

sem=2k+ 1.

m_

+Z . costw— 4—20 T 1 cos(4k + 2)x;

m=0

AN
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essendo f continua e di classe C*! a tratti con f(—7) = f(m), la serie converge
in ogni punto di [—m, 7] con somma f(z): pertanto

o0

flz) = Z - Z m cos(4dk +2)x  Vx € [—m, 7.
k=0

Scegliendo in particolare x = 0, si ottiene

s > 2
0_1_2(2k+1)27r’

da cui

Esercizio 3 (i) Poiché

/'\
( 1. v VAN
() = ~5 81n§COS19 — <2+Cos 5) sin v
1 9 ("
/ T dn 2 e ¥
y' () 5 Sin sin ¥ + (2 + cos 2) cos v S
| F(0) = lcosﬁ Q_//

quadrando e sommando si ha, notando che i doppi prodotti si cancellano,

, 1 A
|g0(19)|3—\/1+ (2+cos§) :

15



Quindi

4” 9 1 A
/fds: sin—' —+ 2~|—cos§> dy =
27
—2/ ]smt|\/ + (2 + cost)?dt =
27
/smt\/ 2+cost2dt—2/ smt\/ (24 cost)?dt =

[con u =t nel primo integrale e u =t — 7 nel secondo]

T 1 1
—2/ sin u \/4+(2+Cosu) +\/4+(2—COSU)2] du =

[con y = 2(2 + x) nel primo integrale e y = 2(2 — x) nel secondo]

6
=/ Vityrdy = % {x\/1+y2+ln<y+ \/1+y2)]2=
2

1 6+37
33T — VB4 —In o VOl
2 2445

(ii) La forma w = yz dz+ zx dy+ zy dz ¢ esatta in R?, il quale ovviamente ¢
un aperto semplicemente connesso. Quindi I'integrale curvilineo f@w lungo
la curva chiusa ¢ e nullo.

Prova scritta del 13 gennaio 2009

Esercizio 1

(i) Si calcoli il limite

+OO . n
. sin
lim ( ) dx.
n—oo [ €T

o0

()

n=1

(i) Si verifichi che la serie

converge puntualmente q.o. in R ad una funzione misurabile g(z).

16



(iii) Si mostri che g non ¢ sommabile su R.
Esercizio 2

(i) Scrivere la serie di Fourier della funzione

0 se x € |[—m,0
(o) ={ “ o

e ® sex €0,

(ii) Calcolare la somma S(x) della serie per = € [—m,7].

(iii) Utilizzando i valori di S(x) in = 0 e x = 7, si determini la somma

delle due serie
D
2 2
p 1+k& p 1+k&

Esercizio 3 Si calcoli l'integrale superficiale

/(902 +y%) ds,
b

ove X e la superficie ottenuta ruotando attorno all’asse z la curva del piano
xrz di equazione

: z €0, 1].

Risoluzione

Esercizio 1 (i) Per ogni n € N* la funzione integranda ¢ continua, quindi
misurabile, e di segno variabile. Inoltre

lim (Smm) —0  VYz#0,

n—00 €T

e d’altra parte possiamo scrivere
n 1 se 0 < |z| <1
<
/2% selz| >1

sinx

i

Dunque, per il teorema di Lebesgue,

+OO . n
lim (smx) dr = 0.

n—oo | _ x

[e.9]
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sin x

(ii) La serie proposta ¢ una serie geometrica di ragione 2%, quindi essa

converge puntualmente in tuttii punti in cui ’M| < 1, ossia per ogni z # 0.
. ~ z

La somma della serie ¢

sin x

sin
= —2— = , 0.
9(z) 1—% T —sing T7
(iii) Dato che
x 6
g(x):xg/(j:? per x — 0,

la funzione g non e sommabile in alcun intervallo contenente 0, e quindi non
puo essere sommabile su R.
Esercizio 2 (i) Calcoliamo i coefficienti di Fourier a,, e b, della funzone f.

Si ha . | .
aoz—/ e tdr = —¢ ,
T Jo s
epern>1
1 " —x 1 —T : ™ " —T _:
a, = - e cosnxdx:—[e smnx}o—i-— e ¥ sinnxdr =
T Jo ™ ™ J,
1 1 - 1 i
= —b,=—-—— [e‘x cos m:] - — e ¥ cosnxdr =
n ™m? 0 mn? J,
1—(=1)"e ™
= ( ) ¢ - ianv
mn?2 n?
da cui, facilmente,
1—(=1)"e ™ 1—(=1)"e ™
n:#’ bn:n[ ( >e ] VR€N+.
(14 n?) (14 n?)

La serie di Fourier di f ¢ dunque

(cosnz + nsinnx).

l—e™ 1Teal—(=1)re™
P e

2 14+ n?

(ii) La somma della serie di Fourier di f, in virtu del teorema di Dirichlet,

€ —T
eT se x = +7
0 se —m<x<0
S(x) =

sex =20

N[

e sel<ax<m.
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(iii) Poniamo

A:;Mrk?’ B=2 i

allora dalle relazioni

Y

1 l—e™ I xl—(=D"%"™ 1—-e™ A Be™
(0) 2T + T Z 1+ n? 2m * T T

e ™ l—e™ ITe=l— (=1 l—e™ B AeT
— = S(7) = - - N (1) = - _
() 2 + T Z 1+ n? (=1) 2m + T 0

si ottiene il sistema

T=1—e"4+24—-2¢ "B
Te "=1—eT+2B —2eTA.

La risoluzione di questo sistema e facile anche se noiosa, e fornisce i valori

= T(l+e?) +e ™ —1  B= 2re™ e — 1
2(1 —e™)

2e~T

Esercizio 3 La superficie ¥ si puo parametrizzare nel modo seguente:

A
1
T =7 cos
Yy = ler1 sin ¢
z=2z

con z € [0,1], 9 € [0,27], e quindi

si tratta di una superficie regolare di
rotazione. Dato che la matrice delle &
derivate e

Vv

1 1 :
—m COS’(9 Tl smf}
1 : 1
—m Sln19 Z_—O—l COS’(9 s
1 0
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risulta

TEEDE G112
e quindi
1 1
VEG — F?2 = 1+ —
z+1 (z+1)*

Dunque l'integrale da calcolare ¢

| 1
2 2
+ %) ds =2 /— 1+ —d
/E(x ylds=2m | Ty Grif®

=t,si hadt = fff)g e quindi

Posto G +1)

1
/(x2+y2)ds:7r/ V1+t2dt.
= i

Integrando per parti,

‘”/ m
= < [wize], _ﬂ/ \/—t2dt+7r/

1
7T/ V14+t2dt = 7T|:t\/1—|—t2
1

- MH

1
dt,
VI t2

ovvero 1

o), e

Ricordando che una primitiva di 1/v/1+1¢2 ¢ In(t + V14 t?), si ottiene
finalmente

/($2+92)ds - [t\/1+t2+ln(t+\/1+—ﬁ)ﬁ _
a2

TR = [t\/—tz}

)
4:-\»—\

2 16
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Prova scritta del 10 febbraio 2009

Esercizio 1 Calcolare, se esiste,

" arctannx

li — dx.
n 00 o 1+ (n—x)? ’

Esercizio 2 Calcolare I'integrale

1
e dxdydz,

g 22

ove

E:{(x,y,z)ER3: rel01], |y <z, 1 <2<

4
dr —y? |~

Esercizio 3 Stabilire se la forma differenziale lineare

1
—(2* +¢°) —

d
x+2

+zy

T 1
w(z,y) = | —— — | d
() [ 2y — x? 2y—:c2] Y

¢ esatta nell’aperto A C R? nel quale ¢ definita, e calcolarne I'integrale lungo
la curva ¢ : [0, 1] — R? definita da (t) = (¢,2 — t).

Risoluzione

Esercizio 1 Conviene fare il cambiamento di variabile ¢ = n — x, che sposta
sulla sola arcotangente la dipendenza da n: si ha

/" arctan nx s :/” arctann(n — t) gt :/OO Lo (1) arctann(n — t) "
o 1+ (n—x)? 0 1+ t2 0 ’ 1+ t2

L’integrando converge puntualmente a %#, ed ¢ dominato dalla stessa

funzione, che ovviamente ¢ sommabile su [0, oo[. Pertanto

) arctan nx T /°° dt 2
lim — dr = — — )
n—oo Jo 14 (n—1x)? 2 ), 1+t 4
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Esercizio 2 Si ha

1 1a—y? 1
4
4acy
/lnx/ [——} dydx—/ ln:z:/ [——l‘—i—l} dy dx =
/Qw lnxd:c+2/ lnx/ [ —i—l}dydx—
—z/xd:c—i—/ + 2z | Inxdr =
3 o \ 6
9 J, \(24 9 96 2 288"
Esercizio 3 La forma ¢ di classe C*™ nell’aperto Q = {z,y) € R* : y >

22 /2}, il quale & semplicemente connesso (& addirittura convesso, essendo il
sopragrafico di una funzione convessa). Verifichiamo se ¢ chiusa:

0 x x
@[—w+y IR

0 |1 (2% +42) 1 x
Ox |2 y /2y — 22 (2y — 22)3/2"
quindi le due espressioni sono uguali e la forma & chiusa. Ne segue che essa

e esatta in ().
Per trovare una primitiva f di w, possiamo procedere come segue: essendo

folz,y) =

deve aversi

e
o) = | [m+§y

con k arbitraria funzione C'. Quindi

¢ + h(y) = —/2y — x2+—+k

1, ., 1 1 22
— (2 + _— = I" = -
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da cui, semplificando,

Yy Yy
K(y) == k(y) = =
v) =3 (y) =% +e
Quindi una primitiva di w e
72 3
flz,y) = —\/2y—:v2+7y+%~

A questo punto, il calcolo dell'integrale di w lungo la curva ¢ ¢ immediato:

/“’ = Jle(1)) = flp(0) = F(1,1) = f(0,2) =

= 1+1+1 2+0+4 _ !
N 2 6 3) 3°

Prova scritta del 18 giugno 2010

Esercizio 1 Per ogni x €]0, 1] sia 0.q1¢2q344 - - . 1o sviluppo decimale di x.
Sia f :]0,1] — R definita da:

f(z) =qn se ¢, ¢ la prima cifra decimale non nulla di x.

1
Provare che f ¢ misurabile e calcolare / fdx.

0
Esercizio 2 Determinare, se esiste, il limite
(o]
. __nx
lim vVn+ x?e n dx.
n—oo 0

Esercizio 3 Calcolare 'integrale

/ yz dxdydz,
A
ove

A={(z,y,2) e R®: /222 + 82 < 2 < /1 =222 — 82, = > 0, y > 0}.
Esercizio 4 Sia D il dominio del piano xz delimitato dall’asse z e dall’arco
di cicloide

:{le—cost 0<t<on

z=1—sint,

Detto A il sottoinsieme di R? ottenuto ruotando D attorno all’asse z, se ne
calcoli la misura ms(A).
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Risoluzione

Esercizio 1 La funzione f assume un numero finito di valori, poiché f(z) €
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Fissato un intero j fra 1 e 9, analizziamo l'insieme
E; = {z €0,1] : f(z) = j}. Si ha f(z) = j se e solo se la prima cifra
decimale non nulla di x, qualunque essa sia, vale esattamente j: dunque
Jj J+1
J]GEJ‘ <~ IEU}W7W:|
neN

Si conclude che E; ¢ unione numerabile di intervalli, quindi ¢ un boreliano;
. . 9 . N . . .. . .

in particolare, f = >_ A Ig; ¢ una funzione semplice, quindi misurabile.
Calcoliamo l'integrale di f: poiché gli intervalli che costituiscono ciascun E;
sono ovviamente disgiunti, si ha

/fdx_zj ma(E :ijlonﬂz 10'1101:5'

j=1 n=0 10

Esercizio 2 La funzione integranda f,(z) = ¥/n + 22 e~ »+1 & non negativa
e il suo limite puntuale ¢ ce % per ogni x > 0. Non vi e sicuramente crescenza
rispetto a n, perché e 7+1 > e~% e /n+ 22 > 1: pertanto il teorema di B.
Levi non ¢ utilizzabile. Non resta allora che applicare il teorema di Lebesgue:
dato che

Vn+a22 < n+ Va2 <2+ (1va?) <3+ el < e,

si ha

falz) < 3+ 2Ye 2 Vn>1, Va>0.
La funzione g(x) = (3422)e™2 & chiaramente sommabile su [0, oo|, e pertanto
si puo concludere che

lim Un+x2e niidr = / e "dr =1.
0

n—oo 0

Esercizio 3 L’insieme A e normale rispetto al piano xy: esso si proietta
sull’insieme base

B={(x,y) € R?: /222 + 82 < /1 — 222 — 82, >0, y > 0},
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ed ¢ immediato riconoscere che

B={(r,y) €eR? 142> +16y* <1, >0, y > 0}.

L’insieme B ¢ dunque la parte dell’ellisse di centro l'origine, con semiassi %
e %, contenuta nel primo quadrante.

L’integrale diventa percio
1— 2.%2 8y 1
/ yz drdydz = / / zdzdxdy = —/ y(1 — 42 — 16y?) dody.
2x2+8y 2 B
L’insieme B ¢ normale rispetto all’asse x:

1 1
B= {(xy)€R2 0<xz<-, 0§y§1\/1—4x2};

2’
quindi
|y v
/yzd:r;dydz = 5/ / y(1 — 42 — 16y?) dody =
A o Jo
1
1 2 1 1—4x 1—4x
N e Sy P
2/0 (( )5 |y y x
- 1L é(1—4%2)2 (1 —42°)* dw =
64 J, 128
L %1 8 1627) d
1 8§, 16 11 1 1
= —|z—-2P+ =% =— |-+ —|=
128 3 ) 0 12812 3 10
14
© 128 15 480°

Per il calcolo dell’integrale su B si potevano anche utilizzare, piu semplice-
mente, le coordinate polari, anzi ellittiche: poiché risulta

B:{(x,y)6R2:x:g cos ¥, y:%sim?, rel0,1], v e [Q%}})

cos ¥ sind r
2 4
det _ =,
__rsind  rcos?¥ 8

2 4

tenuto conto che
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otteniamo

1
/yzdxdydz = —/ y(1 — 42 — 16y?) dedy =
A

2/)B
1 [z
:5/0
11 B
—6—4[5—5]—@

r

1 r 1 1
/o ZSinﬁ(l_r?)gdrdﬁ:(;_zl/o r? (1 —r?)dr =
1 1

Esercizio 4 La formula per il calcolo della misura degli insiemi di rotazione
ci da
ms(A) = 27r/ zdrdz.
D
Poiché D e delimitato dall’asse z e da un arco di cicloide, D e un insieme
normale rispetto all’asse z ma il calcolo diretto dell’integrale non e agevole.

AN

[ Y

2m

&

x2,

N[

Conviene usare le formule di Gauss-Green: si ha allora, scrivendo = = a%

ms(A) = 27r/ rdrdz = 7T/ z?dz,
D +oD

ove +0D e l'orientazione nel verso antiorario. La curva +9D & costituita
dall’arco di cicloide, con la sua orientazione naturale, e dal segmento [0, 27]
dell’asse z, orientato da 27 a 0, sul quale tuttavia I'integrando ¢ nullo. Si ha
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quindi, essendo lungo la cicloide dz = (1 — cost)dt,

2w
ms(A) = 7T/ x2dz:7r/ (1 — cost)?dt =
+oD 0
2m
= 77/ (1 —3cost + 3cos’t — cos® t)dt =
0

2
= 7r/ (1+3cos’t)dt = w(27 + 3m) = 5.
0

Prova scritta del 12 luglio 2010

Esercizio 1 Si consideri la successione di funzioni cosi definita:

fola) == x €]0,1]
fn+1(x) :fn(x)aj VHEN, o

Si determini, se esiste,
1

lim [ f.(2)dz.

n—oo 0

Esercizio 2 Si calcoli I'integrale

/ (zy® + 2°y) coslm(y’z — 2%y)] dxdy,
A

ove
1
A:{(x,y)eR2:1§xy§4, x—|—§§y§x+4, y>0}.

Esercizio 3 Si definisca in R?\ {(0,0, 2) : 2 € R} la forma differenziale

4% + 2zx

22+ 12

2y
+ 2 A(x, y)] dx + [m (2x + z)} dy + A(x,y)dz

sl = |

ove A:R?\ {(0,0} — R & una funzione continua.
(1) Si trovi una funzione A che renda esatta la forma w.

(ii) Si determini in tal caso 'insieme delle primitive di w.
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Risoluzione

Esercizio 1 Notiamo anzitutto che, come si verifica agevolmente per indu-
zione,
0< fulx) <1 Vr €]0,1], Vn €N.

Di conseguenza,
fori(z) = fu(2)® < ful(x) Vo €]0,1], Vn €N,
per cui
EIT}EEO fnlz) =: f(2) €]0,1] vz €]0,1].

Dalla relazione f,1(z) = fu(x)® segue pero f(x) = f(z)*, da cui segue
che f(z) vale 0, oppure 1, oppure +oo: ma essendo f(z) €]0,1] si ricava
necessariamente f(z) =1 per ogni x €0, 1].

Inoltre osserviamo che tutte le f,, sono funzioni misurabili perché continue
salvo al pit in z = 0. Quindi, per il teorema di B. Levi,

1

1
lim [ fu(z) d:L‘:/ ldz = 1.
0

n—o0 0

Esercizio 2 L’insieme A e contenuto nel primo quadrante, La sua defini-
zione suggerisce di fare il cambiamento di coordinate

Ty = u, Yy—xr =72,

che trasforma l'insieme chiuso A nel rettangolo B = [1,4] x [1/2,4]. La
matrice Jacobiana di questa trasformazione ¢

J(:E,y)=<_yl f)

e si ha |det J(z,y)| = y +2 > 0. L’integrale proposto si puo allora riscrivere
come

/(xy2 + 2%y) cos|m(y*z — 2%y)] dedy =
A

= / zy(y + x) cos[ray(y — )] dedy = / u cos(muv)dudv.
A B
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A questa stessa conclusione si puo arrivare in modo piu standard: dapprima
si ricavano ,y in funzione di u,v, trovando z = 3(—v + Vo2 +4u) e y =
(v + Vv? + 4u). Poi si calcola lo Jacobiano
1 _|_
o= fr )
Vird 2 + Vit

che ha (ovviamente) modulo del determinante uguale a \/ﬁ = yTlx; infi-

ne si fa il cambiamento di variabili nell’integrale, ottenendo nuovamente la
relazione

/(;Uy2 + 2%y) cos[r(y*z — 2*y)] dedy = / u cos(muv)dudv.
A

B

A questo punto il calcolo e facile:

4 4
/ u cos(muv)dudv = / / cos(muv)dv du —/ u lsm i } du =
B 1/2 1 1/2
= %/1 [sm(47ru — sm( >

1 CoS 167T — CoS 47r 2
:F — (cos27r—cos—> = —.

L’integrale proposto ¢ dunque uguale a 2/72.
Esercizio 3 Indichiamo con P, ), R i coefficienti della forma w e imponiamo
che essa sia chiusa. Si ha, con facili calcoli,

4ry(2x + 2) 27
Poss2) = =5 e +2A), Pley) = o,
4y dry(2z + z) 2y
Q:(x,y,2) = FEN CEERrE Q-(z,y,2) = 2+

Rx<xay72) :A$<$,y), Ry(x,y,z) :Ay(Z)’J,y>,

ed affinché w sia chiusa si deve avere P, = ), P, = R, e @, = R,. La prima
equazione equivale a

2y
A = —
y(l'a y) 1’2 + y2 )
la seconda diventa
Az, y) = _ 2
T ’y x2 + y2 )
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2y
$2 +y2 .

mentre la terza fornisce nuovamente A,(x,y) =
Dobbiamo dunque risolvere il sistema

2y
Ay(x,y) = m

2x
Ap(2,y) = 2P

La garanzia di trovare la funzione incognita A ¢ fornita dal fatto che valgono

le relazioni
0 2y dzy 0 2z

%$2+y2 - _(x2+y2)2 - a_ym
La prima equazione del sistema ci dice che A(z,y) € una primitiva, rispetto

alla variabile y, di wQZTny: dunque sara

A(z,y) = In(2® + *) + b(x),

con b funzione arbitraria di classe C'. Sostituendo nella seconda equazione
del sistema si trova

2x 2x
= A(ry) =
x2+y2 (l’ y) $2+y2

+V(x),

da cui b/(z) = 0 ossia b = costante. Quindi possiamo scegliere
Al y) = In(@® + 7).
A questo punto la forma

2
Wny (2z + z)} dy + In(z* + y*) dz

2
w= 4:172+—27;’x + 21In(x? —I—yQ)] dx + [
e +y

¢ chiusa per costruzione. Poiché w ¢ definita sull’aperto E = R3\ {(0,0, z) :
z € R}, che non & semplicemente connesso, non e detto che essa sia esatta.
Tuttavia, fissato un punto arbitrario in F, esiste sicuramente una primitiva
locale V' (z,y, z) di w, definita in un intorno di tale punto: essa verifichera in
tale intorno

4a® + 2zx 9 . 2
Velw,y,2) = gt +2In(z” +y°)
2y
%(%,y,Z) = m (2'1: + Z)
V.(x,y, z) = In(z? + y?).

\
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Dalla terza equazione deduciamo V (z,y, z) = zIn(z* + y?) + B(z,y), con B
funzione arbitraria di classe C'; inserendo nella seconda, si ricava By (z,y) =
x;‘:ﬁ; e dunque B(z,y) = 2zIn(z? + y?) + C(z), con C funzone arbitraria di
classe C'; quindi V(z,y, z) = (2 + 2x) In(z* + y*) + C(z). Infine, dalla prima
equazione si ottiene facilmente C’(x) = 0, ossia C' = costante. In definitiva
possiamo scegliere

V(z,y,2) = (z +22) In(2* + *);

questa funzione e in realta definita su tutto I'aperto E, e verifica il sistema
sopra scritto in ogni punto di E. Percio possiamo concludere che w e esatta
e le sue primitive sono tutte le funzioni della forma V' (z,y, z) + ¢, ¢ € R.
Per provare I'esattezza di w potevamo anche, in alternativa, verificare che

/ w=20
+y

su ogni curva chiusa v che circonda l’asse z. Tuttavia, dato che w e chiusa,
la scelta di v ¢ irrilevante: prendendo dunque la curva

v(t) = (cost,sint,0), t €10, 27],

si trova facilmente che f W= 0.
Per determinare adesso le primitive di w, dobbiamo comunque tornare ai
calcoli precedenti.

Prova scritta dell’8 settembre 2010

Esercizio 1 Determinare, se esiste, il limite

) e8] xn—2
lim
n—oo Jy e+ "

Esercizio 2 Si calcoli l'integrale triplo

/ zdxdydz,
D

ove

2

D = {(xay7>€]R3 ZZ—FZ <42—%—yz227

x>0, y>0, Z>0}



Esercizio 3 Sia I' il sostegno della curva
p(t) = (t,t%,¢%),  telo1].

Si calcolino i seguenti integrali curvilinei:

(1) /de, ove f(xa Y, Z) = $yz\/m7
r

(ii) / w, ovew(x,y,z)=axdr+xydy+ zyzdz, e Uorientazione positiva
+T

di I' e quella indotta dalla sua parametrizzazione.

Risoluzione

Esercizio 1 L’integrando, che ¢ non negativo, converge puntualmente per
ogni x > 0: infatti, a seconda che sia x < e oppure x > e, si trova

"2 1 AN
lim < — lim (—) =0 Vzelle],
n—oo e 4 ™ e2 n—o \e
"2 1 . 1
m——=— lim ———— = Vz > e,
n—oo e 4+ " 12 n—oo (5) +1 22

1

52 » hon ha rilevanza.

mentre per x = e il limite, che e banalmente
Inoltre la convergenza ¢ dominata, in quanto

2 eig sex <e
< Vn > 2.

e+ ™

Dato che la funzione e=21 (0,e] T x7 21 e,00] € Sommabile, possiamo applicare il
teorema di Lebesgue e otteniamo

) o gn—2 * dx .
lim dr = =e .
e

n—oo J €" 4 an" 2

Esercizio 2 Conviene effettuare il seguente cambiamento di variabili:

T = 3u
y =20 (u,v,w) € R?;
z=w,
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il nuovo dominio di integrazione ¢ dato da
D'={(u,v,w) € R® : v +v*+w? <4, w’—u*—v* > 2, u>0,v >0, w >0}

Il determinante della matrice Jacobiana della trasformazione ¢ 6; di conse-
guenza

/ zdxdydz = 6/ w dudvdw.
D /
Passando in coordinate sferiche

u = pcosysin p
v = psin¥sin p>0,9€l0,2n], p €0,n],
w = pcos g,

si verifica che il nuovo dominio di integrazione &
D' ={(p.0.6):0p<2, 00T 09 < T preos2p > 2},

da cui, tenuto conto che il determinante dello Jacobiano della trasformazione
in coordinate sferiche & p?sin ¢, otteniamo

/ zdxdydz = 6/ w dudvdw = 6/ p? sin ¢ cos o dpdpdd =
D D/ DII

3 (5 [
= 6/ / / p?® sing cos o dpdd =
0 0 /2
3n [%

cos 2¢
_ 412 ; —
-8 [P]\/m51n2%ﬁd¢—

3r [+ sin 2¢p
= — 4sin2¢p — dy =
2 Jo ( SREE T os? 2@) 7

o 2 4 4

6 3r[ 1 1% 3r 37 3r
= 3w [—cos 2§0]o/6 4 [Cos 290}

Esercizio 3 (i) Siha |¢(t)|3s = V1 + 4t2 + 9t*; quindi

/Ffds _ /Of(tp(t)) ]go'(t)lgdt:/o £5(1 + 46 + 9%) di —

1 4 9 974
= 0+ 482+t ==+ - — =,
/0 [#+ 487+ 9t7) 7+9+ 11 693
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(ii) Per definizione risulta

[ o= [etpmpwnii = [ vania-ti i L8
o Jo e R 92 '"5 "3 30"

Prova scritta dell’8 febbraio 2011

Esercizio 1 Determinare, se esiste, il limite

' o) l.n—l—lO sin e~
lim _—dx.
n—oo Jq 14+ xm

Esercizio 2 Fissato n € N, si calcoli I'integrale triplo
/(x" +y" + 2") drdydz,
T

ove T & il tetraedro di R? di vertici (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).
Esercizio 3 Sia ¢ la curva piana definita da

<p(t):< t ot ) t €0, 00].

1+37 1413

(i) Si verifichi che ¢ ¢ una curva regolare che, pur non essendo chiusa,
delimita una regione D del piano.

(ii) Si calcoli I'area della regione D.

Risoluzione

Esercizio 1 L’integrando converge puntualmente per ogni z > 0: infatti

In-{—lO sin e~ "® "
<
14+ an

. 2710 —nx

Y

1+ 2m

e dunque

) xn—l—lO sin e~ "%

Inoltre la convergenza ¢ dominata, in quanto

xn+10 sin e "® "

< cptleme < g l0pm Vn>1, Vx>0.
1+ 27

1+ zm
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0,—x

Dato che la funzione x'%¢~* ¢ sommabile, possiamo applicare il teorema di

Lebesgue e otteniamo

o) xn—l—l() sin e~ "%

lim ——dx =0.
n—oo [q 1 —+ "

Esercizio 2 Il tetraedro T si descrive come segue:
T={(r,y,2) eR*: 0<2<1,0<y<1-—2,0<z2<1l—2—y}

Quindi
1 11—z l—z—y
/(:U" +y" 4 2") dedydz = / / / (2" +y" + 2") dedydz;
T o Jo 0

tuttavia, data la simmetria del dominio e della funzione integranda rispetto
alle tre variabili, possiamo facilitare i calcoli scrivendo

1 1—2 l—xz—y
/(m” +y" + 2") dxdydz = 3/ / / 2" drdydz.
T 0o Jo 0

Si ha dunque

1 11—z l—z—y
/(ﬁ" +y" 4 2") dedydz = 3/ / / 2" drdydz =
T o Jo 0

1 11—z 1—1r— n+1 1 1— n+2
:3// ( T —Y) dydx:3/ ( 7) dr =
o Jo n+1 o n+2)(n+1)

3

C (n+3)n+2)(n+1)
Esercizio 3 (i) Siha

, 1—2t8 2t —t
) = <(1+t3)2 ! (1+z3)2)’

1 —2t3)2 4 ¢2(2 — 3)2
\so’(t)b:‘/( )2+ t3( );
1+1¢3

chiaramente quindi |¢’(¢)|2 > 0 per ogni ¢t > 0. La curva non ¢ chiusa, perché
@ € iniettiva; tuttavia risulta

¢(0) = (0,0), tlggo ¢(t) = (0,0).

quindi
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Quindi il sostegno I' di ¢ delimita una regione D. Poiché le relazioni

ot t?
13

implicano, come si verifica facilmente,

t3 t3+6 3+3
TY = = =7
EECERUE TR

si ricava che
I={(z,y) €R*: x>0, y >0, 2y =2° + ¢y*};
di conseguenza si puo verificare che la regione D e descritta da
D={(z,y) eR*: 2>0, y>0, zy > 2> +y°}:

infatti I' & simmetrica rispetto alla bisettrice y = x e i punti di I' sulla
bisettrice sono solamente (0,0) e (3, 1); poiché nei punti (z, z) della bisettrice,
con 0 < x < 5, vale 22 > 223, si deduce che i punti di D sono caratterizzati
dalla disuguaglianza zy > 2% + 2.

(ii) Per calcolare 'area di D conviene utilizzare la formula

1
ma(D) =5 [ (wdy — y ).
I
Si ottiene
1 [ t 2t — t4 t? 1—2t3
D) = - : - : dt =
ma(D) 2/0 (1+t3 1+65)2 1+ (1+t3)2)

_ OO;(QtQ—t5—t2+2t5)dt—
2 s (1413)3 -

1 [e%e) t2 5 o0 2 )
— _/ idt:/ t—dtzl/ _ds 1
2Jo (1+8) o (1+¢%)? 6Jo (14+s)?* 6

Prova scritta del 3 marzo 2011

Esercizio 1 Provare che per ogni p > 0 risulta:

o0

[e’s) teft
1)/ d_z(mﬂ)
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% fet X (Zq)n
i dt =S
(11) A ept + 1 ; (pn + 1)2

Esercizio 2 Scrivere la serie di Fourier della funzione

flz)=|z| A = x € [—m,7;

verificare che la serie converge uniformemente e dedurre le relazioni
o0 2

il—cos%”:?ﬂr2 1 _= i;:l
n? 16 “n* 6’ (2k+1)2 8

n=1 n= k=0

Esercizio 3 Calcolare 'integrale superficiale

Ja-a-yas,

ove ¥ = {(z,y,2) € R®: 2? + y* + 222 = 1}.

Risoluzione

Esercizio 1 (i) Possiamo scrivere 'integrando nella forma
—t —(1+p)
te Pt _ Z t ot (n+1)p].
1 1—e

Questa serie e a termini positivi. Pertanto, in virtu del teorema di Beppo

Levi,
< tet — [~ —t[1+(n+1)
dt=>" [ teHTrl gy
o ert—1 “—~Jo

Poiché, per ogni n € N|

0

—t[1+(n+1 o0 00
_ _M Lt / 18] gy _
I+(n+1)p], 1+ (n+1)pJ,
B 1
[+ (n41)p)?
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si ottiene
*© tet >
/0 et —1 1 Z 1+ (n+1)p

(ii) Stavolta possiamo scrivere I'integrando nella forma

Mg

k:l (1 —|—k:p

t €_t te —(14p)t o

et 11 1ter Z

Yyt ettt el

Questa serie ¢ a termini di segno alterno. La sua somma parziale N-sima ¢
dominata nel modo seguente:

N N+1 —t(N+1
Z(_l)nte—t[l-i—(n-i—l)p} _ te—(1+p)t 1— (_1) € ( p <
— 1+ ept -

ot 6—(1+p)t

Trew S
—

La funzione all’'ultimo membro ¢ sommabile in |0, co[. Pertanto, in virtu del
teorema di Lebesgue,

© tet > o0
dt = —1)" t e~ tH+1p] gy
/0 =2 /0 )

In definitiva si ottiene, utilizzando il calcolo fatto in (i),

/oo teft Z B & (_1)]@‘71
0 etp+1 B n+1 p)? _k: (14 kp)?

1

Esercizio 2 Calcoliamo i coefficienti di Fourier di f. Trattandosi di una fun-
zione pari, saranno presenti solo i coefficienti a,, relativi ai coseni, e possiamo
scrivere
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mentre per n > 0

2 [T T 2 [2 2 [Tn
an = <:1:'/\—)cosnxd:1::— x cosnxdr + — — cosnxdr =
0 2 T 0 VI s 2

T s
. s Iy . T
2 |z sinnx |2 2 2 sin nx
= - |—] - — sinnx dx + =
T n o nm.Jy n x
1 nmw 2 nmw nmw 2 cos % —
= —sin— + —— coS— — 1) — — sin— = — 5
n 2 2 n 2 T n
Dunque la serie di Fourier di f e
o0 o0
ag 3r 2 cos - —
— + E a, COSNIT = — + — E 3 COSNIT
2 8 T n
n=1 n=1

Questa serie converge totalmente in R, per confronto con la serie %E#.
Scegliendo = = 0 si ottiene

3T 2°ocos——
— 4+ — =0
8+7rZ ’

n=1

oVVero
o0
Z 1 —cos™  3x2
n? 16
n=1

Da qui, essendo

nt [0 sen=2k+1, keN
O\ (=1 sen =2k, k € N*t,
si ricava .
1 & (-)F 3x?
Zﬁ_z 4k2 o 16 )
n=1 k=1
e quindi
> 1 1 — 372
2 4h2+4Z 2h+1 ~ 16
ossia
15 o0 o0

1 32
2 hz 2h+1 ~ 16

n= =
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Ma osservando che

> 1 =1 =1
(2h+1)2zzﬁ_z(zh)2:

h=0

=~ w
WE
% -

>
Il
—

si puo scrivere

18~ 1 372
16 £<<n? 16
che implica finalmente
=1 B 72
— n?2 6’
e di conseguenza
2 4 2 R
P (2h + 1) 4 e h 8

Esercizio 3 Possiamo parametrizzare 3. nel modo seguente:
x = sin ¥ cos ¢
y=sindsing 9 e€[0,7], ¢e]l0,2n]

_ 1
z= \/500819,

e la matrice delle derivate ¢
coscosp —sindsingp

cos¥singy  sin cos

—\/Lﬁ sin ¢ 0

Pertanto

1 .
VEG — F? = \/(0082 D+ 3 sin? 19) sin? 9 = Slj;vl + cos2 .

L’integrale proposto diventa allora
/(1 —2)(1 -1 ds =
b

2m ™ in v
= / / (1 — sin® cos ) (1 — 3sin® ¥ sin® go)%\/l + cos? ¥ diddep.
o Jo
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Sviluppando il prodotto si vede che i termini contenenti cos ¢ oppure sin® ¢
hanno integrale su [0, 27] nullo: quindi si ha semplicemente

27 T 19
/(1—x)(1—y3)ds:/ / U VT cos?d d¥dy =
by o Jo V2

1 1
=\/§7r/ \/1—|—t2dt:2\/§7r/ V1+2dt =
-1

0

settsinh 1
:2\/§7T/ coshsd3:2\/§7r.
0
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