Calcolo differenziale - Analisi in piu variabili 1

Prove scritte dal 2008

Prova scritta del 18 gennaio 2008

Esercizio 1 Si consideri la successione di funzioni
fo(z) =In(1 42" + 07", 2 >0, n € N*.

Provare che {f,} converge puntualmente, determinare il limite f e stabilire
in quali sottointervalli di |0, oo[ la convergenza & uniforme.
Esercizio 2 Posto

7 ={(r,y) € R*: —ysinz + xcosy = 0},

verificare che in un intorno del punto (7, 7/2) I'insieme Z & grafico di una
funzione g(x) invertibile, e scrivere i polinomi di Taylor di grado 2 relativi a
g e g~', rispettivamente nei punti zp = 7 e yo = 7/2.

Esercizio 3 Determinare il massimo ed il minimo della funzione

flr,y) = 2y = D2z + eV

nell’insieme chiuso delimitato dal triangolo di vertici (—1,0), (0,0) e (0, 2).
Esercizio 4 Risolvere il problema di Cauchy

u" —2u" 42U —u=¢
u(0) =1, ¥ (0)=-1, «"(0)=0.
Risoluzione

Esercizio 1 Le funzioni {f,} appartengono a C*°(]0, o0[) e sono crescenti,
dunque limitate in ogni sottointervallo limitato. Inoltre, per monotonia, sono
prolungabili a 0 nel punto 0, in quanto

lim f,(z)=In1=0  VneNT,

z—0t
Per z > 0 fissato, dato che z'/™ — 1 e n=%/* — 0 per n — oo, si ha

lim f,(z) =In2.

n—oo



Dunque il limite puntuale ¢ la funzione costante f(z) = In 2.
La convergenza non puo essere uniforme in alcun intervallo illimitato, perché

lim |/, (@) = [(@)] = +oo.

La convergenza non puo essere uniforme neanche in intervalli della forma
10, a], poiché

In2= xlg(% |fa(x) = f(2)| < sup |fu(z) — f(2)].

z€]0,a]

Consideriamo allora un generico intervallo [a,b] con 0 < a < b < co: a causa
della crescenza risulta

In(1+a'/" + 07 < fo(x) < In(1 + bV + +n71/Y) V€ [a,b],

3

e la quantita a secondo membro tende a 0 per n — oo. Pertanto f, — f
uniformemente in [a, b], per ogni 0 < a < b < oc.
Esercizio 2 Posto

da cui, per ogni x € [a, b],

1+ al/m +n-Ya
2

14 bY/m 4 p-1/0
In 5

In

Y

|fu(2) = f(2)| < Hlax{

F(z,y) = —ysinx + x cosy,

la funzione F & definita su R? ed ¢ di classe C™. Si ha
VF(z,y) = (—ycosx + cosy, —sinz — xsiny),
quindi

VFE <7T,g) = <g,—7r) # (0,0).

Per il teorema del Dini, esistono un intorno U di 7 ed un intorno V' di /2 tali
che ZN (U x V) & grafico di una funzione g : U — V, la quale & invertibile,
essendo non nulle in (7T, %) entrambe le derivate parziali di F. Si ha in
particolare

F(z,9(x)) =0 YeeU,  F(g'(y,y) =0 VyeV.
Da qui deduciamo

Fx+Fyg/:07 sz+F:cyg/+Fy:cg/+Fyy<g/)2+Fyg”:Oa
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da cui, essendo

Fpp =ysinz, F,, =1F,=—cosz—siny, F, = —xcosy,
s1 ottiene
oM =1, gm =2, ¢"m=0
2 2
Similmente

Folg™)+F, =0, Fullg™) P +Fay(g™) +Folg™) + Falg™) + Fy =0,

da cui
(g /2 =7 () (x/2)=2, (97" (n/2)=0.

Il polinomio di Taylor di g e allora

Pyfa) = g(m) + g (m)(w — ) + g (M) —m)t = 5 + T =7

mentre quello di g7! &

00) = )+ 6y (5) 6540 () (- '

= 7T—|—2<y—ﬁ>:2y.

2
Esercizio 3 Anzitutto calcoliamo f sui vertici del triangolo T"
f(=1,0)=¢€*  f(0,0)=—1,  f(0,2) = 3¢”.
Cerchiamo gli eventuali punti stazionari di f interni a 7" il gradiente di f &

Vi(x,y) = (—435(23/ —1)ev™* (22 +1)(2y + 1)6972””) ,

cosicché il gradiente ¢ nullo se e solo se

w=(31) e - (o).

Il secondo punto non appartiene a T, il primo si, e si ha f(—1/2,1/2) = 0.
Si puo notare direttamente che si tratta di un punto di sella, osservando che

1 1 1 1
f(—§+€,§—€><0, f<—§—€,§—€)>0.
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Comunque, scrivendo le derivate seconde di f
foa(@,y) = (8 — 4)(2y — 1)ev ™2,
foy(@.y) = fra(@,y) = —42(2y + 1)ev =2,
Joy(,y) = 22+ 1)(2y + 1)ev 2"

e calcolando I'Hessiana nel punto (—1/2,1/2) si trova

11 0  4e%? 11 3
H(_ﬁ’é)_<4e3/2 0 ) detH(—M)—‘m‘f <0

a conferma che il punto ¢ di sella.
Indichiamo con [; il segmento di vertici (—1,0) e (0,0): la restrizione di f a
tale segmento e la funzione

g(z) = f(x,0) = —(2x + 1)e™*, x € [—1,0];

essa ¢ decrescente, perché ¢'(z) = 4xe™2* < 0 per ogni x € [—1,0]. Dunque
g & massima in x = —1, dove vale €2, e minima in x = 0, dove vale —1.
Detto I il segmento di vertici (0,0) e (0, 2), la restrizione di f a tale segmento
¢ la funzione

h(y) = f(0,y) = 2y —1)e¥,  y€[0,2]:

essa ¢ crescente, perché h'(y) = (2y + 1)e? > 0 per ogni y € [0, 2]. Dunque h
¢ minima in y = 0, dove vale —1, e massima in y = 2, dove vale 3¢e?.

Infine denotiamo con I3 il segmento di vertici (—1,0) e (0,2): la restrizione
di f a tale segmento e la funzione

k(x) = f(x,20+2) = (4o +3)(2x+1)e* = (82> +10x+3)e*,  x € [-1,0].

Si ha k'(z) = €*(16x + 10), quindi k & decrescente in [—1, —5/8] e crescente

in [—5/8,0]. Percid k ¢ minima in z = —5/8, dove vale —e?/8, e massima in
uno dei due estremi (per lesattezza in z = 0, ove vale 3¢, mentre in z = —1
vale e?).

In conclusione, confrontando i valori trovati, poiché e? < 8 si ha

_ 9,2 ; _
mj@xf—3e, mef— 1.



Esercizio 4 Cominciamo col risolvere l’equazione omogenea: cercando
soluzioni della forma e si ottiene

MNP =207 420 — 1) =0,
da cui
A2 — 2\ 420 —1=0.

Si vede facilmente che A\ = 1 & soluzione di questa equazione; ci si riduce
allora all’equazione di secondo grado

MN—-A+1=0,

che e risolta da

142 1—2
o LEV3 o 1oi3

2 2
L’insieme delle soluzioni dell’equazione omogenea ¢ pertanto

V3t V3t

t .,
Vo = {Cl€t+c2€2 0087—1—0362 sin

1C1,C,C3 € R} .

Cerchiamo una soluzione particolare v dell’equazione non omogenea. Essen-
do A = 1 soluzione dell’equazione caratteristica di molteplicita 1, possiamo
cercare v della forma

v(t) =ate’.

Si ha
V'(t) = a(l +t)e, V' (t) = a(2 + t)e, V" (t) = a(3 +t)e,
da cui
V() = 20" (t) + 20 (t) —v(t) = ae' [(B3+1) =22 +t) +2(1+t) —t] = ae".

Quindi v risolve I'equazione se e solo se a = 1. Percio l'integrale generale
dell’equazione non omogenea ¢

3t 3t
Vi = {Cl€t+026;COS\/_T+C3€§Sin\/_7+t€t161,02,63 GR}.



Imponiamo le condizioni di Cauchy: dato che per un generico elemento u €
Vf si ha

1 V3t V3 . /3t
u'(t) =cre + 262 €08 —o— — - €2 sin ——
1 3t 3 ¢
c3 |- ez sin\/— +£e§ cos.i +(1+1)
2 2 2
1 3t 3 ¢ 3t
u'(t) = cret + —5el cos\/_T — \/7_62 sin\/; +
1 3t 3 ¢ 3t
3 [—5 ez sin \/2_ + §e2 cos\/_T + (2 + t)€,
si deduce
(1=u(0)=c1+c
3¢
1= (0)=c¢ — 2+ Vies
2 2
0=u"(0) = 1——+IC3+2,
\ 2
ovvero ¢ = 0, ¢; = 1, ¢3 = —2v/3. Dunque la soluzione del problema di
Cauchy e
¢ 3t
u(t) = ' — 2v/3e2 sin V3 +te.

Prova scritta del 7 febbraio 2008

Esercizio 1 Si consideri 'insieme

= {fe C'-1,1] : /_t:cf’(a:)dx:()}.

(i) Si verifichi che M ¢ un sottospazio vettoriale di C[—1,1].

(ii) Si provi che ogni funzione di classe C! e dispari appartiene a M. E vero
il viceversa?



(iii) Si dimostri che
M = {f e Cl-1,1]: f(1) + f(—1) — 1f(x)dm=0}.

Esercizio 2 Determinare, se esistono, il massimo ed il minimo della funzione

fz,y) = zye 27V

sull’insieme
7 ={(z,y) €R*: 22* —3y* > 1, > 0}.

Esercizio 3 Descrivere qualitativamente le soluzioni dell’equazione differen-

ziale
_ L+u(t)

Ct—u(t)’

u'(t)

Risoluzione

Esercizio 1 (i) Sea,beRe f,g € M, allora af + bg € C'[—1,1] e

1 1 1
/ z(af + bg) dx = a/ zf'(x) dx + b/ zg'(z) dz = 0,
-1 -1 -1
cosicché af +bg € M.

(ii) Se f ¢ di classe C! e dispari, allora f & pari: dunque la funzione x f’(z)
e dispari e pertanto il suo integrale sull’intervallo simmetrico [—1, 1] & nullo.
Pertanto f € M.

Il viceversa ¢ falso: la funzione costante f(z) = 1 appartiene a M, ma non ¢
dispari.

(iii) Sia f € M: allora esiste una successione {f,} contenuta in M, tale che
fo — f in C[—1,1], ossia uniformemente in [—1,1]. Per ogni n € N si ha,
integrando per parti,

0= / afi(a)de = £,(1)+ Fu(-1) - / e de

e quindi, con un passaggio al limite sotto il segno di integrale, per n — oo si
ricava

0= f(1) + f(~1) - / @) de
7



Cio prova la prima inclusione.
D’altra parte, sia f una funzione continua su [—1, 1] che verifica la condizione

FO)+ 1) = [ faydr=o0:

poiché C'[—1,1] & denso in C[—1, 1], possiamo scegliere una successione { f,, }
di funzioni di classe C' che converge uniformemente a f in [—1,1]. Allora si
ha

1

im [ en@de = hm (604 fC0- [ ) -
1 n—00 1

= f() 4 f(-1) - / f(a)dz =0

dunque, posto X
ap = fn(l) + fn(_l) - . fn(x) d:E,

la successione numerica {a, } ¢ infinitesima per n — co. Consideriamo allora

le funzioni 5
gn(z) = fulz) — Zan z2, xe[-1,1]:

esse appartengono a M, poiché sono di classe C! e

/_llxg;(x)dx:/_llx{

fo() —;anx] dx:/1 zfl (z)dr — a, = 0.

Inoltre
3 2
sup |gu() = f@)] < sup |fulz) = f(2)| + sup |7ana®| =
z€[-1,1] z€[—1,1] z€[~1,1]
3
= sup [fule) = S(@)] + lal,
z€[—1,1]

il che implica che g, — f uniformemente in [~1,1]. Dunque f € M, e cio
prova la seconda inclusione.
Esercizio 2 La funzione f ¢ di classe C* ed ¢ limitata su tutto R?; inoltre



essa tende a 0 per /22 + y? — oo. Cerchiamo eventuali punti stazionari
interni a Z: si ha

y(1 —4z®)e 27 ~v" =0

Vi(r,y) =0 <+ s 5
(.9) {x(1—2y2)e2’” =0,

ossia se e solo se (z,y) = (0,0) oppure (z,y) = (%,i\%), oppure (x,y) =

<—%, :I:\/iﬁ) . Dato che nessuno di tali punti appartiene a Z, non vi sono punti

stazionari di f interni a Z.
La frontiera di Z ¢ costituita dai punti (z,y) con z > 0 e 2% —3y* = 1, ossia

xr = 12—3742 La restrizione di f a questo insieme ¢ la funzione
1 + 3y2 A2

9y) =y —5— ", yeR
Dato che

[1+ 3y? 3> [1+ 3y?

g/(y) _ + 3y + Y . 8y2 + oy 6—1—4y27
2 2 1+3y2 2
2

si ha

Jy) >0 <= 1-22—24y">0,
ossia, posto t = y?,
Jy) >0 = 2424+2-1<0.
1

Le radici di questo trinomio sono —7 e é: dato che t = y? > 0, otteniamo
che

, 5 1 1 1
JW) >0 = 0<y’<- = —F=<y<—.
6 6 6
Dunque y = \/ig ¢ punto di massimo relativo per g, mentre y = —\/Lg e punto

di minimo relativo per g; ne segue che (v/3/2, —1/v/6) e (v/3/2,1/4/6) sono
gli unici punti stazionari vincolati per f su Z. Ricordando che f tende a 0
per \/x? + y? — 400, concludiamo che

min f = f ﬁ—i ——Le_g max f = f ﬁi _ ! e
z 7 27 V6|  2v2 T oz 2°V6/) 2v2

wlot
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Esercizio 3 Le orbite del sistema non possono attraversare la retta u =t
del piano tu. Inoltre in tali punti le orbite arrivano o partono con pendenza

infinita, ad eccezione dell’orbita orizzontale u = —1, che attraversa tale retta
in t = —1 (e dunque la retta u = —1 & costituita da due orbite distinte).
Si ha
, 14w
u >0 < ; >0 <+— —l<u<toppuret<u< —I.
—u
Poniamo

Ay ={(t,u) : =1l <u<t}, As={(t,u): —-1Vit<u},
As ={(t,u) :t <u< =1}, Ay={(t,u) u<—-1At}.

Poiché, dopo qualche calcolo, si trova

vy = 4 Lrult) (L u)
ST w) T E— ()

ricaviamo

>0 = u<t <= (t,u)eAUA,;.
In definitiva le orbite sono:

e crescenti e convesse in Aj ,

e decrescenti e concave in As ,

e crescenti e concave in As,

e decrescenti e convesse in Ay .

Infine osserviamo che ciascuna orbita uw ¢ definita solo in un intervallo limi-
tato. Precisamente:

e le orbite giacenti in A; sono definite per t €] — 1, %[, per un opportuno
to > —1. Infatti sono crescenti, ma non possono avere asintoti obliqui
per t — 400, perché dall’equazione differenziale ricaveremmo u/(t) —
—1 per t — 400, mentre v/ > 0. Dunque per ciascuna di queste
orbite esiste t, > —1 tale che u(t) — ty per t — t;, e dall’equazione
differenziale ricaviamo u'(t) — +oo per t — t,. Similmente, le u(t),

10



non potendo attraversare l'orbita u = —1 e dovendo decrescere per
t decrescente, devono per forza tendere a —1 per ¢ — —17; inoltre,
per convessita, anche u/(¢) ha limite non negativo per ¢ — —17, e
dall’equazione differenziale, con l'ausilio del teorema di de I’'Hopital,
ricaviamo

1+ u(t)

'(t L
L= lim '(t)= lim ———= = lim w(t) = :
t——1+ tm—1+ t —u(t) =1t 1 —u/(t) 1-L

da cui L = 0. Dunque tutte le orbite giacenti in A; arrivano in —1 per
t — —17 con tangente orizzontale.

Le orbite giacenti in A3 hanno un comportamento simmetrico rispetto a
quelle di A;: sono definite in un intervallo limitato |¢y, —1[, e verificano

lim u(t) =to, limu/(t) =+o0, lim w(t)=-1, lima/(¢t)=0.

t—td t—ty t——1- t—ty

Le orbite giacenti in A4 sono definite in semirette del tipo |tg, +00],
per un certo tg < —1; infatti sono decrescenti e convesse, quindi al
decrescere di ¢ la derivata (che € negativa) decresce fino a —oo allorché
u(t) tende alla retta u = t in corrispondenza di ¢y, mentre per ¢t — oo la
derivata tende a 0~ (come si vede dall’equazione differenziale usando,
come in precedenza, il teorema di de I'Hopital); il limite delle u(t) per
t — +oo e finito oppure —oo, e a priori non e evidente in che modo
stabilire la validita dell'una o dell’altra possibilita. Tuttavia, queste
orbite sono grafici di funzioni w(t) invertibili: le inverse t(u) risolvono
I’equazione differenziale

t—u
t'(u) =
da cui, con qualche calcolo,
1
() = ——— .
(1) (1+ u)?

Se avessimo u(t) — ¢* per t — +00, con ¢ €] — 0o, —1[, per simmetria
dei grafici ricaveremmo t(u) — +oo per u — c¢': la funzione t(u)
avrebbe dunque un asintoto verticale, il che implicherebbe t'(u) — 400
per u — c¢*, e per la stessa ragione anche t"(u) — oo per u —

11



c¢™. Quest’ultimo fatto ¢ pero contraddetto dall’espressione esplicita
di #(u), dalla quale segue invece t"(u) — —1/(1 + ¢)? per u — c.
Cio prova che tutte le orbite che giacciono in A4 tendono a —oo per
t — +o0.

e Le orbite giacenti in A hanno un comportamento simmetrico rispetto
a quelle di Ay: sono definite in semirette del tipo | — oo, o[, per un
certo tg > —1, e si ha

lim /'(t) =07, lim u(t) =1tp, lim «'(t) = —o0,
t——o00 t—tg t—ty

mentre il limite per t — —oo di u(t) & +oo.

Dalla discussione precedente si puo ricavare la seguente descrizione qualita-
tiva delle orbite:

A U izt
— 1 q
—— 1_______‘“‘\\ )l
/
— }, I
— I / ,g p
— / y Vs
~ Fi /
e o
TT L — i /f -,/./ // /./
e - 3
1NN . ____,..—= - e — - — —e
e
/;'f/ // . T —_—
! ,-'-I T Y
{
I -

Prova scritta del 12 giugno 2008

Esercizio 1 Descrivere il comportamento della serie >~ fn(z), z € R, ove

o) ={

:L,TL

3
—nT
(&

se n ¢ pari
se n e dispari,
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e calcolarne la somma nell’insieme di convergenza.

Esercizio 2 Si consideri 'insieme
V={(z,y,2) eR®: y* =2° 2=2"}.

(i) Si verifichi che V' '\ {(0,0,0)} ¢ una varieta 1-dimensionale e si scriva
I'equazione del piano normale a V' nel punto (1,1,1).

(ii) Si trovino, se esistono, il massimo ed il minimo su V' della funzione

fla,y,2) =yze ™ V3,
Esercizio 3 Risolvere il problema di Cauchy
u +u = |zl x € R,
u(0) =1, /(0)=—1.

Risoluzione

Esercizio 1  Affinché il termine generale della serie Y~ f.(z) sia infini-
tesimo per n — oo occorre che si abbia simultaneamente

. . M3
lim z" =0, lim e " = 0;
n—oo n— oo

cio accade se e solo se x €0, 1[. Quindi la serie non puod convergere quando x

¢ al di fuori di tale intervallo. Invece, quando = €]0, 1[ per le somme parziali
Sy (x) della serie si ha

n—1
_ 3
SZn—l(-r) _ JZQk—f— e (2k—‘,—1)x7 SZn § :x2k+§ :6 (2k+1)z
k=0 k=0

la serie data ¢ dunque somma della serie geometrica di ragione 22 e della serie
geometrica di ragione e~2°, moltiplicata per il fattore e *". Si ha dunque
convergenza puntuale ed assoluta in ]0, 1[; la convergenza ¢ anche totale ed
uniforme in ogni intervallo chiuso I C]0,1[. La somma della serie &

3

1 e’
2k (2k+1)zx
E x +§ e =T a2t e x €]0,1[.
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Esercizio 2 (i) L’insieme V ¢ il luogo di zeri della funzione
o Fl(x7yaz) _ yZ_xS
la quale ¢ di classe C*° su R3. La matrice Jacobiana di F &

—3z2 2y 0
DF(x,y,z)z( oy 0 1 > :

essa ha rango 2 in ogni punto di V' diverso dall’origine, come ¢ immediato
verificare. Pertanto V' \ {0} ¢ una varieta 1-dimensionale; essa ¢ costituita
da due rami, che denominiamo V* e V', simmetrici rispetto al piano y = 0,
i quali si toccano nell’origine. L’insieme V1 puo essere parametrizzato ad
esempio nella forma

r=ux, y:x3/2, z=z?, x> 0.
mentre per V'~ la parametrizzazione e
r=ux, y:—x3/2, z =12, x> 0.

Il vettore v, tangente a V mnel punto (1,1,1) € VT, si ottiene derivando
rispetto a x la prima espressione e calcolandola per x = 1: si trova v =

(1,2,2). A meno di costanti moltiplicative, si arriva allo stesso risultato

imponendo che v sia ortogonale ai due vettori VFj(1,1,1) e a VFy(1,1,1),
che sappiamo essere ortogonali a V' nel punto. Quindi, il piano normale a V'
in (1,1,1) e perpendicolare a v: ne segue che tale piano puo essere scritto,

in forma cartesiana, come
3
(x—1)+§(y—1)+2(z—1)20,

ovvero 2z + 3y + 4z = 9.

ii) La funzione f, ristretta al vincolo V. diventa
(ii) : :
g+(x) — f(l’,$3/2,l‘2) _ x7/26_$3_%x3/2’ 23>0,
mentre ristretta al vincolo V~ diventa
g (z) = f(z,—2*? 2% = —x7/26_$3+%”3/2, x> 0.
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La funzione g* & positiva per > 0 e nulla per x = 0, mentre la funzione g~
e negativa per x > 0 e nulla per x = 0: quindi 'origine, unico punto di non
regolarita, che corrisponde al valore x = 0 del parametro, non ¢ punto né di
massimo, né di minimo. Inoltre e chiaro che

lim ¢g"(z)= lim g (x) =0,

T—+00 T—+00

cosicché il massimo ed il minimo di f su V esistono e vanno ricercati ovvia-
mente fra i punti in cui si annulla la derivata rispettivamente di g% e di g~.
Per g* risulta

1 .y
(g*)/(a:) = |:§ 29/2 47/ (3.%2 + §%1/2)} 6733375’03/27

quindi si ha (¢7)'(x) = 0 se e solo se
227 — 623 — 2%/?) = 0,

ovVVero
62 + 232 — 7 =0.
Le radici di questa equazione sono date da

s TLEVIFI 1
12 ~7/6,

ma la radice —7/6 < 0 ¢ da scartare, essendo il parametro x positivo. Dunque
(g% si annulla solo per #3/2 = 1, ossia # = 1: tale punto & quindi di massimo

e si ha

m‘ixxf = g(1) = e Y3,

Per ¢~ invece risulta

7 1
(g_)’(l‘) = — [5 x5/2 _ :L‘7/2 (31,2 . §ZL‘1/2):| 6_$3+%$3/2’

quindi si ha (¢7)'(x) = 0 se e solo se
(=7 + 62 — 2%/%) = 0,

ovvero
62° — 2%/ —7=0.
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Le radici di questa equazione sono
B 14+ V1+168 { 7/6
12 -1,

ma la radice —1 & da scartare, essendo il parametro x positivo. Dunque (g~ )’

si annulla solo per #3/2 = 7/6, ossia * = (7/6)%/3: tale punto & quindi di
minimo e si ha
min f = g(7/6) = —(7/6)7/3e77/9.

Esercizio 3 Risolviamo l'equazione omogenea: l'equazione caratteristica,
A? + 1 =0, ha soluzioni A\ = & e pertanto I'integrale generale ¢

u(z) = ¢ cosx + cosin .

Cerchiamo adesso una soluzione particolere dell’equazione non omogenea
della forma
v(z) = ai(z) cosx + as(x)sinx.

Come si sa dalla teoria, e sufficiente che le funzioni ¢} e @ soddisfino il
sistema

/

aj(z)cosx + ay(x)sinx =0
—ay(x)sinx + ay(x) cosz = |x|.

Facili conti portano a
ay(r) = —|z|sinz, ay(x) = || cos x;

da qui, scegliendo come primitive quelle che si annullano per z = 0 (il che ¢
consigliabile a causa della presenza del valore assoluto), si ricava

ar(x) = —/0 |t] sint dt, as(x) :/0 |t| cost dt, r € R.

Calcoliamo esplicitamente queste funzioni: notando che il segno di ¢t nell’in-
tegrando € sempre uguale al segno di z, si ha

ai(zr) = —sgn(x) / tsintdt = sgn(x)(x cosx — sinx),
0
as(z) = sgn(m)/ tcostdt =sgn(x)(xsinx + cosx — 1).
0
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Pertanto

v(x) = sgn(z)[cosx(zcosr —sinzx) + sinx(zrsinz 4+ cosz — 1)] =

sgn(z)(x —sinz) = |z — sin x|,

ove nell’'ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che x — sinx e positiva per
x > 0 e negativa per x < 0. Dunque l'integrale generale dell’equazione non
omogenea €

u(x) = cycosx + casinx + |x — sinz|.

Infine, imponendo le condizioni u(0) = 1 e 4/(0) = —1 ed osservando che
la funzione |z — sinz| & infinitesima del terzo ordine per x — 0, e quindi si
annulla insieme con la sua derivata per x = 0, si ottiene facilmente

C1 = 1, Cy = —1
da cui, finalmente, otteniamo la soluzione del problema di Cauchy:
u(z) = cosx — sinx + |z — sin z|.

Prova scritta del 3 luglio 2008

Esercizio 1 Analizzare il comportamento per n — oo della successione di
funzioni {f,}, dove

1\7
fn(x):<x"+—) , x>0, n € N*.
xn
Esercizio 2 Determinare il massimo ed il minimo della funzione
} 1 .
f(z,y) =sinz + 5 siny

nella regione K delimitata dal triangolo di vertici (0,0), (0,7), (=2, 7).
Esercizio 3 Risolvere il sistema differenziale
v =3u+w
vV ==-3u+w+1 teR.
w=u+v+w+2,
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Risoluzione

Esercizio 1 Conviene distinguere il caso 0 < x < 1 e il caso = > 1, tenuto
conto che, ovviamente, per z = 1 la successione data vale 2/ e quindi
converge a 1.

Per 0 < z < 1 possiamo scrivere

1
- (1 2n\1/n
Gl B

fn()
da cui ]
lim f,(z) = - Vz €]0,1].
Invece per x > 1 si ha

Fula) = 21 + ),

da cui
lim f,(x) =2  Vz €]l,00.

n—o0

Quindi la successione converge puntualmente in |0, oo alla funzione

)= se r>1,
fle) = 1/x se x €]0,1].

Valutiamo la convergenza uniforme:
se 0 <z <1siha

1
=-ld + )V —1];

|[fn(2) = f(2)]
ora notiamo che per ogni t €]0, 1] si

ha, in virtd del teorema di Lagrange,

1 t
A+ —1==(1+xi)n 't < -
n

3

ove xi €]0,¢[ & un punto opportuno;

scelto t = x2n ricaviamo 1————---____';,
[ful2) = f(2)] < = < — Va €]0,1], : ;
n n :
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e quindi vi ¢ convergenza uniforme su ]0, 1.
Similmente, se x > 1 si ha

|[ful@) = f(2)] = al(1 + 27"V —1];

2

scelto nella stima precedente ¢ = x~*", si ottiene

—2n

[fu(z) = fz)] <

< Vo € [1,00],

S|

n

e quindi vi ¢ convergenza uniforme su [1, oo[. Se ne deduce che la successione
{fn} converge uniformemente a f in ]0, co[. Si noti comunque che sia le f,,
sia la f sono illimitate in ]0, col.
Esercizio 2 Cerchiamo anzitutto gli eventuali punti stazionari di f interni
a K: il sistema

{ fe(x,y) =cosx =0

fyla,y) = 5cosy =0

ha le soluzioni

e v
ul Ll 7.
<2+k7r72—|—h7r), hok e

Dilquesti punti, 'unico interno al triangolo K ¢ (—g, g), erisulta f (—g, g) =

5 -
Vediamo il comportamento di f lungo la frontiera di K. Nei tre vertici si ha

f<07 0) = 07 f(O,?T) = 07 f<—27T77T) = 0.

Consideriamo 1 tre lati del trian-

golo: ,

I'y { g O’ y € [0, 7]; '

FQ;{ Z:i z € [~2m,0]; "
Is: { 5:;2y’ y € [0, ] - :

La restrizione di f a 'y ¢ g(y) = 3siny, y € [0,7]: essa & minima in y = —

con g(—%) = —3 e massima in y = —2F con g(—%¥) = 3.

SIE]
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La restrizione di f a I'y & h(z) = sinz, x € [—27,0]: essa ¢ massima in

r = —% con f(~%) = 1 e minima in x = —5 con h(=F) = ~1.

La restrizione di f a T's ¢ k(y) = —sin2y + 3siny, y € [0, 7); si ha
!/ 1 2 1
E'(y) = —2c082y+§ cosy = —4cos y—|—§ cosy + 2,

cosicché k'(y) > 0 se e solo se

V129 41 V129 —1

—_ <
16 cosy 16

ovvero se e solo se y; < y < Yo, OVe

y1 = arccos Y2241 ~ (.68824249083,
> = arccos (—YI22=1) ~ 2.27491656649.
Se ne deduce che k ¢ minima in y = y; con
k(y,) = —sin2y; + % siny; ~ —0.66359051123,
ed ¢ massima in y = y, con
k(y2) = —sin 2y, + %sin Yo =~ 1.36790755204.

In conclusione, confrontando i valori di f nei punti selezionati, si ha

m}e{txf = f(—2y2,y2) ~ 1.36790755204, mlénf =f <—g,7r> =—1.

Esercizio 3 Risolviamo il sistema omogeneo. Cerchiamo gli autovalori della
matrice dei coefficienti:

3—-X 0 1
det[ -3 -2 1 |=0 <<= B-MNAN-X-2)=0,
1 1 -

ossia A & autovalore se e solo se A € {3,2, —1}. Gli autovettori corrispondenti
sono: vy = (1,—1,0) per \y = 3; vo = (1,—2, —1) per Ay = 2; v3 = (1,7, —4)
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per A\3 = —1.
L’integrale generale del sistema omogeneo ¢ dunque

u(t) = c;vie¥ 4 cpvae? = cyvse .

Cerchiamo ora una soluzione del sistema non omogeneo, della forma v(t) =
W(t)c(t), ove

€3t th e—t
W(t)= [ —e¥ —2e2 Tet
0 —e?t —4et

¢ la matrice Wronskiana associata alle soluzioni dell’equazione omogenea gia
trovate, e c(t) = (¢1(t), c2(t), e3(t)) sono funzioni da determinare risolvendo
il sistema

W(t)e'(t) =

—_

ossia
et + ey +eldy =0
—edtd —2e*cy + Te~ldy =1
2t ./ —t .
—e“'chy —4de ey = 2.

Si ottiene facilmente

7T _ 5 _ 1
Gty =T G =S G =
da cui, ad esempio,
_ 7 —3t _ 5 —2t _ 1 t
cl(t)——lze . eot) = 66 , c3(t) = 3¢

In definitiva la soluzione particolare del sistema non omogeneo ¢

3 21 —t T =3 1

e e e e 5

_ 3t 2 —t 5 —2t _ 5
v(t)=| —e* —2e* Te ce =1 —3
0 —e* —de ! —5é —3

Naturalmente, vista la forma del termine noto del sistema, avremmo po-
tuto pitt comodamente cercare una soluzione v costante: se v = (a,b,c),
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sostituendo nel sistema si trova subito

0=3a+c
0=-3a+c+1
O=a+b+c+2,

1 5 1
v=|-,—,—=].
6 3 2

Prova scritta del 15 settembre 2008

da cui

Esercizio 1 Descrivere il comportamento per n — oo della successione di

funzioni
T

falz) = = e n@n)?, r€R, neNT.
n

Esercizio 2 Sia F : R? — R? definita da

F(x,y,2) = (> + 2%, 22 + 2%, 22 +47), (z,y,2) € R3.
(i) In quali punti di R? la funzione F ¢ localmente invertibile?
(ii) Si scriva 'inversa locale di F nel punto F(—1,1, —1).

Esercizio 3 Descrivere qualitativamente le soluzioni dell’equazione differen-
ziale

u/(t) = arctan|u(t)?], teR.
Risoluzione

Esercizio 1 Dato che 'esponenziale diverge piu velocemente di ogni poli-
nomio, si ha

lim f,(z) =0 Vx € R.

n—0o0

Analizziamo la convergenza uniforme: anzitutto, risulta

sup [ fo| 2 [fu(—n)[ =1 ¥n €N,
R
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e cio mostra che non puo aversi convergenza uniforme in R. Tuttavia si ha
convergenza uniforme in ogni semiretta [a, co[ con a € R: cio ¢ abbastanza
chiaro quando a > 0, essendo

T

1 g2
maX|fn|=maan<—m§LX$e — 0 per n — oo;

[0,00( [0,00] n >0

D’altronde, se a < 0 si ha

max | f,,| < max me’"("’m2 < Me’"("’m')2 — 0 pern — oo,

[a,0] [a,0] T n

il che prova quanto affermato.

NSRS |

Esercizio 2 (i) Risulta

0 2y 2z
DF¥(z,y,z)=| 2¢ 0 2z |,
2¢ 2y O

da cui
det DF(z,y, z) = 16zyz.

Si ha quindi invertibilita locale in tutti i punti (x,y, 2) a coordinate tutte
diverse da 0. Negli altri punti non vi e invertibilita locale: ad esempio, in
un qualunque intorno di F(zq,y0,0) = (y2, 22,23 + y2), con 2o > 0 e yo > 0,
cadono i punti (y%—l—&?, x%—i—&?, :c%—i—y%) con ¢ positivo e sufficientemente piccolo,
i quali hanno le due controimmagini (g, yo, /2).

(ii) Scriviamo l'inversa locale di F nel punto F(—1,1, —1), ossia in (2,2, 2):
fissato un punto (u,v,w), il sistema F(x,y, z) = (u, v, w) si scrive

v+ 22 =u

24+ 22 =

2?44 =w,
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ed ha per soluzioni

x2_—u+v+w s U—UVFwWw 22_u+v—w
- 2 ’ Z/ - 2 ’ -

Dunque, in un intorno di (2,2, 2) si ha univocamente

(,9,2) = FH(a,0,0) = (‘WHJWVU_Z*@U,—JW}%) |

Esercizio 3 Le soluzioni u(t) sono tutte definite per ogni t € R. Vi ¢
ovviamente la soluzione identicamente nulla; quindi tutte le altre hanno segno
costante e per ciascuna di esse si ha u/(t) > 0 per ogni t # 0, cosicché le
soluzioni non nulle sono tutte strettamente crescenti. Inoltre, essendo

(1) = 2u(t)u'(t) _ 2u(t) arctan|u(t)?]
1+ u(t) 1+ u(t) ’

otteniamo che le soluzioni positive sono sempre convesse, mentre quelle ne-
gative sono sempre concave.
Possiamo inoltre osservare che per le soluzioni positive si ha:

e lim wu(t) = +oo, perche u ¢ crescente e convessa.
t——4o00

. tlim u(t) = 0, perché tale limite (che indichiamo con m) deve esistere
——00

per monotonia: d’altronde, poiché u non puo attraversare la retta u =
0, il limite della u' (che esiste a sua volta per la convessita di u) deve
essere nullo; ma dall’equazione differenziale ricaviamo, per t — —oo,
0 = u/(m) = arctan m? e dunque m = 0.

. tlim u'(t) = g, utilizzando l'equazione differenziale e il fatto che u(t) —
— 00

400 per t = 4o00.

e lim /() =0, come si & gia osservato.
t——o0

Per le soluzioni negative risulta, analogamente,

lim w(t) =0, lim wu(t) = —o0, lim o/(t) =0, lim u/(t) = T

t——+o0 t——o0 t—o0 t——o00 2
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Quando t — oo le u(t) sono dotate di asintoto obliquo di coefficiente angolare
7 /2. Infatti, sappiamo che

lim u(t) = +o0.

t——4o00

Inoltre, dato che u/(t) — 7/2, si ha dal teorema di de L’Hopital

Cowu() o w@)—w(©) 1 [T, T T
tlzinooT—tginoo t _tlgl—noog 0 |:U(8)—§:| d8+§—§

Infine, utilizzando 'identita arctanx + arctan1/x = 7/2, valida per ogni
x > 0, risulta

tin (w0 5) = g (w0 5+ [/~ G ) =
= lim <u(l) + g + /j arctanﬁds) :

cosicché il limite esiste e non vale —oo; e poiché, per convessita,
u(s) >u(l)+d'(1)(s—1)  Vs>1,

si conclude che

T T o 1
1'(t——t><1—/ ds < oo,
fm (ult) =5 t) e +5+ | o reme e @ <

ossia -
3 lim (u(t) - §t) e R.
Si puo anche notare che se u(t) ¢ soluzione, anche v(t) = —u(—t) lo ¢: quindi

il comportamento delle soluzioni negative e esattamente simmetrico a quello
delle soluzioni positive, ed in particolare anch’esse hanno un asintoto obliquo
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di coefficiente angolare 7/2 per t — —o0.

[ Y

Prova scritta del 29 ottobre 2008

Esercizio 1 (i) Descrivere il comportamento per n — oo della successione

di funzioni
falz) = (1—2*)", r€R, neNt

(ii) Stabilire se ¢ vero che
V2
n—oo [_ /5
Esercizio 2 Sia F : R? — R definita da
F(Ivy):exy_?)m_y_la ({L‘,y)GRQ

e si definisca Z = {(z,y) € R? : F(z,y) = 0}.
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(i) In quali punti 'insieme Z ¢ localmente un grafico?

(ii) Si scriva il polinomio di Taylor di centro 0 e grado 2 della funzione
f(z) definita implicitamente dall’equazione F'(x,y) = 0 nell’intorno
del punto (0,0).

Esercizio 3 Risolvere il problema di Cauchy

{ u”(t) — 3u"(t) + 4u'(t) — 2u(t) = cost, te€R,
u(r) =2, u(rm)=0, u"(m)=0.

Risoluzione

Esercizio 1 (i) Le funzioni f, sono pari, quindi & sufficiente studiarle sulla
semiretta [0, oo[. Per la convergenza puntuale si ha

non esiste se x > \/5
lim f,(v) = lim (1 —2%)"¢ =1 sex =0

n—oo n—oo
=0 se 0 <z < V2.

Pertanto vi & convergenza puntuale solo su [0, V2 [, e la funzione limite &
fa) 1 sex=0
€Tr) =
0 se0<z<vV2

In tale intervallo la convergenza non puo essere uniforme perché la funzione
f e discontinua negli estremi. Vi e pero convergenza uniforme nei sottoin-
tervalli della forma [v/§,v/2 — 6] con § arbitrariamente piccolo: infatti se

z € [V8,v/2—=10] si ha
[fa(@)] =11 —2®)"| < (1= 0)",
da cui f,, — 0 uniformemente in [v/3, /2 — 9.
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(ii) Dobbiamo calcolare il limite
V2 V2
lim fo(z)dx =2 lim (1 —2*)"dz.

n—oo f n—oo 0

Non e detto a priori che il limite esista, né che faccia 0, poiché l'inte-
grando non converge uniformemente in [0, \/5] tuttavia possiamo scrivere,
utilizzando la sostituzione z? = ¢,

Q/Oﬁ(l —2®)"dr = /02 (1\_/;),1 dt.

Si ha allora, fissato € > 0,

/2(1_t)ndt‘ </|1 . /26|1_|ndt /2 =" g <
0 \/7_f N \/_ 2—¢ \/7_f N

25 o n 2 1
AR v B L
= 2\/E+2[\/__5—\/E](1—5) +2[V2-v2—¢),

IA

da cui

2
: (1=
lim su dt < cv/e

e dunque, per I'arbitrarieta di e,
V2 2(1—¢t)"

lim fo(x)dr = lim
n—oo [_ /5 ( ) n—oo J \/E
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Esercizio 2 (i) Certamente l'insieme Z ¢ un grafico nell'intorno di ogni
punto (z,y) € Z in cui

vrea = (107 ) # (1)

cerchiamo allora quali sono i punti potenzialmente “cattivi”: il sistema

Flr,y)=e" -3z —y—1=0
Fo(r,y) =ye™” —3=0
Fy(zr,y)=2ze™ —1=0

equivale a
e =3r+y+1
e =3/y
e =1/z

da cui, eliminando I’esponenziale,

y =3z
6r+1=1/x
ed infine
622 +2—1=0.

Questa equazione ha le soluzioni 1/3 e —1/2. Tuttavia la terza equazione del
sistema originario ci dice che necessariamente x > 0, quindi rimane solo la
scelta di x = 1/3, a cui corrisponde y = 1; ma la coppia (1/3,1) non risolve
la terza equazione z e — 1 = 0. Ne segue che il sistema sopra scritto non
ha soluzioni, il che ci dice che tutti i punti di Z hanno un intorno in cui Z e
un grafico.

(ii) La funzione F' ¢ di classe C* e nel punto (0,0) si ha F,(0,0) = =3 ¢

F,(0,0) = —1; dunque, per il teorema del Dini esiste la funzione implicita
f(z), la quale é di classe C* e verifica f(0) = 0. Inoltre
Fo(z, f(2)) :
f'(x) = - o f(0)=-3
Fy(x, f(z))

Poi, essendo

Fxoc(xvy) = y2€xy’ ny(xa y) = exy(l + l'y), Fyy(l',y) = 37261:117
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sopprimendo per semplicita gli argomenti (z, f(x)) si ha

[Fow + Foy f'(2)|Fy — Fy[Fye + Fyy f'(2)]
F? ’

Y

fl/(x) — fl/(o) — _67

e dunque il polinomio di Taylor di f di centro 0 e grado 2 e
1
Py(z) = f(0) + f'(0)z + 3 f"(0)2* = =3z — 322

Esercizio 3 Cominciamo a risolvere I'’equazione omogenea. L’equazione
caratteristica e
AN =3\ 44\ —-2=0;

Cercando soluzioni intere, si vede subito che vi ¢ la soluzione A = 1, da cui
dividendo per il fattore (A — 1) ci si riduce a

AN —22+2=0:

le radici di questa equazione sono 1 + i. La teoria ci dice che l'integrale
generale dell’equazione omogenea ha la forma

clet cost + cget sint + C3€t, c1,C9,c3 € C.

Poiché A = 7 non e radice dell’equazione caratteristica, possiamo cercare una
soluzione particolare dell’equazione non omogenea della forma

Acost 4+ Bsint.
Sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene

(3B + A)cost + (B — 3A)sint = cost,

da cui
3B+ A=1, B—-3A=0
e quindi
A:i, B:i;
10 10

dunque la soluzione particolare ¢

3
1—Ocost+ Esint.
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In definitiva l'integrale generale dell’equazione non omogenea ¢ dato da

1 3
u(t) = cre’ cost + cpe’ sint + cze’ + 0 cost + 1 sin t, c1,c0,c3 € C,

da cui, facilmente,

1 3
u'(t) = (c1 + )€t cost + (ca — c1)e' sint + cze’ — 1 sint + 1 cost,

1 3
"(t) = 2coe’ cost — 2¢ye’ sint " — —cost — —sint.
u”(t) = 2cq€’ cos cie'sint + cze 1o Cost — 75 sin

Imponendo le condizioni iniziali si trova

2 =u(r) = —c1€™ + c3e™ — 15
0=1/(m) = —(c1 + c2)e™ + cs€™ — &5
0=1u"(m) = —2c2e™ + c3e™ + 15,

e questo sistema ha le soluzioni

7 9 7

co=—-€e", cp=-=€", c¢3==e".

) )

Si conclude che la soluzione del problema di Cauchy assegnato ¢ la funzione

7 9 7 1 3
u(t) = —e"""cost + —€" " "sint + —e""" + —cost + —sint, te€R.
5 5 2 10 10

Prova scritta del 7 gennaio 2010
Esercizio 1 Si consideri la funzione
F(x,y)=ze’+ye”.

(i) Verificare che in un intorno del punto (0,0) sono verificate le ipotesi del
teorema delle funzioni implicite.

(ii) Analizzare l'insieme degli zeri di F' in un intorno di (0,0) e tracciarne
un grafico approssimato.

(iii) Dimostrare che esistono 6 > 0 ed un’unica funzione g :] — §, +00[— R,
di classe C*°, tale che per ogni x > —§ risulti F'(z, g(x)) = 0.
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(iv) Tracciare un grafico approssimato della funzione g.
Esercizio 2 Data la serie di funzioni
Sy
n=0
determinare:
(1) linsieme dei punti x € R nei quali la serie converge assolutamente;
(ii) linsieme dei punti x € R nei quali la serie converge;
(iii) i sottoinsiemi di R nei quali la serie converge totalmente;
(iv) la somma della serie nei punti in cui essa converge.

Esercizio 3 Determianare il massimo ed il minimo assoluto della funzione
2 2 2

F(z,y) = —a? =2y

sul dominio
Q={(z,y) eR*: 1 <2 +y* <4, >0, y >0}
Esercizio 4 Risolvere il problema di Cauchy

" —u" —5u —3u=¢e¥+t

u(0) = —4/9
uw'(0) =2/3
u”(0) = 0.

Risoluzione
Esercizio 1 La funzione F' ¢ di classe C* e F(0,0) = 0. Inoltre
Fo(z,y) =e'+ye*,  Fy(r,y) =ze +e",

quindi F,(0,0) = 1 e F,(0,0) = 1: le ipotesi del teorema del Dini sono
verificate e, in particolare, esistono 0 > 0 ed un’unica funzione g :] -9, §[— R,
di classe C'*°, tale che

F(z,g9(z))=0 Vo €] —4,4].
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Si ha

o0) =0, f(0) = g =1
Pitu in generale
R CYC)) B
U e B
da cui, sempre per x €] — 9, ],
J'(z) = ‘ﬁ [(Fua(w,9(2)) + Fuy(, 9(2))g'(2)) Fy (2. 9(2)) -

—Fu(, 9(2)) (Fual, 9(2)) + By, (2)g'(2) ) |
Inoltre, essendo
Fxm<xay) :yex’ ny<l',y) :ey_i_efE? Fyy(x:y) :xeya

si ricava F,,(0,0) =0, F,,(0,0) =4, F,,(0,0) = 0, da cui g”(0) = 4, Percio
la funzione implicita g ha lo sviluppo di Taylor

g(z) = —x + 22° + o(z?) per z — 0.

Un grafico approssimato di g in un intorno di 0 & riportato qui sotto.

Analizziamo ora la situazione per x > 0. Fissato x > 0, la funzione y +—
F(z,y) verifica

lim F(z,y) = —oo, lim F(z,y) = +oc.

y——00 Yy—00
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Qundi, per ogni z > 0 esiste un unico punto g(x) € R tale che F(x, g(x)) = 0;
si ha anche g(z) < 0, essendo F'(x,0) = x > 0. L’estensione di g cosi ottenuta
e di classe C*°, perché il teorema del Dini vale in ogni punto (x,y) con > 0
(nel quale F(z,y) = 0).

Dall’identita z 9™ + g(z) e® = 0 segue, derivando,

0=ce'(z)+ xeg(x)g’(a:) + g (z)e” + g(x) €,

da cui o (@)
eI\ 4 g(x) e”
9'(z) = T @) 4 e )
red® +e
dato che x 9™ = —g(z) e” otteniamo
J(x) = _eg(r) +g(z)e” _ e9@) — 1 e9(@) _ ) T 1 .
xed®) 4 e x ed®) 4 e xed®) 4 e

Percio g decresce in [0, 1] e cresce in [1,00[. Il minimo g(1) ¢ compreso fra
—1e0, in quanto F(1,—1) = e~ — e < 0. Inoltre, esiste il limte di g a +oo:
ma essendo

lg(z)| = | —ze %I | < ze® Vo >0,
si ottiene
i 90 =0

Infine si pud osservare che F(z,y) = F(y,z) per ogni (z,y) € R? quindi
I'insieme Z = {(z,y) € R? : F(z,y) = 0} & simmetrico rispetto alla bisettrice
= x. Pertanto un disegno approssimativo di Z e il seguente:

Ay

\As
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Esercizio 2 La condizione necessaria per la convergenza della serie ¢ che
a, — 0 per n — oo. Dato che

(x — %)n se n e pari
an = X
5

n N . .
) se n e dispari,

: N 1\"
i (e5) = Jm (v 5) =0

il che avviene se e solo se

4 6 6 4 4 4
MRS Ty E N — =T | = |~ |-
55 55 55
Dunque la serie non converge se |x| > %: precisamente, se x > % essa diverge
a +00, essendo a termini positivi, mentre se x < —% essa ¢ indeterminata,

essendo a segni alterni con termine generale non infinitesimo.
Invece se |z| < % la serie converge assolutamente, in quanto

occorre che

2k+1
1 +

T+ -

< 00

trattandosi di due serie geometriche con ragione minore di 1.

La convergenza sara totale ed uniforme in ogni intervallo della forma [—4, 0]
con 0 <9 < %.

La somma della serie si calcola osservando che per la somma parziale Ss,
possiamo scrivere

n 1\2 nol 1\ 26+1
s%:z(x_g) ; (:c+g> ,
k=0

k=0
da cui
00 1\ & 1\ 2k+1 1 o1
lim Sy, = (m——) + <x+—) = + SH—
om=2 (rmg) w2t 1= (=3 1-(a+})°

Esercizio 3 Cerchiamo anzitutto eventuali punti stazionari interni al domi-
nio €. Il sistema

VFE(z,y)=0
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diventa, con facili calcoli,

3y
20 | ———=—1| =0
dleril]
3x°y
—2|————=—-1|=0
]

e dato che x,y > 0, la seconda equazione non ha soluzioni e quindi non ci
sono punti stazionari interni a €.
Cerchiamo i punti stazionari vincolati sulla frontiera di 2. Essa ¢ fatta di
quattro pezzi:

I: 2249°=1,2>0, y>0;

Iy: y=01<2<2;
Py: 2+y° =4, 2>0, y>0;
I'y: z=0,1<y<2
La F|r, e descritta dalla funzione
g1(¥9) = F(cosd,sind) = cos® ¥ — 2sin® ¥ — cos* 1 — 2sinv) =

= —2sin*9 — 2sin v, 196[0,%];

poiché ¢j(¥) = —4sintcost — 2cos? < 0 all'interno di tale intervallo, gli
unici punti da considerare sono gli estremi di I'y, nei quali si ha

F(1,0)=0,  F(0,1) = —4.
La F|r, ¢ descritta dalla funzione
92($):F($,0):1—$2, S [172]a

chiaramente g, € decrescente in tale intervallo, quindi gli unici punti da
considerare sono gli estremi di I'y, nei quali si ha

F(1,0) =0, F(2,0) = —3.
La F|r, ¢ descritta dalla funzione

g3(¥) = F(2cos¥,2sind) = cos® ) — 2sin’ 9 — 4cos? ) — 4sind) =
m

= sin?Y — 4sind — 3, 196[075]5
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poiché g5(¥) = 2sind cos) — 4cost) = (2sind — 2) cos? < 0 all'interno di
tale intervallo, gli unici punti da considerare sono gli estremi di I's, nei quali
si ha

F(2,0) = —6, F(0,2) = —6.
Infine la F|r, & descritta dalla funzione

ga(z) = F(0,y) = —2 — 2y, y € [1,2];

chiaramente gy ¢ decrescente in tale intervallo, quindi gli unici punti da
considerare sono gli estremi di I'y, nei quali si ha

F(0,2) = —6, F(0,1) = —4.
Si conclude allora che

max F' = F(1,0) =0, min F' = F(0,2) = —6.
Q 0

Esercizio 4 Cominciamo a risolvere 1’equazione omogenea. 1’equazione
caratteristica associata e

AP =A% —BA—=3=0;

cercandone soluzioni intere si ottengono facilmente le radici Ay =3 e Ay = —1
(doppia). L’integrale generale dell’equazione omogenea ¢ dunque

Vo={cie® + et +este™ ¢, co,c3 €Ch

Cerchiamo una soluzione particolare v dell’equazione non omogenea. Tenuto
conto dalla forma del secondo membro, cerchiamo v del tipo

v(t) = ate® + bt +c,
con a, b, c costanti da determinare. Notando che
V' (t) = 3ate® +ae® +b,

v (t) = 9at e* + 6a e,
v"(t) = 27at e* + 27a €™,
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ed imponendo che v sia soluzione, si ottiene

e+t = (27a —9a — 15a — 3a)te3t + (27a — 6a — 5a)e™ — 3bt — b — 3¢ =
= 16ae* — 3bt — (b+ 3c),

da cui si ricava il sistema

16a =1
-3b=1
50+ 3¢ = 0.
Si vede facilmente che la soluzione di questo sistema e
1 1 5}
a=—, =——, c=—.
16 3 9

I'integrale generale dell’equazione non omogenea e dunque

1 1 5
V= {cle3t+026_t+03t6_t+ Ete?’t - §t+ g’ C1,Co,C3 € C}.
Cerchiamo infine la soluzione del problema di Cauchy. Per il generico ele-
mento u di V risulta

5

1 1
=ce+eoe'togte +—te® ——t4 .
u(t)=cre’ +coe cste Tk 3ty

u()— cite —Cye +036 —C3l¢€ +—16€ +—16 (& ——3,

3 9
u'(t) =9c1 ¥ +cget —2cset Feste Tt + -3 4 tePt

8 16
Quindi
4 5
—§:u(0) :Cl+02+§,
2 —w(0) =361 — 2+ c5  — — =
g W TraTmerTeT s Ty,
3
OZU”(O) :961+C2—263—|—§.
Si ha dunque il sistema
C1+cy = -1
3 +c3 = '
C1 Co C3 = 16
3
961—|—62—263:—§,
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Dopo facili calcoli si trova la soluzione

1 oo 33 .2
32’ 27 3” T

CcC1 =

La soluzione del problema di Cauchy e in definitiva la funzione

1 33 3 1 1 5
e @Bt 22t 2yt Loyt 2
ut) =gt — e Tt Tt T3ttty

Prova scritta del 4 febbraio 2010

Esercizio 1 Si consideri la funzione

Izl 1n |y| ER, y#0
[ aye ™ Inly| sezeR, y
G(x,y)—{o sex €R, y=0.

(i) Si verifichi che G & una funzione continua in R?.

(ii) Posto Q = {(x,y) € R? : |y| < 3}, determinare gli eventuali punti di
massimo e minimo relativo, sia liberi che vincolati, di G in €.

(iii) Stabilire se G ha massimo assoluto o minimo assoluto in 2.

Esercizio 2 Si consideri la funzione
F(z,y) =z —y — arctanz — arctany, (z,y) € R?,

e si definisca
Z ={(v,y) eR*: F(a,y) =0}.

(i) Verificare che in un intorno del punto (0, 0) sono verificate le ipotesi del
teorema delle funzioni implicite.

(ii) Provare che I'insieme Z ¢ il grafico di una funzione f: R — R di classe

C*.
(iii) Descrivere qualitativamente il grafico della funzione f.

Esercizio 3 Sia g : R — R una funzione continua e sia [a, b] un intervallo
compatto di R. Si provi che se f,, f sono funzioni continue su [a, b] tali che
fn — f uniformemente in [a, b}, allora g o f,, — g o f uniformemente in |a, b].
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Risoluzione

Esercizio 1 (i) Le uniche verifiche da fare riguardano i punti della forma
(x0,0). Dato che

limyln|y| =0,

y—0

fissato € > 0 si ha per |z — x| < d e |y| <, con d €]0, 1] opportuno:
|G (2. y) — G(w0,0)] = |zy e Iny|| < (|zo| +0)e < (o] + 1)e,

da cui segue la continuita di G in (¢, 0).

(ii) La funzione G non ¢ differenziabile nei punti (xg,0), cioe sulla retta
y = 0, ma lungo tale retta essa e identicamente nulla. Inoltre, dato che
(G assume valori sia positivi che negativi in un arbitrario intorno di ciascun
punto (z,0), questi punti non ci interessano.

Cerchiamo eventuali punti stazionari interni a {2 ed esterni alla retta y = 0.
Si ha

Ga(2,y) = Gy(w,y) = e (1 +Iny]),

yInly|(1—x)e™™ sex >0
yIn|y| (1+z)e” sex <0,

da cui segue facilmente che le soluzioni del sistema

SO0110

(L,e™), (1,—e™), (=1,e), (=1,—eY, (0,1), (0,—1).

ylnly| (=2 +z)e ™ sex >0

Gxoc(xvy) = {

yInly| (24 x)e” se x <0,

(I+hnly)(l—=x)e™ sex >0
Ga:y(xay) = ny(x,y) = .
(1+Infy))(1+2z)e* sex <0,

Gyy(z,y) =2 y—le—\ml’



si ottengono le seguenti matrici Hessiane:

H(1,e—1>=(€52 ?) H(1,—e" ):(_6_2 _01)

- (4w ().
H<o,1):<(1) é) H(0,—1) = ((1) é)

Pertanto: (1,e™!) & punto di minimo relativo, con G(1,e7!) = —e™2; (1, —e™ 1)
¢ punto di massimo relativo, con G(1, —e™) = ¢72; (=1, e7!) & punto di mas-
simo relativo, con G(—1,e7!) = e72; (=1, —e!) & punto di minimo relativo,
con G(—1,—e ') = —e7?; infine (0,1) e (0,—1) sono punti di sella, con
G(0,1) = G(0,—1) = 0, perché le corrispondenti Hessiane hanno autovalori
+1.

Analizziamo la funzione sulla frontiera di €2, costituita dalle due rette y = 3
e y = —3. Possiamo limitarci allo studio per y = 3, dato che per ogni ascissa
x si ha G(x,—3) = —G(z,3). La G ristretta alle retta y = 3 ¢ data dalla
funzione

g(z) = G(z,3) =3In3ze e reR:

si tratta di una funzione dispari, infinitesima a 400, che per x > 0 ha mas-
simo quando d%(ace"”) = 0, cio¢ per z = 1, e si ha g(1) = 3In3e~3; di con-
seguenza ¢ ha minimo per z = —1, con g(—1) = —3In3e~3. Quindi (1,3) e
(—1,—3) sono punti di massimo vincolato per G, con G(1,3) = G(—1,—-3) =
3 In3e™!, mentre (—1,3) e (1,—3) sono punti di minimo vincolato per G,
con G(—1,3) =G(1,-3) = =3 In3e L.

(iii) La funzione G ¢ infinitesima per x — Fo0o uniformemente rispetto a y:

infatti
lim sup |G(z,y)| <3In3 hm |z|e~ 17l = 0.

r—+o0 |y‘<3

Quindi essa ha massimo e minimo assoluti su €2 e tali punti sono necessa-
riamente fra quelli gia selezionati. Notiamo che si ha In3 > 1 > ¢/3, da
cul

G(1,3) =3m3e? >e?=G(1,—e)

e di conseguenza

G(1,-3) = =3In3e 3 < —e 2 =G(1,eY);
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dunque, malgrado €2 non sia un insieme compatto,

Imax G = G(1,3) = G(-1,-3) = 3ln3e7?,

Imin G = G(-1,3) = G(1,-3) = —3In3e 3,
Esercizio 2 (i) La funzione F' ¢ di classe C* e il punto (0,0) appartiene a
Z. Dato che

1 1
1+$27 y(x’y) 1+y2’

si ha F,(0,0) = 0 ma F,(0,0) = —2, cosicché il teorema del Dini ¢ applicabile.
In particolare, esistono due intorni U,V di 0 ed una funzione f : U — V, di
classe C'*°, tale che

Fi(z,y) =1

(x,y) e ZN(U x V) = y=f(z), xzeUl.

(ii) Per ogni fissato z € R, si ha

Fy(z,y)=—-1— <-1<0 WVyeR,

1492

per cui y — F(z,y) e strettamente decrescente in R, con

lim F(z,y) = —o0, lim F(z,y) = +o0.
Y—r+00 Y——00
Quindi per ogni = € R esiste un unico y € R, che battezziamo f(x), tale che
F(z, f(z)) = 0 (chiaramente la funzione f estende quella precedentemente
costruita nell'intorno U di 0). Si ha

>0 sexz >0

F(x,()):x—arctanx{ Z0 sex <0,

da cui, per la decrescenza di F(x,-), si ha f(z) >0sez >0e f(x) <0 se
x < 0. Inoltre, essendo F,(z,y) > 0 per x # 0,

f(x) = _B@ @) oy, e R\ {0}.

Fy(xa f(x)>
Poi, essendo

2z 2y

m, Fo(z,y) = F(z,y) =0, Fy(z,y) = (

Fx:p ) = 71 . o\

Y
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si ottiene
F(x) = _(Fm + Foy [)Fy — Fo(Fyo + Fyy f') _  Fas FoFyyf' 7
(Fy)? £y (Fy)?
e si riconosce facilmente che f”(z) > 0 per z > 0 e f’(z) < 0 per x < 0.
Quindi f e crescente e convessa sulla semiretta positiva, crescente e concava
sulla semiretta negativa.
Infine dalla relazione

0= F(z, f(z)) =z — f(x) — arctanx — arctan f(z) Vr e R

segue che

Jim f(z) = oo, - lim f(z) = —oo;
inoltre
e 1@ f@
r—+o00 I T——00 I
e infine
Jim [f() —a] = —m,  lm [f(x) —a] =

cosicché f ha gli asintoti obliqui y = x — ™ per * — 400 e y = x + 7 per
T — —00.
Il grafico di f & dunque approssimativamente il seguente:

-
r

[ Y

v
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Esercizio 3 Le funzioni f, sono equilimitate in [a, b]: infatti, fissato € = 1
esiste v tale che

sup |fu(z) — f(x)] <1 Vn > v,

z€[a,b]
da cui

sup [fu(z)| <1+ sup |[f(z)]  Vn=w
z€a,b] z€[a,b]

Ne segue che esiste una costante K tale che

sup |fu(z)| < K V¥YneN.

z€[a,b]

Adesso osserviamo che g ¢ uniformemente continua sul compatto [—K, KJ;
dunque, fissato € > 0 esiste o, > 0 tale che

$,y€[—K,K], \x—y\ S(SE = \g(x)—g(y)\ <e.
Scelto allora v, € N tale che

sup |fn(z) — f(x)] <6 Vn > v,
z€a,b]

deduciamo

sup |g(fu(®)) —g(f(z))| <& Vn2>uve,

z€[a,b]

e dunque, per definizione, go f, — go f in [a, b].

Prova scritta del 18 giugno 2010

Esercizio 1 Si consideri la funzione
F(z,y,2) =2y —xz—yz+x+y+ 2z, (z,y,2) € R%.
(i) Determinare, se esistono, i punti di massimo e minimo relativo per F.
(ii) Posto
K={(z,y,2) eR*:x+y+2<4 2>0,y>0, z>0},

trovare il massimo ed il minimo di F su K.
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Esercizio 2 Si consideri la serie

S

VITE me L eR
n+ |z

n=1
(i) Per quali valori di z la serie converge?

(ii) In quali sottointervalli di R la serie converge totalmente, oppure unifor-
memente?

Esercizio 3 Si consideri la funzione
G(z,y) =y’ +y+2°+ 2% + 2, (z,y) € R%
(i) Verificare che in un intorno di (0, 0) il teorema del Dini & applicabile.

(ii) Analizzare U'insieme Z = {(z,y) € R? : G(x,y) = 0} nell’intorno del
punto (0,0), tracciandone un grafico approssimato.

(iii) Provare che esiste un’unica funzione g : R — R tale che G(z, g(x)) =0
per ogni z € R.

(iv) Dimostrare che lim g(z) = —ocoe lim g(z) = 4oc.
T—>+00 T——00

Esercizio 4 Determinare tutte le soluzioni del sistema differenziale

{u’—u+3v—l

D ot teR.
v = =2u—v+ e,

Risoluzione

Esercizio 1 (i) La funzione F' appartiene a C*(R3). Si ha inoltre
For,y,2)=y—2+1, FyJz,y,2)=x—2+1, F(z,y,2)=—-r—y+L1

Quindi il gradiente di F' e nullo se e solo se

y—z+1=0
r—2+1=0
—r—y+1=0,
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ossia se e solo se (z,y, z) = (3, 3, 2); in tale punto risulta

p(L13) 5
2°2° 2 4

Calcoliamo la matrice Hessiana: si ha F,, = F, = F,, =0, I, = F;, =1,
sz:Fzz:Fyz: zy—i-—l,dacui

0o 1 -1
H(z,y,2) = 1 0 -1
-1 -1 0
Essendo
-2 1 -1
det(H—M)=det | 1 —X —1 | =0+N(=A+X1+2),
-1 -1 =X

risulta det(H— AI) = 0 se e solo se A = —1 (autovalore doppio) oppure A = 2.
Dunque (%, %, %) e punto di sella. Ne segue che la funzione F' non ha punti
di massimo né di minimo relativo.

(ii) L’insieme K ¢ il tetraedro illustra-
to in figura.

Il massimo ed il minimo di F' sono ne-
cessariamente assunti sul bordo, dato
che F' ha un solo punto stazionario che
¢ di sella. Consideriamo le facce del
tetraedro K:

ElzKﬁ{y:O}, EQIKQ{Z:O},
Ys=KnN{z=0}, Sy=Kn{zx+y+z=4}

Si ha
{ £ = {(2,0,2) €R?:z € [0,4], z € [0,4— 2]},

Flg, = —zz+ 2+ 2,

Yo = {(r,y,0) e R? : y € [0,4], x € [0,4 — y]},
Flg, =y +x+y,
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S5 ={(0,y,2) €ER*:y €[0,4], z €[0,4—y]},
{F|23=—yz+y+2,
= {(50.2) €R o e 04, y € 04—l 2= 4-2 )
{F|E4:wy—$2—y2+4:3xy—4x—|—x2—4y_|_y2+4.
Per F} = Fx, abbiamo:

(Fl)w:—Z—Fl, (Fl)zz—x—i—l,

quindi si trova per F' il punto stazionario vincolato (1,0, 1), dove F'(1,0,1) =
1.
Per F, = F|y, abbiamo:

(FZ)x:y+17 (FQ)y:x+17

quindi si trova per F' il punto (—1,—1,0) che non appartiene a Y.
Per I3 = Fx, abbiamo:

(F3>y:_z+1= (F3). = —y+1,

quindi si trova per F' il punto stazionario vincolato (0,1, 1), dove F'(0,1,1) =
1.
Per Fy = Fs, abbiamo:

(Fy)e =3y — 4+ 2z, (Fy), =3z —4+ 2y,

quindi si trova per F' il punto stazionario vincolato (%,4, %), nel quale

5
P(t18) =1

Consideriamo adesso gli spigoli di K:

I =2NXs, Ta=%XNY;, I'sg=2>2N2Zy,
\111221024, \IIQZEQQZLL, \IlnggﬂXLl;

si ha
={(0,5,0):y €[0,4]}, Flp, =y,
={(0,0,2) : 2 € [0,4]}, Flr, =z,
P3 ={(,0,0) 2 €[0,4]},  Flr, ==,
U, ={(2,0,2) ;0 €[0,4], 2=4—a}, Flg, = —da+2>+4,
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Uy ={(2,y,0) :x €[0,4], y=4—=z}, Flg, =40 — 2" +4,

Uy ={(0,y,2):y€0,4], 2=4—y}, Flo,=—dy+y’+4.
Le derivate di F|r,, F|r, ¢ F|pr, non si annullano mai lungo i segmenti cor-
rispondenti (salvo eventualmente negli estremi), quindi non ci sono nuovi
punti stazionari vincolati per F. Invece la derivata di F|y,, che ¢ —4 + 2z, si
annulla in z = 2, quindi si trova per F' il punto stazionario vincolato (2,0, 2)
ove si ha F(2,0,2) = 0. Analogamente, la derivata di F|y,, che ¢ 2z — 4, si
annulla in z = 2, quindi si trova per F il punto stazionario vincolato (2,2, 0)
ove si ha F'(2,2,0) = 8. Infine, la derivata di F|y,, che & —4 4 2y, si annulla
in y = 2, quindi si trova per F' il punto stazionario vincolato (0,2,2) ove si
ha F(0,2,2) = 0.
Restano ancora da considerare i quattro vertici di K, cioe (4,0,0), (0,4,0),

(0,0,4) e (0,0,0): si ha
F(4,0,0) =4, F(0,4,0)=4, F(0,0,4)=4, F(0,0,0)=0.

Tiriamo le somme: dal confronto dei valori di F' nei punti trovati, ricaviamo
che

max F = F(2,2,0)=8,  minF = F(0,0,0) = F(2,0,2) = F(0,2,2) = 0.

Esercizio 2 (i) La serie ¢ a segni alterni: inoltre per z > 0 il termine gene-

rale della serie (senza il fattore (—1)") ¢ il prodotto di tre funzioni positive

e decrescenti, quindi esso e decrescente ed e chiaro che e infinitesimo, grazie

alla presenza dell’esponenziale. Il criterio di Leibniz ci dice allora che la se-

rie converge puntualmente per ogni x > 0. La serie converge evidentemente
_ : : : oo (=D"

anche per x = 0, riducendosi alla serie ) ", ~—*.

Invece per z < 0 la serie ¢ indeterminata, essendo a segni alterni e con mo-
dulo del termine generale divergente.

(ii) Analizziamo la convergenza totale: Se d > 0, la serie converge totalmente
in [0, +00[; infatti, osservato che

V1422 <1+ 22 Vr € R, Vné&NT,

possiamo scrivere

. Vita?

— - 1 —nx
Zsupﬁe < ngup{(l%—ﬁ)e <

n=1 w20 T + n=1 x>0
=1 1
< Zle™ + —supt?et| < 0.
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Non c¢’¢ convergenza totale in [0,00[, né in |0,00[, perché per z = 0 ci
riduciamo alla serie armonica.

Analizziamo la convergenza uniforme: grazie alla stima del resto fornita dal
criterio di Leibniz, si ha

i nV 1 —|—{E2 e < NV 1 +$2 e—Nac
=N

zlQ

1
< —sup(l 4 22)e™™ <

| N+ || N >0

e dunque la serie converge uniformemente in [0, oof.

L
f

Esercizio 3 (i)-(ii) La funzione G ¢ di classe C*, e si ha
Go(z,y) = 32 + 22 + 2, Gy(z,y) =5y* + 1;

quindi in (0,0) si ha G,(0,0) = 2, G,(0,0) = 1 e pertanto il teorema del Dini
¢ applicabile. Ne segue che esistono § > 0, ¢ > 0e g : [-0,0] — [—¢,¢], di
classe C*°, tali che

lz| <0, |yl <e, G(x,y)=0 — y = g(z).
Tale g verifica

3r2 420+ 2

—04,0

9(0) =0, 4'(z)=-

ed in particolare ¢’(0) = —2. Inoltre

(62 + 2)[5g(z)* + 1] — (32% + 22 + 2)[20g(x)3¢'(z)]
[5g(z)* + 1]2 ’
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da cui ¢”(0) = —2. Pertanto il poli- 5 :
nomio di Taylor di grado 2 di g in 0 :
e

Py(7) = —22 — 2°.

I1 comportamento della funzione ¢ in
un intorno di 0 & dunque del tipo
illustrato in figura.

___________

(iii) L’esistenza di g e provata, per ora, su [—d,6]. D’altronde, fissato
x € R, la funzione y — G(x,y) € strettamente crescente, essendo Gy (z,y) =
5y* +1 > 0, ed inoltre

yEI-ll—loo G(z,y) = 400, ygr_moO G(z,y) = —oc.

Ne segue che, in corrispondenza dell’ascissa x fissata, esiste un unico punto
Yz, che battezziamo g(z), tale che G(z,y,) = 0. Tale g € ben definita per
ogni x € R e corrisponde alla funzione fornita dall’'uso del teorema del Dini
nel punto (x,y,), dove per costruzione la G si annulla; quindi g ¢ di classe
C* su tutto R.

Notiamo inoltre che zg(z) < 0 per ogni x # 0: infatti, quando = > 0 la
funzione y — G(z,y) € positiva per y = 0, quindi 'ordinata dove G si annulla
deve essere negativa. Al contrario, quando x < 0 la funzione y — G(z,y) €
negativa per y = 0 (perché z* + 22 + 2z = z(2® + z + 2) = z[(z + 3)? + ],
quindi l'ordinata dove G si annulla deve essere positiva.

Inoltre, essendo

TR i B it VAP
Tr) = — - _ .
’ 59(x)* +1 Sg(z)* +1 !

si ha ¢'(x) < 0 per ogni x € R; quindi g ¢ strettamente decrescente su R
e pertanto ha limite per z — +oo. Ma, dato che G(x, g(x)) = 0 per ogni
r € R, si ha

5 5 ) +o00 sex <0
g(x)’ + g(x) = —(z° + 2° + 22) —
—o0 sex >0,

e dunque

lim g(z) = —oo0, lim g(z) = +o0.

T—+00 T—r—00
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Esercizio 4 Analizziamo dapprima il sistema omogeneo, che ¢ a coefficienti
costanti. La matrice del sistema e:

a0

Si verifica agevolmente che gli autovalori di A sono \; = Vhie = —/5i.
Per I'autovalore \; si trova, ad esempio, autovettore u; = (—(1 + v/5),2),
mentre per 'autovalore A\, si trova, ad esempio, l'autovettore us = (—(1 —
v/5)i,2). Quindi le soluzioni del sistema omogeneo sono tutte e sole le
funzioni u della forma

u(t) = 016\/5“111 + 626_\/5“1127 c1,c9 € C.

Cerchiamo adesso una soluzione particolare w del sistema non omogeneo:
dato che il secondo membro ha una forma particolare, invece di applicare la
teoria generale conviene cercare w del tipo

Ae* + B
w(t) = Ce?*+D )

Imponendo che questa w sia soluzione del sistema, si trovano le condizioni
2Ae* = Ae** + B+ 3Ce* +3D — 1
20e* = —2Ae* — 2B — Ce? — D + e*,

che equivalgono al sistema algebrico seguente:

—A+3C=0
B+3D—-1=0
3C+2A=1
—2B—-D =0.
Con facili calcoli si arriva allora a
1 1 1 2
A:§, B:—g, C:§, DZE.

Si conclude che l'insieme delle soluzioni del sistema differenziale dato ¢ la
famiglia delle funzioni seguenti:

u(t) = cle‘/g“ul + cze_\/g“uz + wi(t),
ove u; = (—(14+v5)i,2), uy = (—(1—-V5)i,2) e w(t) = (2 e* — 1, 12 + 2),
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Prova scritta del 12 luglio 2010

Esercizio 1 Determinare ’estremo superiore e 'estremo inferiore della
funzione

1

F = arctan(a” + y°) - ———,
(z,y) = arctan(z” + y*) "

(x,y) € D,
ove

D= {(z,y) e R*: [y| < 1}.
Esercizio 2 Si consideri la serie

o — cos? nx
ze
Z W ETEECE z € R.
o1 (224 5)
(i) Per quali valori di z la serie converge?
(ii) In quali sottointervalli di R la serie converge totalmente?

(iii) Dimostrare che la serie non converge uniformemente su R.

Esercizio 3 Posto A = {(z,y,2) € R*: 2 >0, y > 0, 2 > 0}, si definisca la
funzione G : A C R® — R? nel modo seguente:

—2? 4+ 2y% + 22 — 222

A.
hl(iL'yZ) — 4 1 )7 (l’,y, Z) €

Glz,y,2) = (

(i) Si verifichi che nel punto (1,1,1) € A & applicabile il teorema del Dini,
e che in particolare in un intorno di tale punto ¢ possibile esprimere le
variabili (z,y) in funzione della z.

(ii) Si scriva la retta tangente al luogo Z = {(z,y,2) € A : G(z,y,2) = 0}
nel punto (1,1,1).

Risoluzione

Esercizio 1 La funzione F' e di classe C'° su D. Cerchiamo eventuali punti
stazionari interni a D. Risulta

F( )_ 2x n 2x

e\ Y) = 1+(xz—|—y2)2 (1+:1:2+y2)2’
2y 2y

Fy(%?/) =

1+ (22 +y?)? - (1+ 22 +y?)?’
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e 'analisi del segno di queste due funzioni ¢ immediata: si riconosce subito
che 'unica soluzione del sistema

{ Fy(z,y) =0
Fy(z,y)=0

¢ il punto (0,0). In tale punto risulta
F(0,0) = —1,

ed essendo interessati soltanto alla ricerca dell’estremo superiore e dell’estre-
mo inferiore di F, & inutile scoprire se (0,0) sia punto di massimo relativo,
di minimo relativo o di sella.

Analizziamo la funzione F' sul bordo di D: dato che F' ¢ pari nella variabi-
le y, si ha F(z,—1) = F(z,1) per ogni x € R e quindi basta analizzare il
comportamento della funzione

1
F(z,1) = arctan(1 + 2?) — R.
(x,1) = arctan(1 + z°) 22 T €
Si ha anzitutto -
Am Pl l) =5,
inoltre p 5 5
x x
—F(z,1) =
dx (z,1) 1+%1+x%2+1+x4

ed e chiaro che tale derivata e nulla solo in « = 0: in tale punto si ha

F(0,1) :%—1.

Dal confronto dei valori significativi trovati si ricava che

™ ) . .
s%pF—E—xEIinooF(x,l), 1%fF——1—m5nF—F(O,O).
Esercizio 2 (i) La serie converge puntualmente ed assolutamente in R:
infatti se x = 0 la somma e 0, mentre se x # 0 la serie dei valori assoluti

converge per confronto con la serie m

(ii) Per ogni 6 > 0 si ha convergenza totale in | — 0o, —0] U [d, +-00[, poiché
|(L’| e~ cos? nx 1

0t (a2 1)? = 802

Vz €] — 0o, =] U [0, 4+00[, Vn € N*.
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Non si puo avere piu di cosi: infatti, detto f,(x) il termine generale della
serie, si ha

1 1 2 1
> _ _— ,—cos \/ﬁ>

quindi non si ha convergenza totale su R.
(iii) Ovviamente la serie converge uniformemente in ogni insieme del tipo

| — o0, =48] U [0, +00[, con § > 0. Vediamo se c¢’¢ convergenza uniforme su R:
fissato N € N*, si ha

- 0o 00 — cos?
1 1 e VN
sup falz)] > In < ) - &
u nZ]:V ;;V N nXJ:v VN3 (L +1)°
00 1 6_1 N3/2 ©© 1
> =
B n=N \/Nn%% de = nil
d’altronde
S e [
n=N n3/2 - N I‘S/Q \/N7
e dunque
00 N3/2 b 1 N
Jim_sup z;vfn(x) 2 lim —— z;vnsm =2 I 5 = OO

pertanto non si ha convergenza uniforme su R.
Esercizio 3 (i) La funzione G ¢ di classe C* e si annullain (1,1, 1). Inoltre,
dette f, g le componenti scalari di G, si ha

fx(xvyvz) = -2z — 227 fy(xayvz) - 49; fz(xay7z) =2z — Q'Ta
9:(7,y,2) =1/, gz, y,2) =1/y, g:(z,y,2) = —1+1/z.

Dunque la matrice Jacobiana di G nel punto (1,1,1) &

—4 4 0
1 10)
fo [ty

gz Gy
teorema del Dini e applicabile: esiste un intorno aperto U x V x W di (1,1, 1)

Essa ha rango 2, con 1'unico minore ( ) non singolare. Pertanto il
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ed esistono due funzioni ¢ : W — U e ¢ : W — V', di classe C*°, tali che
(x,y,2) e UxV xW, G(z,y,2) =0 <— {z:@(z) zeW.

In particolare, ¢(1) =1 e ¢(1) = 1.
(ii) La funzione implicita v = (p,¢) : W — U x V ha come derivata il

vettore )
(RN fe Sy f:
7(2)_(¢’(2>)_ <9x gy) (9)
ove tutte le funzioni sono calcolate in (p(2),1(z), z). In particolare
, —4 4\ (0 0
=) ()=()

ossia 4/(1) = 0. La retta tangente a Z nel punto (1,1,1) é descritta in
generale dal sistema

(E0dy By ) o) = (Fny Y emn-o

che nel nostro caso ¢ dato da

(1)) (8)en=e

Dunque tale retta si esprime come

r=1
y=1

ed e dunque la retta verticale di equazioni parametriche

r=1
=1 t eR.
z=t,
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Prova scritta dell’8 settembre 2010

Esercizio 1 Si consideri la funzione F : R?2 — R? cosi definita:

22 — g

F(z,y) = ( ) , (z,y) € R%

2xy

(i) Trovare i punti di R? nei quali la funzione F ¢ localmente invertibile con
inversa di classe C*, e scrivere I'inversa.

(ii) Scrivere I'equazione del piano tangente al grafico di F nel punto (1,1) e
quella del piano tangente al grafico di F~! nel punto (0, 2).

Esercizio 2 Sia {f,}.en la successione di funzioni cosi definita:

1
fo(z) = —In(e” + 2"), r>0, neNT.
n

(i) Stabilire se {f, }nen converge puntualmente, oppure uniformemente.
(ii) La successione {f, }nen converge nella norma di C[0,100]?
Esercizio 3 Determinare I'insieme delle soluzioni del sistema differenziale

u=u+ v+ 2
vV=v+w t e R.
w' = —6u + 6w,

Risoluzione

Esercizio 1 Affinché F sia localmente invertibile ¢ sufficiente che la sua
matrice Jacobiana sia non singolare. Si ha

20 —2
D) = (50 5 )

e risulta det DF(z,y) = 4(2? + y?) # 0 se e solo se (z,y) # (0,0). Pertanto
la funzione F ¢ localmente invertibile nell'intorno di ogni punto (zg,yy) €
R?\ {(0,0)}. Invece F non ¢ localmente invertibile in alcun intorno di (0, 0)
perché non & bigettiva: ad esempio, ciascun punto del tipo (u,0) con u > 0
ha per controimmagini mediante F i due punti (z,y) = (£+/u,0).
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Nell’intorno di ciascun punto (g, o) # (0,0) la funzione F & dunque local-
mente invertibile, e si ha

{xQ_yzzu x2—%:1) Azt — duz® — 1?2 =0
<~ <~
2ey = v y=L

Ne segue facilmente

_ Vul+tvitu

2?2~y =u r==+ ++
<~

20y = v -+ \/mu

ove i segni sono univocamente determinati da (xg, yo): precisamente, & facile
rendersi conto che, quando sia xy che yy sono non nulli, risulta

VuZz+vZ4u VuZ+v2 —u

& = sgn(xo) — y = sgn(yo) 5

Se invece uno fra xo e Yo, ad esempio xg, € nullo, allora yy # 0: si ha allora
vo =0, up < 0 (ove (ug,vg) = F(xg,y0)) e le formule sopra scritte diventano

\/u2+1)2+u \/u2+112—u
y=sgn(yo)\| ——5——
con sgn(z) = sgn(yp)sgn(v). Discorso analogo quando g, € nullo e zy # 0: in
tal caso

\/u2—i—v?+u VuZz+v2—u

x = sgn(xg) 5 ,

con sgn(z) = sgn(zg)sgn(v
Il piano tangente al graﬁco d1 F in xg = (%0, o) € dato da

w — F(xq) = DF(xq)(x — ),
ove w = (u,v), x = (z,y); quando xy = yp = 1 si ha

F(1,1) = (0,2), DF(1,1) = ( 3 _g )
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da cui 'equazione del piano tangente ¢

{u:Z(x—l)—Z(y—l) i {u:Z(x—y)

v—2=2xz—-1)+2(y—1), v=2x+y—1).
L’equazione del piano tangente al grafico di F~! in wq = (ug,vg) ¢

X — Xg = DF(XO)_I(W — W),

- w2 2) _1( 22
cioe, essendo |, =3l 9 9 )

(v+u)+
(v—u)+

= s
NI= D=

y:

Esercizio 2 (i) Per individuare il limite puntuale delle f,, occorre distinguere
itre casi x € [0,¢[, z = e, x > e. Nel primo caso,

lim fo(z) = lim [lne+ L (1+ (f)")} —1;

n—oo n—oo n (&

nel secondo caso si ha ovviamente

1
lim f,(z) = lim —In(2¢") =1,

n—00 n—oo M,

e nel terzo caso

lim fo(z) = lim [lnx—i—lln (1+ (f)n)} —lnz.

n—o0 n—0o0 n X

In definitiva
lim f,(x) =1VvVInzx  Vx >0.

n—oo
Verifichiamo se la convergenza ¢ uniforme: per x € [0, €] si ha

F(2) = 2 In(em 4 27) > Lin(e) = 1,

n n

n—1




quindi la funzione f,(z) — 1 & non negativa e crescente. Ne segue

lim max |f,(z) — 1] = JL%O(fn(e) —1)=0.

n—00 z€(0,e]

Se x > e, si ha analogamente

falz) = l111(6" +a") > lln(x") =lInuz,

n n

1 n—1 1 n—1 1
filw)——=———— ——<X __——y,

X ern 4 " x xn x

quindi la funzione f,(x) — Inz € non negativa e decrescente. Ne segue

Jim max |fu(z) —Inz| = lim (fu(e) —1) = 0.

(ii) Dato che la funzione limite delle f,, ha un punto angoloso in z = e, non
vi pud essere convergenza in C'! in alcun intervallo contenente e: dunque non
vi ¢ convergenza della successione { f, } nella norma di C'[0,100].

Esercizio 3 La matrice associata al sistema omogeneo ¢

1 10
0 11
-6 0 6

ed i suoi autovalori sono 0, 4 + v/3, 4 — /3. Ne segue, con conti standard,
che una base di soluzioni del sistema e data da

1 1
: (3+/3) | Vo, (3—/3) |V,
(3++/3)? (3—v3)?

Quindi I'integrale generale del sistema omogeneo ¢ dato da

1
—1

1 + co VAL | o e=V3)E
—c1 + ¢ (34 V3)eW VI g (3—/3)elVIE | ey o053 €C
el + ¢y (3 + \/3)26(4+\/§)t + 03(3 o \/5)26(47\/5)15
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Cerchiamo ora una soluzione particolare del sistema non omogeneo della
forma

Sostituendo nel sistema si trovano le relazioni

a=a+b+2
b=b+c
c=a+c
dalle quali ¢ immediato ricavare a = 0, b = —2, ¢ = 0. Dunque l'integrale

generale del sistema non omogeneo e
1 4 o e@WHVBL 4 cpe(d=V3)t
—C + Cy (3 + \/§)€(4+\/§)t + C3 (3 — \/3)6(4_\/§)t — 2€t :C1,Co,C3 - (C
e+ ¢ (34 V/3)2eU VAL L g(3 — (/3)2e(i-V3)
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