Il caso di coefficienti decrescenti e infinitesimi

Quando una serie trigonometrica ha coefficienti reali, decrescenti e infinitesi-
mi, le sue proprieta di convergenza sono particolarmente interessanti. Inizia-
mo questa descrizione con uno strumento fondamentale: 1identita di Abel,
gia incontrata nel corso del primo anno.

Proposizione 0.1 Siano {a,} e {b,} due successioni di numeri reali o com-

plessi. Fissati p,q € N con ¢ < p e posto By = ij:q by , risulta
N N-1
Z anb, = anBn — a,Bp—1 + Z(an — pt1) By VN > p,
n=p n=p

ove B,_1 = 0 nel caso in cui ¢ = p.

Dimostrazione Basta osservare che

N N N N—-1
Z anbn = Z an(Bn - anl) = Z aan - Z an+1Bn =
n=p n=p n=p

n=p—1
N-1
= anBy — CLpofl + Z(an — an+1)Bn .0
n=p

Un’immediata conseguenza di questa identita e il seguente

Lemma 0.2 (di Abel) Siano {a,} e {b,} due successioni di numeri reali.
N :
Posto By =Y. _, b, , supponiamo che

n=0

(i) |By| <M VN €N, (ii) ap > apy1 >0 e lim a, = 0.

n—oo

Allora la serie Ya,b, converge e risulta

o0
E anby
n=0

Dimostrazione Poniamo sy = ijzo anb,. Dall’identita di Abel otteniamo

SMQ().

N-1

sy —anBy = Z(an—an+1)Bn VN € N;

n=0



poiché

Z |(an - an+1)Bn| - Z(an - an+1)|Bn| S MZ(an - a'n-‘,-l) = MCL(),
n=0 n=0 n=0

si conclude che

d lim (SN—CLNBN) eER e

N—oo

lim (sy — aNBN)’ < May.
N—o0

D’altra parte |ayBy| < May — 0, e dunque si ha la tesi. O

Osservazione 0.3 Alla stessa conclusione si arriva quando |By| < M per
ogni N € N, a,, > 0 per ogni n € N e, in luogo della decrescenza di {a,}, si
fa I'ipotesi che la serie > 7 |, — Gy11| sia convergente.

Pit in generale, vale questo risultato:

Proposizione 0.4 Siano {a,} e {b,} due successioni di numeri reali, con
{a,} decrescente e infinitesima e b, > 0 per ogni n € N. Posto By =

SN o ba s si ha

o0 [oe)
Zanbn < 00 — Z(an — apy1) B, < 0.
n=0 n=0

Dimostrazione (=) Dalla positivita di ay By e dallidentita di Abel

=
=

N
(@n — Apy1)By < (an — apy1)Bn + anBy = Zanbn VN € N,
n=0

Il
o
i
=)

n

da cui la tesi per confronto.

(«<=) Dall’identita di Abel sopra scritta segue che ay By, essendo differenza
di due somme di termini positivi una delle quali convergente, ha limite A €
[0, 00]; se proviamo che A € R seguira la tesi. A questo scopo basta osservare
che

anBy = By Z(an - an+1) < Z(Gn - Gn+1)Bn;
n=N n=N

ma per ipotesi I'ultimo membro ¢ infinitesimo per N — oo, e dunque A = 0.
0



Osservazione 0.5 Sinoti che dalla dimostrazione precedente segue addirit-
tura l'uguaglianza

i anb, = i(an — apy1)By € [0,00], ove B, = i b
n=1 n=1 k=1

per ogni successione reale decrescente e infinitesima {a,} e per ogni succes-
sione non negativa {b,}.

Applicheremo il lemma di Abel alle due serie trigonometriche

o0 (o.9]
E ap COSNX, E a, sinn,
n=1 n=1

supponendo naturalmente che {a,} sia una successione reale, decrescente e
infinitesima. Prima di tutto pero ricordiamo due proprieta delle funzioni
trigonometriche che ci serviranno nel seguito:

Y 1
Zcosnt = §’DN(75) -1 =
n=1

1

2

sin (N+ %)t .
sin £ B

1 1
<sly+1), 0<|t| <,
2\

ismnt _ cost —cos (N + 1)t 1 0< [t <n
— QSiH% - |sin%" -

Teorema 0.6 Sia {a,} una successione reale, decrescente e infinitesima.
Allora le due serie Ya, cosnr e Xa, sinnz convergono puntualmente in
[—7,0[U]0, 7] (la seconda anche in 0) ed uniformemente in [—m,—0] U [0, 7]
per ogni § €0, 7.

Dimostrazione Consideriamo la prima serie. Fissato § € ]0, 7|, applichiamo
il lemma di Abel alle successioni {ay}n>, € {a, cosnz},>,, con v € N e
|z| € [d, 7]. Poiché

Y 1( 1 — 1
;cosnx < 5 <M+1> + ;COSHI‘ < sin?| +1, |z| €0, 7],



e la successione {a,}n>, ¢ decrescente e infinitesima, dal lemma di Abel
otteniamo che

oo
E a, cosnr| <
n=v

cosicché, per confronto, la serie ¥a, cosnx € uniformemente convergente in
[—7, =6]U]d, w]. Dall’arbitrarieta di ¢ segue anche la convergenza puntuale in
[—m,0[U]0, 7]. Nel punto 0 invece la somma della serie ¢ un ben determinato
valore in [0, oo].

Per la seconda serie si procede in modo del tutto analogo; c’e soltanto da
osservare che, ovviamente, la serie converge puntualmente anche per x = 0,
con somma 0. 0O

— +1]a,, |z| € [§, 7], veEN,
Sll’li

Esempio 0.7 Grazie al teorema precedente, le due serie

definiscono due funzioni f e g periodiche, continue in [—7, 7]\ {0}. Tali fun-
zioni non appartengono a L?(—, ), poiché la serie Y _(Inn)~2 ¢ divergente.

Invece le due serie
oo o .
CcoS NI sin nx
Z nOé ) Z na

n=2 n=2

definiscono due funzioni periodiche, continue in [—7, 7|\ {0}, le quali appar-
tengono a L*(m, ) se e solo se a > 1.

Ci chiediamo a questo punto se, fissata una successione reale {a,, } decrescente
e infinitesima, la funzione ben definita

o0

flx) = Zan sinnz, z € R,

n=1

sia 0 no un elemento di L'(—,7) e se, in tal caso, la serie a secondo membro
sia 0 no la serie di Fourier di f, intendendo con cio che

1 s
ap = —/ f(t)sinntdt, neNT'.
™ —T



Una domanda analoga, naturalmente, va posta per la funzione
oo
g(x) = Zan cosnx, z € R.
n=1

Teorema 0.8 Sia {a,} una successione reale, decrescente e infinitesima e
sia f(x) =07 a, sinnz. Allora

o
1 a
fell(-mn) ZE" < 0.
n=1
In tal caso, la serie Yy " a, sinnx converge a f in L'(—m,m) ed é la serie

di Fourier di f.

Dimostrazione Come abbiamo visto, la serie >~ | @, sinnz ha per somma
f(z) in ogni = € R. Per 0 < |z| < 7 possiamo scrivere, grazie all’identita di

Abel,

N N-1
Z an sinnz = aySy(x) + Y (an — any1)Sn(x), N € N,
n=1 n=1
ove Sy(z) = Zgil sinnez. Poiche, come si sa, |Sy(z)| < |sin|™!, per
N — o0 si ricava .
f(@) = (an = ani1)Su(2).
n=1

Introduciamo il polinomio trigonometrico

1
Ty(z) = Sy(z)— §Sian =

cos%—cos(NjL%)x—siansin% 1 —cosNz

Y

T - T
2s.m2 2tan2

il quale rispetto a Sy ha il vantaggio di essere non negativo per x €0, 7|.
Possiamo allora scrivere

flz) = Z(an — apy1)Tn(z) + % Z(an — Qpy1) Sin .



La seconda serie a destra ¢ totalmente convergente, e quindi convergente

. 1 . o0 _ oo N
anche in L'(—m,m), in quanto >~ |an — ani1] = D, — (an — ang1) = ay.
Per la prima serie a destra, invece, che ¢ a termini positivi per x €10, 7[, si
ha I'uguaglianza

Z(an — an1)Tn(2)| = Z(an — an11)| T(2)],

quindi si puo integrare termine a termine, ottenendo che tale serie converge
in L'(—m, m) se e solo se

o

> (@0 = @) | Tllia < 0.

n=1

Ora si vede facilmente che

T1—cosN T1—cosN
Tl nm = 2 cos xdas§2 cosNz ,
(=m,m) x -

o 2tang 0

Nm
1— cost
_ g/ ST < cUy,
; ¢

N . :
ove Uy = > 1 ed anche, con facili calcoli,

n=1n
™1 —cosN 21—cos N
Tellorm = 2 [ Grostdoze [T e
0o 2tang 0 2tan 3
> Z/g 1—cosNxdx:z/N2ﬂ 1_COStdtZCUN;
2 0 T 2 0 t
quindi
D (tn = an)Ty € L'(—m,7) <= ) (an — ans1)Up < 0.
n=1 n=1

Utilizzando infine la proposizione 0.4, concludiamo che

o0 o0
Zl(an 1)U, <00 <= Zl f < o0
n= n—=



Proviamo ora che se f € L*(—,7) risulta a, = = [*_ f(t) cosnt dt per ogni
n € N. Partiamo dalla relazione

1
Zan sinnr = anSy(x Z n— Qpi1) [ n(x)+§sian , NeNT.
—1

Essendo Y7, on < oo, ripetendo la dimostrazione della proposizione 0.4
si verifica che la funzione aySy(z), la cui norma in L'(—7,7) ¢ limitata
dalla quantita ay In N, ossia ayUy, converge a 0 in L'(—7, 7). Dato che la
somma a destra converge in L'(—, ), lo stesso vale per la somma a sinistra:
in altre parole, f(z) = >_°7 a, sinnz nel senso di L*(—m, ) . Pertanto per

ogni m € N* si ha

N
1 [ . . [ .
;/_ﬂf(t)smmtdt—]\}ir&;an;/ sinntsinmtdt = a,,. O

—T

Teorema 0.9 Sia {a,} una successione reale tale che

(i) an N0, (i) n(an — apsr) = 0, (1) Y nla, — 2ans1 + dopo| < 00
n=1
e sia f(x) =37 a, cosnx. Allora f € L'(—m, ), la serie Y .- | a, cosnz

¢ la serie di Fourier di f, ma in generale tale serie non converge a f in

L'(—7, 7).

Dimostrazione Come sappiamo, la somma della serie y_ °, a, cosnz €
f(z) in R\ {2k7}rez e vale 400 in {2k7m}rez. Per 0 < |z| < 7 si ha,
applicando due volte I'identita di Abel,

[e.9]

E a, cosnr = ayCy(x

n=1

— an41)Ch(7) =

MZ

= anCn(2) + (an-1 - GN) ~1(z) + Hy (),
dove si ¢ posto Cy(z) = Zf:[:l cosnz = 1(Dy(z) — 1) e

N N-2

Gn(r) =) Culz), Hy(@) = (an = 2an41 + any2)Gn(2).

n=1 n=1



Notiamo che si ha, come osservato in precedenza,

1 1
Cn(z)] < 5 < +1> 0<|z|<m,
2 |sn ‘

e di conseguenza

N 1
|IGn(2)] < — 5 (‘sm { + 1> 0<|z| <m.

Dunque, per N — oo si ricava ayCy(x) — 0 e (ay_1 —an)Gn-_1(z) = 0, da
cui

o0

fl@)= lim Hy(x) = (a0 = 2an01 + n42)Ga(2), 0<|a] <.

n=1

Osserviamo che questa serie converge nella norma di L'(—7, 7): infatti

SED SECYCENEES LY E BN LN )

ove Iy e il nucleo di Fejér, da cui

N+ 1
IGnll < (IFx]li +1) < N +1<2N
e quindi
Z(a” = 20041+ Any2)Ga|| < Z |an = 2an41 + ani2|[|Gulli <
n=N 1 n=N

<2 Z nla, — 2a,41 + apy2l -0 per N — 0.
n=N

Si conclude allora che la somma della serie > 7 (@, — 2an41 + any2)Gr(x),
cio¢ f, appartiene a L'(—m, 7).
. . o0 «
Proviamo ora che la serie ) ° | a,, cosnz, malgrado non ne sia stata provata
la convergenza in L'(—m,7), & la serie di Fourier di f. Consideriamo le due
funzioni ausiliarie
N X

gn(z) = Z En sinnz, g(r)= f(t)dt, x € [—m, 7).

—T



Osserviamo che gy € continua e 27-periodica, e che possiamo scrivere

on(z) = / S, cosnt di = / lan O (8)+(ax 1 —an) 1 () + Ho (£)] dt.
T p=1 -
Passiamo al limite per N — oo in questa relazione: si ha

T N .
/ CLNON<t) dt:CLNZSHlnx

n
- n=1

e questa quantita e infinitesima, essendo il prodotto di ay per una serie che
converge puntualmente in virtu del teorema 0.6; inoltre

’ / <aN1—aN>GN1<t>czt’ < (anr — )Gl nm <

< 2N(CLN_1 — (IN) — 0,

ed infine N N
/ Hi(t) dt — / () dt,

dato che Hy — f in L'(—n, ). Pertanto

N

gN(x):Z% sinnm—>/ f(t)dt per N — oo,

n=1

ossia
’ — O
g(x) = /7T f(t)dt = ;g sinnx, =z € [-m, 7.

Osserviamo adesso che la serie > | 9= sinna converge uniformemente, in
virtu del lemma che segue:

Lemma 0.10 Sia {b,} una successione reale decrescente e infinitesima. Al-
lora la serie Y 2 bysinnx converge uniformemente in R se e solo se la
successione {nb,} & infinitesima.

Dimostrazione (=) Fissato N > 2 si ha, posto k = [§],

Nb al - n

N .

< b, < b, sin — =

2 Z "= sin § Z " 2N

n=k+1 n=k+1
1 N N
< — E b, sin nx < ¢ sup 5 b, sinnz|,
sin 7 z€R
n=k+1 o n=k+1




e I'ultimo membro tende a 0 per N — oc.
(<=) Posto By = sup,,»;, nby, si ha chiaramente By, \, 0. Per 0 < [z| < 7

sia N = [‘ J cosicché 75 < |z[ < §. Allora per m > N possiamo scrivere
m+N—1 00
Zb sinnx| < Z by, sin nx Z bpysinnx| =1+ 11;
n=m+N
d’altra parte
m+N-—1
I< Z bun|z| < N|x|B,, < 7B,
n=m

mentre, utilizzando ancora una volta l'identita di Abel,

I = Z (by — brg1)Sn () = by NSman—1(7)| <
n=m+N
2 27
< ez lmiy S by < 20(N A+ Dby < 2785,
[sin 5| E

Pertanto, qualunque sia « € [—m, 7] \ {0}, si ha

oo
5 b, sin nx

n=m

<37B,, >0 per m — oo,

e dunque la serie Y 7 b, sin nz converge uniformemente. D

Possiamo ora concludere la dimostrazione del teorema 0.9. Poiché g,, converge
uniformemente a g, anzitutto anche g & 2r-periodica e, in particolare, g(m) =
0. Inoltre per ogni m € NT si ha, in virtu del teorema di Fubini,

L/ f(t)cosmtdt: %/:f(t) [/twmsinmxda:—l—(—l)m} dt =

W m/ [/ dt] sin ma dz + (_jr)m g(m) =

m ™
= / )sinmzdr = — lim / gn(x)sinmzx dr =
T N—oo o

Vg
- . n
= — hm E smntsmmmd:ﬂ:m lim E — Opm = Gy
T N—oo N—oo 1 n
n—

il che prova la tesi. 0O

10



Osservazione 0.11 I teoremi 0.9 e 0.8 valgono anche quando la successio-
ne {a,} ¢ infinitesima, ma decrescente soltanto definitivamente: si trattera
di considerare, per un opportuno indice Ny > 1, le serie anNo @y, COSNIT

o0 . . . . . o .
e Y ._n, @n sinnz, che differiscono solo per un numero finito di termini
(continui) da quelle originarie.

Esempio 0.12 Consideriamo la successione a,, = ﬁ, n > 2, e completiamo
per comodita la definizione ponendo ay = a; = 0. Questa successione e
(definitivamente) decrescente e infinitesima; inoltre essa verifica

lim n(a, — a,+1) =0,

n—o0
in quanto
nln (1 + 1) 1

< .
Innln(n+1) = (Inn)?

n(an — tni1) =

Proviamo che si ha anche

Zn

n=1

2 1
lnn In(n+1) 1(n+2)

<o

possiamo scrivere, dopo facili calcoli,

1 z+1 d2 1
/ / dtdr =
Inn In n+1 ln n+2 di2Int

n+1 x+1
dtd
/ / LQ Int)? * (lnt):’l b,

1 2 N 1 < 3
Inn  Inn+1) In(n+2)| ~ n?(lnn)?

da cui

Se ne deduce che

Sl

n=1

2 o0
<
Inn n+1)+l n—I—Q‘ Z lnn >

che & quanto si voleva. Pertanto per le funzioni dell’esempio 0.7

oo .
cosnx S NI

fa) =3 gy =
n=2 n=2

Inn

11



si hanno i fatti seguenti: g appartiene a C([—, 7]\ {0}) ma non a L'(—7, )
(perché - —— = 400), la serie che definisce g ¢ la sua serie di Fourier, e la
convergenza verso g ¢ solo in senso puntuale; invece f € C([—m, x|\ {0}) N
LY(—m, ), la serie che definisce f & la sua serie di Fourier, ma la convergenza
verso f e soltanto in senso puntuale. In tutti e due i casi la convergenza della
serie & anche uniforme in [—m, —d] U [d, 7] per ogni 6 €10, 7[.

Esercizi

1. Provare che |sinnz| < n|sinz| per ogni z € R., e che n & la migliore
costante possibile.

2. Sia f : R — R una funzione 2m-periodica, di classe C! e non negativa.
Si esprima mediante i coefficienti di Fourier di f l'area della regione
delimitata dalla curva chiusa di equazione polare r = f(¢), ¥ € [0, 27].

3. Sia f € L'(—m,m). Detto ¢, = 5= ["_ f(t)e~™ dt, si provi che

o= L 7; [f(t)—f(t—fﬂe-mtdt Vn € Z\ {0}.

47 n

4. Fissata una successione {¢,} non negativa e infinitesima, esibire una
funzione continua e 27-periodica f tale che

hmsup—sup‘f< — —) —f(t)) > 0.

n—oo En zeR

[Traccia: scelta {¢,,} C {e,} tale che >~ &, < oo, si definisca

flz) = 220:1 En, €7 ]

5. Si provi che, detto Dy il nucleo di Dirichlet, risulta

1 sin Nx

§DN( z) =

1
+ g(z)sin Nz + 3 cos Nz Vo € [—m, 7]\ {0},

ove g ¢ una funzione continua su [—m, 7| con ¢(0) = 0.

6. Siano f € LY(—m,7) e g € L®(—m, ) funzioni 27-periodiche. Si provi

che
lim f(:c +t)g(t) cosnt dt = lim f(x +t)g(t)sinntdt =0

12



10.

11.

uniformemente rispetto a x € R.

[Traccia: per lesercizio 3, entrambe le quantita sono non superiori
in modulo a 7|, (t+ Z) — 1y (t)] dt, ove ¥, (t) = f(x +1t)g(t). Tale
integrale si maggiora con ffﬂ |f (x +t+ %) — flx + t)‘ ‘g (t + %)’ dt+
[T |f(z+t)||g (t+ ) — g(t)| dt. Sistimi il primo addendo con il pro-
dotto ||g]|e Hf ( + %) — f(-)Hl; fissato ¢ > 0, si decomponga l'altro
come f(Ep_x) —|—f[_ﬂm]\(Ep_x) ,ove B, ={|f| > p}e pr |f(t)]dt < e: al-
lora il secondo addendo si maggiora con 2||g||<e+p||g (- + Z) — g()H1 :
Di qui segue la tesi.]

Provare che, se Sy(x) ¢ la somma parziale della serie di Fourier di una
funzione 27-periodica f € L'(—m, ), si ha

Sy(x) = © / et u) + fla—w)

7

sin Nu

du + o(1),

ove o(1) & un infinitesimo per N — oo indipendente dalla variabile x.

(Principio di localizzazione di Riemann) Provare che, se Sy(x) ¢ la
somma parziale della serie di Fourier di una funzione 27-periodica f €
L'(—m, ), si ha per ogni § €]0, 7]

)
Sx) == [ fa+u)

ove o(1) & un infinitesimo per N — oo indipendente dalla variabile z, e
che dunque la convergenza o meno della serie di Fourier di f nel punto
x dipende solo dal comportamento di f in un arbitrario intorno di x.

sin Nu

du + o(1),

Sia f una funzione 27-periodica e a-hdlderiana, ossia esiste M > 0 tale
che |f(t) — f(s)| < M|t — s|* per ogni t,s € R. Si provi che la serie di
Fourier di f converge a f uniformemente.

Sia f una funzione 27-periodica e continua secondo Dini, ossia, posto
Supj;_sj<, | f(t) — f(s)| = w(r), risulta f05 @ dr < oo. Si provi che la
serie di Fourier di f converge a f uniformemente.

. . . _ _ 1 N
Sia {¢;, }nez una successione e siano sy = ZMSNCTL s ON = No1 Y o Sn -
Si verifichi che se sy — ¢, allora o — £. Si provi anche che

_ n|
aN_ch<1 N VN € N.

13



12.

13.

14.

15.

Sia f una funzione limitata, 27-periodica e pari. Se i coefficienti
di Fourier a, = % f:r f(t) cosntdt sono non negativi, si provi che
[ee] . . S . . . .
Yoolian, < 00, e che quindi f e continua e la sua serie di Fourier

converge uniformemente.
[Traccia: si osservi che, in virtl dell’esercizio 11, si ha % +3N a4, =
Sn(0) <2095 (0) < 2||f|loo s OVe oy sono le somme di Fejér di f.]

Sia f una funzione limitata, 2m-periodica e dispari. Se i coefficienti di
Fourier b,, = % f_ﬂﬂ f(t)sinnt dt sono non negativi, dette oy le somme
di Fejér di f si provi che:

() 0<Fny (1= 1) mbn < Now () < Nl fll
(ii) esiste M > 0 tale che |S,(z)] < M||f|lw per ogni n € NT e per
ogni = € R;

(iii) se f e continua, allora Sy(z) — f(x) uniformemente per N — oc.

[Traccia: per (i) si utilizzi la relazione sin 53t > % perm = 1,2,..., N.
Per (ii) si scelga in (i) N = 2n. Per (iii) si scriva f = oy + gn, ove
gy = f — oyt si mostri che g ¢ dispari e che £ [" gy (t)sinmtdt =
bin(1 — (Fn)m) > 0 per ogni N,m € N* (ove Fiy ¢ il nucleo di Fejér),
e che quindi, in virtu di (ii), le somme di Fourier di gy sono limitate
da M||gn||eo; infine si deduca che |Sy(z) — Sy (z)] < M||f — onlleo pEr

ogni z € R e per ogni m > N, da cui la tesi.]

Sia p > 1 esia f € LP(—m,m) 2mw-periodica. Supponiamo che i coeffi-
cienti di Fourier a,, e b, di f verifichino

7(n) := Zk(\aﬂ + |bk|) = o(n) per n — 0.

Si provi che Sy — f in LP(—m, m), e che se f & continua allora Sy — f
uniformemente.

[Traccia: si provi che [Sy(z) — on(2)] < ﬁ T(N).]

Si dice che una serie trigonometrica S = 2 +3 " | (a, cos nz+b, sin nx)
¢ lacunare se si ha a, = b, = 0 salvo che per n = ny, ove {ny} C N
¢ una successione crescente tale che nfL—:l > X > 1 per ogni k € N*.
Se una funzione f € LP(—m,m) (p > 1), 2m-periodica, ha una serie
di Fourier lacunare, si provi che Sy — f in LP(—m,7) e che se f &

14



16.

17.

18.

19.

continua allora Sy — f uniformemente.

[Traccia: per Uesercizio 14 basta provare che 7(n) = > 7_, h(|an| +
br|) = o(n): si scelga p € NT tale che |ay,, | + |bn,| < € per k > p; se
n > p e m e il massimo tra gli indici k£ per cui ny < n, si provi che

S z] (o + ) < 2 4 2 S

k=p+1 k=p+1

T(n

e che quindi —0.]

Una funzione f : [—m, 7] — R si dice a variazione limitata se vi ¢ una
costante M > 0 tale che per ogni partizione P = {—7m =ty < t; <
. <tm =7} di [-7, 7] risulta

DIt = F(8)] < M.

In tal caso il numero reale

|4 f)IS%P{Z\f(tm)—f(ti)\i tieP}

si chiama wvariazione totale di f. Siano ¢, i coefficienti di Fourier di

una funzione f a variazione limitata: si provi che |¢,| < ( ) per ogni

n € Z\ {0}.
[Traccia: si verifichi che

(2n + 1) |cn|<—2/

k| <n

x—i—k—l—%)—f(x—i—k)‘ dz.]

Siano f,g € L*(—m,m) e siano ¢y, i rispettivi coefficienti di Fou-
rier. Si provi che fg ha la serie di Fourier ), _, Bret*t. ove B, =
> hez CkVi—h -]

Si provi che se f € una funzione 27-periodica e a-hdlderiana, allora
lf — on|lo < eN~% per ogni N € N*,

. . . . . . ag o0 .
Si provi che ogni serie trigonometrica gt Yoo (an cosna + b, sin nx)
puo essere scritta nella forma % + 3" | r, cos(nx —¥,), ove r, > 0 ¢

U, €] —m, .
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20.

21.

22.

23.

24.

Sia E C [—m, 7] un insieme misurabile con m(FE) > 0. Si provi che

1 1
liminf/ | cosnz|dx > = m(E), liminf/ |sinnx|dx > = m(F).
E 2 E 2

n—oo n—oo

Sia 9 + 3" (an cosnz + b, sinnz) una serie trigonometrica assolu-
tamente convergente per ogni x € E, ove E C [—7, 7] & un insieme
misurabile con m(E) > 0. Si deduca che > 7 (|ay| + [by]) < oo.

Sia f € L*(—m,m) e sia {z,} C C una successione dotata di un punto
d’accumulazione z € C. Si mostri che se ffﬁ f(t) et dt = 0 per ogni
n € N, allora f =0 q.o..

Siano f,g € L?*(—m,7) e siano c, 7, 1 rispettivi coefficienti di Fourier.
Si provi che

Per § > 0 sia As = {(x,y) € R* : cosx cosy > 1 —d}.

(i) Si provi che per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che

Asc |J B((2mn,27m),e).

n,me”L

(ii) Posto
)271

Kon(ay) (0 4 cosx cosy
n\L, = T T s
> Y f_w f_ﬁ((s + cos s cost)? dsdt

si verifichi che [*_ 7 Kj,(z,y) duvdy =1 e che per ogni £,0 > 0
esistono 6 > 0 e n € N* tali che K5, (z,y) < e per |z|, |y| €]o, 7.
(iii) Data una funzione f(x,y) continua e 27-periodica in entrambe le

variabili, e fissato € > 0, si provi che esistono § > 0 e n € NT tali
che

f(x,y)—/7r /7r Ksn(s,t)f(x — s,y —t)dsdt| < e VY(z,y) € R%

(iv) Siconcluda che f & approssimata uniformemente in R? da polinomi
trigonometrici della forma Py (2,y) = 374 <y D nj<ar @nke e,
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