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1) Sia Q ⊂ P3(R) data da

Q = {[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ P3(R) | (x0)2 + (x1)2 + (x2)2 − (x3)2 = 0} .

(i) Dimostra che Q è una sottovarietà embedded di P3(R) di dimensione 2.
(ii) Calcola la coomologia di de Rham di Q.
(iii) Trova una carta locale di P3(R) adattata a Q e centrata nel punto p0 = [1 : 0 : 0 : 1] ∈ Q.
(iv) Usando la base di Tp0P3(R) indotta dalla carta locale del punto precedente determina una base di Tp0Q.
(v) Sia f : P3(R)→ R data da

f([x0 : x1 : x2 : x3]) =
(x0)2 + (x1)2 − (x2)2 − (x3)2

(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2
.

Dimostra che f |Q: Q→ R è di classe C∞, e determina il nucleo di d(f |Q)p0 : Tp0Q→ R.

2) Sia M una n-varietà, e X1, . . . , Xr ∈ T (M) tali che dim Span
(
X1(p), . . . , Xr(p)

)
= r per ogni p ∈M .

Per ` ≥ 1 poniamo

I` =
{
ω ∈ A`(M) | ω(Xj1 , . . . , Xj`

) ≡ 0 per ogni 1 ≤ j1, . . . , j` ≤ r
}

.

Dimostra che d(I1) ⊆ I2 se e solo se esistono ck
ij ∈ C∞(M) tali che [Xi, Xj ] =

r∑
k=1

ck
ijXk per i, j = 1, . . . , r.

3) Sia S = S2 \ {(0, 0, 1)} ⊂ R3 la sfera unitaria in R3 privata del polo nord N = (0, 0, 1), e indichiamo
con g la metrica Riemanniana su S data da

gp(v, w) =
1

(1− p3)2
〈v, w〉

per ogni p = (p1, p2, p3) ∈ S e ogni v, w ∈ TpS, dove 〈· , ·〉 è il prodotto scalare canonico di R3 e stiamo
considerando TpS come sottospazio vettoriale di R3 tramite l’identificazione indotta dall’inclusione S ↪→ R3.
(i) Dimostra che la proiezione stereografica dal polo nord ϕ: S → R2 data da

ϕ(p) =
1

1− p3
(p1, p2)

è un’isometria fra (S, g) e R2 considerato con la metrica piatta.
(ii) Determina tutte le geodetiche di (S, g) uscenti dal punto −N = (0, 0,−1). Che differenza c’è fra queste

geodetiche e le geodetiche (uscenti da −N) rispetto alla metrica standard di S2?


