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1) Una coppia esatta di gruppi abeliani € una sucessione esatta di gruppi abeliani della forma
Aalsproatia,

dove A e B sono gruppi abeliani a i, j e k sono omomorfismi di gruppi.
(i) Posto d = j o k, dimostra che dod = O.
(ii) Posto A; = i(A) e By = (kerd)/d(B), definisci degli omomorfismi i1: A; — A, j1: 41 — By e
k1: By — A in modo che la successione

A5 A2 B S A S A
sia una coppia esatta di gruppi abeliani.

2) Sia m: E — M un fibrato vettoriale di rango r su una varietd M, e poni

F=|JEoE;,
peEM

dove E7 indica lo spazio duale di E, per ogni p € M. Indichiamo con 7: F' — M la proiezione data da
7(E, ® Ej;) = {p} per ogni p € M, e con ®: F' — R I'applicazione data da ®(v,w) = w(v) per ogni v € E,,
w € Ej e p € M. Definisci una struttura di fibrato vettoriale di rango 2r su (F,7) tale che lapplicazione ®
risulti differenziabile.

3) Indichiamo con V° la connessione piatta su R™, e con (-, -) il prodotto scalare canonico su R". Fissato
un campo vettoriale Z € T(R™) sia V: T(R") x T(R"™) — T(R") definita da

VxY =V%Y +(X,Y)Z

per ogni X, Y € T(R").
(i) Dimostra che V & una connessione simmetrica. Per quali campi Z la connessione V & compatibile con

la metrica Euclidea di R™?

(ii) Sia o:I — R"™ una curva regolare, e supponiamo che Z non si annulli lungo il supporto di o. Trova
sotto quali condizioni un campo costante Xy & V-parallelo lungo o.

(iii) Se o ¢ della forma o(t) = pg + tvg e Z & un campo costante Z = Zy € R", determina tutti i campi
vettoriali X € T (o) che sono V-paralleli.

(iv) Se o & della forma o(t) = po+tvg, che relazione deve intercorrere fra Z e o perché o sia una V-geodetica?

(v) Dimostra che una curva regolare o parametrizzata rispetto alla lunghezza d’arco & una V-geodetica se
e solo se & + Z oo = O. Deducine che se Z = Zy # O ¢ costante allora nessuna curva parametrizzata
rispetto alla lunghezza d’arco puo essere una V-geodetica.

(vi) Supponiamo ora n = 2. Dimostra che non esiste alcun campo Z € T(R?) tale che tutte le curve della
forma o(t) = (rcost,rsint) siano delle V-geodetiche.



