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Nome e Cognome:

1) Considera l'insieme
S={("....a") eRY | (V(@h)? + (22)? = 2)° + (2°)” + (') = 1},
e sia f:R? — R? la funzione definita da
Fhy* % yt) = (' +2) cosy?, (y' +2)siny’, 2, 5°)

(i) Dimostra che S ¢ una sottovarieta liscia compatta e 3-dimensionale di R*.
(ii) Dimostra che la restrizione di f a {(y,...,y*) € R* |y # —2} & un’immersione.
(iii) Dimostra che, se S C R® & l'usuale sfera unitaria, allora f(S? x R) = S, e flg2xg:S? X R — S ¢
un’immersione.
(iv) Calcola i gruppi di coomologia di De Rham di S. [Suggerimento: puoi usare il teorema di Kiinneth.]

2) Una distribuzione k-dimensionale su una varietd M & un sottoinsieme D C T'M del fibrato tangente
tale che D, = D NT,M sia un sottospazio k-dimensionale di T),M per ogni p € M. Diremo che una
distribuzione k-dimensionale D ¢ liscia se per ogni p € M esistono un intorno U di p e k campi vettoriali
X1,..., X, € T(U) tali che Dy = Span(Xl(q)7 . ,Xk(q)) per ogni g € U.

Sia D C T'M una distribuzione k-dimensionale su una n-varieta M. Dimostra che D ¢ liscia se e solo se
per ogni p € M esistono un intorno U di p e w!,...,w" % € AL(U) tali che

Vqe U Dq:Kerw;ﬂ~~~ﬂKerwg*k.

3) Dati una varieta Riemanniana (M, g), con connessione di Levi-Civita V, e un campo vettoriale
V e T(M),sia VV:T(Q) x T(Q) — T () 'applicazione cosi definita:

VLY =VxY +g(X,Y)V .

(i) Dimostra che VV & una connessione con torsione nulla.
(ii) Esprimi i simboli di Christoffel di VY in termini dei simboli di Christoffel di V e delle coordinate locali
del campo V.
Supponiamo ora che M = R?\ {0} C R? con la metrica Euclidea standard. Nel seguito di questo esercizio
identificheremo sistematicamente TM con M x R?, e quindi T (M) con C=(M,R?).

(iii) Determina un campo V € T (M) tale che tutte le curve o: R — M della forma
o(t) = (Rcost, Rsint)

siano geodetiche per vV,

(iv) Sia V € T(M) il campo trovato nel punto precedente, e p € M con |p|| = 1. Determina, se esiste,
una funzione f:I — R, dove I C R ¢ un intervallo contenente 0, tale che la curva v: 1 — M data da
7(t) = f(t)p sia una geodetica massimale per V¥ con v(0) = +'(0) = p. [Suggerimento: ricorda che
(log f'/)/ — f'///f/.]



