Istituzioni di (Geometria
Prof. Marco Abate
Primo scritto A.A. 2013/14 — 13 giugno 2014

Nome e Cognome:

1) Sia
S = {(.131,1‘2,1‘3,1‘4,1‘5) c ]R5 | (1;1)2 T (I2)2 + (I3)2 _ ($4)2 _ ($5)2 — 3}
e sia f: S — R la funzione definita da f(z?!,...,2%) = o' + 2% + 3.
(i) Dimostra che S & una sottovarietd di R, e per ogni punto p = (p',...,p°) € S scrivi un’equazione

cartesiana dello spazio tangente 7,5, pensato come sottospazio vettoriale di TPR5 = R5.
(ii) Dimostra che la funzione f:S — R ha esattamente 2 punti critici.
(iii) Dimostra che I'insieme f~!(0) & una sottovarieta non compatta di S.

2) Sia M una varietd m-dimensionale compatta orientabile.

(i) Siano fo, fi: M — N due applicazioni differenziabili, dove N & una n-varieta conn > m, esiaw € A™(N)
una m-forma chiusa. Dimostra che se esiste una omotopia liscia H:[0,1] x M — N fra fy e f; allora

/M fow= /M fiw:

(ii) Sia N una n-varietd compatta orientabile. Dimostra che per ogni V' C N aperto esiste una n-forma
w € A™(N) con supporto contenuto in V' tale che [, w # 0.

(iii) Sia f: M — N un’applicazione differenziabile fra n-varietd compatte orientabili. Supponi che esista un
aperto U C M tale che f|y:U — V = f(U) sia un diffeomorfismo che conserva l'orientazione e tale che
f71(f(U)) = U. Dimostra che se w € A"(N) ha supporto contenuto in V allora

[ ref

Deducine che f non pud essere omotopa (tramite un’omotopia liscia) a un’applicazione costante.

3) Sia (M, g) una varietd Riemanniana. Per ogni p € M e ogni v € T, M indichiamo con v Pelemento
di T3 M dato da v’ = gp(-,v).

(i) Dimostra che 'applicazione *: TM — T*M cosi definita & un isomorfismo di fibrati vettoriali. Indiche-
remo con #: T*M — TM Papplicazione inversa.
(i) Dimostra che I'applicazione g*: A(M) x A (M) — C>(M) data da g*(w,n)(p) = gp(n}h,w}) definisce
un tensore g* € T2(M) simmetrico definito positivo.
(iii) Sia J:TM ®T*M — TM & T*M data da
Jy(v,w) = (wh, —0”)
per ogni p € M, v € T,M e w € T M. Dimostra che J? = —id.
(iv) Sia § = g ® g* la metrica lungo le fibre di TM & T*M data da
9p((v1,w1), (v2,w2)) = g(v1,v2) + g (w1, w2)
per ogni p € M, vy, vg € TyM e w1, wy € Ty M. Dimostra che 'operatore J ¢ un’isometria antisimme-
trica per g, cioe che
gp((vlawl)afj(v27w2)) :gp(_J(vlawl)a(’UvaQ)) € gp(J(Ulvwl)u‘]('UvaQ)) :gp((vl7w1)7(02;w2)) .
(v) Sia V la connessione di Levi-Civita su M, e sia V*: T(M) x AL (M) — A (M) data da Viw = (Vxwh)’.
Dimostra che V* & una connessione su 7" M tale che
X (g% (w1, w2)) = g" (Viwi,wa) + g% (w1, Viiws)

per ogni X € T(M) e ogni wi, wy € A*(M).
(vi) Costruisci una connessione V su TM @& T*M tale che J o Vx = Vx o J per ogni X € T(M).



